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Taylorin ja
MacLaurinin sarjat

Potenssisarja
ch(x— a)k = f(x)

madarittelee x:n funktion. Seuraavaksi toteamme mika yhteys
potenssisarjalla on sen maaritteleman funktion derivaattoihin

f(a),f'(a),f"(a), FC)(a),...

Potenssisarjan suppenemisvilin |x — a| < R sisapisteissa
funktio f(x) voidaan derivoida derivoimalla sarjaa. Tam3 ei
ole ihan itsestdan selvd asia. Oikeastaan pitdisi ensin
osoittaa, etta

<,!5nw§0 ol ) = am Xn: <(Z<Ck(X— a)k>

k=0
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Taylorin ja
MacLaurinin sarjat

d (Jim Sa(x)) = lim Sh(x)

dx \n—eo n—oo
Sivuutamme nyt tdman perustelun ja hyviksymme
annettuna asiana, ettd potenssisarjan maarittelema funktio
voidaan suppenemisvililld |x — a| < R derivoida sarjasta ja
nadin saatu derivaattafunktion potenssisaja suppenee samalla
valilla |x —a| < R.

Tarkastellaan seuraavaa potenssisarjaa, kun x on
suppenemisvalin sisdpiste

f(x)=c+ca(x—a)+a(x—a)P+alx—a)>+...

Voimme nyt helposti derivoida taman lausekkeen niin monta
kertaa kuin haluamme:



Taylorin ja MacLaurinin sarjat 3

f(x) = ctalx—a)+alx—a)P®+a(x—a)l+... Mrbaurain sarat
fi(x) = c+2c(x—a)+3c(x—a)’+4c(x—a)y+...
f'(x) = 2c+3-2a(x—a)+4-3c(x—a)’+5-4cs(x—a)>+...
fO(x) = 3-2c3+4-3-2c4(x—a)+5-4-3c5(x—a)’+...
FA(x) = 4-3-2¢4+5-4-3-2c5(x—a)+6-5-4-3c5(x—a)’>+...

f(a)=co =0!-¢
f'(a) = =1l-¢
f"(a)=2-c =2l
f(3)(a):3 2-c3 =3lc
f(4)(a):4 3-2-c4 =41y
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Taylorin ja
MacLaurinin sarjat

Saamme siis

f(k)(a)

% = (1)
f(x) = c+alx—a)+a(x—a)’+a(x—a)+...
< (k)
= kZ’Of k!(a) (x—a)k, kun [x—a| <R (2)

Sarjaa (2) sanotaan Taylorin sarjaksi ja jos a=0, niin sarjaa
sanotaan Maclaurinin sarjaksi.

Erdiden tuttujen funktioiden Taylorin sarja -esitykset |16ytyvat
taulukkokirjoista.
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Esimerkki 1 (f(x) =¢e*, a=0, eli "MacLaurin”)

Esimerkkeja

(x) = & f0) = 1
fix) = & f1(0) = 1
f”(X) = X — f”(O) 1
F(K)(0 1
k= k!( ) il

e =c+ C1(X—0)+ C2(X—0)2 + C3(X—0)3

1 1 1
_1+x+—x +§x +7 Xt I;OHX
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Esimerkki 2 (f(x) =In(14x), a=0, eli "MacLaurin")

f(x)=In(14x) — f(0)=0 EE
f'(x) = lix - F(0)=1
f(x) = (111)2 - F(0) = —1
f"(x) = (114_5)3 — £(0) = 2!
=g o =3
=In(l+x) = f(x)=x— %x2+%x3— %X4+
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Esimerkki 3 (f(x) =In(1+4x), a=2, eli "Taylor")

= In(l +X) — f(2) = |n3 Esimerkkejs
1 1
F(2) ==
~1 . ~1
iz - @z
1.2 o !
(15 x) — f (2)_§
-1.-2.3 -3l
®o)= > ..
(1) (0) 3 =
1 1 21 3l
|n3—|—§( 2) 2|32(X 2)24—@( )3 4|34(X 2)4—1—
S I
In3+ )" g (x—2)
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Esimerkki 4 (f(x) =

f(x) = VI+x=(1+x)"?

() = %(1 )12
f(x) = — 7(1+x) 3/2
f”/(X) _ 2733(1 )75/2
1-3:5
)= - 2(14x)7712
_ 1, 12,335
f(x) l—|—2X i +8

vV14+x,a=0,

15
224

8

eli "MacLaurin”)

Esimerkkeja

F(0) =1
)=
7(0)=
()= 57
F9)(0) —12-3.5
e— i 1)*+1(2k —2)! ok

22k=T(k —1)Ik!
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Jos Taylorin sarjasta otetaan vain n+ 1 termid, niin saamme
Taylorin polynomin

Taylorin polynomi
" f(K)(a)

Pn(x) = Kl

(x —a)~.

k=0
Esimerkki 5: Jos
1

2.32(X—2)2+L(x—2)3—i(x—2)4+...

1
In(1+x)=In3+-(x—2)— 333 1.3

3

niin vastaava toisen kertaluvun Taylorin polynomi on

Pz(X) =In3+ %(x— 2) _ T18(X_2)2
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Esimerkki 6: Piirretdan funktion f(x) =In(1+x) ja sen
toisen kertaluvun Taylorin polynomin P,(x) kuvaajat Taylorin polynomi
(kehityskeskus a = 2)

y
2 In(1+ x)
y=In X
/
1 — y = P>(x)
0
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Voidaan osoittaa (Todistus sivuutetaan téssd), ettd

Jos sarja f(x) = co+c1(x—a)+c(x—a)> +c(x—a)d+...
suppenee, kun |x —a| < R ja vastaava n:nnen kertaluvun (e ponnomin

Taylorin polynomi on -
Po(x) = co+c1(x — a) + ca(x —a)2 + -+ cp(x —a)", niin:

jos |x —a| < R, niin

f(x) = Pn(x)+Rp(x), missa
F(rt1)(z il s
L(x) = (n+1()!)(xa) +1 ja

z on jokin lukujen a ja x vililla oleva luku.
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Esimerkki 7: Arvioidaan virhettd esimerkin 6 tapauksessa.
Kun arvioimme, etta

£(3) ~ Pa(3) = In3+ - (3 2)—7(3 2)? = 1.376300066  Toeinperomi
(virhearvio)

niin todellisuudessa

f(3) = Po(3)+ R2(3), missa

f//l(z)
Ro(x) 3 (=2’
Koska f"(x) = (1+X)3 ja2<z<3, niin 355 < Ra(x) < 553

Siis 1.381598 < £(3) < 1.388736 (eli £(3) = 1.385-£0.004)
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