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1.1. Kurssin tavoitteet 1

1. Johdanto

1.1 Kurssin tavoitteet

Téaman kurssin tavoite on antaa opiskelijalle matemaattiset valmiudet jatkaa operaa-
tioanalyysin ja taloustieteiden opiskelua. Jatkossa opiskelija saa tutustua sovelluk-
siin, joissa ”saatu hyoty” riippuu monesta muuttujasta. Luonnollinen tehtéva silloin
on 16ytad muuttujille sellaiset arvot, ettd hyoty saadaan mahdollisimman suureksi.
Tamén perustehtavén ratkaisemista sanotaan optimoinniksi. Jo talousmatematiikan
perusteissa tutustuttiin lineaariseen optimointiin. Té&lla kurssilla tavoitefunktio ja
rajoitteet saavat olla epélineaarisia.
Kurssin sisélto jakautuu karkeasti neljaén osaan:

. matriisilaskentaa
. optimointia

. jonoja ja sarjoja

W N =

. differentiaaliyhtaloita

Kurssin alussa esitettavia matriisien ominaisuuksia tarvitaan myéhemmin optimoin-
nin ja differentiaaliyhtéléiden yhteydessid. Matriiseja opiskelija tulee tarvitsemaan
muillakin kursseilla, joten asiakokonaisuus on tarked. Matriisiosuus alkaa lineaarial-
gebran kertauksella, jota luultavasti ei tdman kurssin tentissa tulla kysymaan. Misséa
kertaus loppuu ja uusi materiaali alkaa riippuu kulloisenkin vuoden luennoijasta ja
edeltévien kurssien toteutuksesta.

* merkinnét, sanonnat

* matriisilaskut Excel:114

* graafiset esitykset

* analyysi, harjoittele kirjainten késittelya lausekkeissa
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2. Matriisilaskentaa

2.1 Lineaarialgebran kertausta

Merkitsemme koulumatematiikasta tuttua vektoria @ = 2i + 3; sarake matriisilla

v = (g) =(2 3)"

Merkintatavan muutos helpottaa jatkossa siirtymistd useamman kuin kahden ko-
ordinaatin vektoreihin. Yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen on nyt helposti

T OG-0
+(3)-(23)-(2)

Perinteinen ja hyva tapa saada mielikuva edelld olleista vektoreista on ajatella ne

siirtymisind. (2 3 )T = "kaksi oikealle ja kolme ylos”, (5 1 )T = "viisi oikealle ja
yksi ylos” ja (2 3 )T +(5 1 )T = "kaksi oikealle ja kolme ylos ja viela viisi oikealle
ja yksi ylos” = ”seitsemén oikealle ja neljd ylos” (ks. Kuva 2.1).

Kéytdmme n-alkioisten vektoreiden joukolle merkintaa
R"={a=(a; as ... a,) | a;€R,j=12,...,n}

Sanomme R™:44 n-ulotteiseksi Euklidiseksi vektoriavaruudeksi. R', R? ja IR® ovat
lukion matematiikasta tutut lukusuora, taso ja kolmiulotteinen avaruus. (Meidén
kéyttdmamme merkintd R" muistuttaa siitd, ettd vekrotin koordinaatit a; ovat
reaalilukuja. Monessa kirjassa halutaan korostaa Eukleideen nimed, ja sillon vas-
taava merkintéd yleensd on E™.)
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Figure 2.1: (2 3)T+(5 )T =(7 4)T

Yleistimme IR*:ssa niin luonnolliset yhteenlasku- ja reaaliluvulla kertomis-saannét

IR™:48n seuraavasti. Olkoota = (a1 a2 ... ap) €ER", b=(by by ... b,)€
R' c=(c; ¢ ... ¢p)eR"japeR.
a+tb=c & c¢j=a;+b;,Vi=1,...,n (2.1)
pa=c & c¢j=pa;, Vj=1,...,n

On tarkeatd huomata, ettéd vektoreille on sovittu kahden vektorin yhteenlasku ja vek-
torin kertominen reaaliluvulla, mutta kahden vektorin kertomista ei ole maéritelty.
Y14 sovittu merkintd, noudattelee matriisinotaatiota. Joskus on tarpeen erotella
matriisin alkioita (vektorin koordinaatteja) toisistaan. Seuraavassa kaksi esimerkkié,
joissa erottimet ovat tarpeen.

ar \ _ 2\ T 24\ ) T
<yz2> _(axv Yz ) ’ <13> _(2‘4a 13) 9

Sovitaan vield merkinnoista

0 = (00 ... 0)F (2.3)
1 = (11 ... 1)
er = (0w Vo .o Gur)’,
missé g, =1, ja d;, =0, kun j # k
Esimerkiksi IR®:ssa
0 1 1 0 0

0= 0 ,1: 1 , €1 = 0 , €2 = 1 , €3 =
0 1 0 0 1

o



2.1. Lineaarialgebran kertausta )

2.1.1 Sisatulo ja normi
Kahden vektorin a € R* ja b € R sisiitulo (a|b) ja vektorin a € IR* normi ||
madritelldan seuraavasti

by
(alb) = a'b=(a1 a> az)| b | =aibsi +asbs + asbs (2.6)

lall = +/(ala) =1/a? + a3 + a3 (2.7)

Sisatulo on siis lukiosta tuttu pistetulo ja normi on vektorin pituus. Nyt yleistimme
seuraavasti.

Madéritelma 2.1.1 Kahden vektorin a € R" ja b € R" sisdtulo (a|b) ja vektorin
a € R" normi ||a|| ovat

(alb) = a'b = a1b; + ashs + ...+ anby,

lal = Viala) = /a2 +af+...+a2 (2.9)

—~
[\]
oo

=

Sisétulon arvo on reaaliluku, joten sisdtulo ei ole vektoreiden valinen laskutoim-
itus. (Siksi valtdmme nyt pistetulomerkintdd.) Kahden vektorin sanotaan olevan
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ortogonaaliset (merkitdan a L b) jos niiden sisidtulo
on nolla, alb < (a|/b) = 0. Normi on mitta vektorin suuruudelle. Kaksi vektoria
ovat lahelld toisiaan, jos niiden erotuksen normi on pieni

Esimerkki 2.1.1 Olkoon a € RY N:sti havaintoarvosta muodostuva havaintovek-
tori (aikasarja). Havaintosarjan keskiarvo on

ta = (a1 +az+...+ayn)/N=N""{all) (2.10)

Havaintojen poikkeama keskiarvosta (vaihtelu) saadaan vahentamalld keskiarvo jo-
kaisesta havainnosta

a= (a1 — fla, @2 — fla,---, AN — fla) T =a — gl (2.11)

Vaihtelun suuruutta on tapana mitata varianssilla s2, joka on

2=l — (v a e )
= (N-1)"'((ala) - pa(all) — pa(1la) + p5(1[1))
aTa — Npu?

Olkoon b € RY toinen aikasarja ja up sen keskiarvo ja b € RY sen poikkeama
keskiarvosta. Jos kummankin aikasarjan poikkeamat keskiarvosta noudattavat yh-
teistd rytmid, niin tulo ajb on useimmiten positiivinen. Silloin (&|b) = Zajb on
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positiivinen. Tata yhteisvaihtelua on tapana mitata kovarianssilla

cov(a,b) = ;\?E)é = (N—a)Ya— b — 1)
= (V=) (alb) — (all) — (L) + o 112)
ab—-N
_ — fa“b (2.13)
Kahden aikasarjan vilinen korrelaatio r,, méiritelldan lausekkeella
Tap = % (2.14)

Seuraavassa taulukossa on kolme aikasarjaa ja vastaavat varianssit, kovarianssit ja
korrelaatiokertoimet.

j aj bj Cj ;

1 [ 1.000 | 3.000 | 5.000

2| 1.165 | 2.986 | 5.648 s

3| 1.224 | 2.388 | 5.790 5

4| 1.171 | 2.698 | 4.988 a

510894 | 3.275 | 4.243 3

6 | 0.767 | 3.199 | 4.077 5]

71 0.893 | 3.188 | 4.753 )

8 | 1.285 | 3.556 | 5.665 . . . .

9 | 1.389 | 2.628 | 6.021 o 5 10 15 20
10 | 1.011 | 2.251 | 5.289

11 | 0.733 | 3.349 | 4.497
12 | 0671 | 2.514 | 4.013 | pa =1.013 gy =2.959 . = 4.997
13 | 0.823 | 2.857 | 4.497 s¢=0.219 s, =0429 s.=0.643
14 | 1.076 | 3.286 | 5.366

15 | 1.327 | 3.575 | 5.939 |  cov(a,b) = 0.012, rap = 0.126
16 | 1.247 | 2.714 | 5.501 cov(a, c) = 0.132, Pa.c = 0.941
17 | 0.976 | 3.449 | 4.863 |  cov(b,c) = 0.014, To.c = 0.053

18 1 0.849 | 2.996 | 4.272
191 0.704 | 2.106 | 4.343
20 | 1.063 | 3.157 | 5.165

Esimerkki 2.1.2 Yhteisvaihtelua késitelldan paljon riippuvuusanalyysin kurssilla.
Tala kurssilla emme jatka aiheen kasittelyd enempad kuin yhdelld huomiolla. Koska
usein taloudelliset aikasarjat esitetddn muodossa, jossa havaintojen keskiarvo on
likimain nolla, ymmaérretdan helposti aikasarjojen ortogonaalisuus ja korreloimat-
tomuus samaksi asiaksi. Tamé ei kuitenkaan ole totta. Seuraava vastaesimerkki
osoittaa eron.
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J a; b;

1 [ -1,000 [ 3,000 8

2 | 1,000 | 5,000 ) P s
3 | -2,000 | 2,000 o \/,/‘

4 | -1,000 | 3,000 2 .

5| 0,000 | 4,000

6 | 1,000 | 5,000 0

AN -
NIEERN

w | -0.333 | 3.667

s | 1.211 | 1.211 "
cov(a, b) = 1.222 o1z 3 4 5 87
Tap = 1.000,
(alb) =0

Aikasarjat korreloivat taydellisesti, vaikka ovatkin kesken#én ortogonaaliset.

2.1.2 lineaarinen riippumattomuus ja kanta

Esimerkki 2.1.3 Olkoon yrityksen A osakkeen arvo 20-€ ja yrityksen B osakkeen
arvo 10€ . Sijoittaja tarkastelee omaisuutensa rakennetta ryhmittelemalla sijoit-
tamansa rahat kolmeen osaan ”mekaaninen puunjalostus”, ”paperi” ja ”kemiante-
ollisuus”. Yrityksen A liikevaihdosta puolet tulee sahatavarasta ja puolet paperin
valmistuksesta. Yrityksen B liikevaihdosta puolet tulee hienopaperista ja puolet
varikemikaalien myynnistd. Yritysten osakkeiden arvojen jakautumiset eri toimi-
aloille voidaan esittda vektoreilla

10 0
va=|10], ve=[5]. (2.15)
0 5

Sijoittaja haluaa sijoittaa 1000 € siten, etta 50% sijoituksesta menee paperinvalmis-
tukseen loppu jakautuu tasan mekaanisen puunjalostuksen ja kemian teollisuuden
kesken. Tavoitteena on siis jakauma

250
wy = | 500 | . (2.16)
250

Tama onnistuu ostamalla 25 kappaletta A-osaketta ja 50 kappaletta B-osaketta, silla

250 10 0
wi=|500]=25]110]+50]5 ] =25vqa+50vp (2.17)
250 0 5

Toinen sijoittaja haluaa sijoittaa 1000 € siten, ettd 50% sijoituksesta menee me-
kaaniseen puuhun ja loput tasan paperiteollisuuteen ja kemian teollisuuteen. (Siis
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wy = (500; 250; 250)T.) Tidméi on jo vaikeampaa. Perusteellinen ratkaisuyritys
johtaa seuraavaan paattelyketjuun

TV +YVp = Wy (2.18)
10 0 500
s zl10]|+y[5] =250
0 5 250
10 0 500
o 10 5 <”“"> — | 250
0o 5/ \Y 250

10 0] 500\ :10
Geuss (10 5] 250 | :10

0 5| 250 )
1 0|50\ -1
— 1 05|25 « |
0 1150 T
1 0.5] 50
—> 0 1 50 —-0.5
0 05| —25 —
1 0.5] 50
—> 0 1 50
0 0| —-50/ — eiratkaisua!

/1]

Sovimme seuraavista sanonnoista.

Maaritelma 2.1.2 Olkoon u, vy, vs,... v, € R"™ vektoreita ja A1, Aa,..., Am € R
reaalilukuja.

(1) Jos
u=MANvi+AXva+...+ AV

niin sanomme, etté vektori u on lineaarikombinaatio (linear combination) vektoreista
{vi,va,...,vin }.

(2) Vektorijoukon {vi,va,...,v,,} C IR™ kaikkien lineaarikombinaatioiden joukko
on sen virittamd aliavaruus (a subspace of R™ spanned by {vi,va,..., vy, })

span{vi, va,..., vy} = {u € R™ | u on lineaarikombinaatio vektoreista v;}
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Maaritelma 2.1.3 (1) Vektorijoukko {vyi,va,..., vy} C R" on lineaarisesti riip-
puva (sidottu) (linearly dependent), jos on olemassa reaaliluvut A1, Aa,..., Am € R,
joista ainakin yksi ei ole nolla, niin etta

)\1v1—|—/\2v2—|—...—|—)\mvm:0

(2) Vektorijoukko {vy,va,..., v} C R"™ on lineaarisesti riippumaton (vapaa) (lin-
early independent), jos se ei ole sidottu, eli

()\1V1+)\2V2+...+)\mvm20):>()\1:)\2:...:)\m:0)

Lineaarisesti riippuva eli sidottu vektorijoukko voidaan my06s luonnehtia sano-
malla, ettd vektorijoukko on sidottu, jos ainakin yksi vektoreista voidaan lausua
muiden lineaarikombinaationa.

Vektorijoukko ei valttaméttd viritd koko IR™:44. Esimerkissa 2.1.3 toisen sijoit-
tajan tavoitejakauma wy ei ole toteutettavissa v 4:n ja vp:n lineaarikombinaationa
(wo ¢ span{va,vgp}). Jos toinen sijoittaja haluaa toteuttaa suunnitelmansa, niin
hénen tulee etsié kolmas yritys C niin, ettd wy € Span{v4,vp,vc}. Asia on selvi,
jos Span{v,vp,ve} = IR®. Tiamén kappaleen lopussa saamme ehdon sille, etté
vektorijoukko virittda IR™:n.

Maaritelma 2.1.4 Jos vektorijoukko E = {vi,va,...,v,} C R"™ on lin-
eaarisesti riippumaton, niin sanomme ettd se on virittdméansa aliavaruuden
span{vi, va,...,vp} kanta (base). Vektoreita v; € E sanotaan kantavektoreiksi.

Jos kantavektorit ovat keskendén ortogonaaliset eli (v;|vy) = 0, kun j # k,
niin kanta on ortogonaalinen (orthogonal). Jos kanta on ortogonaalinen ja lisaksi
lvill=1,5=1,...,m, niin kanta on ortonormitettu (orthonormal).

Esimerkki 2.1.4 Tutkitaan muodostavatko esimerkin 2.1.3 vektorit {va,vg} vi-
rittdménsa aliavaruuden kannan. Lineaarisen riippumattomuuden méaaritelmén pe-
rusteella riittaa osoittaa, etta

()\1VA + Aovp = 0) = ()\1 =Xy = 0)

Osoitamme tdmén seuraavasti

10 0 0
AMVa+Xvep=0 & X |10 +X]|5]=1]0
0 5 0

10\ = 0

= 10\ + By = 0

52 = 0

S A1 =MX=0
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Siis vektorit muodostavat kannan. ///

Esimerkki 2.1.5 Olkoon esimerkin 2.1.3 sijoittajilla kdytettavissddn kolmas osa-
ke, C-osake, johon liittyvi jakauma on vo = (10 5 0)T. Sijoitusneuvoja neuvottelee
asiakkaidensa kanssa ja maarittaa kullekin sopivan jakauman w. Voidaanko tama
jakauma aina toteuttaa lineaarikombinaationa vektoreista {v4,vp,vc}, eli onko
span{va,vp,vc} = R*?

Olkoon nyt w € IR® miké tahansa asiakkaan toivoma painovektori. MA#ritimme
sitd vastaavat lineaarikombinaation kertoimet Aq, A2 ja Ag siten, etta

AMVa+Xvp+A3ve = W (219)
10 0 10 w1
=P 101 +X 5]+ )\3 5 = (D) (220)
0 5 0 ws
10 0 10 )\1 w1
1105 5| 2] = [w]. (2.21)
0 5 0 A3 w3

Tastd yhtédloryhméstd saadaan A:t aina ratkaistua, silld yht&loryhmén kerroinma-

triisin determinantti ei ole nolla. Siis span{va,vp,ve} = R® ja miké tahansa
asiakkaan toivoma painovektori voidaan toteuttaa vektoreiden {va4,vp,vc} lin-
eaarikombinaationa. ///

Pian esimerkkimme sijoitusneuvoja saa vastauksen muutamaan peruskysymyk-
seensd. Sitd ennen maéadrittelemme vield aliavaruuden dimension ja annamme muu-
taman muutaman kantoihin liittyvan ominaisuuden lauseiden muodossa.

Voidaan osoittaa, ettd jos lineaarisesti riipppumattomat vektorijoukot EF; =
{v1,va,...,vp} CR" ja E3 = {uy,uy,...,up} C R" virittdvit saman lineaarisen
aliavaruuden H = span(FE;) = span(FEs), niin kannoissa E; ja E2 on yhtd monta
kantavektoria. Taméa oikeuttaa maarittelemaan.

Madéritelmé 2.1.5 Lineaarisen aliavaruuden H C R"™ dimensio, dim(H) on sen
kannan kantavektoreiden lukumééra.

Lause 2.1.1 dim(R") =n

Todistus. Selvésti E = {ej,ea,...,e,} on R™:n kanta. 0
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Lause 2.1.2 Olkoon E = {vy,va,...,v,n} C R"™ joukko vektoreita ja olkoon V
matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit vi,va, ..., V,,. (V onsiis (n X m)-matriisi.)
Silloin E on IR™:n kanta, jos ja vain jos

m = n jalisdksi
det(V) # 0.

Todistus. [=] Oletetaan ensin, ettd F on R™:n kanta. Lauseen (2.1.1) mukaan
m = n. Koska m = n matriisi V on neliomatriisi ja voimme paatelld seuraavasti
(vertaa esimerkin 2.1.5pédéttelyyn)

E on kanta
= FE ={vy,va,...,v,} on lineaarisesti riippumaton
S (Mvitdvot+ ...+ AV, =0= A\ =X=...=), =0))
A1 0
- A2 0 T :
< ryhmélla V| . | = | . | on vain triviaali ratkaisu
An 0
< det(V)#0

[«<] Oletetaan toiseksi, ettd m = n ja det(V') # 0. Vastaava paittely kuin edelld
osoittaa, ettd F on lineaarisesti riippumaton. Lisdksi voimme paatella, etta

det(V) £ 0
A1
A2
< ryhmalla V| . | =w on ratkaisu kaikilla w € R"
An

< jokainen w € R"™ voidaan lausua lineaarikombinaationa
w:)\lvl +)\2v2—|—...—|—)\nvn
& F virittdd R™m
Siis F on IR™:n kanta. 0
Esimerkki 2.1.6 a) Vektorijoukko

on IR?:n kanta silli
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b) Vektorijoukko

B={lz2], (1], (1
1 0 1
ei ole R’ kanta silld
10 3 7
2 1 1|=0
1 01
¢) Vektorijoukko
10 3
EB={2].[1
1 0

ei ole R*:n kanta silléd kantavektoreita on liian vihin (Fs ei virita R?:a).
d) Vektorijoukko

10 3 1 3
E4 = 2 9 1 ) 0 I 5
1 0 7 1
ei ole R*:n kanta silléd kantavektoreita on liian monta (FEj ei ole vapaa). ///

Joissakin tilanteissa laskeminen helpottuu, jos lineaariselle aliavaruudelle H =
span{vy,Vva,...,V,,} on kiiytettdvissd ortonormaali kanta. Voidaan osoittaa, ettd
ortonormaali kanta aina 10ytyy. Seuraava menettely antaa ortogonaalisen kannan,
josta ortonormaali kanta saadaan kertomalla jokainen kantavektori norminsa k&an-
teisluvulla.

Lause 2.1.3 (Gram-Schmidt) Olkoon {vi,Va,..., vy} lineaarisesti riippumaton
ja H = span({vy,va,...,vy}) C R". Jos asetetaan
u = Vi
(va|uy)
U = V22— u
(ur |uy)
W o= v (vsu) — (vslup) )
(u [uy) (uz [uz)
W, = Vgp— <Vm|u1>u1_ (Vin [ u2) L (Vin [ Wm—1) -
(ur [uy) (uz[ug) (uz [upm—1)
niin {uy, us,...,u,} on H:n ortogonaalinen kanta. Lisdksi
span{uj, ug,...,u;x} = span{vy,va,...,vi}, kun 1 <k <m.

Todistus. HT. 0
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Maaritelma 2.1.6 Olkoon H C IR" lineaarinen aliavaruus. H:n ortogonaalikom-
plementti (orthogonal complement) H+ koostuu niistd IR™:n vektoreista, jotka ovat
kohtisuorassa kaikkia H:n vektoreita vastaan. Siis

H* ={xcR"| (x| h) =0, kaikille h € H}

Olkoon H C IR" lineaarinen aliavaruus ja V = {v1,vsy,..., v} sen kanta. Nyt
siis dim(H) = k < n. Laajennetaan vektorijoukko V' kanonisen kannan vektoreilla
joukoksi V' asettamalla v} = v;, kun j = 1,...,kja vi,;, = e;, kun i = 1,...,n.

Soveltamalla Gram-Schmidt -prosessia tdhan vektorijoukkoon silla muutoksella, etta
jos askeleella i saadaan u; = 0, niin hylataan u; ja jatetaan jatkossa u; lausekkeista
pois. Tam& Gram-Schmidt -prosessin muunnelma johtaa ortonormaaliin IR™:n kan-

taan, jonka ensimméiset k kantavektoria {uj,us,...,u;} virittivit H:mn ja loput
n — k kantavektoria {ug41,Ux12,...,u,} virittdvat H:n ortogonaalikomplementin
Ht.

Erityisesti siis

dim(H) + dim(HY) =n (2.22)

ja jokainen x € IR"™ voidaan yksikéasitteisella tavalla esittda muodossa

x=Aug + ...+ Agugp+ Aer1Uger + ..o+ Apuy, (2.23)

€H cHL

2.1.3 Kannanvaihto

Laskeminen on aina helpointa, jos kdytetdén kanonista kantaa E = {e;, es,...,e,}.
(Huomaa merkintdsopimus (2.5).) Valitettavasti joskus on pakko vaihtaa kantaa.
Seuraava tarkastelu kannattaa ensimmaiselld lukukerralla lukea kursoorisesti. Lue
se uudelleen ja tarkemmin, kun sithen myShemmin viitataan.
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Maéaritelma 2.1.7 Olkoon E = {uj,uga,...,u,} lineaariavaruuden IR™ kanta. Jos
x € R" ja sen esitys kannassa F on

X =21U] +ZToU2 + ... +TpUpy,

niin kertoimista muodostamme vektorin

T
T2

X=x"=1 . e R",

Tn

jota sanomme vektorin x € IR" koordinaattivektoriksi kannassa E. (Jos kanta on
selvé se jatetddn merkitsemattd.)

Olkoon seuraavassa E = {uj,ug,...,u,} ja B’ = {u'1,u's,...,u',,} kaksi R":n
kantaa. Koska jokainen E:n kantavektori voidaan lausua yksikésitteiselld tavalla
kannassa E’, on olemassa reaaliluvut a;; siten, etté

u; = allu’l + a211112 + ...+ anlug
/ ! li
u; = ajppu; + azuy; + ... 4+  apou,
(2.24)
u, = au] + az,uy + ...+ appul,
/
u; o
li
uz Uy
& C | =AT] . (2.25)
u, u

Masritelmé 2.1.8 Jos kaava (2.25) on voimassa, niin sanomme, etti AT on kan-
nanvathtomatriisi.

Huomaa, ettd kaavan (2.25) vasen (oikea) puoli ei oikeastaan ole matriisi. Mat-
riisthan on lukukaavio, mutta (2.25):ssa on kaavio, jonka alkiot ovat kaavioita.
Tallaista tietorakennetta sanomme tensoriksi. Talla kurssilla emme opettele ten-
sorilaskentaa, mutta on hyva tuntea termi. Kun lasketaan Mathematica -ohjelmalla
tai vastaavalla muulla ohjelmalla matriisilaskuja, tulee lausekkeita kirjoittaessa hel-
posti syntaksivirheitd. Jos silloin virheilmoituksessa esiintyy sana ”tensor”, niin
kannattaa tarkistaa, ettei ole sijoittanut matriisin alkioksi vektoria.

Olkoon nyt x vektori, jolla on eri kannoissa esitykset

X =m1u; + ToUs + ... + Tpu, = TiU) +2hUh + ..+ 2 Ul (2.26)
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Silloin

X = xiu;+xoug+...+x0u, (227)

= I (0,1111/1 + 0,2111/2 + ...+ anlu'n) (228)
+ o (a12u’1 + azzulg +...+ anzu;)

+ oot @y (@1pu] + agpul + ...+ appul,)

= (0,11.231 + a2 + ...+ alnxn)u'l (229)
+ (@211 + a22Ta + . .. + A2, Ty UG

+ .o+ (@11 + a2 + ..+ Gppry)ul,

T = 61121 +a1222 + ... + a1y
ZL‘/Q = a91T1 + a2%2 + ...+ aonTy,

= . (2.30)
= 11+ 2o+ ..o+ G

& X =AX (2.31)

Kokoamme joitakin kannanvaihdon ominaisuuksia lauseiksi, joihin vetoamme
myShemmissi kappaleissa.

Lause 2.1.4 Olkoon E = {uj,us,...,u,} ja £/ = {u'y,u’s,...,u',,} kaksi R":n
kantaa ja x € R". Jos AT on kannanvaihtomatriisi siten, etti

u; u)
!
up u;
=AT| |,
I
u, u,

niin koordinaattivektoreille on voimassa

X = AX

AR

»i
|

Todistus. Edelld tuli perusteltua kaikki muu paitsi kiifinteismatriisin A~! olemas-
saolo. Matriisin A sarakkeiden tulee olla lineaarisesti riippumattomat, silla muuten
kannan F kantavektorit eivit olisi lineaarisesti riippumattomat. Siis det(A) # 0.
Mista edelleen seuraa kdanteismatriisin olemassaolo. n

Esimerkki 2.1.7 Tarkastellaan R*n kantoja E = {uj,us} ja E' = {u'y,us},

joille
_ /
{ El = 0.5u) AT (0.5 0 ) (2.32)
, =

1.5u, — 2u), 15 —2
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u) w

Figure 2.2: Erds mahdollinen esimerkin 2.1.7 realisaatio.

_ (05 15\ . ... _ (2 15
A_<0 2) ja A _<0 05) (2.33)

Vektorin x = 3u; + uy esitys kannassa E’ saadaan laskemalla

¢ = oaxm (0 0) (1) - () -

=x = 3uj-—2u (2.35)

Siis

Vektorin y = 2u) — 2u}, esitys kannassa F saadaan laskemalla

7= Ay =0 S5 (%)=() (230)

Sy = uwtu (2.37)

Kuvassa 2.2 on piirretty esimerkkitilanne, jossa kannanvaihtomatriisi on sama kuin
edelld. Huomaa kuitenkin, ettéd laskut edelld laskettiin kayttan koordinaattivektor-
eita ja kannanvaihtomatriisia.

Lause 2.1.5 Olkoon E = {uj,us,...,u,} ja £/ = {u'y,u’s,...,u',,} kaksi R":n
ortonormitettua kantaa. Jos AT on kannanvaihtomatriisi siten, etti

/)T

(g, ug,...,u,)T = AT(u),uf, ...,

niin

ATA =1
eli matriisin A sarakkeet ovat keskendén ortogonaaliset yksikkovektorit ja siis muo-
dostavat IR™:n ortonormitetun kannan.
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Todistus. Kéytdmme matriisin A j:nnestéd sarakeesta merkintaa
e = (alj, Q2jy - -, anj)T. Nyt

di; = (w|uy) Za;ﬂuk | Zam (2.38)

n n n
T
> aki | D apidip | = ) ariar; = agae

= p=1 k=1
= <aoi ‘ aoj>
O
Lause 2.1.6 Olkoon E' = {ej,ey,...,€,} lineaariavaruuden IR" kanoninen kanta
ja B ={uj,ug,...,u,} toinen R™:n kanta. Olkoon U matriisi, jonka j:s sarake on

kannan E j:s kantavektori u;. Olkoon x’ € R" vektori ja X sen koordinaattivektori
kannassa E. Silloin
xX' =UX ja ¥x=U"1x

Todistus. HT n

2.2 Matriisin rangi

Edellisen kappaleen esimerkin 2.1.3 sijoittajien kaytettavissd on enemman kuin kaksi
tai kolme osaketta. Kun sijoitusneuvoja alkaa muodostaa ratkaisuehdotusta asi-
akkaalleen, hin ensin méirittda asiakkaan toiveiden mukaisen tavoitejakauman w.
Sitten hén valitsee tavoitejakauman mukaisen lineaarikombinaation osakkeista, joita
hén nyt pitdd parhaina sijoituskohteina

W = /\1v1 + )\2V2 + ...+ /\mvm. (239)

Sijoitusneuvojan toimintaa helpottaa suuresti, jos hén jo etukiteen varmistuu siité,
etta
span{vy,va,..., vy} = R, (2.40)

jolloin lineaarikombinaatio (2.39) on aina olemassa. Jos m = 3, niin {vy, va, v3} on
R3:n kanta ja lineaarikombinaation kertoimet A1, Ao, A3 ovat yksikésitteiset. Tama
helpottaa neuvojan tyotd, mutta ei ole optimaalista sijoittajan kannalta.

Periaatteessa osakkeen j arvo markkinoilla on ug.m) = (v;]1). Jos kuitenkin
sijoittaja antaa osakkeille tasté poikkeavat arvot u; ja tavoitefunktio on lineaarinen,
niin lineaarikombinaation (2.39) arvo on z = u3 A1 + ugAa + ... + U Am

Muodostetaan matriisi V, jonka sarakkeet ovat vy, vo, ..., v,,. Sijoittajan

kokema hoty maksimoituu, kun neuvoja ratkaisee lineaarikombinaation kertoimet
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A1, A2, A3 LP-mallista

max z = UiA1 + UAdo + ... + Unin
ehdoin AV + Ave + ... 4+ AV, = W
max z = UiA1 + Uy + 4+ UmnAm
N ehdoin A1v11 + Agvia + + AUt = Wi
Av21 + AU + + AnU2m = w2
Av31 + Agvzz  + + AnU3m = w3
max z= ut\
<~

ehdoin Vi=w

Tallaisia LP-malleja on késitelty talousmatematiikan perusteiden kurssilla ja oper-
aatioanalyysin kurssilla niihin paneudutaan lisdd. Nyt jatdmme sijoitusneuvojan
hetkeksi.

Palaamme miettim&4dn milloin vektorijoukossa {vi,va,...,Vv,,} on riittdvasti
vektoreita virittdméaan IR"™:n. Ehto (2.40) on tosi, jos matriisissa V on n lineaarisesti
riippumatonta saraketta. Kaytamme jatkossa seuraavia nimityksia.

Maaritelma 2.2.1 Olkoon

ail ai2 .o Q1m

a21 ag9 ... Q2m
A =

ap1 An2 ... Qdnm

(n x m)-matriisi. Matriisin A i:s rivi ja j:s sarake ovat

alj

T . a9 ;

Aie = (aﬂ ;o e aim) Ja a.j = J

anj
Matriisin A sarakkeiden virittdma IR™:n aliavaruus on

n
Col(A) = span{ae1, ae2, ..., aem € R

Matriisin A rivien virittdma IR™:n aliavaruus on

Row(A) = span{aie,aze,...,ane} € R™
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Maaritelma 2.2.2 Matriisin A lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden luku-
m&ird on matriisin sdannollisyysaste eli rangi (rank). Toisin sanoen

Rank(A) = dim(span{ae1, ae2;, .. ., aem}) = dim(Col(A))

Englanninkielisissé kirjoissa sanotaan usein (n x n)-nelidmatriisista A, etté se
on ”a matrix of full rank” jos Rank(A) = n. Tamé& on yhtipitdvdad seuraavien
ilmaisujen kanssa

A on "full rank” Rank(A) =n

dim(Col(A)) =n

matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat
det(A) #0

& A on siddnnéllinen (eli on olemassa A1)

=
=
=
=

Esimerkki 2.2.1 Onko

10 3 1 13 7
span 20,11, (-1],13],(1 =R3? (2.41)
1 0 1 1 1

Asian voi tarkistaa helposti MatLab-ohjelmalla seuraavasti

EDU>> V=[10 31137 ; 21-131;10111]

vV =
10 3 1 13
2 1 -1 3 1
1 0 1 1

Mathematica-ohjelma ei tunne ”Rank-funktiota” vaan TensorRank-funktion. Lyhyt
ohje kuuluu: TensorRank[expr]| gives the depth to which expr is a full array, with
all the parts at a particular level being lists of the same length.
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In[1]:=
Vlist={{10,2,1},{3,1,0},{1,-1,1},{13,3,1},{7,1,1}}

Out[1]=
{{1032)1}3{3’1’0}){1’_1’1}y{13y3)1}y{7’191}}

In[2]:=
TensorRank[V1ist]

Out [2]=
2

Siis vektorit eivit viritd IR>:a. ///

Rangin maérittdmistd emme nyt opettele. Periaatteessa on melko helppo ke-
hittdd Gram-Schmidt’n menetelméasta muunnos, jonka avulla matriisin rangi voidaan
selvittaa. Kéaytannossd ongelmaksi muodostuu se, ettd pyoristysvirheiden takia
joskus saadaan laskutoimituksen tuloksena nollan sijasta hyvin pieni luku, joka ei
ole nolla. (Esimerkiksi ~ 10717 = 0.)

2.3 Lineaarikuvaus

2.3.1 Lineaarikuvauksen matriisi

Tarkastellaan ensin kuvausta f : R® — IR™. Kuvauksen lineaarisuus maéritellaan
seuraavasti

Maaritelma 2.3.1 Kuvaus f: R" — R™,v — f(v) on lineaarinen (linear), joss

(1) kaikilla u,v € R"™ on voimassa f(u+v) = f(u) + f(v)
(2) kaikilla u € R™, A € IR on voimassa f(Au) = Af(u)

Seuraava kuvio saattaa tehdéa asian konkreettiseksi.
Prosessi

panos u —» — tuotos f(u)

on lineaarinen, jos kahdesta osapanoksesta saatu kokonaistuotos on osatuotosten
summa
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utv — s f(w)+ F(¥)

ja panoksen puolittaminen (lambdaaminen) puolittaa (lambdaa) myds tuotoksen

0.5u — — 0.5f(u).

Lineaarisuus oli keskeinen oletus peruskurssilla kasiteltyjen LP-mallien tavoite-
funktiolle. Nyt erona LP-mallin tavoitefunktioon on, ettd sekd panos, ettd tuotos
ovat vektoreita.

Esimerkki 2.3.1 Yritys valmistaa kahta tuotetta A ja B. Yhden tuotteen valmis-
tamiseen tarvittavat tuotannontekijoiden maarat on luetteloitu seuraavassa taulukossa.

tuot. tekija A| B
ty6 (min) 20 | 30
lasi (m?) 3] 1
alumiinilista (m) | 12 | 8

Muodostetaan A:n valmistusmaariasta z; ja B:n valmistusmarasta zo (paatosmuuttujista)

valmistusmaara-vektori
_ (™
X = <x2> . (2.42)

Tuotannontekijoiden tarpeet, di (tyd / min), do (lasi / m?), d3 (alum.lista / m),
kootaan myo6s vektoriksi
di
d=|d, |. (2.43)
ds

Tuotannontekijéiden tarve on funktio tuotantomaéra-vektorista

dy 20 30\ ;.\,
d=[d | =3 1 (xl) I #(x). (2.44)
ds 12 8 2
=A

Funktio d = f(x) = Ax on lineaarinen, silld matriisikertolasku x — Ax toteuttaa
médritelmén 2.3.1 ehdot (1) ja (2). ///

Edellisen esimerkin funktio todetaan helposti lineaariseksi, koska se voidaan
tulkita matriisilla kertomiseksi. Kaanteinen on myos totta.

Lause 2.3.1 Jos kuvaus f : R" — R on lineaarinen, niin on olemassa (m X n)-
matriisi A siten, ettd f(x) = Ax.

Todistus. Olkoon E = {ej,es,...,e,} vektoriavaruuden R" kanoninen kanta ja
vastaavasti E' = {e], €}, ..., el } vektoriavaruuden R kanoninen kanta. (Huomaa
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merkintésopimus (2.5).) Vektorit f(e;) € R™ voidaan lausua kannan E’ avulla
vksikasitteisella tavalla.

f(ej) = ayj€e] +azjes + ...+ anmj e, (2.45)
Kootaan néistd lineaarikombinaatioiden kertoimista matriisi A = (a;;). Jos x =
(z1 3 ... x,)€RT, niin merkitisin Ax = b, jolloin
f(x) = f(zie1+z2e2+...+2x0€p)

= f(zie1) + f(xoe2) + ...+ f(znen)
= a1f(er) +a2f(e2) +... +anf(en)
= 331(&116/1 + a21e'2 + ...+ amle’m) + .Z‘Q(O,lgell + a22€/2 + ...+ O,mge;.n)

+... +zp(ar, €] + aoneh + ... + amnel,)

(S (S ()

1 0 0 by
0 1 0 ba
= bl : +b2 : ++bm : - . :Ax

0 0 1 b

O
Joskus joudumme kayttaméaan ei-kanonisia kantoja.

Maaritelma 2.3.2 Olkoon L lineaariavaruus ja E = {vi,va,...,v,} C L sen
kanta ja olkoon H lineaariavaruus ja F' = {w1,wa, ..., W;, } C H sen kanta. (mxn)-

matriisi AL on lineaarikuwvauksen f : L — H matriisi kannoissa E ja F, jos kaikilla
x € L jay € H on voimassa

(y=Ffx) & (F"=ALx")
< f(x):n koordinaatit kannassa F' saadaan kertomalla

matriisilla A% vektorin x koordinaatit kannassa E

Lause 2.3.2 Olkoon L lineaariavaruus ja E = {vq,va,...,v,} C L sen kanta ja
olkoon H lineaariavaruus ja F = {wi,ws,...,W,,} C H sen kanta. Olkoon V
matriisi, jonka sarakkeina onat kannan E kantavektorit ja olkoon W matriisi, jonka
sarakkeina ovat kannan F' kantavektorit. Jos A on lineaarikuvauksen f : L — H
matriisi kanoonisissa kannoissa, niin f:n matriisi kannoissa F ja F on

AL =wW~1lAV
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Todistus. Olkoon y = f(x). Suora lasku ja lause 2.1.6 antavat
v = Wily=wW1lAx = W lAVxF (2.46)
O

Esimerkki 2.3.2 Tutkitaan uudelleen esimerkin (2.3.1) yritystd. Jos yritys myy
tuotantonsa kampanjapaketteina seuraavasti

myynti- myynti-
paketti 1 | paketti 2
tuotetta A 2 1
tuotetta B 0 2

Suunnittelukauden valmistusmééra -vektori x = (z1 2 )T ja saman kauden myynti
y=(y1 y2)" (paketteina mitattuna) toteuttavat ehdon

c()n@)() en

Toisin sanoen myyntivektori y on valmistusméaré -vektorin koordinaattivektori kan-

= {(2)-0)

Jos yritys hankkii tarvitsemansa tuotannontekijit kolmelta alihankkijalta panoksina
seuraavasti

panos 1 | panos 2 | panos 3
ty6 (min) 60 10 0
lasi (m?) 0 1 1
alum.lista (m) 0 0 10

Suunnittelukauden tuotannontekijoiden tarve -vektorid = (d; dy  ds )T ja saman
kauden alihankinta s = (s; s s3)' (panoksina mitattuna) toteuttavat ehdon

dy 60 10 0
d=|d; | =31 0 + 89 1 + 83 1 . (249)
ds 0 0 10

Toisin sanoen alihankinta-vektori s on tuotannontekijéiden tarve -vektorin koordi-
naattivektori kannassa

60 10 0
F={lo|.[1].]1 (2.50)
0 0 10
Lauseen (2.3.2) merkinnéin siis
2 1 60 10 O
V:(O 2) ja W=[0 1 1 (2.51)
0 0 10
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ja panosten tarve myynnin funktiona on

S

= Wild=W'Ax=W 'AVy (2.52)
60 10 0\ " /20 30 -
0 1 1 3 1 (0 2>y
0 0 10 12 8
1/60 —1/6 1/60 20 30\ /o
0 1 -1/10 3 1 (0 2) y

0 0 1/10 12 8

0.0667 0.9667
3.6000 2.2000 |y
2.4000 2.8000

/17

2.3.2 Ydin ja kuva

Tarkastellaan lineaarikuvausta f : R™ — IR™, jonka matriisi kanonisissa kannoissa

on (m x m)-matriisi A.

Maaritelma 2.3.3 Lineaarikuvauksen f : R™ — IR™ ydin (kernel) on méérittely-
avaruuden IR™ osajoukko

Ker(f) = {x e R" | f(x) = 0}

ja kuva (range) on maaliavaruuden R™ osajoukko

FR™) ={y e R™ | 3x € R" siten, ettd y = f(x)}

Helposti ndhd&én, ettd f:n matriisin A sarakevektoreiden virittdméa aliavaruus
Col(A) on sama kuin f:n kuva. Seuraavan méaaritelmén toinen osa ei siis ole ristiri-
idassa aiemman kanssa

Maaritelma 2.3.4 (m x n)-matriisin ydin (null space) on R™:n aliavaruus

Nul(A) ={x e R" | Ax =0}

ja kuva (column space) on R™:n aliavaruus

Col(A) = {y € R™ | 3x € IR" siten, ettd y = Ax}
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Huomaa, ettd ytimen maaritelméssd tapaamme taas peruskurssilla mainitun
asian: Ax voi olla nolla-vektori, vaikka A ei ole nollamatriisi eiké x ole nollavektori.

Esimerkki 2.3.3 M4iéritetadn (3 x 5)-matriisin

1 -2 2 3 -1
A=|2 -4 5 8 —4 (2.53)
-3 6 -1 1 -7
ydin eli ratkaistaan kaikki yhtdlon Ax = O ratkaisut. Ratkaistaan ryhmé Gaussin
algoritmilla

1 -2 2 3 1|0\ -2 43

Ax=0 % | 2 -4 5 8 —40]| « (2.54)
-3 6 -1 1 —-7]0 —
1 -2 2 3 -1 10 —
— 0 0 1 2 -2 10) -2 -5 (2.55)
0O 0 5 10 —-1010 —
1 -2 0 -1 3 |0
— o 0 1 2 =210 (2.56)
0 0 0 O 0 |0
ry — 21’2 - T4 + Irs = 0
— r3 + 24 — 2x5 = 0 (257)
0 =0
r, = 2582 + x4 — 5
< { r3 = —23?4 + 23?5 (258)

Toisin sanoen x3, T4 ja x5 voidaan valita vapaasti ja 1 ja z3 lasketaan sen jilkeen
yhtaloista (2.58). Jos asetamme xo = A1, 4 = A2 ja x5 = A3, niin

1 2x9 + x4 — x5 2 1 -3
T2 2 1 0 0
I3 = —2$4 —|— 21’5 = )\1 0 +)\2 —2 +)\3 2 (259)
Ty T4 0 1 0
Ts Ts5 0 0 1
—— —— ——
up u2 us

Siis jokainen x € Nul(A) on lausuttavissa yksikasitteisella tavalla x = A\juj +Asug +
Azuz. Siis kolmikko

2 1 -3
1 0 0
U= {1117 ug, U3} = 0 5 -2 5 2 (260)
0 1 0
0 0 1

virittd4 ytimen, eli span{u;,uz,uz} = Nul(A). Se on myés vapaa (sivuutamme
osoituksen) joten se on ytimen kanta. ///
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Esimerkki 2.3.4 Toiseksi méaritdmme kannan matriisin

1 -2 2 3 -1
A=|2 -4 5 8 —4 (2.61)
-3 6 -1 1 —7

kuvalle, Col(A). Gaussin algoritmin mukaisissa kaavioissa (2.54) ... (2.56) on ”pivot”-
alkiot merkitty vahvennettuina. Pivot sarakkeet ovat ensimmainen ja kolmas. Muissa
sarakkeissa ei pivot alkioita ole 10ytynyt. Helposti ndhdaan, ettd sarake, johon ei

pivot-alkiota saada, on alkuperdisessd matriisissa lausuttavissa edeltavien sarakkei-

den lineaarikombinaationa. Siis lineaarisesti riippumattomien A:n sarakkeiden luku-

méirad saadaan laskemalla pivot-sarakkeiden lukumééra kaaviosta (2.56). Vastaavat

A:n sarakkeet

{ae1, 803} = 2 |,( 5 (2.62)

ovat Col(A):n kanta. /1]

Edeltavat esimerkit antavat perustelun seuraavalle vaitteelle.

Lause 2.3.3 Olkoon A miké tahansa (m x n)-matriisi. Silloin

(1) dim(Nul(A)) + Rank(A) =n
(2) (m < n) = (dim(Nul(A)) > 0)

Todistus. Emme esitd tarkkaa todistusta, vaan vetoamme esimerkkeihin 2.3.3 ja
2.3.4. Esimerkkien tapauksessa Rank(A) saatiin laskemalla pivot-sarakkeiden luku-
méira kaaviosta (2.56) ja dim(Nul(A)) saadaan laskemalla ei-pivot -sarakkeet kaavi-
osta (2.56). Sarakkeita (RHS ei ole mukana luvussa) on n kappaletta, joten esimerkin
tapauksessa viite on voimassa. Yleisempi todistus sivuutetaan. (2) seuraa (1):sté
koska Rank(A) < m. m

Suoraan kokeilemalla nékee, ettd
(Row(A))* = Nul(A) ja (Col(A))* = Nul(AT) (2.63)

Yhdistamalld ndma ja yhtalo (2.22) lauseeseen 2.3.3 saadaan.

Lause 2.3.4 Jos A on (m x n)-matriisi, niin

Rank(A) = Rank(A™)




2.4. Matriisin ominaisarvot 27

Todistus.

Rank(A) = dim(Col(A)) *Z* m — dim(Col(A)") (2.64)

S — dim(Nul(AT)) “22® Rank(AT)

2.4 Matriisin ominaisarvot

Téassa kappaleessa tutkimme asiaa, jonka taydellinen késittely olisi tdméan kurssin
kannalta liian raskas kokonaisuus. Siksi ”poimimme rusinat pullasta”, eli esitimme
asian viidessd vaiheessa

Helppo osa. Ominaisarvot ja ominaisvektorit on helppo mééaritella. (~ 1/2 sivua)

Esimerkit. Laskemme lépi pari esimerkkié. Niista kédy ilmi, ettd ominaisarvo saat-
taa olla kompleksiluku. Tdmé4 on sovellusten kannalta hankalaa. (~ 3 sivua)

Selityksia. Tassa osiossa esitellddn joitakin nimityksia kompleksisten matriisien
teoriasta. Kaikki todistukset sivuutetaan. (~ 1 sivu)

”Rusinat pullasta”. Todetaan muutama maééritelmista helposti seuraava ominai-
suus. Erityisesti todetaan, ettd symmetrisen (n X m)-matriisin ominaisarvot
ovat reaaliset, ja sen ominaisvektorit virittdvat IR™:n. T&Amé& tekee jatkon
helpoksi. (~ 2 sivu)

Sovellukset. Sovellukset ovat myShemmissé kappaleissa. Mainittakoon: (1) ma-
triisin diagonalisointi (2) jélki ja determinantti (3) singulaariarvot (4) defini-
ittisyys (5) dynaamisen mallin kiintopisteen stabiilisuus.

Maéaritelma 2.4.1 Olkoon A (n X n)-matriisi ja x € R™. Niitd arvoja A € C (tai
A € R), joilla yhtaloryhmalla
Ax = Xx

on ei-triviaaleja (x # 0) ratkaisuja, sanotaan matriisin A ominaisarvoiksi (eigen-
value). Jos Ax = Ax, niin x on ominaisarvoon A liittyvd ominaisvektori (eigenvec-
tor).

Jos méaritelman yhtaléryhma muutetaan homogeeniseksi
Ax = Xx (2.65)

& Ax—)Xx=0
& (A—-ADx=0 (2.66)
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niin peruskurssin tietojen perusteella on selvéa, ettd homogeenisella yhtaloryhmaélla
(2.66) on ei-triviaaleja ratkaisuja, jos ja vain jos

det(A — AT) = 0. (2.67)

Edellinen yht&lo tulee niin usein kayttoon, ettd sovimme seuraavista nimityksista.

Maaritelma 2.4.2 Yhtalo
det(A —AI) =0

on matriisiin A liittyva karakteristinen yhtdlo ja sen vasen puoli
P(A) = det(A — AI)

on matriisiin A liittyva karakteristinen polynomi.

Edeltavista maaritelmista seuraa nyrkkisdanto

ominaisarvot = karakteristisen yhtalon juuret

Esimerkki 2.4.1 Perustapaus. Ratkaistaan matriisin

A= (26 _11> (2.68)

ominaisarvot. Muodostetaan karakteristinen polynomi ja ratkaistaan sen nollakoh-

dat.
det(A — AI) = det ((26 _11> —A <(1) (1)>>

’2_—6)\ 1—_1A‘ — (2= \)(1=X) = (=1) - (=6) (2.69)

= M-3-4=A+1)(\-4)

P

Saamme ominaisarvot (karakteristisen polynomin nollakohdat)
)\1 =-1 ja )\2 =4 (270)
/1]

Esimerkki 2.4.2 (Perusesimerkki jatkuu.) Ratkaistaan edellisen esimerkin om-
inaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit.
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2 -1 Iy -1 1

—6 1 Io o o
21’1 — T2 = —I

< { —6x1 + 19 = —xo

. _ T1 _ a
Siis:  x3 = (:1:2> = <3a> ,a # 0

Tapaus Ay = —1. ‘

& 29 = 311

Tapaus A\, = 4. |
2 -1 T1 —4 1
—6 1 T - i)
2:171 — X2 = 4:171 o
< { —6r1 + my = 4dxo ©r2 =20

el o T o b
Siis:  xp = (372) = <—2b) ,b#£0

Voimme valita a = 1 ja b = 1 ja antaa seuraavan vastauksen. Matriisin ominaisarvot
ja vastaavat ominaisvektorit ovat

)\1 :—1,X1 = <§) ja )\2 :4,X2 = <_12) .

Tarkistus:

/17
Esimerkki 2.4.3 (Kaksinkertainen ominaisarvo.) Ratkaistaan matriisin
1 0 -1
A=|0 -1 1 (2.71)
1 0 3
ominaisarvot ja ominaisvektorit.
1-A 0 -1
P\ = 0 -1-A 1 (2.72)
1 0 3—-A

A=M[(E1=XB =) =0 =0+ (=1)[0 = (=1 =)
—(1+ X (A2 —4)+4)
= —A+1D)A-2)(A-2)
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Ominaisarvot ovat siis A\; = —1 (yksinkertainen juuri) ja Ay = 2 (karakteristisen
yhtalon kertalukua kaksi oleva juuri). Seuraavaksi ratkaisemme ominaisvektorit.

Tapaus A\, = —1.

1 0 -1 T T
0 -1 1 ) =-1 )
1 0 3 T3 T3
I — I3 —I1
& —x5 + T3 = —I9
T + 33 = —z3
21’1 - r3 = 0
= z3 = 0 ©rp=23=0
T + 4z3 = 0
0
Siis: x3=|a],a#0
0
Tapaus Ay = 2.
1 0 -1 1 1
0 -1 1 Ty | =2 22
1 0 3 T3 3
T — r3 = 21‘1
= —Ty + T3 = 21’2
X + 33 = 213
—T1 — z3 = 0 +1
=4 —3xo z3 = 0
T + x3 = 0 <+
—I7 — X3 = 0 z -
= —3182 + x3 = 0 & { 3181 - 1’3
0 =0 S 3
-3b
Siis:  xg = b ,O#£0
3b

Voimme valita a = 1 ja b = 1, jolloin ominaisarvot ja vastaavat ominaisvektorit ovat

0 -3
)\1:—1,X1: 1 ja )\2:2,X2: 1
0 3

/17
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Esimerkki 2.4.4 (Kompleksinen ominaisarvo.) Ratkaistaan matriisin

2 0 0
A=|0 0 1 (2.73)
0 -1 0
ominaisarvot ja ominaisvektorit.
2—X 0 0
P\ = 0 -2 1 (2.74)
0 -1 =X
= 2=+ =2-NA\+i)(\—1i)
(2.75)
Ominaisarvot ovat siis Ay = 2, s = 7 ja A3 = —i. Kompleksiset ominaisar-

vot ovat uutta ja outoa. Voimme laskea nytkin ominaisvektorit, mutta joudumme
hyvaksymaan sen, ettd ominaisvektorien koordinaatit ovat kompleksiset. Lasku,jonka
nyt sivuutamme, johtaa tulokseen

1 0 0
)\1:2,)(1: 0 ja)\gzi,x2= 1 ja)\3:—i,X3: 1
0 T —1

/1]

Kompleksisten matriisien teoria on oleellisesti yksinkertaisempi, kuin teoria joka
syntyisi, jos hyvéiksyisimme vain reaaliset matriisit. Yksi oleellinen syy tdhan on se,
ettd hyvaksyessamme kompleksiset arvot voimme aina olettaa, ettd n x n-matriisin
karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa muotoon

PA) = (=D"A=A)A=A2) - (A= An). (2.76)

Sama juuri voi esiintyé edelld useampaan kertaan (kertaluku). Kun korkeampaa ker-
talukua oleva juuri lasketaan niin monta kertaa, kuin se esiintyy polynomissa (2.76),
niin voimme sanoa, ettd (n x n)-matriisilla on tasan n ominaisarvoa A1, Ag, ..., As.

Lause 2.4.1 Olkoon (n X n)-matriisin A ominaisarvot Aj, Ag, ..., A,. Silloin

det(A) = Ar- X+ An = [ M
k=1

Todistus.

det(A) = det(A —0-I) = P(0) (2.77)

2.76 (=D)"(0—=X)(0=X3)--- (0= X\p) = ﬁ Ak
k=1
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O

Lause 2.4.2 (n X n)-matriisi A on sidénnollinen (eli silld on kddnteismatriisi), jos

ja vain jos sen ominaisarvot Ai, As, ..., A, ovat kaikki eri suuria kuin 0.
Todistus.
JA™Y & det(A)#0 (2.78)
S AN A #£0 (2.79)
O
Matriisin A diagonaalialkioiden summaa kutsutaan matriisin jaljeksi (trace)
trace(A) = a11 + a2+ ...+ app = Z Ak (2.80)
k=1
Lause 2.4.3 Olkoon (n X n)-matriisin A ominaisarvot Aj, Ag, ..., A,. Silloin
trace(A) =AM+ +...F A, = Z/\k
k=1
Todistus. Sivuutetaan. 0
Esimerkki 2.4.5 Esimerkin (2.4.3) matriisille
1 0 -1
A=(0 -1 1 — ominaisarvot A\ = —1, s =2, A3 =2 (2.81)
1 0 3
Siis
A Ag- A3 = (—1) -2.2= —4:det(A) ok (282)
AM+A+A3 = (—1)+2+2=3=trace(A) ok (2.83)

/1]

Kompleksisten matriisien tapauksessa sisatulo ja normi on méariteltava uudelleen.
Kompleksiluvun z = z + iy liittoluku on Z = z — 4y. Silloin

Zz= (v —iy)(z+iy) =2 +y* >0 (2.84)
N—_——
=2

Kompleksisen matriisin A liittomatriisi A saadaan korvaamalla sen jokainen alkio
liittoalkiollaan ja matriisin transponointi korvataan matriisin Hermitoinnilla A% =

A




2.4. Matriisin ominaisarvot 33

Esimerkki 2.4.6

2 144 i
jos A=|1 0 2—1

0 5i 3

2 1—i —i 2 1 0
nin A=[1 0 24i]| jaAf=|1—-4 0 —5i

0 -5 3 - 24i 3

Erityisesti kompleksiselle vektoreille z = (21, 22, . .., 2,) T €C™ jaw = (w1, w2, ..., w,)
C" asetamme

Miéritelmi 2.4.3 Nelidmatriisi on normaali (normal), jos AFA = AAH.
Neliématriisi on hermiittinen (hermitian), jos A® = A.
Neliématriisi on unitaarinen (unitary), jos A® = A1

Kompleksisten matriisien teoriassa voidaan osoittaa, ettd normaalin matriisin
ominaisvektoreista voidaan valita n vektoria, joista muodostuu lineaarisesti riip-
pumaton joukko, ja hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset.

Reaalisen matriisin hermiittisyys merkitsee symmetrisyyttdi AT = A, jolloin
matriisi on symmetrinen diagonaalinsa suhteen.

Esimerkki 2.4.7

A

Il
[
N

5
0 | on symmetrinen silli AT = A (2.87)
7

/1]

Reaalisten matriisien tapauksessa edelld mainitut kompleksisten matriisien teori-
asta saadut yleiset tulokset kadntyvét erittdin kayttokelpoiseen muotoon. Seuraava
tulos perustuu siihen, etta reaalinen symmetrinen matriisi on seki hermiittinen etta
normaali. (Kéayttokelpoisuus tulee siitd, ettd useissa sovelluksissa matriisit ovat
symmetrisia. )

Lause 2.4.4 Olkoon A reaalinen (n x n)-matriisi. Jos A on symmetrinen AT = A,
niin sen kaikki ominaisarvot ovat reaalisia ja sen ominaisvektoreista voidaan valita
lineaarisesti riippumaton joukko {x1,xXg,...,X,} niin, ettd Ax; = \;x; kaikilla
j=1,...,n. Valitut ominaisvektorit siis virittavat IR™:n.
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Huomaa, etta ylldoleva lause on ”JOS-lause” (se ei ole ”jos ja vain jos-lause”).
Esimerkkien 2.4.1-2.4.4 matriiseista yksikdan ei ole symmetrinen tai edes normaali.
Silti kahden ominaisarvot ovat reaaliset ja yhden ominaisvektoreista saadaan valittua
n riippumatonta (esimerkki 2.4.1). Lauseen merkitys tulee ndhdé siten, etté reaalisen
symmetrisen matriisin tapauksessa tiedimme jo etukéteen, ettd ominaisarvojen ja
ominaisvektorien laskemisessa ei tule ongelmia.

2.5 Similaarisuus

Maaritelma 2.5.1 (n x n)-matriisit A ja B ovat similaariset (similar), jos on ole-
massa sddnnollinen matriisi T (similariteettimuunnos -matriisi) siten, etta

A=T'BT.

Jos muunnosmatriisi T on unitaarinen (TT = T~1!) niin A ja B ovat unitaarisimi-
laariset eli

A =TTBT.

Lause 2.5.1 Jos matriisit A ja B ovat similaariset, A = T~!BT, niin

(1) niilld on samat ominaisarvot,
(2) jos x; on A:mn ominaisvektori, niin Tx; on samaan ominaisarvoon liittyvé B:n
ominaisvektori.

Todistus: Matriiseilla on samat karakteristiset polynomit, silla

Pg(\) = det(B—AI)=det(T'(B - AI)T) (2.88)
= det(T"'BT — AT 'IT) = det(A — A\I) = P4()\)

B(Tx;) = TT 'BTx; = TAx; = TA\;x; = \;(Tx;) (2.89)
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2.6 Matriisin diagonalisointi

Maaritelma 2.6.1 Diagonaalimatriisi diag(dy, ds, . ..,d,) on n X n-matriisi
d 0 0
0 do 0
diag(dl, d2, ce 7dn) = . . 0
0 0 dp,
Diagonaalimatriisin D = diag(d;,ds,...,d,) ominaisarvot ja vastaavat omi-
naisvektorit ovat
)\j = dj, X; =€ (290)
silla esimerkiksi, kun n = 4 ja j = 2 saamme
d 0 0 0 0 0
|0 do 0 O Ly _[d2| _
De2 = 0 0 d3 0 0 = 0 = d2e2 (291)
0 0 0 dy 0 0

Jos lineaarisen kuvauksen f : R" — R",y = f(x) = Dx matriisi on diagonaalinen

D = diag(dy,ds, . ..,d,), niin kuvaus on varsin yksinkertainen
Y1 diz1
- d2fE2 . (2.92)
yn dn}ﬂn

y:n ensimmainen koordinaatti riippuu vain x:n ensimmaisestd koordinaatista, jne.

Y14 esitetysta herdd kysymys. Voidaanko sopivalla kannanvaihdolla (vert. lause
2.3.2) muuttaa lineaarikuvauksen matriisi diagonaaliseksi? Aina se ei onnistu, mutta
tietyin ehdoin se onnistuu!

Lause 2.6.1 Olkoon (n x n)-matriisin A ominaisarvot Ap,Ag,...,A,. Olkoon
X1,X2,..., X, niitd vastaavat ominaisvektorit (Ax; = A\;x;,Vj = 1,...,n) ja olkoon
X matriisi, jonka j:s sarake on j:s ominaisarvo x;.

Jos ominaisvektorit x1,Xo, ..., X, muodostavat vapaan joukon, niin

X TAX = diag(A1, A2, .- An)
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Esimerkki 2.6.1 Esimerkeissi (2.4.1-2.4.3) oli

2 -1 1 . 1
A:<—6 1 ),)\1:—1,)(1:(3) Ja )\2:47)(2:(_2) (293)

:1% 12) ja Xl_(é;g 11//55> (2.94)

(

~XIAX = (g;g _11/?5> (_26 11> <;) _12) (2.95)
(
(

Siis

- (G )
_01 Z) (2.96)

/17

Maaritelma 2.6.2 Sanomme, ettd neliomatriisi on diagonalisoituva, jos se on simi-
laarinen diagonaalimatriisin kanssa.

Seuraavat lauseet ovat hyodyksi.

Lause 2.6.2 Jos (n X n)-matriisin A ominaisarvot A1, Aa,..., A, ovat kaikki eri
suuret, niin vastaavat ominaisvektorit muodostavat linearisesti riippumattoman
joukon.

Todistus. Oletamme ensin, ettd (1) p— 1 ensimmaAista ominaisvektoria muodostavat
vapaan joukon ja osoitamme, ettd silloin myds (2) p ensimméstd ominaisvektoria
ovat vapaat.

P

jos v = Zbkxkzo (2.97)
k=1

niin 0 = Av-—-JA,v

D b
= Z bk)\kxk - Z bk)\pxk
k=1 k=1

p—1
= Z bk()\k — )\p)Xk
k=1
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Viimeisessa lausekkeessa on nolla-vektori lausuttu lineaarikombinaationa vektoreista
X1,X2,...,Xp—1, joten oletuksen (1) mukaan lineaarikombinaation kertoimet ovat
nollia. Siis by = by = ... = b,—1 = 0. Silloin yht&lostd (2.97) seuraa, ettd myos
b, = 0. Lopputulos on

(b1X1 + b2x2 + ...+ bpxp = 0) = (bl = b2 =... bn = 0), (298)

eli p ensimmadistd ominaisvektoria ovat vapaat. Toistamalla paéttely p:n arvoilla
2,3,...,n saadaan viite todistettua loppuun. O
Yhdistamalla edellinen lause ja lause 2.4.4 lauseeseen 2.6.1 saadaan.

Lause 2.6.3 (1) Jos nelidmatriisin kaikki ominaisarvot ovat eri suuria, niin matriisi
on diagonalisoituva.
(2) Symmetrinen matriisi (AT = A) on diagonalisoituva.

2.7 Matriisin LU-hajoitelma

Tassa ja kahdessa seuraavassa kappaleessa kasitelladn matriisien erilaisia hajoitelmia.
On tarkedta huomata, etta naitd hajoitelmia on useita. Kirjallisuudesta niita 16ytyy
viela lisda.

Ratkaistaan kertauksen vuoksi yhtaloryhma

1 4 7 1 -3
-2 -5 8| |z |=|0 (2.99)
3 6 10 z3 2

Kun yhtéléryhmé ratkaistaan Gaussin menetelmélld voidaan menetelld seuraavasti

1 4 7T -3\ +2 -3

2 -5 -8l 0 | « (2.100)
3 6 10| 2 —
1 4 7| -3
— 0 3 6 |—6]+2 (2.101)
0 -6 —-11] 11 —
1 4 7| -3\ #1 ylakolmiomuoto
— 0 3 6| —6] #2 (row echelon form) (2.102)
0 0 1| -1/ #3
#3 — T3 = -1
— #2— ¢ 29 = (—6—6x3)/2=(-6+6)/2=0 (2.103)

#1 — Ty = —-3—4dxy—Tx3=-3—-0+7=4
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Jokainen Gaussin algoritmin vaihe voidaan tulkita matriisilla kertomisena. Seuraa-
vat esimerkit selventivit asiaa

?kerro rivi 2 viidell”a:”

1 00 1 2 3 1 2 3
0 5 0 10 20 30 = 50 100 150 (2.104)
0 0 1 100 200 300 100 200 300

?1isaé rivi 1 riviin 2:”
1 00 1 2 3 1 2 3
1 10 10 20 30 = 1 22 33 (2.105)
0 0 1 100 200 300 100 200 300

?vaihda rivit 1 ja 2:”
010 1 2 3 10 20 30
1 0 0 10 20 30 = 1 2 3 (2.106)
0 0 1 100 200 300 100 200 300

Kirjoittamalla rivioperaatiot matriisikertolsakuina saadaan

1 0 0 1 0 0 1 4 7 1 4 7
01 0 2 1 0 -2 -5 -8 = 0 3 6 (2.107)
0 2 1 -3 0 1 3 6 10 0 0 1
1 0 0 1 4 7 1 4 7
2 1 0 -2 -5 -8 = 0 3 6 (2.108)
1 2 1 3 6 10 0 0 1
=L-1 =A =U
Kertomalla vasemmalta ensimmaéisen matriisin kdanteismatriisilla saadaan
1 4 7 1 0 O 1 4 7
-2 -5 -8 = -2 1 0 0 3 6 (2.109)
3 6 10 3 -2 1 0 0 1

Jos Gaussin algoritmin kuluessa (2.100-2.102) joudutaan vaihtamaan riveja, ei
L tule alakolmiomatriisiksi. Toisaalta yhtdloryhman yhtalot voidaan aina jarjestaa
niin, ettei Gaussin algoritmissa tarvitse vaihtaa riveja.

Huomaa, ettd alakolmiomatriisin L diagonaalin alapuoliset alkiot ovat Gaussin
algoritmin (2.100-2.102 kuluessa kédytettyjen kertoimien vastalukuja. Ylakolmiomatriisi
U on kaavion (2.102) vasen osa. LU-hajoitelma

A=LU, (2.110)

jossa L on alakolmiomatriisi (diagonaalilla ykkosii) ja U on ylakolmiomatriisi, saadaan
siis suoraan Gaussin algoritmin aikana.

Jos nyt joudumme ratkaisemaan uuden yhtaléryhman, jossa kerroinmatriisi on
sama kuin edellisessd yhtaloryhmassa, mutta RHS on muuttunut, niin voimme
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hyodyntaa LU-hajoitelmaa ja ratkaista ryhmaé kaksivaiheisesti

Ax = b (2.111)
sLUx = b (2.112)
<~
=Yy
b—[Ty=b]—y —[Txy]—x

Esimerkki 2.7.1 Ratkaistaan yhtaléryhméa

1 4 7 x1 1
-2 -5 -8 o | = -5 (2.113)
3 6 10 T3 9
kayttden hyvéksi tietoa
1 4 7 1 0 0 1 4 7
A=|-2 -5 8]=LU=|-2 1 0 0 3 6 (2.114)
3 6 10 3 -2 1 0 01
1 0 0] 1
Ly=b — -2 1 0| -5 (2.115)
3 -2 119
y1 = 1
— Yo = —5+4+2-1=-3
ys = 9—-3-14+2(-3)=0
1 4 711
Ux=y — 0 3 6|-3 (2.116)
0 0 1] 0
r3 = 0
— zg = (-3-6-0)/3=-1
x; = 1—-4(-1)-7-0=5
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2.8 Matriisin QR-hajoitelma

Lause 2.8.1 Jos A on (m x n)-matriisi, jonka sarakkeet muodostavat lineaarisesti
riippumattoman vektorijoukon, niin A voidaan hajoittaa tuloksi

A = QR,

missd Q on matriisin A sarakkeiden virittdmén aliavaruuden ortonormitettu kanta
(QTQ =1) ja R on ylikolmiomuodossa oleva siinnollinen (n x n)-matriisi ja sen
diagonaalialkiot ovat positiiviset.

Perustelu. Emme todista lausetta, mutta kerromme karkean perustelun. Ortonor-
mitettu kanta voidaan muodostaa Gram-Schmidt -prosessilla. Nédméa kantavektorit
asetetaan Q:n sarakkeiksi. Prosessin tarkka tutkiminen osoittaa, ettd A:n k:s sarake
voidaan lausua k:n ensimmadisen Q:n sarakkeen lineaarikombinaationa. Matriisi R
saadaan kerdamalléd edellamainitut lineaarikombinaatioiden kertoimet R:n sarakkeiksi.
Viela pitaisi osoittaa, ettd R on sddnnollinen, mutta sivuutamme tdman nyt. O

Joka tapauksessa Q saadaan Gram-Schmidt -prosessilla ja R saadaan sen jalkeen
lausekkeesta
R=Q'QR =Q%A (2.117)

Lauseen ehto, etta matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, merk-
itsee ettd m > m. Jos m > n, niin matriisi A ei ole neliomatriisi, eika silla siis voi
olla kiifinteismatriisia. Kuitenkin AT A on symmetrinen (n x n)-matriisi ja

ATA = (QR)TQR =RTQTQR =R'R (2.118)

Koska R on siinnéllinen, on myos RT sadannollinen. Siis my6s AT A on séiindllinen.
Voimme siis maaritella matriisin

At = (ATA)TAT =R QT (2.119)

Jos A on n X n-matriisi, niin voimme paatella

Jos A on sddnnéllinen (full rank), (2.120)
nin Ax=bex=A"'b

Vastaavasti jos A on m X n-matriisi ja m > n, niin kdinteismatriisia ei ole
olemassa. Silti voimme paéatelld seuraavasti
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Jos Rank(A) = n (full rank), ja b € Col(A), (2.121)
nin Ax=b&x=A"b

Perustelu kaavalle (2.121):

Ax=b = ATAx=A"b (2.122)
& (ATA)'ATAx=A"b
& x=A"b
x=A" = Ax=AA"D=QRR!Q'b=0b (2.123)
O
Esimerkki 2.8.1 Jos
11
A=(11 (2.124)
10
niin
11
. _ (1 11 (3 2
ATA = (1 ) 0) 11 _(2 2> (2.125)
10
1 —-1\/1 1 1
+ T —1AT _
A= wear- (4 ) (LE D) e
0o 0 1
(1/2 12 1) (2.127)
Siis voimme ratkaista yhalon
11 2
1 1]x=12 (2.128)
10 5
2 2
0 0 1 5
—_ AT — —
= x=A"[2 _<1/2 12 1) 2 _<3> (2.129)
5 5
/1]

Jos QR-hajoitelma on tiedossa, niin helpoin tapa ratkaista yhtaloryhma Ax = b

on toimia seuraavasti
Ax=b < QRx=bDb (2.130)
& Rx=Q" (2.131)

Yhtaloryhméan kerroinmatriisi on nyt ylékolmiomuodossa, joten ryhma ratkeaa hel-
posti kuten LU-hajoitelman yhteydessa.
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Jos b ¢ Col(A), niin vektori x = ATb voidaan laskea, mutta se ei voi olla yhtalon
Ax = b ratkaisu. Tietyssd mielessd se on kuitenkin ”paras likiarvo”. Palaamme
tdhan uudelleen pienimmaén neliosumman yhteydessé optimointiosassa.

2.9 DMatriisin singulaariarvohajoitelma
Kun halutaan saada saada mielikuva lineaarikuvauksesta
fR" - R", x+— Ax, (2.132)

niin erds hyvé tapa on laskea kuvavektorin pituus, kun ||x|| = 1. Jos A on matriisin
ominaisarvo ja x on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

[Ax] = [[Ax]| = [l (2.133)

Jos ominaisvektorit virittavat IR™:n, niin saamme varsin hyvan késityksen kuvauk-
sesta. Valitettavasti kaikkien matriisien ominaisvektorit eivét ole reaalisia. Onneksi
tdhan 16ytyy seuraava ratkaisu.

Olkoon A mikd tahansa (!) (m X n)-matriisi. Tutkitaan kuvavektorin normin
sijasta normin neliota

|Ax|? = (Ax)TAx = xTATAx (2.134)

Matriisi AT A on symmetrinen, sen ominaisarvot ovat reaaliset. Jos A; on matriisin
ATA ominaisarvo ja v; on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

|Av;||? = v;TATAv; = v;TA\ v =), (2.135)

Matriisin ATA ominaisarvot ovat siis ei-negatiiviset ja ne yleens jarjestetdn suu-
ruusjarjestykseen \; > Ay > ... A, > 0. Voimme maéritella

Maéritelmé 2.9.1 (m x n)-matriisin A singulaariarvot (singular values) ovat

Uj:\/)\_j,jzl,...,n

missa A1, ...\, ovat matriisin ATA ominaisarvot.

Siis ||Av,|| = 0.
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Lause 2.9.1 Jos (m x n)-matriisin A sddnnollisyysaste on Rank(A) = r, niin on

olemassa hajoitelma
A=UxVT

missé U on ortogonaalinen (m x m)-matriisi ja V on ortogonaalinen (n X n)-matriisi
ja

D o0 .
Y= (0 O) ,D = diag(o1,09,...,0)

2.10 Matriisin definiittisyys

Seuraavassa maériteltdvé neliomuoto ei ole lineaarikuvaus, vaikka sen ominaisuuksia
tutkitaan matriisien avulla. Téassd kurssissa késiteltdvit sovellukset liittyvit opti-
mointiin.

Maéaritelma 2.10.1 (Epélineaarinen) kuvaus R" — R

Qx) = aiwi;

on IR™:n neliomuoto.

Neliémuoto voidaan aina esittdd symmetrisen matriisin avulla.
Esimerkki 2.10.1

xf + x% +4xix0 — 2T973 (2.136)
= T1T1 + X2x9 + 2T1T2 + 20501 — Tox3 — T3To

= xl(ml + 21’2) + 1’2((E2 + 2581 — 583) — ng(CL’Q)

1 + 229
= (fEl ) ng) 2(E1 + o — 3
—o
1 2 0 I
= (fEl ) ng) 2 1 -1 ) (2137)
0 —1 0 T3

/1]

Voimme siis aina olettaa, ettd neliomuoto voidaan esittda symmetrisen matriisin

A avulla
Q(x) =xTAx (2.138)
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Maéritelmé 2.10.2 Symmetrinen (n X n)-nelidmatriisi A on
positiivisesti definiitti, jos

xTAx > 0, kaikilla x # 0.
negatiivisesti definiitti, jos
xTAx < 0, kaikilla x # 0,
positiivisesti semidefiniitti, jos
xTAx > 0, kaikilla x € R",
negatiivisesti semidefiniitti, jos
xTAx <0, kaikilla x € R",

indefiniitti, jos se ei ole mitdan edeltavista.

Lause 2.10.1 Olkoon A symmetrinen (n x n)-neliématriisi, jonka reaaliset ominais-
arvot ovat A1, Ag, ..., A,

1) Jos kaikki ominaisarvot ovat positiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti defini-
p j s p
itti.
(2) Jos kaikki ominaisarvot ovat negatiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti defini-
itti.
3) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti
g Jj , p

semidefiniitti.

(4) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-positiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti
semidefiniitti.

(5) Jos on olemassa sekd positiivinen ominaisarvo, ettd negatiivinen ominaisarvo,
niin A on indefiniitti.

Esimerkki 2.10.2 Tutkitaan definiittisyys matriisille

1 2 0
A=(2 1 -1 (2.139)
0 -1 0

Lasketaan ensin ominaisarvot karakteristisesta yht&alosta

det(A — AI) = 0 (2.140)
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1-A 2 0

& 2 1-X —1|=0 (2.141)
0 -1 =X

& 1-=N[A=X(=N)=1]-2-2-(=1) =0

& 1= =A=1)+41=0

& N 4H2X2+20-1=0

& A+1D)(=X2+30-1)=0

&~ 3VE)

Ominaisarvot ovat siis

3+45

5 5 20382 As——1

)\1 = ~ 2.618 /\2 = 3

Siis matriisi on indefiniitti.

Pienten yksinkertaisten matriisien tapauksessa on usein helpompaa soveltaa seu-
raavaa lausetta

Lause 2.10.2 Olkoon A (n x n) nelidmuoto. Lasketaan apudeterminantit (vasem-

masta ylanurkasta) |D1],|Ds|, ..., |D,| asettamalla
air  ai2 e Qg
a1 G2 ... Q2

|D1| =a11 ja |Dg|=
Ar1 Qg2 oo Qg

Jos kaikki apudeterminantit ovat positiivisia, |D| > 0, niin matriisi on positiivisesti
definiitti.

Jos parittomat apudeterminantit ovat negatiivisia, |Dg| < 0, kun k& = 1,3,..., ja
parilliset ovat positiivisia, |Dg| > 0, kun k = 2,4, ..., niin matriisi on negatiivisesti
definiitti.

Todistus. Siuvuutetaan. 0

Esimerkki 2.10.3 Tutkitaan vield kerran definiittisyys matriisille
1 2 0
A=12 1 -1 (2.142)
0 -1 0

Apudeterminantit ovat

Dy = 1>0 (2.143)




46 2. Matriisilaskentaa

2
0

|Ds| = 1 —1|=-1<0

ON = N
[N}

Siis matriisi on indefiniitti.

(2.144)

(2.145)
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3. Aariarvotehtivii

Lineaarista optimointia on sivuttu peruskurssilla ja sité késitellaan paljon operaa-
tioanalyysin kurssilla. Epélineaarista optimointia tullaan kisittelemaan tarkemmin
optimoinnin jatkokurssilla, mutta nyt kaydadn lapi perusteet. Rajoitumme téssé
johdannossa jatkuvien ja sileiden funktioiden optimointiin. Toisin sanoen funktiota
voidaan derivoida niin monta kertaa kuin on tarvetta.

Koska emme voi kerrata kaikkea, on tarkeatd, etta opiskelija tarvittaessa kertaa
sen, mitd on alemmin oppinut derivoinnista ja osittaisderivaatoista.

3.1 Yhden muuttujan tapaus, kertaus

3.1.1 Aé#riarvon tyyppi

Aloitamme tutusta asiasta eli suljetulla valilla méaaritellystd yhden muuttujan funk-
tiosta. Kuvassa 3.3 on funktion

25

— _2\3 _
i +3(x—3)°—-3x+5 (3.1)

f(=)

kuvaaja vélilld [1,4]. Kuvasta nikee, ettd funktiolla on kaksi lokaalia minimié
ja kolme lokaalia maksimia. Valin péatepisteissa on tilla kertaa lokaalit mak-
simit. Globaalit dariarvokohdat ovat maksimikohta xz; = 1.000 ja minimikohta
xo = 1.252. Vastaavat globaalit dériarvot ovat maksimiarvo f(z1) = 3.000 ja min-
imiarvo f(z2) = —3,717.
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g globaali :
5 Maksimi o lokaali maksimi E
1 | VAN
0 i : —
! j N
) ~_

globaal ! !
'g Trinimi : lokaali minimi ¥ :

Figure 3.3: Funktion adariarvot.

Maéaritelma 3.1.1 (A) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva vililla [a,b] = I méaéaritelty
funktio. Maérittelyvéalin piste z* € I on globaali maksimi(minimi)-kohta, jos f saa
suurimman (pienimmé&n) arvonsa valilla I kohdassa x*.

(A’) Globaali maksimi(minimi) -kohta on siis optimointitehtavan

max(min) z = f(x)

chdolla T >a ehdolla zel

z<b

max(min) 2z = f(z) _ {

optimipiste.
(B) Avoin vali J = (o, ) on z:n avoin ymparisto, jos o < x < 3.

(C) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva valillda I = [a,b] maééritelty funktio.
Maarittelyvélin piste * € I on lokaali maksimi(minimi)-kohta, jos on olemassa

2*:n avoin yméristd J niin, ettd f saa suurimman(pienimmaén) arvonsa joukossa
J NI kohdassa z*.

(C’) Voimme yhtapitavisti méadritella, ettd z* € I on lokaali maksimi(minimi) -
kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymparisto J siten, ettd z* on optimointitehtavan

max(min) z= f(x)

max(min) z = f(x) ehdolla x>a
ehdolla rzel s r<b
zed T >

x<p

optimipiste.
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Figure 3.4: y = f'(z).

(C”) Vield voimme yhtéapitdvisti méaritelld, ettd z* € [a,b] on lokaali mak-
simi(minimi) -kohta, jos on olemassa z*:n avoin ympéristd J siten, ettd kaikille
x € JN I on voimassa

z#at = f(x) < (2)f(z7) (3.2)

(D) Jos epéyhtélossa (3.2) erisuuruus on aito kaikilla z € (JNI)\ {z*} (eli z* on
ainoa optimikohta J N I:ssd) niin sanomme, ettd ddriarvo on vehva ddriarvo. Jos
aariarvo ei ole vahva, niin se on heikko.

Esimerkki 3.1.1 Kuvasta 3.3 nikee helposti funktion (3.1) d4riarvojen tyypit, mut-
ta dariarvokohtia on usein vaikea ndhda tarkasti. Lukiossa ongelma ratkaistiin et-
simélld derivaattafunktion nollakohdat, f’'(z) = 0. Nyt ratkaistavaksi tuleva yhtalo
on neljattd astetta, joten emme osaa ratkaista sitd tarkasti. Hieman paremmin
aariarvokohta nakyy derivaattafunktion kuvaajasta, jonka voi piirtdéd vaikkapa Ex-
celilla. Lokaalissa maksimikohdassa derivaatan merkkikaaviossa on ”+|—" ja min-
imikohdassa on derivaatan merkkikaaviossa ”—|+”. Kuvassa 3.4 on derivaattafunk-
tion kuvaaja. Kuvasta ndemme, ettd funktiolla on lokaali maksimikohta kohdassa
x =~ 2.22. Jos haluamme tietdd dariarvokohdan tarkemmin, tulee kuvaajan tutkimi-
nen tyo6lddksi. Jatkamme esimerkin késittelyd numeerisesti luvussa 5.4. ///
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y =7z

y=fx

Figure 3.5: (a) Konveksi funktio (b) konkaavi funktio.

3.1.2 Konveksisuus ja konkaavisuus

Yhden muuttujan funktio f(x) on Konveksi (konkaavi), jos mité tahansa kahta funk-
tion kuvaajan pistettd yhdistava jana ei missaéan ole kuvaajan alapuolella (yldpuolella).
Tasmallisempi méaéritelma on seuraavassa:

Maéaritelma 3.1.2 (A) Funktio f : [a,b] = R on konveksi, jos kaikilla x,y € [a,b]
jat €10,1] on voimassa

flz+ (1 =t)y) <t(f(x) + (1 -1)f(y)

(B) Funktio f : [a,b] =& R on konkaavi, jos kaikilla z,y € [a,b] ja ¢ € [0,1] on
voimassa

[z + (1 —t)y) = t(f(x) + (1 =) f(y)

(C) Funktio f : R — R on lineaarinen, jos kaikilla z,y € R ja a, 8 € IR on voimassa
flaz + By) = af (z) + Bf ()
/1]

Huomautus: Lineaarinen funktio on sekd konveksi, ettd konkaavi. Kéaanteinen
tulos ei kuitenkaan pida paikkaansa, silla funktio on yhtaikaa konveksi ja konkaavi
jos sen kuvaaja on suora, mutta lineaarisuus edellyttaa lisdksi, ettd f(0) = 0.




FAx

FHAX

FRAX

y =Ax)

konvels & Lonlaaw

Lause 3.1.1 (A) Jos f : [a,b] — IR on konveksi funktio ja z* on sen lokaali min-
imikohta valilla [a, b], niin * on f:n globaali minimikohta valilla [a, b].

(B) Jos f : [a,b] = R on konkaavi funktio ja z* on sen lokaali maksimikohta vélilla
[a, b], niin z* on f:n globaali maksimikohta valilla [a, b].

Todistus. (A) Koska z* on lokaali minimikohta on olemassa véli («a, 3) 3 z* siten,
etta

f(z) = f(z%),Vz € |a, 5]

Jos y > 3, niin on olemassa t € [0, 1] siten, ettd 8 = tz*+ (1—1t)y. Konveksisuudesta
seuraa nyt, etta

fl@r) < f(8) = flta" + (1 = t)y) <tf(e") + (1 -1)f(y)
S @) < )
Jos y < a ndhdéan vastaavalla tavalla, ettd f(z*) < f(y).
(B) Mutatis mutandis. 0

Lause 3.1.2 (A) Jos f : [a,b] = R on konveksi funktio ja 2* on sen vahva lokaali
maksimikohta vililld [a, b], niin «* = a tai z* = b.

(B) Jos f : [a,b] = R on konkaavi funktio ja x* on sen vahva lokaali minimikohta
vélilla [a, b, niin * = a tai z* = b.

Todistus. HT. O

Konveksi (konkaavi) funktio on jatkuva, mutta sen ei tarvitse olla derivoituva. Jos
kuitenkin funktio on jatkuvasti derivoituva, niin voimme antaa uuden tavan tutkia
funktion konveksisuutta.
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YYo= T (xR ()

’_____
= -

=

Figure 3.6: Siledn funktion konveksisuus

Idea perustuu siihen, etta alkuperdinen konveksisuuden méaritelma on yhtapitava
sen ominaisuuden kanssa, ettd funktion kuvaaja ei missédin jad mink&an tangenttinsa
alapuolelle.

Lause 3.1.3 Olkoon f : [a,b] — IR funktio.
(A) Jos f ja f’ ovat jatkuvia, niin f on konveksi, jos ja vain jos

f(@) = f(wo) + f'(z0)(z — @0), Va0, 7 € [a, D]
(B) Jos f” on jatkuva, niin f on konveksi, joss
f"(x) > 0,Vz € [a,b]
(C) Jos f ja f’ ovat jatkuvia, niin f on konkaavi, joss
f(@) < flwo) + f'(z0)(x — 20), Va0, = € [, ]
(D) Jos f” on jatkuva, niin f on konkaavi, joss

f'(z) <0,Vz € [a,b]

Todistus. HT. 0

Esimerkki 3.1.2 Maéaaritetadn funktion
f:00,7/2] = R, f(zx) = 2* — sinx

suurin arvo. Eras tapa lahestya asiaa on tehda derivaatan merkkikaavio, mutta nyt




3.1. Yhden muuttujan tapaus, kertaus 53

tarkistamme ensin konveksisuuden. Koska
f'(z) =2z —cosz = f’'(z) =2+sinz >0, Vz

Siis f on konveksi ja se saa maksimiarvonsa maarittelyvélin paatepisteessa. f(0) =
ja f(m/2) = n%/4 — 1, joten kysytty maksimi on 72/4 — 1. ///

Esimerkki 3.1.3 Tutkitaan yritysta, jonka kysyntdd ja kustannuksia arvioidaan
kuvaavan alla olevat kuvat. Kuvista ei saada kovin yksityiskohtaista tietoa, mutta
ensimmaisten ja toisten derivaattojen merkit niahdaan kuvista.

i A

>
P

%<0 ja $B<0]20<0ja 28<0[2>0ja 2¢>0

Merkitaan p = f(q) ja C = C(q) jolloin tieddmme kuvien perusteella funktioiden f
ja C ensimméisten ja toisten derivaattojen merkit

P =<0 /@)= 55 <0.C@>0c"@>0 (33
Voittofunktio on
P(q) = R(q) —C(q) = q- f(q) — C(q) (3.4)
ja sen derivaatat ovat
P'(q) = MR(q)—MC(q) = f(q)+q- f'(q) — C'(q) (3.5)
P'(q) = f@+f(a)+a f'(@9)—C"(9) <0 (3.6)
<0 <0 >0

Siis voittofunktio on konkaavi, joten voitto maksimoituu tasmalleen yhdella tuotan-
non maaralla. Optimia kuvaa yhtalot

0 = MR—-MC = f(q)+q-f(qg) —MC (3.7)
= P+ ) - MC
a0 = p(l+3)—MC (3.8)

n
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Yhtilo (3.8) kuvaa onnistuneesti opitimaalista toimintaa. Funktiot f ja C eivit suo-
raan esiinny yhtélossa, mutta niistd riippuvat 'kysynnén hintajousto’ 7 ja rajakus-
tannus MC' ovat kohtuullisen hyvin arvioitavissa, joten ehdon (3.8) voimassaolo
voidaan ajoittain tarkistaa. Jos ehto ei ole voimassa, tulee harkita tuotantomé&arén
muuttamista. ///

3.2 Kahden muuttujan tapaus ilman rajoitteita
Seuraavaksi tarkastelemme optimointitehtavéa, jossa pddtosmuuttujia on kaksi kap-
paletta, x = (x1,22)". Olkoon epilineaarinen tavoitefunktio = f(x) hyvin

médritelty IR?:ssa. Voimme kirjoittaa optimointitehtéivin muotoon

max z = f(x)
st x € R%.

Kahden ratkaisuvektorin véalinen etaisyys on tavallinen euklidinen

I = x| = /(1 — 212 + (22 — 3)?

Ratkaisuvektorin x* r-siteinen avoin palloympéristé B,.(x*) muodostuu niista ratkaisu-
vektoreista, jotka ovat ldhempéné kuin r:n etaisyydelld x*:sta

Br(x") = {x e R" | lx —x"[| <[}

Joukko U C R? on awvoin, jos sen jokaisella pisteelld w € U on U:hun sisiltyvi
palloympéristo, B.(w) C U. (Toisin sanoen: mikéaéan U:n piste ei ole U:n reunapiste. )
Jos U C R"™ on avoin ja z € U, niin sanomme ettd U on z:n avoin ymparisto.
Maarittelemme seuraavaksi dériarvon tyypit monen muuttujan funktion tapauk-
sessa. (Huomaa, ettd médritelmét ovat 18hes sanasta sanaan samat kuin edelld.)

Maéritelma 3.2.1 (A) Olkoon f : R? — R jatkuva funktio. Piste x* € R? on
globaali maksimi(minimi)-kohta, jos f saa suurimman(pienimmén) arvonsa IR*:ssa
kohdassa x*.

(A’) Globaali maksimi(minimi) -kohta on siis optimointitehtavan

max(min) 2z = f(x)
ehdolla  x € R?

optimipiste.
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Maéritelmi 3.2.2 (B) Olkoon f : R* — R jatkuva funktio. Piste x* € R® on
lokaali maksimi(minimi)-kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymaéristd U niin, ettd f
saa suurimman(pienimmén) arvonsa joukossa U kohdassa x*.

(B’) Voimme yhtépitivisti misritelld, ettd x* € R? on lokaali maksimi(minimi)
-kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymparisto U siten, ettd x* on optimointitehtavan

max(min) 2z = f(x)
ehdolla xeU

optimipiste.

Maiésritelma 3.2.3 (B”) Vield voimme yhtépitdvisti madritelld, ettd x* € IR? on
lokaali maksimi(minimi) -kohta, jos on olemassa x*:n avoin ympéristé U siten, ettd
kaikille x € U on voimassa

x#x" = f(x) < (2)fx) (3.9)

(C) Jos epayhtalossi (3.9) erisuuruus on aito kaikilla x € U \ {x*} (eli x* on ainoa
optimikohta U:ssa) niin sanomme, ettd dariarvo on vehva ddriarvo. Jos ddriarvo ei
ole vahva, niin se on heikko.

Esimerkki 3.2.1 Kahden muuttujan funktiota voi olla vaikea hahmottaa. Kuvissa
3.7 (a) ja (b) on piirretty funktion

F(1,m9) = 306~ @IH92) 4 02 — dpy + 423 — 8wy +8 (3.10)

kuvaaja, kun —1 < 27 < 3 ja —1 < x9 < 2. Kuvassa (a, "Plot3D”) on piirretty
funktion m&arddma pinta. Pinta on joskus vaikea hahmottaa ja siksi on kuvan
(a) avuksi piirretty kuva (b, ”ContourPlot”), jossa on funktion tasa-arvokayrat.
Kuvat yhdessa tekevat selvéksi, ettd funktiolla on lokaali maksimi lahella pistetté
(—0.1;-0.2)T ja lokaali minimi lihelld kohtaa (3.2;1)T. Kuvasta saatavat arviot
eivit ole kovin tarkkoja, mutta kuvan tarkoitus onkin vain selvittda pinnan muoto
katsojalle. Tarkat dariarvojen paikat saadaan numeerisilla menetelmillé, joita sivu-
taan myShemmin ja késitelldd tarkemmin numeerisen matematiikan kurssilla. ///

Eras tehokas ja monesti helppo tapa hahmottaa funktiota on piirtdéd funktion
arvot viwalla. Kiinnitetdsin R*:n piste xo ja suuntavektori u. (Suuntavektoria ei
tarvitse normittaa, mutta joskus normittaminen helpottaa kuvien tulkintaa.) Silloin
piste

Xy = Xg + tu (3.11)
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Figure 3.7: (a) Funktion f(z1,5) = 30e~@i+23) 422 — 4z, + 422 — 8z, + 8 kuvaaja
ja (b)funktion tasa-arvokayrit. Kdytetyt Mathematica-komennot:

f[x1_,x2.]:=30 Exp[-x1~ 2-x2" 2] + x1~ 2-4 x1+4 x2~ 2-8x2+8

Plot3D[f[x1,x2], {x1,-1,3}, {x2,-1,2}]

ContourPlot [f[x1,x2], {x1,-1,3},{x2,-1,2},{ContourShading->False}]

on suoralla (viivalla), joka kulkee piteen x( kautta ja on vektorin u suuntainen. Nyt
funktion

fxou(t) = f(x4) (3.12)
kuvaaja kertoo, mitd arvoja funktio saa vastaavalla viivalla.
Esimerkki 3.2.2 Tutkitaan edellisen esimerkin funktion arvoja viivalla, joka kulkee

pisteen xo = (0;0)T kautta ja on vektorin u = (1;2)T suuntainen. Kuvassa (a) on
piirretty tdma viiva tasa-arvokayrien padlle. Nyt

B (04t L[t

fxo,u(t) - f(xt)_f<0+t2> _f<2t> (313)
= 30e" @D 42 gp 4 4(26)2 —8(2t) + 8 (3.14)
= 30e%" £ 1742 — 20t + 8 (3.15)

Kuva 3.8 (eli lausekkeen (3.15) kuvaaja) ei ole endd hankala piirtaé. Piirtdminen
onnistuu graafisella laskimella tai vaikkapa excelilli. Kuvasta nihdiéin, ettei (0;0)T
ole adriarvokohta, silla viivalta 16ytyy parempikin piste. ///

Tarkastelemme ongelmaa yleisemmin. Olkoon f(z1,x2) funktio ja haluamme
tutkia mahdollisuutta, ettd sen erds aariarvokohta olisi piste p = (p1;p2). Tétd
varten tutkimme funktion arvoja viivalla, joka kulkee pisteen p kautta ja on vektorin
u = (u1,uz)?) suuntainen. Silloin viivafunktiolle pitee

Z1 T2

fou() = f(x)=f( pi+ut, p5+ust) (3.16)
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(b) 04 oz

Figure 3.8: (a) Funktion f(z1,s) = 30e~(®1+23) 4 22 — 4z 4 422 — 8z, + 8 tasa-
arvokiyrit ja viiva pisteen (0;0)T kautta vektorin (1;2)T suuntaan. (b) Funktion
arvot viivalla.

= foult) = urfe,(xe) +unfe,(xe) = uTVf(x) (3.17)

missé esiintyvad f:n gradienttivektoria

tutkimme tarkemmin seuraavassa kappaleessa.
Vastaavasti saamme viivafunktion toisen derivaatan

/ ¥ - * -~
fp,u(t) = ulfw1( P+ uit, Dy + usl ) (318)
* - * -
+uz fa, ( PT +urt, p5 +ust )
= f;l)l,u(t) = ulf:m:m (Xt)ul + ulffﬂlfﬂfz (Xt)UZ (319)
+ u2f:82w1 (xt)ul + U2fx2x2 (xt)u2 (320)

= (ur u2) Jover Joiws ) = uTHu (3.21)
focgacl focgocg U2
missi esiintyvad matriisi H on f:n Hessin matriisi (Hessian). My6s tata matriisia
kasittelemme seuraavissa kappaleissa.

3.2.1 Gradientti ja valttamaton ehto

Edella esiintynyt gradientti on erittain usein kjtt66n tuleva olio. Optimoinnin yhtey-
dessa se helpottaa asioiden esittdmistd. Madrittelemme sen nyt ja toteamme sen
yhteyden tasa-arvokayréastéihin (ContourPlot).
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Masritelmi 3.2.4 Olkoon f : R? — R siled funktio. Funktion f gradientti pis-

o (M) < (),

(Lukuohje Vf = “funktion f gradientti” tai "nabla f”.)

Esimerkki 3.2.3

Jos ! <$1> =27 4 2z + 1172 + 73 (3.22)
.. T 21 + 2+ x4
— v/ <a: > < 1 + 212 > (3.23)

Gradientti on vektori ja lauseke (3.23) kertoo miten tdmén vektorin koordinaatit
lasketaan eri pisteissid. Esimerkiksi

v G) N <2 .11++22-T 1) = (2) (3.24)
v <g> - <2 '00++22-;2> = (j) (3.25)
/1]

Peruskurssilla jo kasiteltiin kahden muuttujan funktioita. Funktion f(z,y) arvon
muutos, kun x:n ja y:n arvot muuttuvat, saatiin kokonaisdifferentiaalina

Of by g

df ~ ox oy

(3.26)
Jos ||u|| on pieni, niin sama asia voidaan ilmaista nyt kasilld olevin merkinndin
seuraavasti

fx+u) = f(x) —|—uTVf(x) (3.27)

Esimerkki 3.2.4 Olkoon f(z1,22)T = 22 + 22 + 2122 + 22 ja x = (1;1)7
u = (0.01;0.02)T. Silloin

F(10y) = focem) & £+ a0 (3.28)
= f<i>+uTVf<i> (3.29)
— 54 (101 1.02) (g) (3.30)
= 5.11 (3.31)

/17
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JS®=C

Figure 3.9: Gradientti on kohtisuorassa tasa-arvokdyraa vastaan.

Toinen yhté tirked gradientin ominaisuus ndhd&an, kun valitaan kaksi pistetta
P1 = X ja p2 = X + u siten, ettd pisteet ovat lahella toisiaan ja samalla tasa-
arvokdyrdalla. Silloin

0=df =u'Vf=(u|Vf) =ulVf (3.32)

Muistisdanto:

Gradienttivektori on kohtisuorassa tasa-arvokayraa vastaan.

V f osoittaa yldméen.

Lause 3.2.1 Jos f : R? — IR on siled funktio ja x* on sen lokaali fériarvokohta,
niin on valttamatta

(528 @ e

Todistus. Jos fy, (x*) # 0, niin valitaa u = £(1;0)T. Silloin

df =uTVf(x*)=¢(1 0)(?1):#@7&0 (3.33)

Siirtymallad nyt vaakasuoraa viivaa pitkin oikealle tai vasemmalle 16ytyy parempi
piste, joten x* ei ole optimikohta.
Tapaus fz,(x*) # 0: Mutatis mutandis.

Tiivistamme lauseen mahdollisimman tiiviiksi muistisdannoksi.
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Valttamaton ehto:

Jos x* on lokaali maksimi- tai minimikohta, niin Vix*)=0

Vain valttdmattomén ehdon toteuttava piste voi olla ddriarvokohta. Jos valtta-
mattoman ehdon toteuttavia pisteita on vain muutama, niin niistd voidaan suoralla
f:n arvon laskulla valita paras.

Esimerkki 3.2.5 Tarkastellaan varastomallia, jossa varaston kautta toimitetaan
tuotteita asiakkaille. Asiakkaiden kysyntd on D tuotetta vuodessa. Tuotteet tuo-
daan varastoon x; tuotteen erissd. Jos asiakas ei saa haluamaansa tuotetta, niin
asiakas jad odottamaan. Kun seuraava tdydennyserd saapuu, toimitetaan ensin
odottavien asiakkaiden tarve ja loput sijoitetaan varastoon. Tilaukset ajoitetaan
siten, etta varaston maksimikoko on xs. Jos kysyntd on tasaista, niin varaston koko
ajan funktiona on seuraavan kuvan mukainen.

b S N

¥

xlf.D

Keskimé#iriinen varaston koko on x3/(2z;). Keskimédriinen puutteen miiri on
(x1 — x2)?/(221). Ja tilauksia tehtddéin D/z; (per vuosi). Kustannukset ovat:

e varaston yllipitokustannus h (/tuote/vuosi),
e puutekustannus s (/tuote/vuosi),
e tilauskustannus K (/tilaus)

Vuotuinen kokonaiskustannus on nyt
r2h (71 — 22)%s N KD

fx) = 2y (3.3)
211 211 1
S S x2 x2 — 1'2
- VE(x) = ( /2+((8+f)h)2x/2(/2$11)_sKD/ 1> (3.35)

Haluamme nyt maarittaa padtosmuuttujien z; ja xo optimiarvot, joilla f saa min-
imiarvonsa. Valttdmaton ehto on

s/2 — (s+ h)x3/(22%) — KD/2? =0
(s+h)xe/z1 —s=0

zf = \/2KD(s+ h)/(sh)
- { “?; = \/2KDs/((s + h)h) (3.37)

VE=0 = { (3.36)
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Loytyi siis yksi piste, joka toteuttaa valttamattoméan ehdon. ///

3.2.2 Hessin matriisi, riittava ehto

Masritelmi 3.2.5 Olkoon f : R? — IR siled funktio. Funktion f Hessin matriisi

(Hessian) pisteessd p on
of? af>
H o B_{:f am{?zz o f961z1 faclacg
=1 o o2 = \fownr fues

Oxo0xq Bazg x=p x=p
Esimerkki 3.2.6 Jos f(z1,22)T = 23 + 22? — 32123, niin
v x1 . 32 + 4x1 — 323 (3.39)
To - *611311‘2 :
0
forzn = 8—@(3& + 4z — 323) = 621 + 4 (3.39)
0
fores = a—m(iﬁc% + 4z1 — 322) = —6 (3.40)
0
faae, a—xl(—6$1$2) = —6x2 (3.41)
0
Jzazs 6—352(—6301%2) = —b6x; (3.42)
1 o 6$1 +4 —6.2?2
—H (.Z‘Q) - < —6$2 —6.131 > (343)

Jos nyt halutaan tietda gradienttivektori ja Hessin matriisi tietyssa pisteesséd p, niin
sijoitetaan p:n koordinaatit x:n koordinaattien paikalle kaavoihin (3.38) ja (3.43).
Esimerkiksi

oo (D) ovim - (FPEEIEY () e

ne) - (5 )= (M F) e

/1]
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Lause 3.2.2 Olkoon f : R? — IR siled funktio ja x* € R?.

(1) Jos Vf(x*) = 0 ja Hessin matriisi pisteessd x* on positiivisesti definiitti,
niin x* on lokaali minimikohta.

(2) Jos Vf(x*) = 0 ja Hessin matriisi pisteessd x* on negatiivisesti definiitti,
niin x* on lokaali maksimikohta.

Todistus. (1) Olkoon u # 0 miké tahansa suuntavektori. Tarkastellaan funktiota
viivalla, joka kulkee pisteen x* kautta ja on vektorin u suuntainen. Tutkitaan funk-
tion arvoja télla viivalla.

Funktiolle g(t), joka antaa funktion arvot viivalla, pitee

(3.17)
9'(0) = frea) = uTV=0 (3.46)
g'0) = .t P2 uTHu > 0 (3.47)

“%\e/ww

I
| -

o P
I bl I bl

Koska (3.46) ja (3.47) ovat voimassa kaikilla u # 0, on x* lokaali minimikohta.

(2) Mutatis mutandis.
Tiivistetdan tamaéakin lause mahdollisimman tiiviiksi muistisannoksi.

Riittava ehto minimille:

Vix*)=0 ja
Jos | niin x* on lokaali minimikohta.
H(x*) on positiivisesti definiitti
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Esimerkki 3.2.7 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 3.2.5 varastomallia, jossa varas-
ton kautta toimitetaan tuotteita asiakkaille. Vuotuinen kokonaiskustannus on nyt

x%_h n (x1 — x2)%s n KD

f(X) - 2331 23?1 I (348)
fo(x) = s/2+ (s+h)x3/(223) — KD/} (3.49)
fo(x) = (s+Nh)z2/T1 -5 (3.50)

. ((s+h)z3 +2KD)/z} —(s+h)xo/?
-H = < —(s+ h)za/x? (s+h)/z1 ) (3.51)

Esimerkissa 3.2.5 loydettiin yksi piste x*, joka toteutti valttdmattoman ehdon.
Koska paatosmuuttujat 1 ja xo sekd parametrit K, D, h, s kaikki saavat positiiviset
arvot, voimme paatella

hiy = ((s+h)x3+2KD)/z3 >0 ja (3.52)
|Hy| = |H|=2(s+h)KD/z}>0 (3.53)

joten H on positiivisesti definiitti ja piste x* toteuttaa riittdvéan ehdon minimille.

/17

3.2.3 Optimin etsiminen numeerisesti

Valttamaton ehto johtaa epalineaariseen yhtaloryhmaéan, jonka ratkaiseminen on
usein lilan tyo6lasta. Silloin voidaan menetelld seuraavasti. (Taas kdymme 14pi pe-
rustelut kahden muuttujan tapauksessa, mutta johtopaatokset on helppo yleistéa.)

Olkoon péaitdsmuuttujien alkuarvovektori & = (zg,y0)". Jos seuraava likiarvo
on & = (z1,y1)T ja merkitsemme

u =& —§ = (Zg)

niin kokonaisdifferentiaalin mukaan vastaavien funktion f : R®> — IR arvojen erotus
on

F(&) = f(&) = fa(€o)dx + [ (&0)dy + f2(€0)dz = uf V f
Olkoon h > 0. Jos nyt valitsemme u; = AV f, niin
F(&) = fléo) =(V)TV=0
Jos vastaavasti valitsemme u; = —AV f, niin
f(&1) = f(éo) = —n(V )TV <0

Siis:

Etsittdessd maksimia otetaan askelia gradientin suuntaan.

Etsittdessd minimid otetaan askelia gradientin vastavektorin suuntaan.
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Figure 3.10: Esimerkin 3.2.8 numeerinen dériarvon méaritys. Alkuarvot xg = 2 ja
Yo = 0.5.

Karkea algoritmi maksimin etsimiseksi on seuraava:
e Valitse alkuarvo & ja parametrit h > 0, ¢ > 0.
e Toista kunnes ||{p+1 — &kl < €

Err1 =& + AV f (&)

Ongelmaksi muodostuu joskus se, ettd epalineaarisen funktion osittaisderivaatat
saattavat saada itseisarvoltaan melko suuria arvoja, jolloin gradienttivektori on
pitkd. Edelld kuvattu rekursio "karkaa helposti kéasistd.” FEras mahdollisuus on
korjata algoritmi muotoon

e Valitse alkuarvo & ja parametrit h > 0, € > 0.
e Toista kunnes |V f({x+1)| < e
Vf (&)

—_ 0 = T~ £lec NIl
§he1 = G+ AV SO (G) = &+ hysreeay

Kolmas versio samasta naivista ideasta on
e Valitse alkuarvo & ja parametrit h > 0, ¢ > 0.

e Toista kunnes h < ¢

w1 = V(&)
Erp1 = & + hul
jos uE_Huk < 0, niin pienenna h:ta

Kun numeerinen optimin etsinta tehdaan oikeaoppisesti, suoritetaan niin sanottu
"viivahaku”. Taméa menettely késitelldan optimoinnin jatkokurssilla. Edella esitellyt
algoritmit ovat hyodyllisia siksi, ettd ne on helppo toteuttaa vaikkapa excelill.



3.2. Kahden muuttujan tapaus ilman rajoitteita 65

Esimerkki 3.2.8 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 3.2.1 funktiota f(z,y) = 30e—(@*+v*) 4
x2 — 4z + 4y — 8y + 8. Misritdmme funktion lokaalin maksimikohdan. Valitaan

i) o 2 . _
(y) - <0.5>v ja h=01
Rekursio yhtélé on

Tert ) _ [Tk fGOxkef(””EﬂJE) + 2z — 4 _ fﬁxke*(xgﬂfg) +1.22, — 0.4
Ykt1 Yk —60ye~ @k t¥i) + 8y, — 8 —6yre”(@et¥i) + 1.8y, — 0.8
ja excelin antama likiarvopisteiden jono tasossa lahestyy pienelld h:n arvolla pistetta
Te) _, —0.07117
Yk —0.15936

/1]

3.2.4 Esimerkkeja

Esimerkki 3.2.9 Yritys valmistaa kahta tuotetta A ja B. Valmistusmaarat ovat
ja zo. Kysynté- ja kustannus-funktiot ovat

p1 = 12—-0.02z; — 0.01z, (3.54)
p2 = 50— 0.1z (3.55)
C = b5xy+ Teg +0.012% + 0.0222 + 0.00521 22 (3.56)

Voittofunktio on silloin

P (2) = (p1z1) + (p212) — C (3.57)
= (1221 — 0.022% — 0.01z25) + (50z5 — 0.1232) (3.58)

— (521 + Txg 4+ 0.0127 + 0.0223 + 0.00521 72)
= Try + 43z —0.0327 — 0.015z, 25 — 0.1223 (3.59)

Voittofuktion lauseke on nyt jaettavissa lineaariseen osaan ja neliomuotoon. Voiton
maksimointi tarkoittaa nyt globaalin maksimin 16ytamista P:lle. Nyt valttamaton
ehto on

Poy =0 7 — 006x; — 00153 = 0
{Pzz =0 v {43 0015z, — 0241, — o  (360)
N 1 ~ 730
T2 ~ 174.6
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Tutkimme vield Hessin matriisin definiittisyyden

_ Przy Prz,\ [ —0.06 —0.015
H = (PWI Poo )~ \ 20015 —0.24 (3.61)
—0.06 —0.015
| Dy ’ 0015 —0.24 ' =0.0142 > 0 (3.63)
= H on negatiivisesti definiitti
= 16ydetty piste on maksimikohta.

/1]

3.3 Monen muuttujan tapaus ilman rajoitteita

Edellisissa kappaleissa johdetut tulokset ovat sellaisinaan yleistettavissa useamman
muuttujan tapauksiin. Teemme yhteenvedon

Olkoon f:R"™ — IR siled funktio. Sen gradientti on

o,
Vf= f (3.64)
e,
Hessin matriisi on
forzr  forze o foim,
Ho fx?xl fx?xz fu:xn (3.65)

fznzl fzan s fznmn

Aériarvokohtien méadritelmit ja valttamaton seka riittava ehto dariarvolle saavat
nyt tdsmalleen samat muodot, kuin kahden muuttujan tapauksessa.

Valttaméaton ehto:

Jos x* on lokaali maksimi- tai minimikohta, niin Vix*)=0
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Riittava ehto minimille:

Vix*)=0 ja
Jos | niin x* on lokaali minimikohta.
H(x*) on positiivisesti definiitti

Riittava ehto maksimille:

Vix*)=0 ja
Jos | niin x* on lokaali maksimikohta.
H(x*) on negatiivisesti definiitti

Esimerkki 3.3.1 Hintadifferointi. Yritys valmistaa tuotetta ja myy sita kolmella
eri markkinoilla (Eurooppa, Aasia, Afrikka). Eri markkinoilla on eri kysyntafunktiot,
joten hinnat eroavat markkinoiden valilla. Yritys myy tuotteita vuosittain Euroop-
paan x7 kpl, Aasiaan x5 kpl ja Afrikkaan x5 kpl. Vastaavat kysyntafunktiot ovat

p1 = a1 — bz, (3.66)
p2 = a2 — baxy, (3.67)
ps = as— b3$3. (368)

Kustannusfunktio on ”normaali”
C(z) =C(z1 + 22 +x3), C'">0, C">0. (3.69)
Voittofunktio on
P(x1,x2,3) (3.70)
p171 + pawa + pazz — C(x1 + 22 + 73)

= ai1r1 — bl.fL'% + asxo — bQ.TL'% + a3xrs — bgl'g - C(l’l + 29 + 1’3)
Gradientti ja Hessin matriisi ovat

a1 — 2bix1 — Cl(.’L'l + 22 + ZL’3)

VP = as — 2boxo — C/(.’L'l + 22 + ZL’3) (371)
as — 2bsxg — C”(xl + x9 + .233)
—2b; — ol " el
H = -C” —2by — C” -C” (3.72)
el —C" —2bs — ol
Valttamaton ehto VP = 0 voidaan nyt tulkita siten, ettd jokaisella markkina-

alueella (¢ = 1,2,3) tulee alueen rajatuoton MR; = d(p;x;)/dx; olla yhtd suuri
kuin tuotantolaitoksen rajakustannus MC = dC(x)/dx, missd x = 1 + x2 + 3.
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Tarkistamme vield Hessin matriisin definiittisyyden.

|D1| = hy1=—2b; — C" <0 (373)

_2b _ Cll _Cl/
|D2| = _IC// —2b2 o C// (374)

= 4b1by + 2(b1 + bg)C// >0

72()1 e el el
|Ds| = -C" =2y -C" = C” (3.75)
el el —2bs — o

= —8bibybs — 40“([)1()2 + b1bs + bgbg) <0

Hessin matriisi on negatiivisesti definiitti, joten valttdmattomén ehdon toteuttava
ratkaisu maksimoi voittofunktion. ///

3.4 Rajoitteellinen optimointi, yhtalorajoite

Téssd luvussa rajoitumme tutkimaan optimointiongelmia, jotka ovat muotoa

min f(x)
ehdoin  h;(x)=0,j=1,...,m

Oletamme siis, etta
1. ongelma on minimointiongelma,

2. lisdksi oletamme, ettd kaikki funktiot (f, h;) voidaan derivoida jatkuvasti niin
monta kertaa kuin kulloinkin haluamme.

Oletus 1 saadaan aina jarjestettya, mutta sileysvaatimus 2 ei ole aina jarjestettévissa.
Sivuutamme nyt tdmin ongelman. Rajoittuminen minimointiongelmaan saattaa
tuntua oudolta, mutta valitsemamme kaavamaisuus helpottaa asioiden esittamista ja
myds asioiden omaksumista. Jos sovellustehtavassa kohtaamme maksimointitehtavan,
voimme aina muuntaa sen laskuja varten seuraavasti

ALKUPERAINEN MUUNNETTU

max f(x) - min —f(x)
ehdoin  h;(x)=0,j=1,...,m ehdoin  h;(x)=0,j=1,...,m
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3.4.1 Sijoituskeino

Jos optimointitehtdvassd on yhtilorajoite, ja jokin muuttuja voidaan ratkaista ra-
joiteyhtalosta, niin sijoitetaan saatu lauseke muuttujan paikalle funktioon ja muihin
rajoitteisiin.

Esimerkki 3.4.1

Min  f(x1, T2, 23) = 221 + T2 + 23 (3.76)
st T1+ax9+23=1 ’
Rajoitteesta voimme ratkaista
Ir3 = 1-— r1 — T2 (377)
jolloin optimointitehtdva menee muotoon
Min f(z1,20) = 22 + 22 + 2z129 — 20 + 1 (3.78)
Valttamaton ehto optimille antaa
. 2z1 + 224 (0
vf_<2a:1—|—2x2—1>_<0> (3.79)
Talla yhtalolla ei selvisti ole ratkaisua, joten alkuperaiselld ongelmalla ei ole dari-
arvokohtaa. ///
Esimerkki 3.4.2
min f(w1,20) = —2122 (3.80)

ehdolla 2x1 + dxe = 10

Rajoitteesta saamme ratkaistua toisen muuttujan ensimméisen avulla, o = 2 —
0.4x;. Silloin optimointitehtdvd menee muotoon

min f(z1) = =221 + 0.422 (3.81)

Derivaatan nollakohdasta ja rajoitteesta saamme optimiarvot

fl(z)) = —2+085,=0 =az}=25 (3.82)
f"(x1) = 08>0 = z} on minimikohta (3.83)
ah = 2-04ar =10 (3.84)

Siis optimointitehtavéan ratkaisu on

« _[xT\ _ (25 . «_ _or. _
x _<x§)_<1.0> ja ff=-25-1.0=-25 (3.85)

/1]
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Esimerkki 3.4.3 Vaara ratkaisuyritys. Sijoituskeino ei aina ole helppo ratkaisu.
Esimerkiksi ongelma
Min 2x1 + 22 + x%
st z3 + 23 + 23 < 10 (3.86)
i +a3+a3=1
on hankala. Yhtalorajoitteen kasittely vaatii huolellisuutta. Tarjolla oleva ”helpon
tuntuinen” temppu

Min 2$1+$2+$§
st 22 + 23+ 23 <10
x%—i—x%—i—x%:l

e { Min 2@, + x5 + 3 (3.87)

st —r3+13<9

on virheellinen. ”Yksinkertaistetussa” optimointitehtdvassa ei muuttujien 1 ja o
arvoja enii rajoiteta millad ehdolla, vaikka alkuperdisessi tehtiviissi a3 + z3 <
1. Yksinkertaistetun optimointitehtavén tavoitefunktion arvo saadaan siis miten
pieneksi tai miten suureksi tahansa, koska z:lle ja zs:1le voidaan antaa mita tahansa

arvojal /1]

Esimerkki 3.4.4 Oikea ratkaisu. Ratkaistaan edellinen ongelma oikein.

Min 22 +m2+x§ . 9
st altaitas <10 { Min 22, + 23 + 23 (3.88)
2%+ 23 +a3 =1 st o tay=l

silld ensimmaéinen rajoite on voimassa aina kun toinen on voimassa. Voimme nyt
ratkaista rajoitteesta z%:n ja sijoittaa sen malliin

{ Min  f(x1,72) =221 + 22 + 1 — 22 — 23

st r?+23<1 (3.89)

Valttamattoman ehdon toteuttava piste

szO@(ii)z(&S) (3.90)

el toteuta (3.89):n ehtoa! Optimipisteen on siis oltava kdyvan alueen reunapiste,
jossa z?+z% = lelizy = +4/1 — 22. Lopulta saamme x1:n optimiarvon médradmiseksi

tehtavan ~

; _ _ — 2

Min  f(z1) =2x1 — /1 — 27 (3.91)
st —1<z <1

Tamaé on ”lukio-tason” ongelma, jolle

f’(xl) = 2+\/%:0 =>m1=—% (392)
Ty

fl=1) = -2 (3.93)

f(=2/v5) = —V5 <« pienin (3.94)

f(+1) = +2 (3.95)
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Purkamalla tehdyt sijoitukset saamme

2
T = —— 3.96
1 \/g ( )
1
i = —y\J1l—z?=—— 3.97
2 1 \/5 ( )
2y = EV1—zx® —azx? =0 (3.98)

/1]

Saatujen ratkaisujen mielekkyys kannattaa aina tarkistaa alkuperdisten rajoit-
teiden avulla. Sijoituskeinoa parempi menetelmé on Lagrangen kertojat, jotka esi-
tellddn seuraavassa.

3.4.2 Lagrangen kertojat, yhtalorajoite

Léhestymme padtulosta useassa vaiheessa ja aloitamme melko yksinkertaisesta on-
gelmasta.

Tapaus: yksi yhtélorajoite
Tarkastellaan ensin perusongelmaa, jossa on yksi yhtalorajoite
min  f(x), x=(z1,22,...,%n)"

(Huomaa: Vaikka yhtalorajoite tasossa merkitsee sitd, ettd kdypa alue rajoittuu
jonkin kdyran pisteiksi, niin useamman pa#atésmuuttujan tilanteessa (n > 3) kaypéa
alue ei ole kdyrén osa vaan silld on vapausasteita enemméan kuin yksi.)

Olkoon x* = (z},x%,...,2%) " optimipiste ja olkoon differentiaali
dx = (dzy,dxs,...,dr,)" sellainen, etti

x*+dxe K& h(x*+dx)=0

Silloin koska x* on optimipiste, niin

_of of of B
df = e dxi + R dxo + ...+ pr. dz, =0 (3.99)
ja koska x* + dx € K, niin
oh oh oh
dh = —d —d ..+ —=—dz, =0. 1
3331 T + 8.%‘2 To + + axn €T (3 00)

Toisin sanoen
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V(x*)Tdx =0ja Vh(x*)Tdx =0

Yhtélon (3.100) takia differentiaalia dx ei voi valita miten tahansa. Oletamme, nyt
etta optimipisteessa
oh

o 70 (3.101)

(Tarvittaessa vaihdetaan muuttujien jarjestysta.)
Differentiaalin dx komponentit dzi,dxs,...,dz,—1 voidaan nyt valita vapaasti.

h:n sileys

ehto (3.101) } = dz,, voidaan ratkaista ehdosta (3.100)

Olkoon A € R. Ehdoista (3.99) ja (3.100) seuraa, etta

"/ Of oh
e 102
;:1 (8:@- + AE):&-) der; =0 (3.102)
Valitaan A siten, etta
of oh
— — T .1
R + Aaxn 0 (3.103)

Siis yht&lo (3.102) voidaan kirjoittaa

n—1
af oh
A dz; =0 3.104
Koska dzi,dzs,...,dz, voidaan valita vapaasti, voi yhtdlo (3.104) olla tosi vain
ehdolla
of oh
= 1 =1,2,...,n—1 1
B2, +>\3mi 0, Vi ,2,...,m (3.105)

Saadut n+1 yht&lod (h(x) = 0, (3.103),(3.105)) muodostavat ryhmén, josta ratkaistaan
n + 1 tuntematonta

* ok * *
xl)x%"'axnv)‘

Mairitelma 3.4.1 On tapana méaéritelld Lagrangen funktio (engl. Lagrangian)

L= f(X) +)\h(X) = L(th%"'axnv)‘)
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Lause 3.4.1 Jos optimointitehtavalla

{ Min  f(x)
st h(x)=0

on minimipiste x*, niin on olemassa \* € IR siten, etti pisteessi (x*, \*) Lagrangen funktio
L(x,A) = f(x) + Ah(x)

toteuttaa ehdot

oL of oh )
o —axi—&-)\—axi—o,z—l,...,n
oL N

(eli VL =0)

Huomaa, ettd tdma on valttaméaton mutta ei riittdva ehto. Yleensid saadaan monta
ehdokasta, joista yksi on optimi.

Esimerkki 3.4.5

Min 2z1 + 22 + x%

st. 3+ 2i+a23-1=0
Lagrangen funktio on

L =2z + 2o+ 3+ Nat + 23 +23 1)

Vilttamaton ehto optimille on

vi=0e 203 +2 3 = 0
?tritai-1 = 0
Kolmannen yhtélon perusteella joko z3 = 0 tai A = —1.
| Tapaus x3 =0 |
2+2\r; = 0(1) L
4oz, = 0(2) (DER)= @1=-A7=2m, (4)

(3)&(4) = zo = +1//5

2+ a3 -1

Il

o
—

w
~

Saamme kaksi valttamattomat ehdot toteuttavaa pistetta
ehdokas #1:

2/V5
X#1 = 1/\/5 ))‘#1 = _\/5/2) f(x#l) = 5/\/5
0
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ehdokas #2:
_2/\/5
xg2 = | —1/VB |, Ap2 = V5/2, f(xp2) = —5/1/(5)
0

| Tapaus A = —1 |

2— 2:131 = 0 — T = 1

1—-2z, = 0 —>£L'2:1/2

24+ai+2i-1 = 0 — 2% = —1/2 (mahdotontal)

Paras ehdokas on #2 eli

_2/\/5
x* = =1/v5 |, =v5/2, f(x*) = -5 (3.106)
0

Tapaus: monta yhtélorajoitetta

Vastaavalla tavalla kuin edelld voidaan perustella seuraava lause

Lause 3.4.2 Jos optimointitehtavalla

{ Min  f(x)
st hj(x)=0, j=1,...,m

on minimipiste x*, niin on olemassa reaaliluvut A%, j = 1,...,m siten, ett pisteessd (x*, A*)
Lagrangen funktio

L(x,\) = f(x) + Z Ajhj(x)

toteuttaa ehdot

oL  of U oh; .
i 8xi+;>\]8xi_0’ i=1,...,n
OL

A

(eli VL = 0)

Huomaa, ettd tdma on valttdmaton mutta ei riittava ehto. Yleenséd saadaan monta
ehdokasta, joista yksi on optimi.
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Esimerkki 3.4.6
Min 2x1 + 22 + a:%

st. 22+ 22 -10=0
T1+xo+23—1=0

Lagrangen funktio on
L =2z + o+ x5+ M\ (23 + 23 — 10) + Mo(21 + 22 + 23 — 1)

Valttamaton ehto optimille on

242X x14+X = 0
14X = 0
VL=0<« 2x3 + 2 \x3+ X2 = 0
+a2—10 = 0
1 +rot+ax3—1 = 0
Toinen yhtdlo — Ay = —1 =
Mz = -1 — T = —1/(2)\1)
(1+)\1)$3 = 1/2 —>x3:1/(2+2)\1)
2+22 = 10
T+ Ty +2x3 = 1

Kun sijoitetaan z; ja x3 kolmanteen yhtdloon ja tehdddn muuttujan vaihto A\ =
u—1/2, saadaan

1 1

Yt = 10
e tiaeane
S (1+A)?+A = 4003(1+ \)?
S (u+1/2)? 4+ (u—1/2)> = 40(u—1/2)*(u+1/2)?
S2u?+1/2 = 40(u® —1/4)*
S 40ut — 2202 +2 = 0
1 11+ /41
SN\ = ——= | —
! 2 40
Saamme neljé ehdokasta minimipisteeksi
A1 T x3 T2 f(x)

0.1596 -3.1327 0.4312 3.7016 -2.3780
-0.1610  3.1056  0.5959 -2.7016  3.8648
-1.1596  0.4312 -3.1327 3.7016 14.3780
-0.8390 0.5959  3.1056 -2.7016  8.1352

Paras ehdokas on ensimmaéinen, joten minimi on

—3.1327
x*= | 37016 |, A\ = (%%%%) . f(x*) = —2.3780
0.4312 :
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3.4.3 Resurssirajoite, resurssin varjohinta

madds3.tex
Tutkitaan aluksi yleistd ongelmaa

min  z = f(x,p)
st. hij(x,p) = 0, j=1,...,m
missad p € IR on mallin reaaliarvoinen parametri.
Kun parametrin arvo muuttuu hieman, muuttuu myos optimikohta ja tavoite-
funktion optimiarvo.

x* — x* 4+ Ax*

poptap = {Z**)Z*+AZ*

Raja-arvo
. Az* dz*
ARy —dp N
on reaaliluku ja raja-arvo
dxy/d
. Ax* dx* 1./ g "
1m = = . cR
Ap—0 Ap dp :
dxy, /dp
on vektori.
Kokonaisdifferentiaalin mukaan optimipisteessa
dzr_ Of dey | Of dxj Of dxj  Of
dp  Oxi dp  Oxo dp T Ox, dp  Op
dx* 3 of
= VfT 3.107
+ o (3.107)
Vastaavasti
dh; dx* Oh;
N—L =\ hT N—=L=0, j=1,... 3.108
i Vhy s TG, =0 i=1..m (3.108)
Optimipisteessa patee edellisen kappaleen mukaan
VxL = 0
SVl f+Dd Nhi| = 0
j=1
m
& Vf=->")\;Vh; (3.109)

Jj=1
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Yhdistdmalla kaavat (3.107), (3.109) ja (3.108) saadaan tavoitefunktion optimi-
arvon muutosherkkyys

— (3.110)

3.4.4 Resurssin varjohinta

Tarkastellaan erityisesti resurssia parametrina.

{min f(x) 5 {:;m ijz{))():ibj(x)_ﬂj =0

st. hj(x) =
Kaavan (3.110) avulla saamme resurssin (j varjohinnan.

TN
dbe OB = 0B

Siis

A; on resurssin j varjohinta

Esimerkki 3.4.7 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 3.4.7 ongelmaa.

min z = f(x1,22) = 2122

ehdolla 221 + bry = 10 = 3 (3.111)

Rajoite on tyypillinen resurssikulutukseen liittyva ehto. Jos niukkaa resurssia on
olemassa 10 yksikkoa, niin yrittdjaa usein kiinnostaa tietdd miten paljon tavoitefunk-
tion arvo paranee, jos niukkaa resurssia saadaan d@:n verran lisdd. Muodostetaan
Lagrangen funktio

L=—x125+ )\(2.2?1 + 5x9 — 10) (3112)
Valttamaton ehto optimille on
—29+2\ = 0
VL=0& —x1+52 = 0 , (3.113)
201+ 522 —10 = 0

josta ratkaistu optimi on a7 = 2.5, 25 = 1.0 ja \* = 0.5, joten
— =-0.5 (3.114)

/17
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Esimerkki 3.4.8 Tarkastellaan uudelleen esimerkin yritysta. Yritys valmistaa kahta
tuotetta A ja B. Viikottaiset valmistusméérat ovat x1 ja xo. Kysynté- ja kustannus-
funktiot ovat

p1 = 12-0.022; — 0.01z, (3.115)
P2 = 50 — 0.11’2 (3116)
C = 5z1+ Tze +0.0127 + 0.0223 4 0.00521 22 (3.117)

Voittofunktio on silloin

P (?) = Tr; + 43z —0.0327 — 0.015z, 22 — 0.1223 (3.118)
2

Yhden A-tuotteen valmistaminen vaatii 1.5 tuntia ty6ta ja yhden B-tuotteen valmis-
taminen vaatii 0.75 tuntia tyota ja viikossa on tyoresurssia kaytettavissa 160 tuntia.
Yritys paattaa toimia taydelld kapasiteetilla, jolloin

1.521 + 0.75z9 = 160 (3.119)

Voiton maksimointi johtaa nyt rajoitteelliseen optimointitehtavaan

Max = Tz1 + 43w — 0.032% — 0.01521 22 — 0.1223

1 521 + 0.7525 = 160 (3.120)

Mln z=—P=—Tx; — 43z + 0.032% + 0.0152, 25 + 0.1223
1.5z1 + 0.7529 = 160
L

= = —P+ X\(1.5z1 + 0.75z5 — 160)

Valttamaton ehto saa muodon

—7+0.06z1 + 0.01522 + 1.50A = 0
VL=0 < —43 + 0.01521 + 0.2425 +0.75\ = 0 (3.121)
1.521 +0.7525 — 160 = 0
xr o~ 21
xy ~ 171
T ) N o~ 211 (3.122)
P* ~ 3900

Varjohinta \* = 2.11 kertoo miten paljon yhdest4 lisityoresurssista (tyotunti) enintaén
kannattaa maksaa yli normaalin taksan. Kaksi € /tunti on melko pieni varjohinta,
joten ainakaan ylityoté tuskin kannattaa teett&é. ///
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3.5 Rajoitteellinen optimointi, epayhtalorajoite

Téssa luvussa rajoitumme tutkimaan optimointiongelmia, jotka ovat muotoa

Oletamme siis, etta
1. ongelma on minimointiongelma,
2. epayhtalorajoitteet ovat tyyppia ”<” ja

3. liséiksi oletamme, ettd kaikki funktiot (f, g;, h;) voidaan derivoida jatkuvasti
niin monta kertaa kuin kulloinkin haluamme.

Oletukset 1 ja 2 saadaan aina jarjestettyd, mutta sileysvaatimus 3 ei ole aina
jarjestettavissd. Sivuutamme nyt tdman ongelman.

3.5.1 Graafinen ratkaisu

Kun x = (z,y)" € R? voidaan ongelmaa tutkia graafisesti (x, y)-tasossa. Ongelman

min  f(x)
st 9i(x) <0
(hj(x) = 0)

graafisen ratkaisemisen vaiheet voidaan kuvata karkeasti seuraavasti.
(1) Piirra kaypa alue K
(1.1) Kaikilla 4: Piirrd kdyra g;(z,y) = 0 ja piirrd kdyrdn pisteeseen x pieni nuoli
suuntaan —Vg;. (Nuoli osoittaa kiyvin puolen.) (1.3) Piirrd kayrd h(x,y) = 0.
(1.4) Merkitse kuvaan K

(2) Piirra kuvaan tasa-arvokayria
Muutamalla z:n arvolla: Piirrd kiyrd f(x,y) = z ja piirrd kdyrille —V f

(3) Tee johtopaatos

Esimerkki 3.5.1 Tutkitaan ongelmaa

min 2x 4y
st 22 —y—3<0
—x2+y—3§0

—2 2 —4
gz,y)=2>-y-3 = —V91=< 13:) = —V91(1> =( 1 )
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optimi
r=-1
y:_

2 1 2
== e () < () (3

fley) =22ty = —Vf= (‘f)

Kuvasta 3.11 ndemme, ettd optimipiste on paikassa, jossa tavoitesuora sivuaa
kayrad g1(x,y) = 0. Siis

Vf = —-Vg

() = (V) =0

Esimerkki 3.5.2 Tarkastellaan yritysta, joka toimittaa varastonsa kautta tuot-
teita asiakkaille. Vuotuinen kysyntd on D = 1000 (tuotetta/vuosi), varaston yk-
sikkoyllapitokustannus on h = 9 (/tuote/vuosi), puutekustannus on s = 16 (/tuote/vuosi)
ja tilauskustannus on K =5 (/tilaus). Yritys méérittaa tilauserén koon x; ja mak-
simivaraston koon x5 puutteen sallivan varastomallin mukaisesti. Padtosmuuttujien
optimiarvoiksi saadaan

i = +/2KD(s+h)/(sh) = /2-5-1000- (16 +9)/(16 - 9) = 500/12 = 42
x5 = +/2KDs/((s+h)h) = /2-5-1000-16/((16 + 9) - 9) = 400/15 ~ 27

Yrityksen kéytettavissd olevaan varastoon mahtuu vain 20 tuotetta. Alkuperdisen
optimointimallin

. x2h x1 —x2)%s KD
min f(xl,xg)zﬁ—k( ! 2m12) + =
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Figure 3.12: Esimerkin 3.5.2 graafinen ratkaisu a) alkuperiinen ja b) lisdehdolla
Lo < 20.

ehdolla To—x1 <0

x1,22 >0
sijasta on siis ratkaistava rajoitettu versio

w3h  (x1 — 22)%s N KD

min flz1,22) = 20, + . -
ehdolla To—x1 <0
2 —20<0
T1,22 >0

Kummankin mallin graafinen tarkastelu on kuvassa (3.12). Kuvasta ndhdéén, ettd
ratkaisu on xo = 20 (tasan) ja 27 &~ 35. Asia varmistuu kokeilemalla

400-9  14%2-16 5000

34;20) = ~ 246.12
1(34:20) 68 + 68 + 34
400-9  15%2-16 5000
35;20) = ~ 245.71
1(35;:20) 70 + 70 + 35

400 -9 n 16%- 16 n 5000
72 72 36

£(36;20) = ~ 245,78
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3.5.2 Laskeva ja kaypa suunta

Kun ratkaistaan numeerisesti optimointitehtavaa

min  f(x)
st gi(x) <0,i=1,...,n

ldhdetaan liikkeelle alkuratkaisusta xo. Parannetaan ratkaisua siirtymalla askelen d
verran uuteen ratkaisuun

X1 :X0+d

Oletamme nyt, ettd askel d on nyt niin lyhyt, ettd voimme arvioida funktioiden
arvojen muutoksia kokonaisdifferentiaalin avulla

_ _of of et
df = f(Xl) f(Xo) = 8$1d1 —|—+ axndn == Vf d
ja
0g; 0g;
dgi:gi(xl)—gi(xo):—gd1+...+ g dn:Vg;rd

8.%‘1 %

Mahdollinen askelvektori d on laskeva suunta, jos
VE'd<0

ja aktiivisen rajoitteen g; kannalta kdaypd suunta, jos
Vg 'd <0.

Jos x¢ on kiyvén alueen sisépiste (ei aktiivisia rajoitteita), niin kannattaa
valita

d= —Vf(X()).

Jos f:n gradientti pisteessé xg ei ole nolla, niin uusi ratkaisu x; on edellistd parempi.
Jos f:n gradientti pisteessi xg on nolla, niin prosessi pysdhtyy valttamattéméan
ehdon (Vf(xg) = 0) toteuttavaan pisteeseen. (Huom: Tama4 ei todista, ettd xo olisi
optimiratkaisu!).

Jos x¢ on ki#yvin alueen reunapiste (aktiiviset rajoitteet g;(x) < 0, i =
1,...,p), niin edelld tehty askelvalinta ei valttdméatta ole kdypa. Nyt on valittava
mahdollisimman hyva kiaypa suunta. Ratkaistaan siis tehtava

Min z=Vf'd
st.  Vg/d<0, i=1,...,p
ldi| <h, E=1,...,n

missd h > 0 on valittu askelpituus. Jos LP-mallin tavoitefunktion optimiarvo z* < 0,
niin d* on laskeva kaypéa askelsuunta ja asetamme x; = xg + d*. Jos z* > 0, niin
emme 16yda laskevaa kaypad askelsuuntaa, ja xg on lokaali minimikohta.
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Figure 3.13: Esimerkin 3.5.3 kaypa alue.

Esimerkki 3.5.3

Min f(z1,22) = —x1 — 29

st. g1(z1,22) = 1 — T2 < 0
gz($1,$2> = 3581 + o — 6 S 0
g3(z1,22) = —dx1 + x93 + 22 < 0

Tutkimme nyt kdyvéin alueen nurkkapisteet (ks. kuva (3.13))

(0 (15 (1
A= o) ¥~ \15) 7 \3
Pisteessa A:

v (3) v (1) v (M0 ()

Paras kaypa laskeva askelsuunta 16ytyy mallilla

Min z = —d1 — 2d2

st. d1 - d2 S 0 x * 1
ddy+dy, < 0 LHNRO F=hdT=(
ldi|] < 1 Siis A ei ole minimipiste.
ldof < 1
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Pisteessa B:

V= @) Vg = (‘11), Ve, = <:i’)

Paras kaypa laskeva askelsuunta 16ytyy mallilla

Min z = 7d1 - 2d2

st. dl—dg S 0 * * —1/3
3di+dy, < 0 LINDO Z = —-1.67,d* = |
ldi] < 1 Siis B ei ole minimipiste.
|da] < 1

Pisteessa C:

(1 (-3 o (442

Paras kaypa laskeva askelsuunta 16ytyy mallilla

(%)

Min z=—d; —2d>

st. 3di+dy < 0 . «_ (0
—6dy+dy < 0 LARO F=0dT={4
ldi] < 1 Siis C on lokaali minimipiste.
da| < 1

3.5.3 Lagrangen kertojat, epayhtalorajoite

Seuraavaksi tutkimme yleistd ongelmaa. Muotoilemme ensin lauseen ja annamme
esimerkin. Todistus jitetdan jatkokurssille.
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Lause 3.5.1 Jos optimointitehtavalla
Min f(x), x€R"
st 9i(x) <0, i=1,...,p
hj(x)=0, j=1,...,m
on minimipiste x*, niin on olemassa reaaliluvut u; > 0, ¢ = 1,...,p ja A},j = ,m

siten, ettd optimipisteessi (x*, u*, \*) Lagrangen funktio

toteuttaa ehdot

oL N Ogi
oy 8$k+; .
wi > 0, 1=1,...)p
wigi(x*) = 0, i=1,...,p
gi(x*) < 0, i=1,...,p
hi(x*) = 0, j=1,....m

L(x,X) = £ + Y pgalx) + Y Aghy(x)

+Z ]axk =0, k=1,...,n

VxL=0 optimaalisuus (optimality)
w>0 ei-negatiivisuus (non-negativity)
,uTg = komplementtaarisuus (complementarity)
g<0, h=0 kaypyys (feasibility)

Komplementaarieuusehto sanoo, etti jos rajoite g;(x) < 0 ei ole aktiivinen optimissa,

niin p; = 0. Vastaavasti, jos optimissa p; > 0, niin g;(
alueen reunan osalla, jossa g;(x) = 0.

Esimerkki 3.5.4

Min f(z,y) =2z +y
st.  gi(z,y) =22 —y—4<0
g2(z,y) =2? +y—4<0

L=2z+y+p (2> —y—4)+p(a® +y—4)

x*) = 0 eli ollaan silld kdyéin
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Valttamaton ehto minimille saa muodon

Tapaus p; = puz = 0 eli kdyvan alueen sisapisteet.

Valttamaton ehto saa muodon

{2:0 rr

Tapaus p; = 0, u2 > 0 (g2 on aktiivinen).
Valttdmaton ehto saa muodon

24 2uix+2ur = 0 (VL =0)
I—pr+pe = 0
p(a® —y—4) = 0 (nigi =0)
po(z®+y—4) = 0
po = 0 (u >0)
p2 = 0
?—y—-4 < 0 (9: <0)
224+y—4 < 0

1+ M2 = 0 — U2 = -1
2+y—4 = 0
ue > 0 rr
x2 — y—4 < 0
Ei siis ehdokaspisteité téssa reunan osassa.
Tapaus u; > 0,2 =0 (g1 on aktiivinen).
Valttamaton ehto saa muodon
2421z = 0 —x=-1
- =0 —m=1
pe > 0 ok
x? 4+ y—4 < 0 ok

Saadaan ehdokaspiste z = —1, y = -3, f(—1,-3) =2

Tapaus u; > 0,42 > 0 (91 ja g2 aktiivisia).
Vilttdmaton ehto saa muodon

(—1) + (=3) = —5.

24 2ux+2uzr = 0 — 1 =3/2
1—pg + po 0 —uz=1/2
22—y—-4 = 0 —y=
2?+y—4 = 0 —zx=-2

ur > 0 ok
p2 > 0 ok
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Saadaan ehdokaspiste z = —2, y =0, f(—2,0) =2 (—2) + (0) = —4.

Valitsemalla ehdokkaista paras, saamme

<;*> - (_:13> = (é) fx") =5

Esimerkki 3.5.5 Seuraavaa esimerkki& emme ratkaise loppuun saakka, vaan kir-
joitamme vain valttaméttomat ehdot minimille.

Tarkastellaan tuotevalintaongelmaa, kun yhden tuotteen kysyntéa riippuu voimakkaasti
myyntihinnasta (eli tuotteesta saatava kate riippuu valmistusméaarasta).

Yritys valmistaa kolmea tuotetta seuraavalla tavalla

tuote 1  tuote 2  tuote 3 resurssi

valmistusmaarat r1 =25 x29=20 x3=70
kate / tuote 4 5 3
valmistusaika / tuote 2 4 1 200
raaka-ainel / tuote 10 6 12 1210
raaka-aine2 / tuote 20 15 10 1500

tuotteen 1 myyntihinta on nyt 20 ja valmistuskustannus 16, joista erotuksena saadaan
kate 4. Kysynnén hintajousto on markkinointiosaston arvion mukaan —0.2, joten
voimme arvioida hinnan muutosta, jos tuotannon méaraa muutetaan

4 dry 20 dz; dp

02 = == = — =-0.25
r1 dp 25 dp dxq
Jos mallinnamme kysynnéan lineaarisella kysyntéfunktiolla, niin
p = 20-—0.25(x; —25) = 26.25 — 0.252
= kokonaiskate = (p—16)z; = 10.25z; — 0.25z2

Kun otamme huomioon tuotteen 1 hintajouston, saamme optimoitavaksi tuoteval-
intaongelman

max 10.25z1 — 0.2533% + bSry 4+ 3x3
st. 2r1 + 4ry + r3 < 200
10y + 6z + 1223 < 1210
207 + 1bze + 10z3 < 1500
T Z 0
X2 2 0
I3 Z 0
min 2z = —10.25x1 + 0.25$% — bx9 — 3x3
st. 2x1 +4x2 +23—200 < O
10z + 629 + 1223 — 1210 < 0
= 20x1 + 1525 4+ 1023 — 1500 < 0
—I7 S 0
— X9 S 0
—I3 S 0
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Lagrangen funktio on

L = —10.25x; + 0.2522 — bxy — 33 + 1 (221 + 4o + 23 — 200)
+p2(10x; 4+ 629 + 1225 — 1210) + p3(2021 + 1529 + 1025 — 1500) — pazy — psta —

ja minimin valttdméattomét ehdot saavat muodon

—10.25 4+ 0.521 + 2u1 + 10p2 + 2043 — g
=5+ 4py +6u2 + 15u3 — us
=3+ p1 + 122 + 10p3 — e

w1 (2z1 + 4xe + x5 — 200)
12(10x1 + 6z2 + 1223 — 1210)
/1,3(201'1 + 15$2 + 10583 — 1500)
HaX1

H5T2

HeT3

M1

2

3

271

s

2731

2x1 + 4xs + x3 — 200

10z + 629 + 1223 — 1210
20z1 + 1529 + 1023 — 1500
—

—

—3

S OO O OO ODODODODOOOoO OO oo oCcoOoc o oo

INININININIANIVIVIVIVIVIVI

Vaihtoehtoisia tapauksia (u; = 0 / p; > 0) on 2% = 64 tapausta, joista eriiit
néikee helposti mahdottomiksi. Jos esimerkiksi g1 = po = pg = 0, niin toinen ja
kolmas ehto ovat epitosia (tdméa poistaa listalta 8 tapausta.) Tapausten 1apikaynti
on suoraviivainen, mutta tyolas tehtava, jonka nyt jatdmme kesken.

Tutkitaan kuitenkin yrityksen nykyinen toimintapiste, jossa kaikki resurssira-
joitteet ovat aktiivisia (u1 > 0,ua > 0,us > 0) ja kaikki merkkirajoitteet ovat
epaaktiivisia (g = ps = pb6 = 0). Minimin valttdmttomét ehdot menevat silloin
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muotoon
0.51}1 + 2#1 + 10#2 + 20#3 = 10.25 Ty = 25
4py 4+ 6p2 + 15u3 = 5 zo = 20
w1+ 12p0 +10us = 3 . xz = 70
2x1 +4x2 +x3 = 200 w = 3.03
20z + 1522 + 1023 = 1500 us = —0.71 - EI OPTIMI
w > 0
pe > 0
ps > 0
gy > 0
zo > 0
z3 > 0

Siis toteamme, ettd yrityksen nykyinen toimintatapa, joka on lineaarisen mallin
mukainen optimiratkaisu, ei ole epélineaarisen mallin optimiratkaisu.

3.5.4 Optimointitehtavan relaksaatio

Jos rajoitteita on monta, on ongelman taydellinen tutkiminen usein tyolds tehtava.
Seuraavassa esitettdva keino auttaa sddstdméin vaivoja.
Ryhdymme vertaamaan kahta optimointitehtavaé

[ Min z=f(x) . [ Min  z= f(x)
Ol’{st x € Ky Ja 02'{5‘5 x € Ky

Tavoitefunktiot ovat siis samat, mutta kayvat alueet eroavat toisistaan. Sanomme,
ettd ongelma (O; on perusongelman O relaksaatio, jos Ko C K;. Tavallisin tapa
muodostaa relaksaatio, on jattaa yksi tai useampi perusongelman rajoite pois, jolloin
kaypa alue laajenee.

Lause 3.5.2 Olkoon x* relaksaation globaali &ariarvokohta. Jos x* toteuttaa kaikki
perusongelman rajoitteet, niin x* on perusongelman globaali dariarvokohta.

Todistus. Jos x* on paras joukon K pisteistd ja x* € Ko C K, niin se on myos
paras (pienemmaén) joukon K pisteista. 0

Esimerkki 3.5.6 Tarkastellaan vield kerran yritystd, joka valmistaa tuotteita A
ja B (Ks. esimerkit 3.4.8 ja 3.4.8). Kysyntd reagoi joustavasti ja tyOresurssi on
rajoitettu. Nyt kuitenkin tyoresurssia on 200 tuntia, eli enemméin kuin esimerkissa
3.4.8. Kaikkea tyOresurssia ei tarvitse kdyttaa tuotteiden A ja B tekemiseen, vaan
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resurssia voidaan ohjata muualle. Optimointitehtdvé on siis seuraava.

Min z=-P=—T7Txy — 435 + 0.033@% 4+ 0.01521 22 + 0.123@%

st. 1.5z; + 0.7z, < 200
o > 0 (3.123)
T2 Z 0

Muodostetaan perusongelmasta (3.123) relaksaatio jattaméalla merkkirajoitteet pois.

Min 2z =—P = —Tx; — 4322 + 0.032% + 0.015z1 2 + 0.1223 (3.124)
st. 1.521 +0.75z22 < 200 ’
Lagrangen funktio on
L =—P + u(1.521 + 0.75z2 — 200) (3.125)
ja vélttamaton ehto optimille on
—74 0.0621 + 0.01522 + 1.5p 0 (VL =0)
—43 4+ 0.01521 + 0.2425 + 0.750 = 0
w(1.521 + 0.7529 — 200) = 0 (ug =0) (3.126)
po= 0 (k>0
1.5z1 4+ 0.7525 —200 < 0 (g<0)
Jos p = 0, niin
—740.06x2; +0.01522 = 0 x1 ="73.0
—43+40.01521 +0.242y = 0 xg = 174.6 (3.127)
1.521 +0.7522 —200 < 0 rr
Jos p > 0, niin
—740.0627 + 0.01522 + 1.5 = 0 r1 = 46.9
—43 4 0.01521 + 0.2425 +0.750 = 0 —< x9=1729 (3.128)
1.521 +0.7522 —200 = 0 ©=1.06 ’
p =0 ok

Koska limg, , oo 2 = 400 ja limg, , oo 2 = 00, on (3.128) relaksaation optimi-
ratkaisu. Koska se toteuttaa myos perusongelman merkkirajoitteet, se on alku-
peraisen ongelman optimiratkaisu. ///

Esimerkki 3.5.7 Esimerkissi 3.5.5 jai todellinen optimi ratkaisematta. Yrityksen
johtaja arvelee laajan kokemuksensa perusteella, ettd optimissa kolmatta resurssia
jaa kayttamatta ja kaikkia tuotteita valmistetaan. Siksi teemme perusongelmasta
(3.129) relaksaation jattamaélla merkkirajoitteet ja kolmas resurssirajoite pois.

min z = —10.25x1 + 0.253@% — Bxg — 33
st. 2x1 +4x0 +23—200 < 0 (3.129)
10z + 69 + 1223 — 1210 < 0
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L = -10.25z; +0.2527 — 5zs — 323

91

(3.130)

ja minimin valttamattomat ehdot saavat muodon

—10.25+ 0.521 +2u1 + 10us = 0 — x; = 13.17
—54+4p +6ps = 0 {m:l
—34+pu1+12u = 0 s =1/6
H1 (2$1 + dxo 4+ x3 — 200) = 0 — xo = 23.94
u2(10xy + 6xo + 1223 — 1210) = 0 — x3 ="T77.90
M1 2 0 ok
2 > 0 ok
2x1 +4xo +2x3—200 < 0 ok
10z1 + 622 + 1223 — 1210 < 0 ok

Saimme siis relaksaation optimiratkaisun. Tama4 ratkaisu toteuttaa kaikki relaksaa-

tiosta pois jatetyt perusongelman rajoitteet,

20x1 + 1525 + 1023 < 1500
z7 > 0
ro > 0
z3 > 0

joten se on perusongelman optimiratkaisu. Johtaja oli siis oikeassa ja hanen arvionsa

on nyt osoitettu laskien oikeaksi.

/1]

3.6 Pienimman neliosumman menetelma

3.6.1 Approksimointi polynomilla

Olkoon lahtokohtana joukko havaintoja {(z1,y1), (2, y2), ..., (zn, yn)}. Muodoste-
taan polynomifunktio P(z) siten, ettd mahdollisimman tarkasti olisi voimassa

Yk = P(zy).
Olkoon polynomi P(z) astetta n, eli
P(z) = by + b1z + boz® + ... + bpz™

Maaritetaan kertoimet b; siten, ettd nelibsumma

N N

f(b) = Z(P(xk) — ) = Z(bo + bz + ...+ by

k=1 k=1

(3.135)

—yi)? (3.136)
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saa pienimméan mahdollisen arvon. Minimin valttamaton ehto on nyt

0 al :
a_bf- 2 “(bo + brzk + ... + b} — yr)h (3.137)
J k=1
= 0, kalklllaj:O,...,
N Sap ... Zxkl bo Sk
Sy, Zw% Zm’” by S ypzk
& . ) . = . (3.139)

Sy Zm”“ Zw%n bn Y yra}

Jos asetamme

1 x 22 7
1 zo 23 Ty
A= |1 z3 a3 g (3.140)
1 zy 2% ... 2%
ja Rank(A) = n, niin yht&léryhmé (3.139) voidaan kirjoittaa
(3.139) < ATAb=ATy (3.141)
& b=Aty (3.142)

Seuraavaksi pohdimme riittavin ehdon toteutumista edelld kasitellylle minimoin-
titehtavéalle. Hessin matriisi saadaan osittaisderivoimalla vield kerran (3.138). Os-
oittautuu, ettd Hessin matriisi on sama kuin yhtaléoryhmén (3.139) kerroinmatriisi
H=ATA (3.143)

Mutta jos Rank(A) = n, niin A:n ydin on triviaali ja
xTHx = xTATAx = (Ax)TAx = |Ax||? > 0,Vx # 0, (3.144)
joten Hessin matriisi on positiivisesti definiitti, ja valttaméattoman ehdon toteut-

tava piste on minimointitehtdvan globaali optimikohta. Parhaan approksimoivan
polynomin kertoimet saadaan siis kaavasta (3.142).

Esimerkki 3.6.1 Olemme tehneet havainnot



T

Yk

0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7

2.3
3.0
2.7
2.9
3.1
2.9
2.5
3.2
3.5
3.3
3.4
3.6
4.0
4.0
4.5

45

35
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05

15

93

Jos haluamme sovittaa pienimmaéan neliGsumman menetelmalld toisen asteen poly-

nomifunktion pisteisiin, niin matriisit A ja At = (ATA)"tAT ovat

R el e T T T e T e e S e S e S e S S O SR =Y

0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

0.09
0.16
0.25
0.36
0.49
0.64
0.81
1.00
1.21
1.44
1.69
1.96
2.25
2.56
2.89

ja AT =

Havaintopisteisiin sovitetun polynomifunktion kerroinvektoriksi saadaan

b=A"y

0,915 —1,721 0,735 \ *

0,623 —1,055 0,420

0,370 —0,486 0,154

0,157 —0,014 —0,065

—0,017 0,362 —0,234

—0,151 0,640 —0,356

—0,246 0,821 —0,428

—0,301 0,905 —0,452 (3.145)

—0,317 0,802 —0,428

~0,294 0,782 —0,356

—0,231 0,576 —0,234

—0,120 0,272 —0,065

0,013 —0,128 0,154

0,194 —0,626 0,420

0,415 —1,221 0,735
92,7217

= [ —o0,4167 (3.146)

0,8048

Kuvaan 3.14 on piirretty havaintopisteet ja polynomin P(z) = b; + byx + b3z?
kuvaaja.
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44 *

34

24 L

Figure 3.14: Esimerkin 3.6.1 havaintopisteet ja niihin PNS-menetelmalld sovitetun
polynomifunktion kuvaaja.

3.6.2 Lineaarisen mallin sovitus

Yritys tuottaa eldinten rehua ja sen suurimmat asiakkaat ovat turkistarhoja ja suur-
kanaloita. Tulevaa neljannevuotta suunniteltaessa on kéytettavissa koko turkistarha-
alan liikevaihto neljdnnesvuosittain (ug,k = 1,...,8) kahden viime vuoden ajalta
sekd tulevan neljinnesvuoden ennuste ug. Vastaavasti on kaytettavissa siipikarjan
kasvattajien yhteenlaskettu liikevaihto neljannesvuosittain (wy,k = 1,...,8) kah-
den viime vuoden ajalta seké tulevan neljannesvuoden ennuste wg. Rehun myynti
(yk,k =1,...,8) on my6s tiedossa neljannesvuosittain kahden viime vuoden ajalta.
Yritys haluaa laskea mahdollisimman hyvén ennusteen tulevan neljannesvuoden
myynnille go.

Tietty osuus kaikista turkistarhoista on yrityksemme asiakkaita ja vastaavasti
tietty osa kaikista suurkanaloista on yrityksemme asiakkaita. Siksi on luonnollista
olettaa, ettd sopivasti valituilla kertoimilla x, xo, x3, patee

T1 + Toup + T3Wk = Yk = Y (3.147)

Kaava (3.147) on lineaarinen selitysmalli, jossa myynti y; on selitettdvad muuttuja
ja asiakastoimialojen liikevaihdot uj ja wy ovat selittdvid muuttujia. Jos kertoimet
x1, T2, r3 saadaan valittua siten, etta

eli l¥ — y|| on pieni (3.149)

niin saamme hyvan ennusteen tulevan neljannesvuoden myynnille asettamalla

Yo = X1 + TaUg + T3Wy. (3.150)
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Yhtilo (3.149) voidaan kirjoittaa muotoon

[Ax —y|| on pieni,

missa
1 wu; w
1 U2 W
1 us wWs
1 Ug W4y
A_ =
1 Us Ws
1 Ug We
1 ur  wry
1 ug wsg

Ratkaisemme siis minimointitehtavan

min f(x) = |[Ax —y|* =x"ATAx — 2yTAx + [|ly|?

95

(3.151)

(3.152)

(3.153)

Ennen kuin laskemme tavoitefunktion gradientin, toteamme kaksi kaavaa téta
laskua varten. Olkoon b € IR? ja olkoon B symmetrinen (3x3)-matriisi. Silloin

0 0
—_— bT = _— e
D (b"x) o (bizy + bowa + b3xs) = by
0 0
a—mk(XTBX) = a—mk(a?lbllxl + x1b12To + x1b1323 + . ..

oo Tobo1x1 + Toboowo + wobozTs + ...

...+ ax3b3121 + T3b3ax2 + 3331)33333)

= 2bp1x1 + 2bk2z2 + 2bi3T3
Siis

0f(x)

——L = 2(ATA) 21 + 2(ATA)pozo + 2(ATA) sz — 2(ATy)

Back

Minimin valttamaton ehto saa siis nyt muodon

Vf=0
(ATA) 121 + (ATA) 1220 + (ATA) 323
=4 (ATA)lel + (ATA)QQ.’L'Q + (ATA)23583
(ATA)3171 + (ATA) 3020 + (ATA)3323
s ATAx=A"y
& x=(ATA) ATy =Aty

(3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)
(3.158)

(3.159)
(3.160)

Vastaavasti kuin edellisessd kappaleessa ndemme, ettd minimointitehtavan Hessin

matriisi H = AT A on positiivisesti definiitti, jos Rank(A) = n.

Jos siis A on "full rank”, niin (3.160) antaa parhaan lineaarisen selitysmallin

kertoimet.
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Esimerkki 3.6.2 Olkoon alussa mainitun eldinrehua valmistavan yrityksen tilan-
netta kuvaavat aikasarjat (ux), (wg) ja (yx) seuraavan taulukon mukaiset

U W Yk
535,53 96,37 143,62
404,93 118,33 110,84
320,68 132,77 115,94
180,52 212,48 94,34
224,70 237,99 111,78
250,57 236,18 113,44
254,89 284,45 141,12
393,06 349,95 170,14
551,26 321,69

© 00O ULk WhN T

Kaavasta (3.160) saamme kertoimet optimaaliselle mallille
9 = 10,5336 + 0, 1986wy, + 0, 2432wy, (3.161)

Mallin hyvyyttd voimme nyt tutkia piirtdmé&lla toteutuneet ja mallin ennustama
myynti samaan kuvaan (ks kuva 3.15). Malli ei valttdméttd aina onnistu ennus-
tamisessa tasmallisesti, mutta silti se antaa melko luotettavan pohjan tulevan kauden
suunnittelulle. ///

3.7 Tuotantofunktio, resurssien jakaminen

Usein yrityksen tuotantotoiminta voidaan ndhda toimintana, jossa tuotetta valmis-
tettaessa tarvitaan kahta tai useampaa resurssia. Resurssit voivat olla tyo ja padoma,
oma valmistus ja alihankinta.

Eras ajankohtainen sovellus on valmistus, jossa tuote voidaan tehd& nopeasti su-
urella energian kulutuksella (raaka voima), tai tuote voidaan valmistaa energiaa
sdastden, kun kdytetddn monimutkaisempia prosesseja (enemmén koneita ja en-
emman tyota).

Seuraavassa kdytdmme klassista jakoa kahteen tuotannontekijaan: tyo L ja padoma
K. Yrityksen kokonaistuotanto z riippuu kaytetyistd tuotannontekijoistd tavalla
jonka ilmaisee tuotantofunktio

z=f(L,K) (3.162)

Normaalisti, kun yritys toimii normaalilla tavalla, sen rajatuottavuudet ovat positi-
ivisia

0z . 0z
mutta viahenevia, 52 52
T2 0 ja ZZ <0 (3.164)

0L? 0K?
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600,00

500,00 \ f

400,00 \ /
—e—turkisala
—-B—siipikarja
300,00 )
—— myynti
\9&743747 ---©- - - ennuste
200,00 -

0 2 4 6 8 10

Figure 3.15: Esimerkin 3.6.2 asiakastoimialojen liikevaihdot seka yrityksen toteu-
tunut myynti ja selitysmallin ennustama myynti.

Optimointitehtdvan kannalta saman asian saa esitettya parhaiten piirtamaéalla LK-
tasoon tuotantofunktion tasa-arvokédyria (ks. kuva 3.17). Piirretdan samaan kuvaan
viela budjettisuora

wL+rK =B (3.165)

missd w on tyon yksikkohinta, r on padoman yksikkohinta ja B on suunnittelujak-
solle budjetoitu resurssi. Jos yritys haluaa saada budjetoidulla resurssilla mahdol-
lisimman suuren tuotoksen, niin tehtdvana on siis 16ytad budjettisuoralta mahdol-
lisimman hyva piste.

Optimipisteessd (L*, K*) rajoitesuora sivuaa tasa-arvokdyrdd. Rajoitesuoran
kulmakerroin —w/r on siis optimissa yhtdsuuri kuin rajakorvaavuusaste dK/dL
optimikohdassa, (marginal rate of substitution). Koska budjettisuora sivuaa tasa-
arvokdyrad, ei pieni siirros (dL,dK) budjettisuoraa pitkin muuta tuotantofunktion
arvoa

0z 0z

MPp, dK w
S MR = L7 (8.167)
Siis rajakorvaavuusaste on
MPL w
MRS = = — 3.168
EET MPe T r (3.168)
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L2

\ I
Figure 3.16: a) Tuotanto tyon funktiona, kun pddoma on kiinnitetty ja b) tuotanto
padoman funktiona, kun tyon maara on kiinnitetty.
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fNAAN N
ANRNAN
AR N,
AN

=

Figure 3.17: Budjettisuora wL + rK = B seki tuotantofunktion z = f(L, K) tasa-
arvokayria.

Yhtalossa (3.168) esiintyvid tyon ja pddoman rajatuottavuuksia voidaan arvioida
nykyisessid toimintatilanteessa, vaikka tuotantofunktion tarkka muoto jaisikin sel-
vittdmatta. Jos arvion mukaan

M P!
MP T
K

(3.169)

niin paattelemme seuraavasti. Jos siirramme toimintapistettd hieman budjettisuo-
raa pitkin oikealle, niin L kasvaa hieman (dL > 0) ja K pienenee hieman (dK <
0). Koska rajatuottavuudet ovat vihenevia, niin silloin M Py, pienenee hieman ja
M Pk kasvaa hieman. Nadmé& muutokset korjaavat epayhtdlod (3.169) oikeaan suun-
taan. Siis nykyistd toimintatapaa tulee muuttaa vihemmaén pddomaa ja enemmén
tyovoimaa kayttavaan suuntaan.

3.7.1 Homogeeninen tuotantofunktio

Tuotantofunktion muotoa ei kannata maarittad liian pikkutarkalla tavalla. Paaasia
on, ettd tuotantofunktio toimii hyvin nykyisen toimintapisteen ja optimipisteen
ympéristossid. (Nokiaa ei kiinosta tuotantofunktion z = f(L,K) muoto, kun L
on pieni ja K on pienil!)

Tuotantofunktion tapauksessa usein lahtokohtana on ajatus lineaarisesta proses-
sista
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Lineaariselle prosessille on voimassa

Jos f(L,K) = z, niin f(aL,aK)=az

Kaytannossa lineaarisuus tarkoittaa sité, ettd kun kumpaakin tuotannontekijas
hankitaan 10% lisaa, niin tuotantokin kasvaa 10%:1la. Toisaalta massatuotantoa ei
aina kuvaa lineaarisuus, vaan 10%:n lisiys tuotannontekijoissd voi synnytta enem-
mén kuin 10%:n kasvun tuotannossa.

Maéaritelma 3.7.1 Sanomme, ettd tuotantofunktio f(L, K) on astetta s oleva ho-

mogeeninen funktio, jos
f(OéL,O[K) = asf(La K)

Astetta s olevalla homogeenisella tuotantofunktiolla voidaan mallintaa kasvavia
skaalatuottoja (s > 1, increasing returns to scale) tai laskevia skaalatuottoja (0 <
s < 1, decreasing returns to scale). Kasvavat skaalatuotot ovat tyypillisia kasvavalle
uudelle yritykselle, joka kaikin tavoin pyrkii hyodyntdméaén massatuotannon etuja.
Myohemmin kasvun jatkuessa skaalatuotot muuttuvat laskeviksi. Tahan oppikirjat
mainitsevat mahdollisiksi syiksi esimerkiksi hitaasti uusiutuvien resurssien rajallisu-
uden sekd kasvun yhteydessé helposti tapahtuvan "mopon karkaaminen” johdolta.

Esimerkki 3.7.1 Funktio f(z,y) = 223+ 522y + 2y on astetta 3 oleva homogeeni-
nen funktio silla

flax, ay) = 2032 + 5a’z?ay + 203y> = o3(223 4 522y + 29°) (3.170)

Huomaa, ettd ”jokainen termi on astetta 3”. ///

Lause 3.7.1 Jos

9(z,y)
€T =
missd g(z,y) on astetta s oleva homogeeninen funktio ja h(z,y) on astetta p oleva
homogeeninen funktio, niin f(z,y) on astetta s — p oleva homogeeninen funktio.

Todistus. HT 0

Lause 3.7.2 (Euler) Jos z = f(z,y) on astetta s oleva homogeeninen funktio, niin

0z 0z
$%+ya—y—3f($7y)
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Todistus. HT
Kaytannossa usein kidytetty tuotantofunktio on seuraava Coubb—Douglas -tuo-
tantofunktio.

Maaritelma 3.7.2 Coubb—Douglas -tuotantofunktio on
z=al K. (3.171)

Funktio on astetta s = by + bs oleva homogeeninen funktio.
Lineaarinen Coubb—Douglas -tuotantofunktio on

z=albK'0. (3.172)

Coubb-Douglas -tuotantofunktiolle

0 _ z
MP, = 8—L(aLb1Kb2) =bial 1KY = b7 (3.173)
0 _ z
MPyx = 8—K(aLb1Kb2) = bpalP Kb271 = by (3.174)
MP, b K
= MRS = =_.= 3.175
g MPr b, L (3.175)
Esimerkki 3.7.2 Yritys tuottaa yhta tuotetta ja sen tuotantofunktio on
z =100LY2K/? (3.176)
kysyntafunktio on
p =20 —0.001z, (3.177)
budjettirajoite on
10L + 15K = 2000 (3.178)
ja voittofunktio on
P = pz — 2000 = 2000L/2K'/?2 — 10LK — 2000 (3.179)

Talla hetkelld yrityksen tuotannontekijoiden maarat ovat L = 100 ja K = 166.7.
Tarkistetaan ensin onko MRS x = w/r (ehto (3.168)).

K
MRS, = 2K 667 (3.180)
: by L
w/r = 10/15 = 0.667 (3.181)

Nayttaa siis siltéd, etta yrityksen pitéisi kayttad enemmén tyovoimaa ja vahemmén
padomaa. Ehto (3.168) ei nyt kuitenkaan huomioi kysyntafunktion vaikutusta.
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Haluamme maksimoida voiton, joten ratkaisemme optimointitehtavéan

{ min —P = —2000LY2K'/2 + 10LK + 2000

ehdolla  10L + 15K — 2000 = 0 (3.182)

Lagrangen funktio on
Lagr(L, K) = —2000LY?K"/? 4+ 10LK + 2000 + A(10L + 15K — 2000). (3.183)

Valttadmaton ehto minimille on

—1000L~Y/2K1/2 + 10K +10A = 0
—1000L2K~Y/2 +10L + 151 = 0 (3.184)
10L + 15K — 2000 = 0
A = —K+100LY/2K1/?
= { —1000LY/2K~1/2 4 10L — 15K + 1500L~/2K'/2 = ¢
10L + 15K — 2000 = 0
_10LY2K -2 £ 15" 12K1/2 = 20— 0.2L
- { 10L + 15K — 2000 = 0 (3.185)
100L/K — 300 4 225K/L = 400 — 8L 4 0.04L?
- { 10L 4+ 15K — 2000 = 0 (3.186)
100L% +225K? = T700LK —8L*K +0.04L*K
- { L = 200—15K (3.187)

= 100(200 — 1.5K)? + 225 K% — 700(200 — 1.5K) K
+8(200 — 1.5K)%*K — 0.04(200 — 1.5K)3*K =0 (3.188)

Viimeisen yhtélon ratkaisu 16ytyy piirtdmélla EXCELill4 vasemman puolen lausek-
keen kuvaaja. Kuvaajasta ndhdaan, ettd K* = 66.7. Siis

K* = 66.7 (3.189)
L* = 200—1.5-66.7=100.0 (3.190)
A = —66.7+ 1001/100/66.7 = 55.7 (3.191)
z* = 100v66.7-100.0 = 8167 (3.192)
p* = 20—0.001-8167 = 11.833 (3.193)
P* = p*z* —2000 = 11.833 - 8167 — 2000 = 94640 (3.194)



4.1. Supremum ja infimum 103

4. Jonot ja sarjat

Aluksi méadrittelemme supremumin ja infimumin késitteet. Késitteet eivit ole
valttaméattomia potenssisarjojen ymmartdmiseksi. Alan kirjallisuudessa ja tutki-
musjulkaisuissa kasitteitd kaytetdan eika niita enda selitetd, vaan lukijan oletetaan
tuntevan ne. Kyse on 1dhinna merkintétavasta, joka on hyva tuntea.

4.1 Supremum ja infimum

Toistuvasti syntyy tilanteita, joissa viitataan reaalilukujoukon suurimpaan lukuun eli
maksimiin. Téllainen puhetapa aiheuttaa joskus ongelmia, silld kaikilla reaaliluku-
joukoilla ei ole maksimia. Esimerkiksi joukoilla

A*{12 n
- b ""’n+1

53 ,...rjaB={12,...,n,...} (4.1)

ei ole maksimia. Ongelma kierretdan seuraavan maaritelméan ja aksiooman avulla.

Maaritelma 4.1.1 Olkoon A joukko reaalilukuja. Reaaliluku M on joukon A
ylaraja (upper bound), jos © < M,Vx € A. Joukko on ylhdadlta rajoitettu, jos silla
on ylaraja. Reaaliluku S on joukon A supremum, jos se on joukon A pienin yldraja
(least upper bound) eli jokaiselle A:n ylirajalle M on voimassa S < M . Supremu-
mille kdytetddn merkintaa

sup A

Vastaavasti maaritelladn alaraja, alhaalta rajoitettu ja suurin alaraja eli infimum,

jota merkitsemme
inf A
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Jos joukolla A ei ole yhtaéan yldrajaa, merkitsemme sup A = oo ja jos joukolla ei ole
yhtaddn alarajaa, merkitsemme inf A = —ooc.

Funktion f joukossa D saamien arvojen supremumille ja infimumille kdytamme
merkint6ja

s%pf = sup{f(z) |z € D}
i%ff = inf{f(z) | x € D}

Aksiooma (reaalilukujoukon tdydellisyysaksiooma): Ylhaalta rajoitetulla reaali-
lukujoukolla on aina supremum. (Vastaavasti alhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla
on aina infimum.)

Aksiooma ilmaisee reaalilukujoukon ominaisuuden, joka on niin ilmeinen, ettei
sitd todisteta vaan asia otetaan aksioomana, josta edelleen voidaan johtaa uusia
ominaisuuksia. Rationaalilukujen joukossa ei aksiooma ole voimassa.

Esimerkki 4.1.1 Joukossa

1 2 n

— =, ——— 4.2
TR N (42)

ei ole suurinta lukua, mutta 1 on sen yliraja. Jos M < 1, niin jokin joukon A
luvuista on suurempi kuin M. Siis 1 on joukon A pienin ylaraja, elisup A=1. ///

A={

4.2 Jonon suppeneminen

Maaritelma 4.2.1 Reaalilukujono (a,) suppenee kohden lukua a, jos jokaista
lukua ¢ > 0 kohti on olemassa n. € IN siten, ettd |a, — a| < ¢, kun n > ne..
Merkitsemme talloin

lim a, =a
n—oo

Sanomme, ettd jono (a,) on nouseva, jos an+1 > an, ¥n ja laskeva, jos any1 <
an, Vn. Jono (a,) on ylhddltd rajoitettu, jos vastaava pistejoukko {a,} on ylhaalta ra-
joitettu, eli on olemassa reaaliluku M siten, ettd a,, < M, Vn. Vastaavasti méaaritellaan
kéasite alhaalta rajoitettu jono.
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Lause 4.2.1 Jos reaalilukujono (a,) on nouseva ja ylh&&lta rajoitettu, niin se sup-
penee ja lim, ,o0a, = sup{a,}. Jos reaalilukujono (b,) on laskeva ja alhaalta ra-
joitettu, niin se suppenee ja lim,,_,oob, = inf{b, }.

Todistus. (Todistusta ei kysytd tentissi.)

Téaydellisyysaksiooman mukaan luku s = sup{a, } on olemassa. Jokaista lukua e > 0
kohti on olemassa n. € N siten, ettd a,_ > s —e. Jos edellinen ei pitéisi paikkansa,
olisi luku s — €/2 joukon {a,} ylaraja, mikd on mahdotonta koska s on supremum
eli pienin ylarajoista. Koska jono on nouseva ja s sen ylaraja, on siis s > a, > s—¢
kaikille n > n.. Mutta tdmé merkitsee sitd, ettd lauseen véite on tosi. Jono {b,}
vastaavasti. O

Lause 4.2.2 (Cauchy’n yleinen suppenemiskriteeri jonoille): Reaalilukujono
(an) suppenee, jos ja vain jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa n. € IN siten,
etté patee ehto

|an, — an+p| < e, kaikilla n > n.,p e IN. (4.3)

Todistus. (Todistusta ei kysytd tentissi.)

(ehdon vdlttamdttomyys) Oletamme, etté (a,) suppenee ja sen raja-arvo on a. Silloin
jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa n. € N siten, ettd |a, —a| < /2, kunn > n..
Jos nyt n > ng, niin

|an = anyp| = |(an —a) = (@ = anyp)| < lan —al +|a—anyp| <e/2+e/2=¢ (44)

(ehdon rigttauyys) Oletamme, ettd ehto (4.3) on voimassa. Valitsemalla ¢ = 1,
ehdosta seuraa luvun m € IN olemassaolo siten, ettd |am, — amip| < 1,Vp € IN.
Tésté seuraa, ettd joukko {a,} on rajoitettu (seké ylhailta, ettd alhaalta). Voimme
siis muodostaa uudet jonot

Bn = sup{ax |k >n} = loppujonon suppremum, (4.5)
Tn

inf{ay | K > n} = loppujonon infimum. (4.6)

Jono (B,) on laskeva ja rajoitettu, joten se suppenee. Vastaavasti jono (y,) on
nouseva ja rajoitettu, joten sekin suppenee. Olkoon lim,, .08, = 8 ja lim,_coyn =
~. Toteamme seuraavaksi, ettd 3 = 7. Jos olisi § — v = 3¢ > 0, niin jokaista
ne kohti I8ytyisi n > n. ja m > n. siten, ettd a, > f —¢€ ja a,, < v+ ¢, eli
an — am > (B —¢€) — (v +¢) > e. Tadma on mahdotonta, koska oletamme Cauchy’n
suppenemisehdon (4.3) olevan voimassa. Siis § = 7. Koska 8, > a, > v, ja
lim,, 00 Bn = lim,,—,ooYn, suppenee myos jono (ay,). 0
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4.3 Sarjan suppeneminen

Siirrymme nyt sarjoihin. Tarkastellaan reaalilukujonoa (a,). Muodostetaan uusi
jono (sp) asettamalla

s1 = a1
So = a1+ag
S3 = a1 + a9 + as

Sp = Eak

Maaritelma 4.3.1 Sarja

k=1

suppenee ja sarjan summa on s, jos osasummien jono (s, ) = (3.1 _; ax) suppenee ja
sen raja-arvo on s. Siis

oo n

ar =S lim a =s
doak=s & lim | > a
k=1 k=1

Jos sarja ei suppene, niin sanomme etta se hajaantuu.

Esimerkki 4.3.1 Tarkastellaan geometrista sarjaa E:io aq®. Silloin
a(l — g™

1—q
Osasummien lausekkeesta ndemme, ettd geometrinen sarja hajaantuu, kun |g| > 1
ja suppenee, kun |g| < 1. Suppenevan sarjan summa on

sp=a+ag+ag®+...+aq" = (4.7)

el 1— n+1
Zaqk = lim s, = lim ol —g"") - ¢ (4.8)
k=0

n—o00 n—o00 1—g¢q 1—gq

Lause 4.3.1 (Cauchy’n yleinen suppenemiskriteeri sarjoille): Sarja > -, ax
suppenee, jos ja vain jos jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa n. € IN siten, etté
patee ehto

|an + Gnt1 + ...+ anip| < g, kaikillan > n.,p € N (4.9)
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Todistus. Seuraa jonoja koskevasta Cauchy’n suppenemiskriteeristé. n

4.4 Majoranttiperiaate, suppenemistesteja

Lause 4.4.1 (Majorantti- eli vertailuperiaate). Olkoon > uy, positiiviterminen
sarja.

(a) Jos ug, < ay, jostakin k:n arvosta alkaen ja sarja > ax suppenee, niin myds Y uy
suppenee.

(a’) Jos ug < ag, Yk, niin > ur < > ag. (Sanomme, ettd sarja Y ar on suppeneva
magorantti.)

(b) Jos 0 < by, < uy, jostakin k:n arvosta alkaen ja sarja > by hajaantuu, niin myos
> ug hajaantuu. (Sanomme, ettd > by on termista k alkaen hajaantuva minorantti.)

Todistus. (a) Koska )" ay, suppenee, se toteuttaa Cauchy’n suppenemisehdon. Koska
toisaalta erddsta k:n arvosta alkaen péatee

[un + Unt1 + oo F Untp] = Up+Upt1+ .. F Untp
< ap+apg1+ ..ot Apyp
= |an+ anp1+ ...+ Gnipl (4.10)

my6s > uy toteuttaa Cauchy’n suppenemisehdon ja siis suppenee. (b) vastaavasti.
(a’) triviaali. 0

Lause 4.4.2 Sarja
[ee]

1

npbP
n=1

suppenee, kun p > 1 ja hajaantuu, kun p < 1.

Todistus. Tapaus p > 1. Olkoon ug = 1/kP ja

k
ap = / id;z: (4.11)
k

—1 P

Silloin 0 < ug < ay termistd k& = 2 alkaen ja

oo n

1
Zak = nlg%ozak —nlLr{:o Ed:z: (4.12)

nl_p 1 1
li — = 4.13
n1—>H;o<1p lp) p—1 ( )
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Siis sarja Y ajp on sarjan Y uj suppeneva majorantti ja edellisen lauseen nojalla
sarja » ug suppenee.

Tapaus p < 1. Olkoon

k+1 1
by = / —dx (4.14)
TP
Silloin 0 < by, < uy termistd k = 1 alkaen ja
oo n ntl g
Db = lim > be=lm [ Zdo (4.15)
k=1 k=1
i-» 1
_ g (DT =0 (4.16)
n—00 1—p 1—p
Siis sarja > b on sarjan Y wuj hajaantuva minorantti ja edellisen lauseen nojalla
sarja y_ ug hajaantuu. 0

Lause 4.4.3 (Juuritesti) Olkoon > ay positiiviterminen sarja.
(a) Jos /a, <r <1 jostakin n:n arvosta alkaen, niin > aj suppenee.
(b) Jos t/a, > 1 jostakin n:n arvosta alkaen, niin »  aj hajaantuu.

Todistus. (a) Koska a,, < r™ jostakin n:n arvosta alkaen ja " r* suppenee geometrisena
sarjana, on sarjalla suppeneva majorantti. Vertailuperiaatteen nojalla sarja 3 ay
suppenee. (b) Koska a,, > 1, on selvé, ettd sarja > ar hajaantuu. 0

Lause 4.4.4 (Suhdetesti) Olkoon Y aj positiiviterminen sarja.

(a)  Jos lim Intl
n—oo  an

(b)  Jos lim Zntl S 1, niin Zak hajaantuu.

n—0o0  (Qp,

< 1, niin Zak suppenee.

Todistus. (a) Olkoon lim, o ani1/a, < 1. On olemassa r < 1 ja ng siten, ettd
Gnt1 < anpr kun n > ng. Siis sarjalla on termistd ngy alkaen geometrinen majorantti.

(b) Vastaavasti. 0
Esimerkki 4.4.1 Olkoon a,, = n/2". Silloin
. Ong1 n+l 2"\ . nt+l 1
tim = i (G ) = m e g <G

joten edellisen kriteerin perusteella sarja

o0

k
Z ok Suppenee. (4.18)
k=1
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Lause 4.4.5 (alternoiva sarja, Leibniz). Tarkastellaan vuorottelevaa (alter-
noivaa) sarjaa . (—1)""ta, missi a, > 0,Vn. Jos lukujono (a,) on jostakin n:n
arvosta alkaen aidosti viheneva (a,41 < ay,) ja lim, o a,, = 0, niin sarja

0o
E n+1

n=1

suppenee.

Todistus. HT O

Esimerkki 4.4.2 Harmoninen sarja

1 1 1
=4z 4.19
Ez - +3+ +. (4.19)

hajaantuu, mutta vastaava vuorotteleva sarja

Scymlo2 1oL

n=1

T (4.20)

Wl
N

1 1
= — — 1+ ... 4.21
1. 2 3- Jr5-6Jr ( )

‘ —
;J;

suppenee.

Maaritelma 4.4.1 Sanomme, ettd sarja 220:1 ar suppenee itseisesti, jos sarja
> e lak| suppenee.

Lause 4.4.6 Itseisesti suppeneva sarja suppenee.

Todistus. HT O

4.5 Transientin kassavirran nykyarvo

Seuraavassa mietimme vihittdiskaupan yritystd jonka asiakkaat (perheet) voidaan
jakaa neljddn ryhméén (A) Aina meilld asioivat, (U) Usein meilld asioivat, (J)
Joskus meilli asioivat ja (E) Ei koskaan meilld asioivat. Kaikkiaan vaikutusalueella
asuu 1000 mahdollista asiakasperhettd. Kauppias suunnitelee tulevaa toimintaa ja
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tata varten han selvittda asiakaskunnan jakauman. Tuloksena on jakaumavektori

N 400

| n, | [ 200

n= n, | = | 200 (4.22)
Te 200

Eri ryhmiin kuuluvien asiakkaiden keskimddrdinen kuukausittainen myynti/asiakas
on

Ya 500
w 200
Vi = Zj = 50 (4.23)
Ye 0

Kokonaismyynti kuukaudessa on siis

Yot = 400 -500 + 200 - 200 + 200 - 50

= NgYa T NuYu + NjY;
= yifn=250000 (4.24)

Myynnista saatava kate on k - 100% = 20% eli
R = kyfn = 50000 (4.25)
Palkkamenot kuukaudessa ovat
C = wL = 1500 - 15 = 22500 (4.26)

missd L on siis myyjien lukumaééra ja w on yhden myyjan keskimaarainen kuukausi-
palkka sivukuluineen. Kiintedt kustannukset kuukaudessa ovat F' = 10000, joten
voitto kuukaudessa on

P=R—C—F=kyfn—wL—F =50000— 22500 — 10000 = 17500  (4.27)

Laskentakorolla ¢ = 0.1 (korkointensiteetti p = In(1 + i) = 0.0953) nettokassavirran

nykyarvo on P 1917500

p/12  0.0953

Seuraavaksi kauppias ottaa yhteytta mainostoimistoon ja vertailee erilaisia markki-
nointikeinoja. Jos kauppias aloittaa lehtimainonnan paikallislehtien kautta, arvioidaan
eri asiakasryhmissé tapahtuvan kuukauden aikana siirtymia kuvassa 4.18 esitetyin
todennakoisyyksin.

Jos alkuhetken jakauma on

NPV =

~ 2203 600 (4.28)

N0 400
| nwo | [ 200
mo= | = 50 | (4.29)

) 200
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0.2

Figure 4.18: Tilojen valiset siirtymatodennakoisyydet.

niin seuraavan kuukauden jakauman odotusarvo on

Ng1 = 0.8mn, —+ 0.15n,0 -+
g1 = 0.10n, + 0.75n.,0 -+
nji = 0.05n40 + 0.05n,0 —+
Ne1 = 0.007'Lao + 005nu0 +
Nal 0.85 0.15 0.20 0.10

N ny1 | [ 010 0.75 0.15 0.10
nj | 10.05 0.05 0.60 0.15
Nel 0.00 0.05 0.05 0.65

=S

& n; = Sng

= n, = Sny

=

o
=
ot

S
S
+ 4+ +

0.10n0
0.10n0
0.15m¢0
0.657’Leo

111

(4.30)

Kuukausi kuukaudelta jakaumat muuttuvat ja lopulta paddytaan tasapainoon nr,

+ 4+ + 4+

jossa
nr = SI’IT
NgT + Ny + Ny +Ner = N
0.85n,r + 0.15n,7
0.10n,r + 0.75n,7
& 0.05n,7 + 0.05m,7
0.00ne,r + 0.05n,7
Ngr + N1

0.207’LjT
0.15’an
0.60n,;7
0.05an

+ 4+ ++

0.10neT
0.10ner
0.15n.7
0.65neT

= NaT
NyT

I
3
.
~

TeT

= 1000

(4.34)
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ner = 510
nyr = 304

= ngr = 125 (4.35)
ner = 61

Jos lehtimainokset maksavat 4 000/kk, niin tasapainossa voitto kuukaudessa on

P = Rp—C—F—4000 = kyfny — wL — F — 4000 (4.36)
510

= 0.2(500 200 50 0) ?gg — 1500 - 15 — 10000 — 4000 (4.37)
61

= 64410 — 22500 — 10000 — 4000 = 27910 (4.38)

Myynnin kasvu on niin merkittévé, etta tulee myds varautua siihen, etta tyovoimaa
tarvitaan suhteessa myyntiin. Siis L = ay’n. Alkutilanteesta voimme arvioida
a = 15/250000 = 6/100000. Korjattu voittolaskelma on

P = Ry —C—F—4000= (k—wa)yfny — F — 4000 (4.39)
510

= (0.2—-0.09) (500 200 50 0) i’gg —10000 — 4000  (4.40)
61

= 35426 — 10000 — 4000 = 21426 (4.41)

Jos uusi tasapaino saavutettaisiin heti, niin kaupan nettokassavirran nykyarvo olisi

P 12-21426
NPV = = ~ 2697 900 4.42
p/12 ~  0.0953 (442)

Kuvassa 4.19 on Excelilld simuloituna nettokassavirran kehitys alkuarvosta 17 500/kk
loppuarvoon 21400/kk. Tasapaino saavutetaan noin vuodessa. Ensimmaéiset 12
kuukautta mainoskakampanjan alusta muodostavat transientin vaiheen, jossa markki-
natilanne siirtyy aikaisemmasta tasapainosta uuteen tasapainoon.

Seuraavaksi haluamme laskea nettokassavirran nykyarvon ottaen huomioon, ettei
tasapainoon padstd heti, vaan transientin vaiheen kautta. Lasku on periaatteessa
selvd. Otamme summaan mukaan N kuukautta (N iso).

N
P;
NPVy = _4000+;(1+¢)j (4.43)
N
(k — wa)yySixo — F — 4000
= 4 4.44
000+Z( T3 ) (4.44)
N F + 4000
= —4000 + (k — wa)y} 1+i)7787 | xg — ——— (4.45
( )Yk ;( ) 0 712 (4.45)

—By
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Figure 4.19: Nettokassavirta kuukausittain. Tasapaino saavutetaan noin vuoden
kestava transientin vaiheen jilkeen.

Matriisisumma B muistuttaa geometrista sarjaa. Voimme arvioida sen summa
samoin kuin koulussa arvioitiin geometrisen sarjan summaa. Merkitddn (1 + i) = r,
jolloin

By = S + 7182 + ... 4 o NFIGN
—-SBy = — 182 — .. — pNHIGN o NGN+L
(rI-S) By = S — pNGNHI
Siis
By = (rI-S)7}(S—r NNt (4.46)
=Byxg = (rI-8)"'(x;i—7"Vxni1)
— (rI-8)"'x;, N = o0 (4.47)
ja
NPV = —4000+(k—wa)y;f(r1—5)—1x1—w (4.48)
P
— 2678400 (4.49)

Mainonnasta saatu hyoty olisi 2697900 — 2203600 = 494300, jos tasapaino
saavutettaisiin heti ja transientti vaihe huomioiden saatu hy6ty on 2 678 400—2 203 600 =
474800. Transientin vaikutus on siis 19 500 eli 4% kampanjan antamasta hyodysta.

Kampanjan alussa nettokassakertymassa tapahtuu notkahdus, joka on nimellisilla
arvoilla laskien jakson ¢ lopussa

t
ero(t) = —4000+ Y P;—t-17500 (4.50)

Jj=1
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Figure 4.20: Nettokassakertyméin muutos. Notkahdus on enimmillaan 5600.

t
= —4000+0,11- | Y yix; | —t-(31500) (4.51)
j=1

Sama Excel-taulu, jolla laskimme jakaumien odotusarvot, antaa nyt pohjan kassaker-
tymén maksiminotkahduksen esittédmiselle graafisesti (kuva 4.20). Ennen markki-
nointikampanjan aloittamista pitda siis varmistaa 5600 € rahoitus kattamaan kas-
sakertyméan notkahdus. Rahoituksen saaminen ei pitaisi olla vaikeata, silla kokonai-
suutena hanke on selvasti erittain kannattava.

4.6 Potenssisarja, suppenemisvali

Ennen varsinaiseen aiheeseen siirtymistd kertaamme tutun asian, jka on saattanut
unohtua.

Maaritelma 4.6.1 Jos k on positiivinen kokonaisluku, niin sanomme etta k:n en-
simmaéisen positiivisen kokonaisluvun tulo on k-kertoma, jota merkitsemme

kKl=1-2-3---k
Laajennamme vield méaéritelmé&a sopimalla, ettd

00=1 ja 1=1

Kertomien arvot kasvavat melko nopeasti. Suoraan maéritelméasta saa arvot:
20 =2, 3! =6, 41 =24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320, 9! = 362 880,
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10! = 3628 800.

Seuraavaksi tarkastelemme erityista sarjaa, jossa termi on muotoa
ar, = cp(z —a)*. (4.52)

Sarja ei yleensa suppene kaikilla x:n arvoilla. Niilla x:n arvoilla, joilla sarja suppenee,
se madrittelee z:n funktion

flx) = ch(a:—a)k (4.53)
k=0

co+ei(z—a)+ear—a)® +es(z—a)®+... (4.54)

Emme nyt yritd ratkaista potenssisarjan suppenemiskysymysté téydellisesti. Seu-
raavat sdannot riittavat kaytannossa ongelmien hallitsemiseen.

Lause 4.6.1 (a) Jos potenssisarja Y o cx(z — a)¥ suppenee kun z = b, niin se
suppenee my0s aina, kun |z — a| < |b — al.

(b) Jos potenssisarja Y r-, ¢ (% —a)* hajaantuu kun z = B, niin se hajaantuu myds
aina, kun |z —a| > |B — al.

Todistus. (a) Olkoon |z — a|/|b —a] = r < 1. Koska Y_c(b — a)* suppenee, on
limy 00 ek (b — a)k = 0. On siis olemassa M € IN siten, etta

len(b—a)¥| < 1, aina kun k > M (4.55)
Silloin
cr(b—a)(z — a)k
len(z — a)*| ( (bz(g)k ) (4.56)
—alk
= Jex(b—a)¥| — <7k kun k> M (4.57)

Sarjalla Y c(b — a)* on siis suppeneva majorantti > r* (termistd M alkaen).

(b) Vastaavalla tavalla. 0

Mairitelma 4.6.2 Jos on olemassa reaaliluku R > 0 (tai R = o0) niin, etti sarja
suppenee jos |z —a| < R, ja hajaantuu jos |z — a| > R, niin lukua R sanotaan sarjan
suppenemissateeksi.
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Lause 4.6.2 Tarkastellaan potenssisarjaa Y p-, ck(z — a)*. Jos raja-arvo

Ck+1
Ck

lim

k—o0

=1L

on olemassa, niin voimme erottaa kaksi tapausta:

(1) Jos L = 0, niin sarjan suppenemisside on R = oo, eli sarja suppenee kaikikka
z €.

(2) Jos 0 < L < oo, niin sarjan suppenemissidde on R = 1/L ja sarja suppenee, kun
|z —a| < R=1/L ja hajaantuu, kun |z —a| > R=1/L.

Todistus. Todistamme vain suppenemisosan tapauksesta (2).

Olkoon
1 1

L+2€<f’

missd € > 0. Silloin jostakin indeksin arvosta k = k. alkaen on

& —a| =

Gl oL ye (4.58)
ck
= ekl < ek, (L + €)k7k€ =7.(L+ 5)’C (4.59)

Silloin indeksin arvosta k& = k. alkaen on

L+e k
L+ 2¢

len(z — a)¥| < e (4.60)

joten tarkastelemallamme potenssisarjalla on suppeneva geometrinen majorantti (ter-
mista k = k. alkaen). 0

Esimerkki 4.6.1 Maarita suppenemissade sarjalle
o 2k
> @ 2)k (4.61)
k=0

Suora lasku antaa

e L 2R+ 1) 2k+1 k!
S e S I A Ty A B
2k . 2 k!
lim |———- 4.
kggo’k!(k—i—l) 2k ;Hoo’kﬂ (4.63)

Joten R = oo ja potenssisarja suppenee kaikilla z € R. ///
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Esimerkki 4.6.2 Maarita suppenemissade sarjalle

> T2 (4.64)
k=0
Suora lasku antaa
.| Ck+1 . 2k /(k + 1) . 2k
1 = 1 —_— | = —| = 4.
L S Ty e Y (465)
Suppenemissidde on R = 1/2, joten potenssisarja suppenee, kun
1
|z — 2| < 3 © 15<x <25 (4.66)

/1]

4.7 Taylorin ja MacLaurinin sarjat

Potenssisarja _ cx(z — a)* = f(z) miérittelee z:n funktion. Seuraavaksi toteamme
miké yhteys potenssisarjalla on sen méaérittelemén funktion derivaattoihin

f(a’)vfl(a’)vf”(a)7f(3)(a)7 cee

Potenssisarjan suppenemisvilin |z — a| < R sisépisteissid funktio f(z) voidaan de-
rivoida derivoimalla sarjaa. Tédma ei ole ihan itsestdan selvé asia. Oikeastaan pitaisi
ensin osoittaa, etta

d . - kY _ 1 - d k
e (nll_)n;o]iz_ock(a: —a) ) = nlgr;o’f:() (%ck(a:—a) >

Sivuutamme nyt taman tarkastelun ja hyviksymme annettuna asiana, etta potenssis-
arjan mairittelema funktio voidaan suppenemisvililld |z — a| < R derivoida sarjasta
ja néin saatu derivaattafunktion potenssisaja suppenee samalla valilla |z — a| < R.
Siis

f(z) cot+eci(x—a)+exr—a)?+es(z—a)d+...

fl(z) = c1+2c(z—a)+3c3(z—a)® +deg(x—a)® +...

f"(x) = 2c2+3-2c3(x—a)+4-3cs(zr—a)>+5 -4des(x—a)® + ...
@) = 3-2e3+4-3-2c4(x—a)+5-4-3cs(z—a)>+...
() 4-3-2¢4+5-4-3-2c5(x—a) +6-5-4-3c5(z —a)® +...
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Yllaolevat ovat totta erityisesti, kun x = a eli

f(a) co=0!¢co

flla) = a=1-¢

f'(a) = 2-co=2"cy
f@a) = 3-2.¢c3=3"¢3
@) = 4-3.2.¢c4,=4¢4

Saamme siis

¥ (a)
Cp = %l (4.67)
o [P(a)
flx) = Z X (x —a)*, kun |z —a| < R (4.68)
k=0
Sarjaa (4.68) sanotaan Taylorin sarjaksi ja jos a = 0, niin sarjaa sanotaan

MacLaurinin sarjaksi.
Eraiden tuttujen funktioiden Taylorin sarja -esitykset 10ytyvét taulukkokirjoista.

Esimerkki 4.7.1

flz) = €° (4.69)
fllx) = € (4.70)
f'(x) = € (4.71)

x Lo 15 1,
=" = f(a:)zl—&—x—i—gac —l—gx —&—Zx +... (4.72)
= i %mk (R = o) (4.73)
k=0 """

Esimerkki 4.7.2

f(z) = In(l+4=x) (4.74)
J@) = (4.75)
() = (4.76)
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1-2
@) = Atop (4.77)
-1-2-3
F9 () T (4.78)
=n(l+z) = f(x):x—%x2+§—ix3—i—§x4+... (4.79)
= xf%$2+%x373x4+... (4.80)
_ Z(_l)kﬂéxk (R=1) (4.81)
k=1
Esimerkki 4.7.3
flz) = Vitz=(1+z)/? (4.82)
F@) = 50+ (4.83)
@) = —2—12(1 )78/ (4.84)
@) = ) (4.85)
@) = =220 (4.86)
1 1 1-3 1-3-5
=>Vli+z = f(m):1+§x—22 2'x2+23.3!m3— T ... (4.87)
k"'l (2k —2
= 1+Z 2% I —1'k') " (R=1) (4.88)

4.8 Taylorin polynomi
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5. Dynaamisen ilmion mallinnus

5.1 Differentiaaliyhtalo

5.1.1 Taustaa ja merkintoja

Differentiaaliyhtéloiden avulla mallinnetaan ilmi6ita, jotka ovat ajan kuluessa muut-
tuvia. Jos y on ilmioon liittyva muuttuja, joka muuttuu ajan kuluessa siten, etta
y = f(t), niin sen muutosnopeuden antaa f:n derivaatta f’(t). Merkitsemme tata
muuttujan y muutosnopeutta y':lla. (Siis y' = f'(¢).)

Esimerkki 5.1.1 Jos y on radioaktiivisen aineen mé&ira siiliossa, niin radioakti-
ivisten ytimien méaara vihenee hajoamisten kautta nopeudella, joka on suoraan ver-
rannollinen ytimien maaraan. Siis

Yy = —ay. (5.1)

Yhtalo (5.1) on esimerkki differentiaaliyhtélosta, joka sitoo muuttujan y ja sen
derivaata 7’ toisiinsa. Standardiratkaisu, jota késittelemme myohemmin johtaa
ratkaisuun

y(t) = Ce . (5.2)

Vakion C' arvo ei maardydy differentiaaliyhtdlosté (5.1), vaan se riippuu radioak-
tilvisten ytimien méadrdsta alkuhetkelld (silld selvasti y(0) = C'). Radioaktiivinen ha-
joaminen on satunnaisilmio, mutta ytimien suuresta mairasta johtuen, malli kuvaa
ilmiota varsin tarkasti.

Kuva 5.21 esittdd funktion f kuvaajaa. Derivaatta antaa tangentin kulmaker-
toimen. Siten f’(z) = tana. Derivaatan méaritelmin mukaan

Az—0 Ax

(5.3)
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Fir)=tan oo

L J

X KA

Figure 5.21: Funktion z — f(z) kuvaaja.

Maééritellddn z:n muutosta Az vastaava funktion y = f(z) arvon muutos Ay = Af
ja differentiaali dy = df seuraavasti

Ay = f(z+Az)— f(z) (5.4)
dy = f'(z)Ax (5.5)

Arvon muutos ja differentiaali saavat yleensa eri arvon (kuten kuvasta 5.21 ndemme).
Jos Az on kuitenkin pieni, niin arvon muutos ja differentiaali ovat ldhes samat.
Taman nikee seuraavalla raja-arvotarkastelulla:

Ay —dy Ay
— 7 = —< 1 .
dy f'(x)Ax (5:6)
f(w+AAw)—f(w)
= —=£_ 1 -—0, kun Az — 0. 5.7
7o) o0

Kun Az on hyvin pieni, sanomme sitad differentiaalisen pieneksi, ja merkitsemme
sitd Ax = dz. Kun x:n muutos on differentiaalisen pieni, on siis

dy = f'(z)dz (5.8)
@Z—z =y (5.9)

Derivaatan esittaminen differentiaalien suhteena, v’ = %, ja differentiaalien erot-
taminen, dy = y'dz, auttavat mallien muodostamisessa. Yleensa tarkastellaan ly-
hyttd aikavalid dt ja esitetdan lauseke muuttujan arvon muutokselle aikavalin dt
kuluessa.
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Figure 5.22: Heiluri.

Esimerkki 5.1.2 Yritys tuo uuden tuotteen markkinoille. Karkeasti arvioidaan
markkinointiponnistusten olevan sellaisia, ettd viikon mittaisena aikavilind 5% ni-
ista, jotka eivat periodin alussa kayttdneet tuotetta, siirtyvat tuotteen kayttajiksi.
Toisaalta saman periodin kuluessa 1% niisté, jotka periodin alussa kdyttivit tuotetta,
vaihtavat eri tuotteeseen. Muuttujana on nyt suhteellinen markkinaosuus y, joka saa
arvoja nollasta yhteen. Markkinaosuuden kehittymisté aikavélin dt aikana voidaan
kuvata seuraavasti (aikavélin pituus dt ilmoitetaan nyt viikkoina)

dy = nuudet — luopujat
dy = 0.05(1—y)dt — 0.0lydt
&y +0.06y = 0.05 (5.10)

Diff.yht&ls (5.10) on helppo ratkaista (kuten pian ndemme), mutta se antaa kovin
yksinkertaistetun kuvan ilmiostéd. Jos lisidmme malliin piirteitd, jotka tekevat siitd
uskottavamman, niin syntyva diff.yhtdlo tulee vaikeaksi kasitelld. Tamaé ristiriitati-
lanne on kaytdnndssd enemmdin sddnté kuin poikkeus. Otamme vield yhden es-
imerkin fysiikan alalta.

Esimerkki 5.1.3 Harrastelijafyysikko tutkii heilureita. Koska hénen teoreettiset
taitonsa massapisteen mekaniikasta eivat aluksi riitd asian ratkaisemiseen, han alkaa
tarkkailla erilaisia heilureita. Fyysikko tekee havainnoistaan muistiinpanoja. Hénen
tulee paattad, millaisia asioita hén kirjoittaa muistiin ndkemistdan heilureista. Hén
paattaa kirjata heilurin massan m, pituuden L, heilahdusajan T ja heilahduksen
laajuuden A. Kerattyddn laajahkon materiaalin fyysikko paétyy johtopaiatokseen,
ettd heilahdusajalla ja heilurin pituudella on yhteys, mutta muilla suureilla ei ole.

Opiskeltuaan massapisteen dynamiikkaa, harrastelija oppii, ettd heilurin liikkeen
kannalta oleellinen muuttuja on heilahduskulma 6. Mekaniikan peruslait johtavat
nyt yhtaloon

0" = —% sin, (5.11)
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missd g on maan vetovoiman normaalikiihtyvyys. D.y. (5.11) on vaikea ratkaistava.
Yleensa heilahduskulma on niin pieni, ettd sin 6 ~ 6. Silloin oikea d.y. (5.11) voidaan
korvata ”vaaralla” mallilla

0 = — zo. (5.12)

Viimeinen yht&lo on helppo ratkaista, ja siksi sitd usein kaytetaan heilurin mallintamiseen.
Malli (5.12) on hyvi, jos heilahduskulma on pieni (muutama aste), ja silloin se antaa
heilahdusajaksi T' = /g/L. Siis heilahdusaika on riippumaton heilurin massasta,
kuten harrastelijamme postuloi. Asia ndhd&én jo yhtalosta (5.11), silld se ei sisdlla
massaa m. Vaikka emme osaa ratkaista yht#loa (5.11), se silti kertoo meille
ilmiosta oleellisen seikan.

Dynaamisen mallin muodostamista helpottaa, jos ilmiéon liittyy selvat ” padmuuttujat”,
ja muiden tekijoiden vaikutus on védhéainen. Fyysikko voi aina sijoittaa heilurinsa
tyhjioon ja muutenkin minimoida ulkoisten tekijoiden vaikutuksen. Taloudellisten
ilmididen mallinnuksessa tdméa ei koskaan ole mahdollista. Mikdan malli ei tdysin
vastaa todellisuutta, eikd malleilta saa taydellisyytta vaatiakaan. Jos malli on sell-
ainen, ettd se antaa keinon ymmartia ja ohjata taloudellisia tapahtumia jarkevalla
tavalla, niin malli on hyva.

Dynaamisen mallin muodostamisessa voi erottaa seuraavia vaiheita:

Ilmi6: Dynaaminen malli on aina malli reaalimaailman ilmi6lle. Oppikirjojen es-
imerkit saattavat helposti saada tdmén asian unohtumaan. Ilmié on ole-
massa, kun se osataan tunnistaa taustastaan. Ilmié on olemassa vaikka sité
ei, ymmarrettaisikddn. Revontulet on ilmid, jota ei tdysin ymmaérreta, ja pal-
losalama on ilmi6, jonka olemassaolokin on epavarma.

Esimerkki: radioaktiivisuus.

Teoria: Ilmi6 liittyy aina johonkin teoreettiseen viitekehykseen, josta voi-daan saada
ilmion kuvaamiseen tarvittavat kasitteet, muuttujat ja lait. Teoriasta yleensa
voidaan myos muodostaa esikdsitys siitd, millainen malli luultavasti on. Esikésitys
saattaa suuresti vaikuttaa siithen, miten malli lopulta muodostetaan.

Esimerkki: Kaésitteitd: ydin, a-, 0- ja 7y-séteily, ytimen hajoaminen. Laki:
ytimen hajoamisen todennakdisyys tietyn mittaisen aikavélin aikana on riip-
pumaton ytimen ulkopuolisista ilmitistd ja siitd miten pitkdén ydin on ollut
nykyisessd muodossaan olemassa. Esikasitys: aktiivisuus laskee ajan kuluessa.

Mallin yht&l6: Ensimmainen muodostettava yhtdlé kuvaa mallin muuttujien ja
niiden pienten muutosten (differentiaalien) vélisid riippuvuuksia. Taméa dif-
ferentiaaleja koskeva yhtalo yleensd muutetaan muuttujia ja niiden derivaat-
toja koskevaksi yhtéaloksi. Yhtéalod muodostettaessa tehddan aina oletuksia ja
yksinkertaistuksia mm. sen suhteen, mitd muuttujia malliin siséllytetdan ja
mitd muuttujia jatetddn mallista pois.

Esimerkki: Jos N(t) on radioaktiivisten ytimien mééara hetkella ¢, niin N:n dif-
ferentiaali (muutos) on suoraan verrannollinen radioaktiivisten ytimien maardin
ja tarkasteltavan aikavéalin dt pituuteen. Siis

dN = -ANdt
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& N' = —AN. (5.13)

Ratkaisu: Saadun yhtélon ratkaiseminen on puhtaasti matemaattinen tehtédvéa, ja
usein oppimateriaalissa keskitytaan vain tdhéan.

Esimerkki: Diff.yhtélon (5.13) ratkaisu on
N(t) = Ng-e M,
missd Ny on radioaktiivisten ytimien maara alkuhetkella.

Tulkinta: Saatua ratkaisua ei koskaan saisi hyvéksya kritiikittémaéasti, vaan sen
jarkevyys tulee harkita ilmitsta tiedetyn kokemustiedon valossa. Siitéd, etta
yhtdlo on ratkaistu matemaattisesti moitteettomalla tavalla ei seuraa, ettd
malli kuvaisi vélttamatta oikein ilmicta.

5.1.2 Maaritelmia

Systeemin dynamiikkaa joudutaan usein kuvaamaan yhtaloilla, jotka sisaltdvat muut-
tujia ja niiden derivaattoja. Téllaista yhtdloa sanotaan differentiaaliyhtdloksi. Dif-
ferentiaaliyhtdls (DY) on muotoa:

oy
7y7 dl:’ d$2 PR dxn
& F(z,y,y,y', ..., y™) = 0 (5.15)

F( (5.14)

Differentiaaliyhtalon ratkaisu on funktio y = f(x), joka on mééaritelty ja jatkuva
reaalilukuvalilld. Osittaisdifferentiaaliyhtdlossd on usean muuttujan funktio ja sen
osittaisderivaattoja.

Esimerkki 5.1.4
a) Funktio y = f(z) = €** on DY:n 3’ — 2y = 0 ratkaisu joukossa IR,
koska
Yy =[f(x)=2"=2y=y —2y=0

b) DY:n yy' +x = 0 erés ratkaisu on y = /1 — z2 valilla [—1, 1], silld

1
yy' =v1—a2- 5(1 — 2?77 (—22) = —a

¢) DY:n ¢y’ = 272 ratkaisuja ovat funktiot y = —z~! + C, missi C
on vakio. Jokainen C':n vakioarvo antaa ratkaisun. Ratkaisuja on
siis ddreton maara!

d) DY:li (y')* + 2%y? + 1 = 0 ei ole ratkaisual

—_—— —
>1

e) DY:n (y')? +y? = 0 ainoa ratkaisu on vakiofunktio y(t) = 0.
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Differentiaaliyhtalon kertaluku on yhtélossa esiintyvan korkeimman derivaatan

kertaluku. (Esim. 3”+23y’ = 0 on toisen kertaluvun differentiaaliyhtlé ja v’ —x? =

0 on kolmannen kertaluvun diff.yhtélo.) DY on lineaarinen, jos se on muotoa
ag(z)y™ + a1 (2)y" TV + ..+ an-1(2)y + an(2)y = g(2), (5.16)
missé ap(x), a1(x),...,an(z) ovat x:n funktioita. Esimerkiksi diff.yht4lo
y" 4+ 2%y +2? =sinx

on lineaarinen.

Kertalukua n olevan DY:n ratkaisu sisdltid yleensid n parametria (vakiota).
Tallaista ratkaisua sanotaan yleiseksi ratkaisuksi. Kun parametreille valitaan arvot,
saadaan DY:n jokin yksityisratkaisu. Jos ratkaisua ei saada yleisestd ratkaisusta
millddn parametrien arvoilla, sanotaan ratkaisua erikoisratkaisuksi.

Esimerkki 5.1.5 DY:n (y')? — 2y’ +y = 0 yleinen ratkaisu on y = Cz — C?. DY:n

toteuttaa myos erikoisratkaisu y = x2/4, jota ei saada yleisest ratkaisusta milldin
parametrin C arvolla.

5.2 I kertaluvun differentiaaliyhtaloista

5.2.1 Separoituva DY

DY on separoituva, jos se voidaan saattaa muotoon

DY & g(y)y = f(z)
dy
9L = @)
egy)dy = f(z)de (5.17)
josta yleinen ratkaisu saadaan integroimalla
/g(y)dy = /f(fv)dx+c (5.18)
< Gly) = Fl@)+C (5.19)

Perustelu: Malli kuvaa muuttujien z ja y muutosten suhdetta. Yhtalon (5.17) vasen
puoli on funktion G(y) differentiaali ja oikea puoli on funktion F'(z) differentiaali.
Kun muuttujien x ja y arvoissa tapahtuu differentiaalisen pieni muutos, niin dif-
ferentiaaliyhtdlon (5.17) mukaan muutokset ovat sellaisia, ettd G:n ja F' muutokset
(differentiaalit) ovat yhtasuuret. Jos nyt vakio C valitaan siten, ettd (5.19) on
voimassa tarkastelun alussa, niin yhtélo on voimassa koko muutoksen ajan.

Esimerkki 5.2.1 Ratkaise DY: 3/ = —xv.
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d
DY & Yo —zy
dx
d
¥ - sdz
Y
d
=4 /—y = /71[ dr + C
Y
2
<y = f% +C
22
ey = Tra
Sy = Ce /2
Esimerkki 5.2.2 Ratkaise DY: ¢/ = f/li—;g
DY & dy _ wil-y
dx V1-—2z2
- dy _ rdx
Vi—y V1—22
- dy B / rdx LC
=5 N

s -2/1-y = —V1-22+C (5.20)

Huomaa, ettd yhtalé (5.20) on tehtdvén implisiittinen ratkaisu. Ratkaisu voidaan
esittda myos eksplisiittisessd muodossa

y:lf%(\/lf:erC)z

Usein on makuasia, kumpi muoto on havainnollisempi.

Esimerkki 5.2.3 Ratkaise DY

dy x+1
dr  y*+1

Differentiaaliyhtalo on selvésti separoituva

DY@/(y‘l—l—l)dy = /(x+1)dm
1 1
@ggf—i—y = P+t C

Ratkaisu saatiin helposti, mutta se on taas implisiittinen.
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Esimerkki 5.2.4 Ratkaise DY

dy _ e
dr ~ 14e®
dy ete Y
= — =
dx 1+e”
“ _ge+C
y =
@/e dy /1+e$ T +
ey = In(l+e*)+C
Sy = In(ln(l+¢€%)+0C)

(Huomaa, etti jos C' < 0, niin y(z) on médritelty vain, kun 2 > In(e=¢ — 1))

5.2.2 Muotoa y' = f(£) oleva DY

Jos DY on muotoa y' = f(%), niin sanomme sen olevan homogeenifunktion mddrddmdn.

Homogeenifunktion madradma DY voidaan palauttaa separoituvaksi sijoituksella

Youw & Y =ux
x
= @ = d—um +u
de  dx
Kun tama sijoitetaan DY:66n, saadaan
d
Zatu = f()
d
Yy = flu)—u

[ e
flu)—u x

Esimerkki 5.2.5 Ratkaise DY

Sijoitetaan yhtaloon

Sijoutuksen jalkeen saamme

(uz)? + rur — 22

2

DY(:)d—ua:—l—u =
dx

du 9
S —zr+4+u = u+tu—1
dzr

du dx
<:>/—u2_1 /?—FCI
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1 u—1
=1 = 1 1
5 u—i—l’ nlz| +1InCy
-1
< In Y ’ = Inz?2+1InC,
u+1
-1
“ = Cqz?
u+1
Su = L+ Cz*
1 Cg?
oy = w2t
vo= - 1-Ca2?
Esimerkki 5.2.6 Ratkaise DY
dy  2x
de  y—=z
DY on homogeenifunktion midraamas muotoa, silli RHS = 2/(£ — 1) = f(£). Siis

sijoitetaan

= = usy=ux
x
d d
dy L0
T dx
jolloin DY menee muotoon
du 2z 2

DY & u+zxz— = —
= r— =
1-— 1
ut—u—2 T

—1/3  —2/3\
& /<U_2+u+1>dU—ln|x+Cl

1 2
& —§1n|u—2|—§1n|u+1|:1n|x\+ln02
1
& Inj(u—2)(u+1)? :ln\;\ +1InCs
y Yy :_C
< (:z: 2) (:1:+1> a8
5.3 Lineaarinen 1. kertaluvun diff.yhtalo

mabc.tex Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen DY on muotoa

Y + flx)y = g(z). (DY)
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Tata vastaava homogeeninen diff.yhtalo on

y + flz)y =0. (HY)

Homogeeninen yhtélo (HY) on separoituva. Yhtalon (HY) ratkaisu voidaan kirjoit-
taa muotoon

HY < e —f(z)y

& %dy:—f(x)dx
= ln|y|:f/f(:z:)dx+ln01

o y=Ce JI@e (5.21)

Kaavaa (5.21) tarkedmp&d on muistaa, etta lineaarista DY:t4 vastaava homogeeninen
HY separoituu aina.

Lause 5.3.1 Jos y = yo(z) on homogeenisen yhtdlon (HY) yleinen ratkaisu ja y =
y1(z) on yhtdlon (DY) eras yksityisratkaisu, niin yht&lon (DY) yleinen ratkaisu on

y(z) = yo(x) + y1(z)

Perustelu: Sijoitetaan y(z) yhtdlon (DY) vasenpaan puoleen, jolloin saadaan

Y+ flx)y
(yo' +uy1") + f(x)(yo + 1)
= y' + f(@)yo+u' + f(@)y = g(x).
=0 —g(x)

Lauseen perusteella siis ensimmaéisen kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtélon
yleisen ratkaisun loytamiseksi tulee madrittda vastaavan homogeeniyhtilon yleinen
ratkaisu sekd alkuperaisen yhtalon jokin yksityisratkaisu. Ensimmainen tehtavan osa
on yleensa helppo, silld HY separoituu aina. DY:n yksityisratkaisun loytaminen on
usein vaikeampaa. Ennen kuin pohdimme yksityisratkaisun maarittamista, kiymme
lapi yksinkertaisen esimerkin siitéd, miten edelléd ollutta lausetta kaytetdan.

Esimerkki 5.3.1 ¢y —y==x
(A) Etsitddn ensin homogeenisen yht#lon yleinen ratkaisu yo.

d
(HY) & =2 —y=0

/dyo /d$+01

< Injy|=z+C4
& oy =Ce”
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(B) Toiseksi etsimme tdydellisen yhtdlon yksityisratkaisun.
yp=—x—1

Systemaattinen menetelmé yksityisratkaisun l0ytdmiseksi esitetdd heti esimerkin
jalkeen. Nyt tyydymme tarkistamaan, ettd arvauksemme on kelvollinen. (y;' —y; =
(=1)—(—z—1) =  (Ok).) Lauseen mukaan DY:n yleinen ratkaisu on nyt y = yo+y1
eli

y=Ce®” —x—1.

yksityisratkaisun l6ytaminen

Yksityisratkaisun 16ytédmiseksi on kaksi keinoa, joista ensimmainen (yrite) on helpoissa
tapauksissa nopea ja tehokas, mutta ei aina onnistu. Toinen keino (vakion vari-
ointi) antaa aina ratkaisun, mutta on hieman tyoladmpi. Tarkastellaan differenti-
aaliyhtaloa

Y + flx)y = g(x) (5.22)

(B1) Yksityisratkaisun etsiminen yritteella

” Arvataan” yhtalon (5.22) yksityisratkaisu lausekkeen g(z) perusteella. Arvaus
sisdltas vakioita, jotka pitdd méaarittad sijoittamalla yrite yhtdlo6on. ” Arvaaminen”
tuntuu epamatemaattiselta, mutta taitava laskija oppii pian hyvksi arvaajaksi niin,
ettd lopulta kyse on 1dhinné vakoiden arvojen laskemisesta. Seuraava taulukko aut-
taa oikean yritteen 16ytamisessa:

9(x) yrite y1

ar +b y1=Az+ B

ar? +br+c |y = Az? + Bx+c
aek® Y1 = Aek®

Yritteen teossa on kaksi selvdd saantoa: (1) yritefunktio on samaa muotoa, kuin g(z),
(2) yritefunktio ei saa olla samaa muotoa, kuin homogeeniyhtélon yleisen ratkaisun
jokin termi. Jos y; (z) olisi luonnollinen yrite, mutta toinen sdénto estdd sen kayton,
niin yritetddn funktiota xy; ().

Esimerkki 5.3.2 3/ —y = e*® k # 1.
Homogeeniyhtalo on

HY & y'—yo=0
S oy = Ce”

Yksityisratkaisun 16ytamiseksi teemme yritteen

Y = Aer® =y = Aker”
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Sijoitetaan yrite DY:66n.

/ k
Yy —yr=¢e"

o AkeFT — Al = ek
& Ak —1)e™ =k
s A=1/(k-1)
1 kx
= =
Y1 T 16
DY:n yleinen ratkaisu on siis
— Ce® kz.
Y e+ - 16

Esimerkki 5.3.3 ¢y —y = e®.

Homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu on sama kuin edellisessd esimerkissa.

HY & y'—-y=0
& oy = Ce”

Yritteeksi ei nyt kelpaa y; = Ae”. Teemme siis yritteen

y1 = Aze® =y = A(1 + z)e”

Sijoitetaan yrite DY:66n.

y1—>DY =
=4

yi' —y=¢"
Al + x)e® — Aze® = €

& A=1

= gy =xe”
DY:n yleinen ratkaisu on siis

y = Ce” + ze®.

(B2) Yksityisratkaisun mééritys vakiota varioimalla
Homogeeniyhtalon (HY) yleisen ratkaisun

yo = Ce—ff(ac)dac

131

vakioparametri C korvataan z:n funktiolla C'(z) siten, ettd alkuperdinen yhtilo (DY)

toteutuu. Siis

y = Clwe [

=y = Cl(x)e*ff(m)dz . C(x)f(x)efff(a:)dz

(5.23)
(5.24)
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Sijotetaan (5.23) ja (5.24) alkuperiiseen yhtsloon (5.22)
y' + flx)y = g(x)
& @) J10% o) fa)e JTOW 4 f@)0@)e S 1O% = g(a)
C'(z) = g(z)e) F@
& C)= / [o@)e] 1@%] g

Alkuperéisen yhtdlon yksityisratkaisu on nyt

¢

Y1 = / [g(x)ef f(z)dz] dz - ¢~ f@i= (5.25)
Yleinen ratkaisu on tapana kirjoittaa muotoon

ylz) = et {/ ehgderC} , Iissi (5.26)

ho= / F(@)do (5.27)

Esimerkki 5.3.4 ¢ —y = e*.
Nyt

flz) = -1

g(z) = &>

h(z) = /f(a:)da::/—ldx:—a:
Siis

e h [/ ehgdr + C’}
= €7 [/ e e dx + C]

= & [e"+ (]
= (Ce® +e*®

=
&
|

Esimerkki 5.3.5 ¢/ —y = e%*.

Ratkaistaan edellinen tehtévé ilman kaavaa (5.26). Homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu
on
Yo' —yo =0=yo = Ce”

Vakiota varioiden teemme yritteen

y = C(x)e”
v = C'(x)e” +C(z)e” (5.28)
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Sijoitetaan ndma DY :66n

DY & ¢ —y=e2x (5.29)
& C'(x)e” 4+ C(x)e” — C(x)e” = e*® (5.30)
& O'(z)e” =e** (5.31)
& C'(z)=¢€" (5.32)
& Cx)=¢€" (5.33)
&y =C(x)e” =e** (5.34)

Yleinen ratkaisu on siis
y=yo+y =Ce" +e**

Edelldolevat kaksi esimerkkié osoittavat, ettd kaavaa (5.26) ei tarvitse osata ulkoa,
kunhan ymmartaé vakion varioinnin idean ja pystyy suorittamaan tarvittavat laskut
(5.28)—(5.34). Toisaalta kaavojen soveltaminen antaa tuloksen nopeasti.

5.4 Sovelluksia

Myohemmin t&ssd monisteessa sovellusesimerkit ovat usein kovin teknisia ja esittavat
vain asian teknisen toteutuksen. Tassd kappaleessa sovellusten osalta yritetdan
tuoda esiin mallin muodostamisen yleisia piirteité.

Mallia (DY:64) muodostettaessa tehdddn aina joukko oletuksia, jotka my6hemmin
helposti unohdetaan. Usein oletukset ovat niin itsestaan selvia, ettd niiden jatkuva
toistelu tuntuisi typeralta. Sovelluksesta riippuu miten oletukset esitetaan.

Tarkeintd nyt on, ettd opiskelija tottuu jokaisen mallin yhteydessd aina pohti-
maan seuraavia seikkoja:

Luonnolliset ehdot: mitka ovat ne, usein d4aneen lausumattomat oletukset, jotka
mallia laadittaessa tehdaéan.

Rajat: missi on raja, jonka takana malli ei enéé toimi. (Kysymys on tdssid muo-
toiltu varsin epamaéaéraisesti, ja se saa sovelluksesta riippuen yleensd muodon,
jossa kysytadn, milld alueilla mallin parametrien arvot saavat olla, jotta malli
antaisi oikeita tuloksia.)

Uskottavuus: onko mallin ennustama kayttdytyminen uskottavaa. On térkeita
tajuta se sindnsd aivan yksinkertainen tosiasia, ettd matemaattisesti téysin
oikein ratkaistu DY saattaa sovelluksen kannalta olla epdonnistunut kuvaus
tutkittavasta ilmiosta.

Pysyvyys: onko mallin parametrit vakioita? Onko mallin kuvaama lainalaisuus
pysyvaa? Voiko mallilla ennustaa tulevaisuutta?
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5.4.1 Laakkeen maara elimistossa

Olkoon N (t) elimistossé hetkelld ¢ olevan lddkeaineen méadrd. Oletamme, ettd munuaiset
poistavat ladkettd A - 100% aikayksikossd. (Huomaa, ettd aikayksikko voi nyt olla
vuorokausi, tunti tai sekunti. Jos aikayksikon kohdalla nyt erehdytian, saattaa tu-
naroinnista olla fataaleja seurauksial) Tarkastellaan lyhytta aikavilid dt. Sen aikana
lddkeaineen maara elimistossd muuttuu maéralla

dN = —ANdt (5.35)

Yhtalo (5.35) on selvéstikin differentiaaliyht&ls, joka on helppo separoida ja ratkaista.

dN

dN

< In|N|=-X+1nNgy
& N = Nge ™ (5.36)

Jos aikayksikkd on tunti, niin aikavakion A yksikkoé on 1/tunti, silld eksponentin
kaavassa (5.36) pitdé olla laaduton.

Esimerkki 5.4.1 Potilaan massa on 92kg ja hanelle annetaan ladketta, jota ha-
lutaan olevan elimistossd vahintad 50ug/kg ja enintdan 75ug/ke. Elimisto poistaa
ladkeesta 3% tunnissa. Miten ladketta tulee potilaalle antaa?

Ensimmainen ladkeannos on enintddn 92kg - 75% = 6.9mg. Aikavakio on nyt A =
0.03. Laskeaineen pitoisuus laskee ylirajalta alarajalle ajassa T, joka mallin (5.36)
mukaan ratkaistaan yhtéalosta

(5.36) < N = Noe
5018 — 75H8  -0.03.T

=
kg kg
& 50/75 = 00T
In50 — In 75
s T= % = 13.52(tuntia)

Kaytannosséd ladkettd voidaan siis antaa joko 12 tunnin tai 8 tunnin véalein. 12
tunnissa lddkeainetta poistuu kehosta
No— N
No

=1—¢ 00312 — 30.2%

eli aineméaérana 0.302 - 6.9mg = 2.1mg.

Malliin (5.36) ei pida suhtautua kritiikittomsti. Joidenkin 144keaineiden kohdalla
sitd on turvallista soveltaa, mutta aina niin ei suinkaan ole. Mallin soveltaminen on
luonnollista silloin, kun yksinkertainen korkolasku antaa vaaria tuloksia. Téllainen
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tehtava on esimerkiksi selvittdd miten kauan lddkeainetta on kehossa laakityksen
lopettamisen jélkeen. Mallissa oletetaan, ettd A on vakio, ja ettd sen arvo tunnetaan
riittavén tarkasti. Todellisuudessa A riippuu potilaan tilasta, ja sen arvo voi hoidon
aikana muuttua merkittavasti. Jos A = 2 eli elimisto poistaa ladkeaineesta 200%
tunnissa (!!!), niin se ei tarkoita sité, ettd 144ke poistuisi puolessa tunnissa.

Esimerkki 5.4.2 Potilaan elimistdssd on 1.0mg nukutusainetta. Seuraava ladkitys
voidaan aloittaa vasta, kun nukutusaineen maara on laskenut tasolle 1.5ug. Milloin
seuraava lagdkitys voidaan aloittaa, kun nukutusaine poistuu elimistosta aikavakiolla
A =2.0. (Siis 200% tunnissal?)

Kysytty aika T ratkaistaan mallista (5.36) sijoittamalla sithen Ny = 1.0mg ja N =
N(T) = 1.5ug

1.5-103mg = 1.0mg - e 27
In(1.5-1073)
-2
& T = 3 tuntia 15 minuuttia

T = =3.25

5.4.2 Eksponentiaalinen kasvu

Edellinen esimerkki késitteli madrian pienenemista. Muutos oli suoraan verrannolli-
nen maaradn. Jos muuttujan y kasvuun liittyva muutos on vastaavalla tavalla suo-
raan verrannollinen méardin, niin

dy = pydt

d

Yy

y = e’ (5.37)

p on jatkuvan korkolaskun korkointensiteetti (growth rate). Téassd yhteydessa olisi
ehka luontevampaa puhua kasvuasteesta. Kirkointensiteetti p ja vuotuinen ko-
rkokanta ¢ liittyvéat toisiinsa yhtdlén e? = 1 4 ¢ mukaan. Siis p = In(1 + %) ja
i =ef —1.

Esimerkki 5.4.3 Imatran voima arvioi Suomen energian kulutuksen kasvavan vu-
osittain 15%. Samaan aikaan EU arvioi energian kulutuksen kasvavan vuosittain 4%.
Suomen osuus EU-maiden energian kulutuksesta on nyt noin 5%. Missi vaiheessa
IVO arvelee Suomen kuluttavan puolet EU:n energiasta?

Olkoon Eg(t) = Suomen energian kulutus ja Eg(t) = Euroopan energian kulutus.
Esitettyjen arvioiden perusteella kasvuintensiteetit ovat

ePs

= 1.15= pg = 0.1398
PP = 1.04= pg = 0.0392



136 5. Dynaamisen ilmién mallinnus

Tehtavassa annettujen tietojen perusteella

Es(t) = Eg(0)-erst
EE(t) = EE(O)-epEt
Es(0) = 0.05- Eg(0)

Kun Suomen energian kulutus on puolet Euroopan energian kulutuksesta hetkelld
T, niin

Es(T) = 0.5-Eg(T)
Es(0)-e”sT = 0.5-Eg(0)-ef=T
0.05-¢”sT = 05.ereT
elps=re)T — (.5/0.05
010067 _
T = In(10)/0.1006
T = 229(vuotta)

Esimerkki 5.4.4 Valmistelemme vuosiennustetta yritykselle, jonka myynnin volyymi
(tonneina) kasvaa arviolta 10% vuodessa, raaka-aineiden ja ty6panoksen hinta kasvaa
vuodessa noin 7% ja lopputuotteen hinnan arvellaan nousevan noin 15% vuodessa.
Miten vuodessa muuttuu kayttokateprosentti, joka nyt on 20%, kun valmisvaraston
kiertonopeus on 2/vuosi ?

Kivttokat
Kiyttokate%s — —ayuokate o0
liikevaihto

_ likkevaihto - menot + varastojen kasvu -100%  (5.38)

liikevaihto
Merkitdan kasvavia suureita seuraavasti
p(t) = poe’*" = tuotteen yksikkdhinta, (5.39)
n(t) = mnee’"' = tuotteen tuotantonopeus (yks./vuosi), (5.40)
c(t) = coe’! = tuotteen tuotantokustannus (mk/yks.). (5.41)

Téamén vuoden tuloslaskelman eriéd voidaan kuvata mallin (5.39)-(5.41) mukaisesti
seuraavasti

0
liikkevaihto = /p(t)n(t—0.5)dt

-1

0
— ponge—bnl? / (P ton)t gy
—1

- Polto (1 . e—(pp+pn))
(Pp + Pu)V1+in

DoTlo

1
(Pp +pn)V1I+in <1 - (1+ Z'p)(l +in)

) = 0.8497 - pon,
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menot = /0 c(t)n(t)dt

-1

0
= cono/ elPetrn)t s

-1

— Collo (1 _ e_(pc‘i'Pn))
Pe T+ Pn

CoNo 1
= 1- - -
Pc+ Pn (1+10)(1+ln)

) = 0.9228 - con,

var. kasvu = /0 c(t)n(t)dt — / 7 ()t

—0.5 —-1.5

0 -1
= CoNo </ e(pc+pn)tdt — / C(pc+p")tdt>
—-0.5 —-1.5

_ _Colo (1 — e (petpn)/2 _ g=(petpn) 4 e—3(pc+pn>/2)
Pc+ pn
CoMo

_ " ((1 _ e—(pg+pn)/2)(1 _ e—(pc+pn))> =0.0722 - cony
Pc T Pn

Sijoittamalla edelliset tulokset kaavaan (5.38)saadaan kdyttokateprosentille lauseke

0.8497 - pon, + 0.0722 - con, — 0.9228 - cony

kk%, = -100 5.42
% 0.8497 - pon, % ( )
kk%, = <1 —1.0011 - ;—> -100% (5.43)

o

Koska nyt kayttokateprosentti on 20%, niin

1-1.0011 22 =02

Po

& ¢o/po = 0.7991 (5.44)

Vuoden kuluttua kayttokateprosentti lasketaan tdsmélleen samalla tavalla paitsi,
ettd kaavassa (5.43)c, on kasvanut 7% ja p, on kasvanut 15%. Sijoittamalla ndméa
uudet arvot ja kaava (5.44) kaavaan (5.43) saadaan kdyttokateprosentin uudeksi
arvoksi

1.07 - ¢,
kk%, = (1 —1.0011 - 15 .p0> -100%
1.07
= (1 —1.0011 - 115 ‘0.7991) -100%

25.9%
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Kritiikkia: Kertymien laskeminen integroimalla virtaamista, johtaa monimutkaisiin
laskelmiin. Lausekkeet ovat epdhavainnollisa, vaikka lopputulos onkin uskottava.
Mallin kayttoa yleisessd tapauksessa puoltaa se, ettd mallin avulla saadaan selville
C0/ Po-

Kaytannossa tama suhde tiedetdan. Jos suhde on sama kuin mallin ennustama,
niin mallin soveltaminen tuntuu hyvaksyttavalta. Jos suhde poikkeaa mallin ennus-
tamasta, niin malli tulee hylata.

Edella
varaston kasvu = 0.0722:c,n, = 0.0722 - 0.7991 - pon,
0.0722 - 0.7991
= W - 0.8497 - PoNo

= 0.0679 - liikevaihto

Pidetdan tiatd suhdetta tunnettuna ja ratkaistaan tehtava yksinkertaisella korko-
laskulla. Merkitdan tdméan vuoden tuotannon mairaa N,:lla ja vuoden keskihintoja
C,:lla ja P,:lla. Kayttokateprosentti on
P,N, +0.0679 - P,N, — C,N,
= * 1
kk%0 PN, 00%
(1.0679 — C,/P,) - 100%

Koska tédna vuonna kayttokate% on 20%, saamme edellisestd yhtalosta, etta C, /P, =
0.8679. Ensi vuonna siis uusi arvo on

kk%; = (10679 —Cy/P;)-100%
1.07-C,
= (1.0679 - 115—P> -100%

1.07
= (1.0679 ~115 ~0.8679) -100%

= 26.0%

Yksinkertainen korkolasku antaa siis melkein saman tuloksen, joten eksponentiaalis-
esti kasvaviin virtoihin perustuva malli ei tdssd tapauksessa tunnu kovin tarpeel-
liselta. Lisaksi malli olettaa kaikkien kasvulukujen pysyvén vakioina kahden vuoden
ajan, mikd on melko epduskottavaa.

5.4.3 Logistinen kasvu

Pieni eldinpopulaatio kasvaa eksponentiaalisesti yhtalon dN = ANdt. Toisaalta
populaation kasvaessa, tulee vastaan raja, jossa ymarito ei endd pysty antamaan
riittavésti ravintoa ja suojaa populaatiolle. P.F.Verhulst mallinsi populaation kasvua
yhtalolla

dN

yre AN — BN? (5.45)
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Fz}lg’ure 5.23: Kun t — oo, niin N(t) — 4.
t

Yhtalon viimeinen termi saa aikaan sen, ettd populaation kasvaessa sen kasvunopeus
pienenee. Yhtalo separoituu seuraavasti

(5.45) /ﬁ_/dwcl

A1 BA!

& A'ImMN-A'ln|A-BN|-C, =t

N
At __
& et = C—A “EN
Kun ¢ = 0, niin N(0) = N, ja C = 4528=. Siis
N(t) A— BN,
At o
_ . 4
¢ A_BN({) N, (5:46)
A t—o00 A
& N(t) = i 5.47
Q B+ (AN,™! — B)e—4t B (5:47)

Ratkaisu on parhaiten ymmaérrettavissd funktion N = N(¢) kuvaajan avulla (ks
kuva(5.23)).

Esimerkki 5.4.5 Muodostetaan yksinkertainen malli teknisen innovaation kayttoonotolle.
Olkoon

R = yritysten lukuméaara,

N(t) = innovaatiota kdyttidvien yritysten maara.
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Malli perustuu ajatukseen, jonka mukaan yritys alkaa kayttad uutta innovaatiota
yleensa vasta kun se vertaa omaa toimintaansa kilpailijaan, joka jo kdyttad innovaa-
tiota. Tamén todenndkoisyys on suoraan verrannollinen lukuun N(R — N). Siis

AN = k-N-(R—N)-dt
AN

~—— = kKERN- k N2
dt ~—~ ~—

A B

Malli on samaa muotoa kuin (5.45), joten

R t—o0
N(t) = — R.
®) 1+ (RN, ! —1)e-kRt

Innovaation kdyttoonottoa kuvaa siis logistinen kayrd (5.23). Mallin mukaan siis
kaikki yritykset lopulta ottavat teknisen innovaation kayttoon.

5.4.4 Auton hinta.

Auton hinnalle ei voi muodostaa sellaista mallia, joka kuvaisi oikein sekd kalliin
urheiluauton, ettd halvan kansanauton hintaa, niiden kayttoaikana. Lahtckohdaksi
otamme naivin mallin (M1)

dP = —aPdt, (5.48)

jonka ratkaisu on
P(t) = Pe . (5.49)

Ratkaisu (5.49) ei tyydyta kahdesta syystd. Ensiksi ratkaisun mukainen hinta menee
nollaan ajan kasvaessa rajatta. Tamé ei vastaa todellisuutta, silld yleensd autolla
on loppuun ajettunakin romuarvo. Toiseksi ratkaisun mukaan hinnan suhteellinen
muutosnopeus P’(t)/P(t) = —a on vakio, miké ei lainkaan vastaa empiirista aineis-
toa. Yleensd auton hinnan suhteellinen muutosnopeus (%/vuosi) on voimakkain
alussa ja pienenee mychemmin.

Parannamme mallia vaiheittain. Mallin parantelu johtaa, yleensd sarjaan yhéa
monimutkaisempia malleja, jotka sopivat yha paremmin dataan, mutta joiden ratkaisut
myo0s samalla monimutkaistuvat ja muuttuvat epahavainnollisiksi tai vaikeiksi soveltaa.
Lukija tarkatkoon tata ilmiotd, kun seuraavassa yritmme parantaa mallia.

Tartumme ensin romuarvon ongelmaan. Teemme sen helpon ratkaisun, etta
sanomme autolla olevan romuarvon b, ja kdyttoarvon P — b, joka vihenee naivin
mallin (5.48) mukaisesti. Siis malli (M2) on

d
—(P=b) = —a(P-D)
dP
dP
m = /—adt + Cl

ln|P—b\ = —at+C;
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P = Ce®+b
P(t) = (P, —ble+b
Silloin
—a(P, —ble~®
P'(t)/P(t) = @;Lzﬁfgiz
ab
= —a-+

(P, —be=% +b

Siis P'(0)/P(0) = —a(l — b/P,) ja P'/P — 0, kun ¢ — oo. Suhteellinen muu-
tosnopeus ei siis enédé ole vakio. Jotta saisimme mallin, joka sopii havaintojen kanssa,
merkitsemme kayttéarvon suhteellista muutosta lausekkeella —a f(¢), missd paino-
funktio f on jatkuva, vihenevi ja f(0) = 1. Olkoon F(t) = fot f(w)du, jolloin
F(0)=0. Saamme kolmannen mallin (M3)

d
E@*M = —af(t)(P—-10)
dpP
m = / *af(t)dt + Cl
In|P—b = —aF(t)+C;
P = Ce® 1y
P(t) = (P,—b)e *F® +p

Painofunktioksi kdyvéat esimerkiksi

Al) =k = Fi(t)=k(1—e k)
= Pi(t) = (P, —ble k=" 4p, (5.50)

ja
fot)=—— = FR(t)= %ln(l + kt)
= Py(t) = (P, —b)(1 +kt)"* +b. (5.51)

Ratkaisut on saatu samalla periaatteella kayttden hieman toisistaan eroavia paino-
funktioita. Ratkaisuissa on silti merkittava ero, silla

Jlim Py(t) = (P,—b)e ™ +b>bja
lim Py(t) = b,

t—o0
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104 Py= 100
20 h=10

60
40

20

k=05

2 4 6 8 10 12 14 ¢

Figure 5.24: P=P(t), kun £k = 0.1, £k = 0.5, k = 1.0 ja k = 2.0.

joten painofunktion f; kdyttd johtaa ratkaisuun, jossa auton kayttoarvo ei koskaan
kulu kokonaan pois. Tama ei tunnu kovin uskottavalta, joten toistaiseksi parhaalta
tuntuu malli (5.51), jonka DY on

—a(P —b)
1+ Ekt

Parametri a maaraytyy hinnan muutoksesta ensimmaéisen vuoden aikana ja para-
metri b on auton romuarvo, joka myos voidaan melko luotettavasti arvioida auton
ostohetkelld. Jéljelle jaa parametri k, jonka merkitystd voi tulkita kuvasta (5.24),
jossa on piirretty hintakayréat, kun k = 0.1, £ = 0.5, £ = 1.0 ja k = 2.0. Kuva osoit-
taa, ettd vaikka periaatteessa kdyttoarvo meneekin aina nollaan, niin tima saattaa
olla niin hidasta, etta se ei tapahdu realistisessa ajassa.

dpP = dt. (5.52)

5.5 Numeerinen simulointi

Joskus differentiaaliyhtélon tdydellinen ratkaiseminen on vaikeata, mutta silti halu-
amme tietda ratkaisufunktion arvon tietylla hetkelld tulevaisuudessa. Taméa voidaan
tehda numeerisesti. Ratkaisemme yhden esimerkin kahdella tavalla, mutta emme ke-
hitd ideaa pidemmalle, koska asiaa kasitellaan lisdd muilla kursseilla. Valitsemme
esimerkki DY:ksi helposti separoituvan ja ratkeavan DY:n, jotta voimme verrata
numeerisesti saamaamme ratkaisua ”oikeaan” ratkaisuun.

Esimerkki 5.5.1 Mikd on funktion y(x) arvo hetkelld z = 2, kun y(0) = 1 ja y
toteuttaa differentiaaliyhtalon

y — 2zy = 22° — 2. (5.53)
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50
45
40 II
35
30 l i . ;
/ —— simuloitu
25 .
/ / —_— nikea

20
//
0 //

Figure 5.25: Differentiaaliyhtilén ¢’ — 2zy = 222 — 2z oikea ja epétarkasti simuloitu
ratkaisu.

z2 2

Helposti nikee sijoittamalla, ettd ”oikea” ratkaisu on y(x) = e — z°.
Lahestytaan ongelmaa kirjoittamalla DY muotoon
y —22y = 22° -2 (5.54)
dy 3
& —= = 2z°-2 2 5.55
e x” — 2z + 2wy (5.55)
sdy = dr(22® -2z + 2zy) (5.56)

Jos h > 0 on pieni ja merkitsemme z; = ¢ - h ja y; = y(x;), niin (5.56) voidaan
kirjoittaa

Yt+1 — Y = h(2$? — 2£Ct + 2mtyt) (557)
S Y1 = Y+ h(21‘? — 2z + 2xtyt) (558)

Valitaan askelpituudeksi h = 0.1 ja asetetaan alkuarvot

20 = 0 (5.59)
Yo = 1 (5.60)
ho= 01 (5.61)
ja toistetaan askeleita
Ti41 = T + h (562)
Yi+1 — Yt + h(21’? — 2.’L't + 2xtyt) (563)

Kahdenkymmenen askeleen jilkeen saamme y(2) = yo0 = 28.2. (”Oikea” arvo
on y(2) = €2* — 22 = 50.59815.) Tulos on siis virheellinen. Lyhenniimme askelta
asettamalla h = 0.01, jolloin 200 askeleen jilkeen saamme y(2) = ya00 = 47, 26.
Tulos on parempi, mutta edelleen virheellinen. ///
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Esimerkki 5.5.2 Haetaan lausekkeet korkeammille derivaatoille

/

Y (z) = 22° -2z + 2xy(x) (5.64)
y'(x) = 62% -2+ 2y(x)+ 22y (2) (5.65)
y'(x) = 122+ 4y (z) + 229" (z) (5.66)

yW(z) = 124 6y"(x) + 2y (5.67)

Nyt voimme soveltaa Taylorin polynomia numeeriseen laskentaan

> y M (@) &
Y = vty T h (5.68)
k=1

Algoritmi

alkuarvot
g = 0
yo = 1
h = 0.05
toistetaan

(5.69)
(5.70)
(5.71)
(5.72)
(5.73)
yl, = 2x3 — 2z, + 24y (5.74)
(5.75)
(5.76)
(5.77)
(5.78)
(5.79)

Y2 627 — 2+ 2y, + 23yl

Y3t 12z, + 4yl; + 22492

Y4y 12 + 6y2; + 2x4y3;
Yt+1 Yr + hyly + h2y2, /2 + hPy3, /6 + h'yd, /24
Tep1 = X+ h

Neljankymmenen toistokerran jalkeen saadaan y(2) ~ y49 = 50, 5952. Tulos on talla
kertaa varsin hyva. ///

Esimerkessa tiesimme oikean ratkaisun, jolloin oli helppo tarkistaa numeerisen
ratkaisun tarkkuus. Yleensd numeerisia menetelmii joudutaan kayttdmaan, kun
tarkkaa ratkaisua ei osata muodostaa. Silloin virhearvion tekeminen on hankalam-
paa. Jatdmme naiden asioiden tarkastelun numeerisen matematiikan kurssille.

5.6 2. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen DY

Maarittelemme ensin joitakin termejé, jotka tulevat jatkossa toistuvasti esiin.

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo (lyhennettyna ”II k.l:n DY”) on yht&lo,
joka sitoo toisiinsa muuttujan z ja funktiot y(z), ¥'(z) ja y”(z). Se on siis muotoa

flz,y,y,y")=0.
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Kertalukua 2 olevan DY:n ratkaisu sisdltd4 yleensa 2 parametria (vakiota). Téllaista
ratkaisua sanotaan yleiseksi ratkaisuksi. Kun parametreille valitaan arvot, saadaan
DY:n jokin yksityisratkaisu. Jos ratkaisua ei saada yleisestd ratkaisusta milldan
parametrien arvoilla, sanotaan ratkaisua erikoisratkaisuksi.

Esitetty maaritelmé on tavattoman yleinen, eikd néin laajalle yhtédlojoukolle ole
helppo 16ytda yhteisid ominaisuuksia. Rajoitamme yhtaldjoukkoa seuraavasti.

Lineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo on yhtalo, joka on lineaari-
nen y:n ja sen derivaattojen suhteen. Se on siis muotoa

y' + f(@)y' + g(x)y = h(zx) (5.80)

Sanallisen méaritelmén mukaan yhtalé voisi myos olla muotoa a(z)y” + b(z)y’ +
c(z)y = d(z). Jakamalla tdmé lausekkella a(z) saadaan muoto (5.80), missd f(z) =
b(x)/a(zx), g(z) = c(z)/a(z) ja h(z) = d(x)/a(z). DY:n lineaarisuus on hyvin suuri
rajoitus edelliseen. Tasta johtuen ne on paljon helpompi ratkaista.

Lineaarinen, vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo on
edellisen erikoistapaus, jossa y":n ja y:n kertoimet ovat vakioita. Se on siis muotoa

y" 4+ ay’ + by = h(x) (5.81)

Yhtéloiden (5.80) ja (5.81) oikeasta puolesta, eli lausekkeesta h(x) kdytetaan usein
nimitystd RHS (eli Right Hand Side).

Jos yhtélon (5.80) tai (5.81) RHS on identtisesti nolla, niin yht&lé6 on homogeeni-
nen. Jokaiseen lineaariseen DY:60n liittyy sitd vastaava homogeeninen yhtalo, joka
saadaan asettamalla RHS nollaksi.

Téssd luvussa tarkastelemme II k.I:n DY:n ratkaisemista. Aloitamme helpoim-
masta tapauksesta, eli IT k.l:n lineaarisesta vakiokertoimisesta DY:std. Tama tapaus
tulee oppia taydellisesti. Tamén jalkeen esitellddn ei-lineaarisiin ja epalineaarisiin
DY:hin liittyvaa teoriaa ja esimerkkeja. Epalineaarisen DY:n ratkaiseminen on
usein toivottoman vaikea tehtdva, joka onnistuu vain numeerisesti simuloimalla.
Suurin osa taloudellisista malleista on lineaarisia ja vakiokertoimisia. Toisaalta
taloudellisissa ilmitissd on melkein aina piirteitd, joiden mallinnus onnistuu vain
epélineaarisilla DY:1l4. Siten epélineaarisuus on suuri haaste tutkimukselle.

Télla kurssilla ei opita epéalineaarisen DY:n ratkaisemista, mutta mychemmis-
sd luvuissa opimme tutkimaan epélineaarisen DY:n tasapainoratkaisun stabiilisu-
utta, joka on taloudellisten ilmididen kannalta hyvin mielekéds kysymys, ja jonka
ratkaiseminen onnistuu mainiosti talld kurssilla opituilla taidoilla.
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5.6.1 II k.l:n vakiokertoiminen lineaarinen DY

Aloitamme kahdella kaikkia lineaarisia differentiaalyhtal6ita koskevalla lauseella.

Lause 5.6.1 Yhtélon y” + f(z)y’ + g(x)y = h(x) yleinen ratkaisu on muotoa

y(®) = yo(x) + y1(z)

missd y = yo(z) on homogeeniyhtilon y” + f(x)y’ + g(z)y = 0 yleinen ratkaisu ja
y = y1(x) on alkuperiisen yhtdlon y” + f(z)y’ + g(x)y = h(z) erds yksityisratkaisu.

Perustelu: Olkoon ys(x) yhtalon (5.80) yleinen ratkaisu. Siiné on siis kaksi vakiota
C1 ja Cy. Kun néille vakioille annetaan arvot (esim. C; = Cy = 0), niin saadaan
yksityisratkaisu y (z). Funktio y,(z) = y2(x) — y1(z) on homogeeniyhtdlon yleinen
ratkaisu ja y,(z) + y1(z) on lauseen mukainen muoto yleiselle ratkaisulle. 0

Lause 5.6.2 Jos y = yi(x) ja y = y2(z) ovat homogeeniyhtdlon y” + f(z)y’ +
g(x)y = 0 sellaisia yksityisratkaisuja, ettd niiden suhde y; (z)/y2(z) ei ole vakio, niin
yhtélon ¢ + f(z)y’ + g(x)y = 0 yleinen ratkaisu on muotoa

Yo(z) = Cry1 () + Caya(z),

missa C; ja Cy ovat vakioita.

Perustelu: sivuutetaan.

Lauseet 5.6.1 ja 5.6.2 ovat voimassa myos ei-vakiokertoimiselle lineaariselle yhtéalolle
(5.80). Seuraavassa tarkastelemme vakiokertoimista lineaarista differentiaaliyhtalod
(DY) ja sitd vastaavaa homogeeniyhtaloa (HY)

y' +ay +by = h(z), (DY)
y' +ay +by = 0. (HY)

Etsitddn HY:n yleistd ratkaisua tekemalla yrite
y = re™”
y=¢e" = { y// = p2erT

Kun yrite sijoitetaan homogeeniyhtiloon, saadaan

HY & o' +ay +by=0
o r2e 4 are™ 4+ be™ =0
& e (rP+ar+b)=0
#0
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& (rP+ar+b) =0
karakteristinen yhtalo

Yrite on siis HY:n yksityisratkaisu, jos vakion r arvo on karakteristisen yhtalon
juuri. Olkoot r; ja ro karakteristisen yhtélon juuret. Erotamme kolme tapausta:

1) Erisuuret reaalijuuret:
Jos r1,72 € R ja ry # ro, niin homogeeniselle saadaan kaksi ratkaisua

=" ja gy = e
Koska niiden suhde y /ys = e(r1=72)7 ¢ ole vakio, on HY:n yleinen ratkaisu

Yo = C1e" + Cre™”

2) Kaksoisjuuri:
Jos r1 = rg =r € IR, niin erds HY:n yksityisratkaisu on

yl — e’l"ﬂ?

Etsitadn toista yksityisratkaisua tekemalld yrite

TN y/ ert + ree’™
2 =
Y ’ y// = re’™® + 7,,23:67%

Sijoitetaan yrite HY:6n

HY & o' +ay +by=0

TT 2

& & ((rPo+2r)+ (a+arz) + (bz)) =0
#0

s (rP+ar+bz+(2rt+a)=0
~————

=0
& r=-—a/2

Viimeinen yhtalo on tosi, silla r on karakteristisen yhtalon kaksoisjuuri, eli

—a:l:\/ﬁ__g
2 T

Kokeilemamme yrite yo = ze"* on siis HY:n yksityisratkaisu. Koska suhde y2/y1 = =
ei ole vakio, on HY:n yleinen ratkaisu

Yo = C1€"™ + Cozxe™
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3) Kompleksijuuret:
Jos r1 ja ro eivat ole reaalilukuja, ne ovat toistensa liittolukuja ja voimme merkita
r1 = a+1i0 jary = a—if. Silloin

et = %ePT — 2% (cos B + isin fz)
en® e — 2% (cos B — isin Bx)
joten
1 T 1 rox ax
no= 3 —‘r§€ = e“* cos Bz
1 1 .
v = — T gra¥ _ oo sin Bz
21 23

ovat HY:n yksityisratkaisuja ja koska niiden suhde ei ole vakio, on HY:n yleinen

ratkaisu
Yo = C1e** cos Bz + Coe®® sin Bx (5.82)

Esimerkki 5.6.1 Koska kompleksiluvuilla laskeminen ei aina vakuuta kaikkia luki-
joita, tarkistamme ratkaisun (5.82) suoralla sijoituksella. « on karakteristisen yhtalon
ratkaisun reaaliosa ja ( on ratkaisun imaginaariosa. Siis

a = —a/2,

B = (V—a?+4b)/2.

Kun funktio (5.82) sijoitetaan homogeeniyht&léon saadaan
HY & 0= by)+aly)+(y")

& 0= b(Cre* cos Bz + Cae®* sin fz)
+a((Cra+ C28)e*™ cos Bz + (Coar — C13)e** sin Sz
+(C1a? + 202083 — C13?)e* cos Sz
+(Coa? — 201083 — C232)e** sin Bz

& 0= (bCy+ aCia+ aCaf + C1a? + 2Coa8 — C13%) cos B
+(bCs + aCya — aC1 B3 + Coa? — 2C1a3 — Co3?) sin Bz

& 0= (Cilb—% + — (5 +b)) + Ca(aB —ap)) cos fo
(Ci(—ap +aB) + Ca(b— % + & — (== +D))) sin Bz

< 0= 0

Edelliset kohdat 1)-3) siséltavét ohjeen siitd, miten homogeeniyht&lon HY yleinen
ratkaisu saadaan méaritettyd. Jatkossa tarked kysymys koskee homegeeniyhtalon
yleisen ratkaisun suppenemista. Sanomme, ettd ratkaisun termi suppenee (konver-
goi), jos sen raja-arvo on 0, kun x — co. Vastaavasti sanomme, etté ratkaisun termi
hajaantuu (divergoi), jos se ei pysy rajoitettuna, kun & — co. Jos kerroin C; ei ole
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nolla, niin termille patee:

Cje"i® suppenee, kun r; < 0
hajaantuu, kun r; > 0
Cjze™i® suppenee, kun r; < 0

hajaantuu, kun r; > 0
C;e*® cos fx suppenee, kun a < 0

hajaantuu, kun a > 0
Cje**sinffxr  suppenee, kun o < 0

hajaantuu, kun o > 0

Homogeeniyhtilon yleinen ratkaisu suppenee, jos kaikki sen termit suppenevat, ja
hajaantuu, jos ainakin yksi sen termeista hajaantuu.

Seuraava tehtava on 16ytaa taydellisen yhtalon DY jokin yksityisratkaisu. Yleensa
taloudellisisssa sovelluksissa RHS = h(z) on melko yksinkertainen. Silloin yksityis-
ratkaisu 16ytyy yritteelld samoin kuin I kertaluvun tapauksessa. Seuraavat esimerkit
riittavat asian selvittamiseen.

Esimerkki 5.6.2 Ratkaise y" + 4y’ + 3y = 322

Ratkaistaan karakteristinen yhtalo

rP+4r+3 = 0
—4++/42—-4.3
T =
2
=4 7’1:71,7’2:73

Siis HY:n yleinen ratkaisu on y, = C1e™* + Cae 3%,
Seuraavaksi etsimme DY:n yksityisratkaisun yritteella

y=A2> +Br+C = y, =242+ B
= y/ =24
Kun yrite sijoitetaan DY:60n, saadaan

DY & y'+4y +3y=32?
& (24) + 424z + B) + 3(A2® + Bz + O) = 32
& 3Az% 4+ (8A +3B)x + (2A+ 4B +3C) = 322

34 = 3 A = 1
& 8A+4B = 0 < B = —-24A=-2
2A+4B+3C = 0 C = —24/3-4B/3=2

Siis yksityisratkaisu on y; = 22 — 2z + 2 ja alkuperiisen yhtilén DY yleinen ratkaisu
on
Y=Y, +y1 = Cre ® + Coe ™3 + 2% — 22 +2
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Esimerkki 5.6.3 Maarita se differentiaaliyhtalon ¢ + 3y’ + 2y = 10 ratkaisu, joka
toteuttaa reunaehdot y(0) =1 ja y'(0) = 4.

Ratkaistaan karakteristinen yht&lo

r?+3r+2 = 0
343242
T 2
T = —1,’/‘2 = -2

Siis HY:n yleinen ratkaisu on y, = C1e™% + Chye 2%,
Seuraavaksi etsimme DY:n yksityisratkaisun yritteella:

p=A=y =y/=0

(nyrkkisaanto: kun RHS on vakio ja DY vakiokertoiminen, niin yritekin on vakio!)
Kun yrite sijoitetaan DY:66n, saadaan

DY & y'+3y+2y=10
< 04+04+24=10
< A=5

Siis yksityisratkaisu on y; = 5 ja alkuperiisen yhtélon DY yleinen ratkaisu on

y=Cre T4+ Che 2 +5
= y =—-Cie®—20e

Seuraavaksi etsimme DY:n yleiseen ratkaisuun siséltyville vakioille C ja Cs sellaiset
arvot, ettd reunaehdot toteutuvat. Siis

y(0) = 1 - C1e% +Coe® +5 = 1
y'(0) 4

= *0160 — 20260 = 4
C1+ Oy = —4 Ci = -4
- {—01—202 = 4 ‘:){02 =0
Tehtavan ratkaisu on siis
y=—4e " +5.

Tamén tyyppisen tehtdvan ratkaisuvaiheet ovat:
(1) Ratkaise 1 ja ro karakteristisesta yhtélosta.
(2) Kirjoita HY:n yleinen ratkaisu y, =...

(3) Etsi DY:n yksityisratkaisu y; =...

(4) Kirjoita DY:n yleinen ratkaisu y = y, + 41
(5) Ratkaise Cy ja Cy reunaehtojen perusteella
(6) Kirjoita vastaus.
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(Téasséd kokematon laskija tekee yleensi alussa sen virheen, ettd yrittdd ratkaista
Ci:n ja Cy:n numeroarvot heti, kun térméé niihin, eli kohdan (2) jilkeen. T&ama&
on virhe, silld reunaehdot sanovat jotakin DY:n ratkaisusta, jonka yleinen muoto on
tiedossa vasta kohdan (4) jilkeen!)

Esimerkki 5.6.4 Monopoliyritys tuottaa tuotetta S yksikkoa paivassa. Kysyntafunktio
(vksikkod paivassd) on lineaarinen

D =a—-bP (5.83)
ja hintaa korjataan paivittain siten, etta
dP = ¢(Q" — Q)dt (5.84)

missa () on varaston koko ja Q* on suunnitelmien mukainen varaston koko. Vakiot
S,a,b ja c ovat nyt positiivisia. Miten hinta asettuu ajan kuluessa?

Ongelmaa kuvataan nyt virtausuureilla. Tuotantonopeus S on virtausnopeus varas-
toon. Kysyntd D on vastaavasti virtausnopeus varastosta pois. Siten varaston muu-
tos on d@ = (S — D)dt eli

Q' =S-D. (5.85)
Yhdistamalld yhtalot saadaan
(5.84) & P'=cQ*—cQ
-~ p’— —CQ/
2 pr=_¢S+cD
Y p’ = ¢S+ c(a—bP)
&  P'+bcP=ca—cS (5.86)

Hinta P toteuttaa siis differentiaaliyhtdlon (5.86), joka on II kertaluvun vakioker-
toiminen lineaarinen DY (ja my6s RHS on vakio!). Vastaava homogeeniyhtilo on

P’ +bcP =0,
ja sen karakteristisen yhtalon juuret ovat
2 +be=0=r =ivbe,re = —ivhe.
Siis a = 0 ja 8 = v/be. Homogeeniyhtilén yleinen ratkaisu on siis P, = Cy cos 5t +

Cysin Bt. DY:n yksityisratkaisu on selvéstikin P = (a — S)/b. Hinta on siis ajan
funktiona

P(t) = Cycos Bt + Coysin Gt + “;S (5.87)
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Edella kasitelty malli on kovin naiivi, eikd sen antamaa ratkaisua kannata ilmion
selityksend ottaa kovin kirjaimellisesti. Eréitd huomioita voidaan kuitenkin tehd&

(1) Ratkaisun vakiotermi (a — S)/b on se hinta, jolla kysynta ja tarjonta kohtaavat
eliD=S.

(2) Homogeeniyhtalon ratkaisu P, (¢) kuvaa hinnan vaihtelua tasapainohinnan ymparilla.
Taméi vaihtelu ei tasaannu (P, ei suppene), mikd tuntuu kiytdnnossia omituiselta.
Jos hinta todella tottelisi jonkin aikaa ratkaisua (5.87), niin monopoli varmasti tek-

isi asiasta tarvittavat johtopaatokset. Jos monopoli ei tajua asiaa ajoissa, niin asi-
akkaissa varmasti on sellaisia, jotka oppivat kayttdmadn hinnan vaihtelua hyvéakseen,
jolloin naivi malli ei en& riitd ilmion kuvaamiseen.

(3) Ratkaisussa ei esiinny vakiota Q*!. Tésté ei pide tehdé liian pikaisia johtopaatoksié,
silld Q* vaikuttaa alkuarvoon P’(0) ja sitd kautta myos ratkaisuun. Tasapainohinta
on kuitenkin riippumaton Q*:sta.

Jokainen esitetty huomio on pienen mietiskelytuokion arvoinen. Erityisesti kol-
mas huomio ansaitsee alleviivauksen. Téassa tapauksessa 16ydetty riippumattomuus
on aika triviaali, mutta usein téllainen riippumattomuus on hyvin tirked havainto.
Lukija luultavasti tuntee Modigliani-Millerin teorian, jossa eréin oletuksin muodoste-
taan malli yrityksen rahavirroille ja niiden perusteella johdetaan lauseke yrityksen
arvolle. Téassa lausekkeessa ei esiinny eras mallin keskeinen parametri, nimittéin yri-
tyksen velkaisuusaste. Mallin mukaan siis yrityksen arvo ei erdin oletuksin riipu sen
velkaisuusasteesta. Tama riippumattomuus on paljon tunnetumpi kuin itse malli tai
sen antaman ratkaisun lauseke.

Esimerkki 5.6.5 Edellisen esimerkin monopoliyritys tuottaa tuotetta S yksikkoa
paivassa. Kysyntafunktio on

D=a—bP+ kP (5.88)
ja hintaa korjataan péivittain siten, etta

S—a

dP = ¢(Q* — Q)dt + r( 5

— P)dt (5.89)

missd @ on varaston koko ja @* on suunnitelmien mukainen varaston koko. Vakiot
S,a,b,c,k ja r ovat nyt positiivisia. Miten hinta asettuu ajan kuluessa?

Edellisen esimerkin muunnelma perustuu seuraavaan perisideaan. Osa asiakkaista si-
irtda hankintojaan huomiseen, jos hinnat ovat laskussa, jolloin kysyntéa laskee ja vas-
taavasti aientaa hankintojaan, jos hinnat ovat nousussa, jolloin kysynta nousee. T&ta
hankintojen siirtdmisvalmiutta kuvaa parametri & > 0. Yhtalon (5.89) mukaan yri-
tyksella on nyt kaksi tavoitetta. Se pyrkii saamaan varaston suunnitellun kokoiseksi
ja toisaalta se pyrkii saamaan hinnan tasapainoon. Vakiot ¢ ja r kuvaavat vastaavien
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saatoprosessien nopeuksia ja niiden suhde ¢/r kertoo vastaavien tavoitteiden pain-
osuhteet. Samoin kuin edelld saamme differentiaaliyhtélon

(589) o P =@ —0Q)+r(>=2%_p)
= P'=-cQ —rP
= P'=cD—cS—1rP
2 p"=c¢(a—bP+kP')—cS—rP
& P+ (r—ck)P' +bcP=ca—cS (5.90)

Ratkaisun suppeneminen kohden tasapainoa (tasapainon stabiilisuus) voidaan
tutkia nyt ratkaisemalla karakteristisen yhtédlon juuret ja tutkimalla niiden merkit.
On kuitenkin olemassa varsin yksinkertainen sdanto, jolla tutkitaan ratkaisun (5.90)
stabiilisuus. Tamé sdanto esitetdan seuraavassa kappaleessa, minké jalkeen palaamme
takaisin tdhan esimerkkiin.

5.6.2 Tasapainon stabiilisuus

Lause 5.6.3 II kertaluvun vakiokertoiminen lineaarinen homogeeninen differenti-
aaliyhtalon
y'+ay +by=0

ratkaisu suppenee (on stabiili), jos ja vain jos

a>0, jab>0.

Perustelu: Karakteristisen yhtalon juuret ovat

—a++va?—4b . —a—+Va? —4b
—y _

T = Ja r2 = >

Juuret ovat reaaliset, jos ja vain jos a? — 4b > 0. Siini tapauksessa r; > 7o. Siis

71 ja ro ovat reaaliset ja ratkaisu suppenee

—a++va? —4b <0
2

& a?2—4b>0 ja
& a>0ja0<b<a?/4 (5.91)

Juuret ovat kompleksiset, jos ja vain jos a? — 4b < 0. Siini tapauksessa juuren
reaaliosa o = —a/2. Siis
juuret ovat kompleksiset ja ratkaisu suppenee
& a’—4b<0ja —a/2<0
& a>0jab>a*/4 (5.92)
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Ratkaisu suppenee, jos ja vain jos

(5.91) tai (5.92)
& (a>0ja0<b<a?/4) tai (a>0 jab>a®/4)
& a>0jadb>0

Esimerkki 5.6.6 Edellisen esimerkin differentiaaliyhtalon
P" + (r —ck)P' +bcP = ca— cS
ratkaisu on stabiili, jos ja vain jos

r—ck >0 jabc>0
& > ck,

silld mallin kaikki parametrit ovat positiivisia, ja siksi toinen epéayhtéalo on aina tosi.

5.7 1. kertaluvun lin. vakiokert. DY-ryhma
Tamén kappaleen teoria on helppo yleistaa. Silti aloitamme kaksiulotteisella tarkastelulla,

koska kahden muuttujan tapaus on helppo esittaa graafisesti.

5.7.1 Kahden muuttujan tapaus

Seuraavassa muuttujat x, y, u ja v ovat kaikki ajan ¢ funktioita, y = y(t), z = z(t),
u = u(t), v =v(t). Tarkastellaan ensin DY-paria

du/dt = apu + apv + b (5 93)
dv/dv = axu + axpv + by ’ .
missd oletamme nyt kerroinmatriisin
A= (““ “12> (5.94)
az1 Q22

olevan saannollisen. Muuttujien v ja v tasapainoarvot u* ja v* saadaan ehdosta

(e =0 = ()= () 595
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Merkitaan poikkeamia tasapainosta & = u — u* ja ¥ = v — v*. Poikkeamat noudat-

tavat DY:ta
()= (%) o0

Jos kerroinmatriisin ominisarvot A; ja Ay ovat erisuuret ja vastaavat ominaisvek-
torit ovat w; € R? ja wy € R? Olkoon T matriisi, jonka sarakkeina ovat A:mn
ominaisvektorit. Silloin

0 A

(3)=7(

saamme kirjoitettua DY:n (5.93) muotoon
da/dt\
v o (45) (%) -
de/dt\ x
T(dy/dt)_AT(y> (5.100)

T AT = <A1 0 ) (5.97)

Muuttujan vaihdolla

<

) (5.98)

[STEN~3]

< (fz;;gi) =T AT (;c) (5.101)
{ Zﬁf _ i;; (5.102)

Koska ominaisarvot A;, Ao ovat matriisin A karakteristisen yhtalon juuret, ne ovat
joko reaaliset tai toistensa kompleksikonjugaatit. Toisin sanoen jos A\; = a+i0 € C,
niin Ay = a — i €C.

Yleinen ratkaisu on silloin jokin seuraavista

Jos A1, A2 € R, ja Ay # Ao, niin
U x CleAlt wnCle’\lt + U.J21026>‘2t
b = T = T )\2t = Alt )\zt
v Yy Cshe wi2C1e + wasCse
Jos /\1,)\2 € ]R, ja A1 = )\2, niin

1 eM + Cgte)\t

apy (@' — ay @)

g
|

(S
|

Jos A, A2 €C, ja A =a+ i, niin
@\ _ p(T\_p e (C1 sin(Bt) + Cq cos(Bt)
o) y/) e (Cy sin(Bt) + Cy cos(Bt)
(Edelld tapaus A1, A2 € R ja A\; = A2, on perusteltava toisin kuin kaksi muuta

tapausta. Helpoin tapa on yhdistdd DY-ryhmén yhtilot yhdeksi yhden muuttujan
toisen kertaluvun DY:ksi. Sivuutamme, nyt tdmén tarkastelun.)
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Maaritelma 5.7.1 Ensimmaéisen kertaluvun kahden muuttujan differenti-
aaliyhtéloparin (5.93) tasapainoratkaisu u(t) = u* ja v(f) = v* on dynaamisesti
stabiili, jos
lim @(¢t) =0 ja lim o(¢) =0
t—o0

t—o0

Lause 5.7.1 Ensimmaéisen kertaluvun kahden muuttujan differentiaaliyhtéloparin

du/dt\ u b1
(dv/dt) -4 (’0) " (bz>
tasapainoratkaisu on dynaamisesti stabiili, jos kerroinmatriisin A ominaisarvot Ay
ja A9 toteuttavat toisen seuraavista ehdoista

(a) )\1,)\2€IR ja )\1<0, ja Ay <0

tai
(b) )\12:OZZ|:Z'/8€C ja a<0

Helpoin tapa hahmottaa systeemin kayttaytymista lahelld tasapainoa, on piirtaa
ratkaisu-uria tasapainopisteen ldhelle (z,y)-koordinaatistoon. Kuvissa 5.26a)-g) on
perustapaukset.

Esimerkki 5.7.1 Tutkitaan ensimmaisen kertaluvun lineaarista vakiokertoimista
differentiaaliyhtaloryhmaa

{dm/dt = l—z+y (5.103)

dy/dt 2+ -2y
(féﬁi)‘(f 12> <;>+<§> (5.104)

Tasapainon (z*;y*)T = (4;3)7T stabiilisuus selvi&i kerroinmatriisin ominaisarvoista

‘(1/\) 1

1 (=2 —X)
& (-1-X(-2-X)-1=0
s AN-_3\4+1=0

3++5
2

’ =0 (5.105)

A= S A1 =2.618 ja Ay =0.382 (5.106)

Tasapaino on siis epastabiili noodi. ///
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a) stabiili noodi (node) b) epéstabiili noodi (node).
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c) satulapiste (sadle point) (epéstabiili). d) keskus (center) (epastabiili).
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e) epéastabiili spiraali (focus). f) stabiili spiraali (focus).

Figure 5.26: Ratkaisu-urat tasapainon lahella.
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5.7.2 Monen muuttujan tapaus

Edellisen kappaleen tulokset yleistyvéat helposti useamman muuttujan tapauksiin.

Lause 5.7.2 Olkoon X = (x1,Z2,...,2,) . Silloin DY-ryhmén
dx/dt =Ax+Db

tasapainoratkaisu on stabiili, jos ja vain jos kaikki reaaliset kerroinmatriisin A omi-
naisarvot ovat negatiivisia ja kaikkien kompleksisten ominaisarvojen reaaliosat ovat
negatiivisia.

5.8 Yleinen tasapainon stabiilisuus

Aloitamme tdmén kappaleen diskreetilld mallilla, joka on johdantona saman ilmién
jatkuvalle mallille. Samalla tulemme varovaisiksi tasapainojen stabiilisuuksien suh-
teen.

Esimerkki 5.8.1 Olkoon z; yrityksen markkinaosuus (0 < z; < 1) jaksolla ¢. Ilman
markkinointiponnistuksia markkinaosuus pienenee niin, etta

Ampois,t = —TZT¢ (5107)

missd r on poistumakerroin, 0 < r < 1. Yritys kayttdd markkinointiin panoksen by,
joka on suoraan verrannollinen markkinaosuuteen b; = ax;. Markkinoinnin vaikutus
markkinaosuuteen on

Az yyget,t = Bbe(1 — x¢) = aze(1 — x¢),a > 0 (5.108)
Yhdistamalld muutostermit, saamme markkinaosuuden dynamiikkaa kuvaavan mallin
Tep1 = (1 —r)ay + axe(1 — ) = fay). (5.109)

Mallin tasapainoratkaisut saadaan yhtalosta

¢ = f(z) (5.110)
szt = (1-r)z"+ax™(1—2%)
<0 = z(—r+a—az”)

& oi=0 ja aj=2—" (5.111)

Systeemin stabiilisuutta tasapainon lahelld voidaan arvioida funktion f Taylorin
sarjan avulla seuraavasti

Tiv1 = flz) = f(z*) + f(@*)(xp — 2*) (5.112)
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Q

= Ty —2F (@) (ze — %) (5.113)

S Bl o pen) (5.114)

Tasapaino z* on siis stabiili (lim;_, . & = 0), jos

If ()| < 1. (5.115)
Askelfunktion derivaatta on nyt
fl(@*)=1—r+a—2az* (5.116)
Tasapaino =7 = 0 on stabiili, jos
1< f(0)<1 (5.117)
& —-l1<l-r+4+ax<l1
& r—2<a<r (5.118)

Tasapaino =5 = 1 — r/a on stabiili, jos

1< f'(1-r/a) <1 (5.119)
& —-l<l—-r+a—-2a(l-r/a)<1
S r<a<r+2 (5.120)

Kun siis markkinointiponnistus on heikko, a < r, niin yrityksen markkinaosuus
kuluu kokonaan pois. Kun markkinointiponnistus on riittava, r < a < 7 + 2, niin
markkinaosuus saadaan vakiinnutettua tasapainoarvoonsa. Mité tapahtuu, jos a >
r+ 27

Kuvaan 5.27 on piirretty simuloitu ratkaisu, kun » = 0.2, a = 3 ja zg = 0.5.
Ratkaisu on esimerkki kaoottisesta aikasarjasta. Malli ei enda toimi tyydyttavasti,
silld muuttuja x; saa ykkostd suurempia arvoja, mikd on vastoin oletustamme.
(Emme nyt kisittele kaoottisia ilmiditd enempéd.) ///

Esimerkki 5.8.2 Teemme edellisen esimerkin tilasteesta jatkuvan DY-mallin. Olkoon
x(t) yrityksen markkinaosuus ja y(t) yrityksen markkinointiponnistus (kassavirta).
Yrityksen markkinointiponnistuksen tavoitetaso on yigvoite = ax. Jotta markki-
nointi olisi kohdallaan, sita tarkistetaan ajoittain niin, ettd tama saato-prosessi nou-
dattaa likimain mallia dy/dt = ax — y. Yksinkertainen yrityksen markkinaosuutta
ja markkinointia kuvaava malli on nyt

{ do/dt = —rz+y(l—x) (5.121)

dy/dt = ar—y

Helposti nahdéén, ettd mallin tasapainoratkaisut ovat (z3,y7) = (0,0) ja (23,v3) =
(1—-7r/a,a—r). Ennen kuin otamme kantaa tasapainojen stabiilisuuteen, tutkimme
yleistd tapausta. ///



160 5. Dynaamisen ilmién mallinnus
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Figure 5.27: Mallin z;; = 0.8x¢ + 3z:(1 — ;) ratkaisu, kun zy = 0.5.

Olkoon tutkittavana epilineaarinen DY-ryhma

{ dx/dt

dydt f(z,y) (5.122)

g(x,y)

Lé&helld tasapainopistettd x ~ x* ja y ~ y* asetamme £ = x —z* jay = y — y*.
Voimme arvioida

Q&

dg/dt 9z T + gyy
di/dt fa fy) (m)
- ~ - 5.124
(dy/dt) (gm gy ) \ ¥ ( )
missé osittaisderivaatat on laskettu tasapainopisteessa. Lahelld tasapainoa systeemi
kéyttaytyy siis likimain kuin lineaarinen malli (5.124). Stabilisuus tutkitaan siis

derivaatta-matriisin
9z Gy

ominaisarvoista. Palataan nyt edelld kesken jdidneeseen esimerkkiin.

{ dz/dt [+ + fyy (5.123)

Esimerkki 5.8.3 Edella

dx/dt
{ dy/dt

—rz+y(l—2x)

f(z,y)
wr oy (5.125)

[
2,
&

<
N—

Osittaisderivaatat ja derivaatta-matriisi ovat

fz = —T-Yy
fy = 1—-x

ge = a
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gy = -1
(5.126)

=D = (Tay 1195) (5.127)

Tasapainopisteessd (z7,y}) = (0,0) siis

DO — (—7” _11) (5.128)

a
Ominaisarvoille patee

(=r=A)(-1=-X)—a
M4+ (1+r)A+(r—a)

—(1+7r)x/(1+7r)2—4(r—a)

A= 5

Molemmat ominaisarvot ovat negatiivisia, jos juurrettava on pienempi kuin (1+r)?,
eli
a<rT.

(Jos juurrettava on negatiivinen, niin A on kompleksinen ja sen reaaliosa on negati-
ivinen, joten tdssdkin tapauksessa tasapaino on stabiili.)
Tasapainopisteessd (x3,y5) = (1 — r/a,a — r) derivaatta-matriisi on

@ _(-r—ys 1—a5\_[—a r/a
b (T EY ()

Ominaisarvoille pétee

(—a—=X)(-1=-X)—-r = 0
N4+1+a)r+(a—r) =

—(1+a)+/(1+a)?—4(a—r)
2

A =

Molemmat ominaisarvot ovat negatiivisia, jos juurrettava on pienempi kuin (1+a)?,
eli
a>r.

(Jos juurrettava on negatiivinen, niin A on kompleksinen ja sen reaaliosa on negati-
ivinen, joten tdssdkin tapauksessa tasapaino on stabiili.) ///

Esimerkki 5.8.4 Edellisessd esimerkissé oli useita muutosnopeuteen liittyvia ker-
toimia asetettu ykkosiksi, jotta laskeminen nayttéisi helpommalta. Oikeastaan mallin
pitaisi olla

de/dt = —rz+ay(l-—uz) f(z,y)



162 5. Dynaamisen ilmién mallinnus

Olkoon yrityksen liikevaihto 157000 € /kk ja markkinaosuus z = 0.25 = 25%. Talla
hetkella yritys katsoo markkinointipanoksen oikeaksi suuruudeksi 8000 € /kk. Vali-
taan y:n yksikoksi 1000 € /kk. Silloin

a-025=8=a=32 (5.131)

On arveltu, ettd ilman markkinointipanosta markkinaosuus kuluu pois suhteellisella
vauhdilla 10%/kk, joten (kun aikayksikkond on kk)

dx/x
=0.1 132
7 0 (5.132)

de/dt = —rx = r = —

Tuhannen euron markkinointipanoksen (/kk) arvellaan kaantavin 2% ei-asiakkaista
asiakkaiksi kuukaudessa. Siis

ay(l—x)

T =002y = a =002 (5.133)

Markkinointipanoksen suhteellinen muutosnopeus on 20%/kk. Siis

dij/dt = —Bj = B = fdfl—ig =0.2 (5.134)

Saamme siis konkreettisen mallin

{dm/dt = —0.1z+0.02y(1 — )

dy/dt = 0.2(32z —y) (5.135)

Tasapainoratkaisut ovat (x7,y7) = (0,0) ja (x3,y3) = (0.844; 27.0). Derivaatta-
matriisi on

_ —0.1-0.02y 0.02(1 —x)
D= < 6.4 0.2 (5.136)
1 _ —-0.1 0.02 o _ W
=D = < 64 —02) 7N =051 =021
2 _ —0.64 0.00312 @ _ @ _
=D < 64 02 )M 0.681, A 0.156
Siis ei-triviaali tasapaino on stabiili. Hyva! Yritys tulee vield kasvamaan! ///

Esimerkki 5.8.5 Tarkistetaan viela onko edellisen esimerkin yritykselld markki-
nointipanos -kerroin a kohdallaan. Jos a palautetaan numeroarvosta parametriksi,
niin malli menee muotoon

{dw/dt = —01lz+0.02y(1—2z) = f(z,y)
dy/dt = 0.2(ax —y) = g(z,y)

(5.137)

Tasapainoratkaisut ovat (z7,y7) = (0,0) ja (23,95) = (1—5/a;a—5). Jos myynnista
saatava kate on 20%, niin voitto tasapainossa markkinointikustannukset huomioiden
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on
P(a) = 0.2-2*-628000— y* (5.138)
= 0.2-(1—5/a)-628000 — (a — 5) - 1000 (5.139)
130600 — 628 000/a — 1000a (5.140)

Suurin voitto tasapainossa saadaan, kun
Pla)=0=a~25 (5.141)

Yritys siis panostaa markkinointiin enemmaéan kuin sen tasapainossa kannattaisi.
Toisaalta yritys ei viela ole tasapainotilanteessa, joten on ymmarrettavéa, etta halut-
tua markkinaosuutta haetaan agressiivisesti. Optimaalinen panostus transientissa
vaiheessa kuuluu niin sanotun optimiohjausteorian (optimal control theory) alaan.
Emme nyt paneudu optimiohjauksen teoriaan. ///



