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1.1. Kurssin tavoitteet 1

1. Johdanto

1.1 Kurssin tavoitteet

Taman kurssin tavoite on antaa opiskelijalle matemaattiset valmiudet jatkaa operaa-
tioanalyysin ja taloustieteiden opiskelua. Jatkossa opiskelija saa tutustua sovelluk-
siin, joissa ”saatu hy6ty” riippuu monesta muuttujasta. Luonnollinen tehtévé silloin
on 16ytaa muuttujille sellaiset arvot, ettd hyoty saadaan mahdollisimman suureksi.
Témén perustehtavin ratkaisemista sanotaan optimoinniksi. Jo talousmatematiikan
perusteissa tutustuttiin lineaariseen optimointiin. Talld kurssilla tavoitefunktio ja
rajoitteet saavat olla epélineaarisia.
Kurssin sisélto jakautuu karkeasti neljdén osaan:

. matriisilaskentaa
. optimointia

. jonoja ja sarjoja

W N e

. differentiaaliyhtaloita

Kurssin alussa esitettdvid matriisien ominaisuuksia tarvitaan myhemmin optimoin-
nin ja differentiaaliyhtéliden yhteydesséd. Matriiseja opiskelija tulee tarvitsemaan
muillakin kursseilla, joten asiakokonaisuus on tarked. Matriisiosuus alkaa lineaarial-
gebran kertauksella, jota luultavasti ei tdmén kurssin tentissa tulla kysyméaan. Missa
kertaus loppuu ja uusi materiaali alkaa riippuu kulloisenkin vuoden luennoijasta ja
edeltavien kurssien toteutuksesta.

* merkinnét, sanonnat
* matriisilaskut Excel:114
* graafiset esitykset

* analyysi, harjoittele kirjainten kasittelyd lausekkeissa
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2. Matriisilaskentaa

2.1 Lineaarialgebran kertausta

Merkitsemme koulumatematiikasta tuttua vektoria & = 27 + 3; sarake matriisilla

v:<§) =(2 3)7

Merkintatavan muutos helpottaa jatkossa siirtymistd useamman kuin kahden ko-
ordinaatin vektoreihin. Yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen on nyt helposti

() ()= () (1)
+(3)-(33)- (1)

Perinteinen ja hyva tapa saada mielikuva edelld olleista vektoreista on ajatella ne
siirtymising. (2 3 )T = "kaksi oikealle ja kolme ylos”, (5 1 )T = "viisi oikealle ja
yksi y16s” ja (2 3)T4(5 1)T = kaksi oikealle ja kolme ylés ja vieli viisi oikealle
ja yksi ylos” = 7seitsemén oikealle ja nelja ylos” (ks. Kuva 2.1).

Kéytamme n-alkioisten vektoreiden joukolle merkintaé

R'={a=(a; az ... a,)"| a;€R,j=1,2,...,n}

Sanomme IR™:44 n-ulotteiseksi Euklidiseksi vektoriavaruudeksi. R!, R? ja R® ovat
lukion matematiikasta tutut lukusuora, taso ja kolmiulotteinen avaruus. (Meidan
kiyttdmadmme merkintd R" muistuttaa siitd, ettd vekrotin koordinaatit a; ovat
reaalilukuja. Monessa kirjassa halutaan korostaa Eukleideen nimeé, ja sillon vas-
taava merkintd yleensia on E™.)
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(2) ]
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Figure 2.1: (2 3)T+ (5 1)T = (7 4)T

Yleistamme R?:ssa niin luonnolliset yhteenlasku- ja reaaliluvulla kertomis-s&annot

R":44n seuraavasti. Olkoota= (a1 a2 ... ap)€R", b=(by by ... b,)€
R c=(c1 ¢ ... cp)eR"japeR.

at+tb=c & cj:aj+bj,Vj:1,...,n (2.1)

pa=c & cj=pa;, Vji=1,...,n (2.2)

On térkeédtd huomata, etté vektoreille on sovittu kahden vektorin yhteenlasku ja vek-
torin kertominen reaaliluvulla, mutta kahden vektorin kertomista ei ole méaritelty.
Y1l& sovittu merkintéd, noudattelee matriisinotaatiota. Joskus on tarpeen erotella
matriisin alkioita (vektorin koordinaatteja) toisistaan. Seuraavassa kaksi esimerkkié,
joissa erottimet ovat tarpeen.

(;;2> P (?;1) = (24;13)",

Sovitaan vield merkinndista

0= (00 ..0" (2.3)
1= (11 ... 1) (2.4)
er = (o S - )T, (255)

missd O = 1, ja djp =0, kun j #k

Esimerkiksi R%:ssa

0 1 1 0 0
0= 0 s 1= 1 , €1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 1 0 0 1

2.1. Lineaarialgebran kertausta 5

2.1.1 Sisatulo ja normi
Kahden vektorin a € R® ja b € R? sisitulo (a|b) ja vektorin a € R® normi ||al|
maédritellddin seuraavasti
b
(alb) = ab=(a1 az az)| b2 | =aibs + asbs + azbs (2-6)
bs
lal = +/(ala) = \/af + a3 + a} 2.7)

Sisdtulo on siis lukiosta tuttu pistetulo ja normi on vektorin pituus. Nyt yleistimme
seuraavasti.

Miééritelmé 2.1.1 Kahden vektorin a € R” ja b € R" sisétulo (a|b) ja vektorin
a € R" normi ||a|| ovat

(a|b) a"b = a1by + agby + ... + anby (2.8)

la] = +/(aja)=1/a?4+a3+...+a2 (2.9)

Sisétulon arvo on reaaliluku, joten sisétulo ei ole vektoreiden vélinen laskutoim-
itus. (Siksi véltdmme nyt pistetulomerkintéé.) Kahden vektorin sanotaan olevan
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ortogonaaliset (merkitéén a_Lb) jos niiden sisdtulo
on nolla, alb < (a|b) = 0. Normi on mitta vektorin suuruudelle. Kaksi vektoria
ovat lahella toisiaan, jos niiden erotuksen normi on pieni

Esimerkki 2.1.1 Olkoon a € RY N:sti havaintoarvosta muodostuva havaintovek-
tori (aikasarja). Havaintosarjan keskiarvo on

fa = (a1 +a2+...+ay)/N = N"all) (2.10)

Havaintojen poikkeama keskiarvosta (vaihtelu) saadaan vihentdmalld keskiarvo jo-
kaisesta havainnosta
8= (a1 — fla, @2 — flas---,aN — pa)” =2 — pal (2.11)

Vaihtelun suuruutta on tapana mitata varianssilla s2, joka on

2= A8 o) el )
= (N-1)""((ala) - pa(all) — pa(lla) + 2 (1/1))
aTa— Npu?
e e e I (2.12)

Olkoon b € RY toinen aikasarja ja pp sen keskiarvo ja b € R" sen poikkeama
keskiarvosta. Jos kummankin aikasarjan poikkeamat keskiarvosta noudattavat yh-
teistd rytmid, niin tulo a;b; on useimmiten positiivinen. Silloin (a|b) = Y a;b; on
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positiivinen. T&t& yhteisvaihtelua on tapana mitata kovarianssilla

cov(a,b) = ]<\]£l‘13>1 = (N—a)Ha—pal|b— 1)
= (N -a)"!((alb) - mall) - pa(1[b) + paju(1]1))
= 7aTbe ivf ot (2.13)
Kahden aikasarjan vélinen korrelaatio 7., méaritelldén lausekkeella
rp = S2D) (214)

Seuraavassa taulukossa on kolme aikasarjaa ja vastaavat varianssit, kovarianssit ja
korrelaatiokertoimet.

J aj bj cj ,
1 [ 1.000 | 3.000 | 5.000

2| 1.165 | 2.986 | 5.648 °
3| 1.224 | 2.388 | 5.790 s
4| 1.171 | 2.698 | 4.988 4

5| 0.894 | 3.275 | 4.243 3
6| 0.767 | 3.199 | 4.077 2
71 0.893 | 3.188 | 4.753
8| 1.285 | 3.556 | 5.665
9| 1.389 | 2.628 | 6.021 M M 0 1 2
10 | 1.011 | 2.251 | 5.289
11 | 0.733 | 3.349 | 4.497
12 | 0.671 | 2.514 | 4.013 fo = 1.013  py =2.959  pe = 4.997
13 | 0.823 | 2.857 | 4.497 5a=0219 s, =0429 s.=0.643
14 | 1.076 | 3.286 | 5.366

15 | 1.327 | 3.575 | 5.939 cov(a,b) = 0.012, Ta,p = 0.126
16 | 1.247 | 2.714 | 5.501 cov(a,c) = 0.132, Ta,c = 0.941
17 | 0.976 | 3.449 | 4.863 cov(b,c) = 0.014, rp,c = 0.053

18 | 0.849 | 2.996 | 4.272
19 | 0.704 | 2.106 | 4.343
20 | 1.063 | 3.157 | 5.165

Esimerkki 2.1.2 Yhteisvaihtelua késitellddn paljon riippuvuusanalyysin kurssilla.
Tala kurssilla emme jatka aiheen késittelyd enempéad kuin yhdelld huomiolla. Koska
usein taloudelliset aikasarjat esitetdén muodossa, jossa havaintojen keskiarvo on
likimain nolla, ymmaéarretdan helposti aikasarjojen ortogonaalisuus ja korreloimat-
tomuus samaksi asiaksi. T&maé ei kuitenkaan ole totta. Seuraava vastaesimerkki
osoittaa eron.
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j [ b]‘
1| -1,000 | 3,000 i
2| 1,000 | 5,000 . P "
3| -2,000 | 2,000 o \//'
4 | -1,000 | 3,000 2
5| 0,000 | 4,000 A -
6| 1,000 | 5,000 T \/

E

| -0.333 | 3.667

s | 1.211 ] 1.211 -4

cov(a,b) = 1.222 o oo 4587
Ta,p = 1.000,

(afb) =0

Aikasarjat korreloivat téydellisesti, vaikka ovatkin kesken&én ortogonaaliset.

2.1.2 lineaarinen riippumattomuus ja kanta

Esimerkki 2.1.3 Olkoon yrityksen A osakkeen arvo 20 € ja yrityksen B osakkeen
arvo 10€ . Sijoittaja tarkastelee omaisuutensa rakennetta ryhmittelemalla sijoit-
tamansa rahat kolmeen osaan ”mekaaninen puunjalostus”, ”paperi” ja "kemiante-
ollisuus”. Yrityksen A liikevaihdosta puolet tulee sahatavarasta ja puolet paperin
valmistuksesta. Yrityksen B liikevaihdosta puolet tulee hienopaperista ja puolet
véarikemikaalien myynnistd. Yritysten osakkeiden arvojen jakautumiset eri toimi-
aloille voidaan esittad vektoreilla

10 0
V= 10 3 VB = 5 (2.15)
0 5

Sijoittaja haluaa sijoittaa 1000 € siten, ettd 50% sijoituksesta menee paperinvalmis-
tukseen loppu jakautuu tasan mekaanisen puunjalostuksen ja kemian teollisuuden
kesken. Tavoitteena on siis jakauma

250
wy = | 500 | . (2.16)
250

Té&mé& onnistuu ostamalla 25 kappaletta A-osaketta ja 50 kappaletta B-osaketta, silla

250 10 0
wy=|[500]=25(10 ] +50( 5 | =25va+50vp (2.17)
250 0 5

Toinen sijoittaja haluaa sijoittaa 1000 € siten, ettd 50% sijoituksesta menee me-
kaaniseen puuhun ja loput tasan paperiteollisuuteen ja kemian teollisuuteen. (Siis
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wy = (500; 250; 250)T.) Tami on jo vaikeampaa. Perusteellinen ratkaisuyritys
johtaa seuraavaan paittelyketjuun

VA +Yyvp = Wa (2.18)
10 0 500
s a|10]+y[5]=1250
0 5 250
10 0 " 500
& 10 5 ( ) =1 250
0 5/ \Y 250
10 0| 500\ :10
G 10 5[ 250 | 10
0 5| 250 05
1 0|50\ -1
— 1 05|25 | « |
0 150 1
1 05| 50
—> 0 1 50 -0.5
0 05| —25 —
1 05| 50
— 0 1 50
0 0| —50/ — eiratkaisual

/17

Sovimme seuraavista sanonnoista.
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Madsritelmé 2.1.3 (1) Vektorijoukko {vi,vo,..., vy} C R™ on lineaarisesti riip-
puva (sidottu) (linearly dependent), jos on olemassa reaaliluvut Aq, Ao, ..., Ay € R,
joista ainakin yksi ei ole nolla, niin ettd

Avi+Xove + ..+ Ay vy, =0

(2) Vektorijoukko {v1,va,...,v,,} C R"™ on lineaarisesti risppumaton (vapaa) (lin-
early independent), jos se ei ole sidottu, eli

(MVi+Xava+ o A AV =0) = (A =g = ... = A, = 0)

Lineaarisesti riippuva eli sidottu vektorijoukko voidaan myos luonnehtia sano-
malla, ettd vektorijoukko on sidottu, jos ainakin yksi vektoreista voidaan lausua
muiden lineaarikombinaationa.

Vektorijoukko ei valttamétta viritd koko R"™:44. Esimerkissa 2.1.3 toisen sijoit-
tajan tavoitejakauma wo ei ole toteutettavissa v 4:n ja vp:n lineaarikombinaationa
(wo ¢ span{va,vp}). Jos toinen sijoittaja haluaa toteuttaa suunnitelmansa, niin
hénen tulee etsid kolmas yritys C niin, ettd wo € Span{va,vp,vc}. Asia on selvi,
jos Span{va,vp,vc} = R®. Témién kappaleen lopussa saamme ehdon sille, etté
vektorijoukko virittaa IR™m.

Madiritelmé 2.1.4 Jos vektorijoukko E = {vi,va,...,v,n} C R" on lin-
eaarisesti riippumaton, niin sanomme ettd se on virittdménsd aliavaruuden
span{vy, Vva,..., Vv, } kanta (base). Vektoreita v; € E sanotaan kantavektoreiksi.
Jos kantavektorit ovat keskendin ortogonaaliset eli (v;|vg) = 0, kun j # k,
niin kanta on ortogonaalinen (orthogonal). Jos kanta on ortogonaalinen ja lisdksi
Ivill =1, =1,...,m, niin kanta on ortonormitettu (orthonormal).

Maéritelmé 2.1.2 Olkoon u, vy, va,...v,, € R" vektoreita ja A1, Aa,...,Am € R
reaalilukuja.
(1) Jos

u=Mvy+Xva+...+ AV
niin sanomme, ettd vektori u on lineaarikombinaatio (linear combination) vektoreista
{vi,va, oy Vit

(2) Vektorijoukon {v1,va,...,v,} C R™ kaikkien lineaarikombinaatioiden joukko
on sen virittéma aliavaruus (a subspace of R™ spanned by {vi,va,..., v })
span{vy, va,..., vy} = {u € R"|u on lineaarikombinaatio vektoreista v;}

Esimerkki 2.1.4 Tutkitaan muodostavatko esimerkin 2.1.3 vektorit {va,vp} vi-
rittdmaénsé aliavaruuden kannan. Lineaarisen riippumattomuuden mééritelmén pe-
rusteella riittdd osoittaa, ettd

()\1VA + Xovp = 0) = (/\1 =X = O)
Osoitamme tdmén seuraavasti
10 0 0

AMva+Xvp=0 & X\ [10])+X|5]=1]0
0 5 0

10A; =0

= 100 + B5X = 0

5X = 0

S A =X=0
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Siis vektorit muodostavat kannan. /]/

Esimerkki 2.1.5 Olkoon esimerkin 2.1.3 sijoittajilla kdytettdvissddn kolmas osa-
ke, C-osake, johon liittyvi jakauma on v = (10 5 0)T. Sijoitusneuvoja neuvottelee
asiakkaidensa kanssa ja méarittdd kullekin sopivan jakauman w. Voidaanko tdmé
jakauma aina toteuttaa lineaarikombinaationa vektoreista {va,vp,vc}, eli onko
span{va,vg,vc} = R??

Olkoon nyt w € IR® miké tahansa asiakkaan toivoma painovektori. Mairitdmme
sitd vastaavat lineaarikombinaation kertoimet A1, A2 ja Az siten, ettéd

Ava+Xdvep +A3ve = w (2.19)
10 0 10 w
SAM |10 +X |5 +X3] 5 = wa (2.20)
0 5 0 ws
10 0 10 A wy
< |10 5 5 A2 = wy | . (2.21)
05 0/ \x ws

Tastd yhtaloryhméstd saadaan A:t aina ratkaistua, silld yhtdloryhmén kerroinma-
triisin determinantti ei ole nolla. Siis span{va,vp,vc} = R? ja mikd tahansa
asiakkaan toivoma painovektori voidaan toteuttaa vektoreiden {va,vp,vc} lin-
eaarikombinaationa.

Pian esimerkkimme sijoitusneuvoja saa vastauksen muutamaan peruskysymyk-
seensa. Sitd ennen maarittelemme vield aliavaruuden dimension ja annamme muu-
taman muutaman kantoihin liittyvin ominaisuuden lauseiden muodossa.

Voidaan osoittaa, ettd jos lineaarisesti riipppumattomat vektorijoukot E; =
{vi,va2,...,vp} CR" ja By = {ug,uy,...,u;} C R" virittivit saman lineaarisen
aliavaruuden H = span(E;) = span(E»), niin kannoissa E; ja E» on yhtd monta
kantavektoria. TAmé& oikeuttaa méérittelem&én.
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Lause 2.1.2 Olkoon E = {vy,Vvs,...,v,,} C R" joukko vektoreita ja olkoon V
matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit vy, va, ..., vy,. (V on siis (n x m)-matriisi.)
Silloin £ on R™:n kanta, jos ja vain jos

m = n jalisdksi
det(V) # 0.

Miééritelmé 2.1.5 Lineaarisen aliavaruuden H C IR" dimensio, dim(H) on sen
kannan kantavektoreiden lukumééra.

Lause 2.1.1 dim(R") =n

Todistus. Selvésti E = {e1,es,...,e,} on R":n kanta. O

Todistus. [=] Oletetaan ensin, ettd E on R™:mn kanta. Lauseen (2.1.1) mukaan
m = n. Koska m = n matriisi V on neliomatriisi ja voimme péaatella seuraavasti
(vertaa esimerkin 2.1.5péaattelyyn)

E on kanta

= E ={v1,Va,...,V,} on lineaarisesti riippumaton

S (Mvi+tXeve+ ...+ v, =0)= (AN =X=...=),=0))
A1 0
A2

< ryhmalla V| | = | . | on vain triviaali ratkaisu
An 0

& det(V)#0

[«<] Oletetaan toiseksi, ettd m = n ja det(V) # 0. Vastaava piéttely kuin edelld
osoittaa, ettd E on lineaarisesti riippumaton. Lisidksi voimme paatella, etta

det(V) #0
A1
A2
< ryhmalla V| . | =w on ratkaisu kaikilla w € R™
)\Tl

< jokainen w € R" voidaan lausua lineaarikombinaationa
W=ANVi+Xavo+...+ AV,
& E virittdd R™m
Siis £ on R™:n kanta. O
Esimerkki 2.1.6 a) Vektorijoukko

E =

— N
o~
- o

on IR*n kanta silld

10 3 0
2 1 5|=43+#0
1 7
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b) Vektorijoukko

E, = 2 11,11
1 0 1
ei ole R kanta silli
10 3 7
2 1 1/=0
1 01
¢) Vektorijoukko
10 3
By = 2 ],(1
1 0

ei ole R®m kanta silli kantavektoreita on liian vihin (Ej ei viriti R®:a).
d) Vektorijoukko

10 3 1 3
Ey= 2 1,{1),101],5
1 0 7 1
ei ole R®:n kanta silli kantavektoreita on liian monta (Ej ei ole vapaa). ///

Joissakin tilanteissa laskeminen helpottuu, jos lineaariselle aliavaruudelle H =
span{vi, va,...,V,, } on kiytettdvissd ortonormaali kanta. Voidaan osoittaa, ettd
ortonormaali kanta aina 16ytyy. Seuraava menettely antaa ortogonaalisen kannan,
josta ortonormaali kanta saadaan kertomalla jokainen kantavektori norminsa k&&n-
teisluvulla.
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Maéritelmé 2.1.6 Olkoon H C R" lineaarinen aliavaruus. H:n ortogonaalikom-
plementti (orthogonal complement) H L koostuu niistd IR™:n vektoreista, jotka ovat
kohtisuorassa kaikkia H:n vektoreita vastaan. Siis

HY = {x € R" | (x| h) =0, kaikille h € H}

Lause 2.1.3 (Gram-Schmidt) Olkoon {vi,Vs,...,V,,} lineaarisesti riippumaton
ja H = span({vi,vs,...,vp}) C R". Jos asetetaan

u = v
= vy 2lu)
(ur |ur)
_ (va|uy) (V3| us)
u = Vz—o——— U ——— W
(uy Juy) LLERRIEY
Wy = Vi — <Vm\‘11>u1 _ <Vm\‘12)u o (Vi [ Wn—1) .
(ur [ur) (uz [uz) (uz [ up 1)
niin {uy,uy,...,u,} on H:n ortogonaalinen kanta. Liséksi
span{uy, g, ..., u;} = span{vy,va,...,vg}, kun 1 <k <m.

Todistus. HT. O

Olkoon H C R" lineaarinen aliavaruus ja V = {vi1,va,...,v;} sen kanta. Nyt
siis dim(H) = k < n. Laajennetaan vektorijoukko V' kanonisen kannan vektoreilla
joukoksi V' asettamalla v;- =vjkunj=1,...,kjavi,=e,kani=1,...,n

Soveltamalla Gram-Schmidt -prosessia tahén vektorijoukkoon silla muutoksella, etta
jos askeleella i saadaan u; = 0, niin hyldtdén u; ja jatetdan jatkossa u; lausekkeista
pois. Tdméa Gram-Schmidt -prosessin muunnelma johtaa ortonormaaliin R":mn kan-

taan, jonka ensimmadiset k kantavektoria {uj,us,...,us} virittdvit H:mn ja loput
n — k kantavektoria {ugi1,ug42,...,u,} virittdvit H:n ortogonaalikomplementin
H:

Erityisesti siis

dim(H) + dim(H*) =n (2.22)

ja jokainen x € R" voidaan yksikésitteiselld tavalla esittdd muodossa

X =AUy + ...+ AU+ Aep1Upgr + ..+ Apuy, (2.23)

€H eHL

2.1.3 Kannanvaihto

Laskeminen on aina helpointa, jos kilytetdén kanonista kantaa E = {ey,es,...,e,}.
(Huomaa merkintésopimus (2.5).) Valitettavasti joskus on pakko vaihtaa kantaa.
Seuraava tarkastelu kannattaa ensimmaiselld lukukerralla lukea kursoorisesti. Lue
se uudelleen ja tarkemmin, kun sithen my6hemmin viitataan.
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Maaritelmé 2.1.7 Olkoon E = {uj,us,...,u,} lineaariavaruuden R"™ kanta. Jos
x € R" ja sen esitys kannassa E on

X =21Uu; + TaU2 + ...+ TpUy,

niin kertoimista muodostamme vektorin

x=x"=| | eR",
Tp

jota sanomme vektorin x € IR" koordinaattivektoriksi kannassa E. (Jos kanta on
selvé se jitetadn merkitsemétta. )

Olkoon seuraavassa E = {uj,us,...,u,} ja E' = {u/1,u's,...,u',,} kaksi R™:n
kantaa. Koska jokainen FE:n kantavektori voidaan lausua yksikasitteiselld tavalla
kannassa E’, on olemassa reaaliluvut a;; siten, etta

u = anu} + anuy + ... + anu,
u; = a12u/1 + 112211/2 + ... + ﬂn,zll;z
) (2.24)
u, apu) 4+ aspuh .+ appul,
’
u u;
’
uy uy
= S l=AT| . (2.25)
u, u),

2.1. Lineaarialgebran kertausta 15

Silloin
X = xiui+Tous+...+Tpu, (2.27)
= z1(a11u] +aguh+ ...+ apul,) (2.28)

! ’ !
+ @2 (a1pu] + asuh + ... + apouy,)
! ’ ’
+ .oz (@ipu] + aspuh + L apnuy,)

= (a1171 + @12%2 + .. . + A1, 7)) (2.29)
+ (a21z1 + azry+ ...+ aznzn)u;

!
+ oo (@1 + an2®a + . Gy )y,

1 = a1171 + a2+ ...+ apTy
Th = ap®1 + agy+ ...+ a2ty

= ] (2.30)
T, = a1+ an2%2 + ... F Gunp

< ¥ =AX (2.31)

Kokoamme joitakin kannanvaihdon ominaisuuksia lauseiksi, joihin vetoamme
mythemmissé kappaleissa.

Maééritelmé 2.1.8 Jos kaava (2.25) on voimassa, niin sanomme, ettd AT on kan-
nanvaihtomatriisi.

Huomaa, ettd kaavan (2.25) vasen (oikea) puoli ei oikeastaan ole matriisi. Mat-
riisihan on lukukaavio, mutta (2.25):ssa on kaavio, jonka alkiot ovat kaavioita.
Téllaista tietorakennetta sanomme tensoriksi. Télla kurssilla emme opettele ten-
sorilaskentaa, mutta on hyvé tuntea termi. Kun lasketaan Mathematica -ohjelmalla
tai vastaavalla muulla ohjelmalla matriisilaskuja, tulee lausekkeita kirjoittaessa hel-
posti syntaksivirheitd. Jos silloin virheilmoituksessa esiintyy sana ”tensor”, niin
kannattaa tarkistaa, ettei ole sijoittanut matriisin alkioksi vektoria.

Olkoon nyt x vektori, jolla on eri kannoissa esitykset

X =T1W + ToUp + ... + Tpu, = U] + huh + ...+ Ul (2.26)

nen:

Lause 2.1.4 Olkoon F = {uj,uy,...,u,} ja B’ = {u';,uy,...,u',,} kaksi R"mn
kantaa ja x € R™. Jos AT on kannanvaihtomatriisi siten, etti

u; uj

!

uy uf
. =AT

u, u

n
niin koordinaattivektoreille on voimassa

! = AX
ALy

iy
|

"L

Todistus. Edelld tuli perusteltua kaikki muu paitsi kdinteismatriisin A~! olemas-
saolo. Matriisin A sarakkeiden tulee olla lineaarisesti riippumattomat, silld muuten
kannan E kantavektorit eivét olisi lineaarisesti riippumattomat. Siis det(A) # 0.
Misté edelleen seuraa kéénteismatriisin olemassaolo. )

Esimerkki 2.1.7 Tarkastellaan R?m kantoja E = {uj, w2} ja E' = {u'y,u’s},

joille
u = 0.5u) T _ (05 0
{u2 1ou,—2u, A Tl 2 (2:32)
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u, Y X
’
u,
e
W

Figure 2.2: Erds mahdollinen esimerkin 2.1.7 realisaatio.

Siis
(05 15\ . 4 (2 15
A‘(o 72> ja A _(0 4).5) (2:33)

Vektorin x = 3u; + uy esitys kannassa E’ saadaan laskemalla

¥ = Ax= (065 1,;) <i‘) - (f’2> (2.34)

=x = 3u}]-2u) (2.35)

Vektorin y = 2u) — 2uj esitys kannassa F saadaan laskemalla

G (R)()() e

=y = u +u (237)

Kuvassa 2.2 on piirretty esimerkkitilanne, jossa kannanvaihtomatriisi on sama kuin
edelld. Huomaa kuitenkin, etta laskut edelld laskettiin kayttédn koordinaattivektor-
eita ja kannanvaihtomatriisia.
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Todistus. Kéytdmme matriisin A j:nnesti sarakeesta merkintaa
T
a,j = (a1, azj, ..., an;)" . Nyt

n n
by = (wifuy) = (Z agiuy, | Z’lm‘%) (2-38)
k=1 =1
n n n
= > a (Z amékp) =" apar; = ag,a.;
k=1 p=1 k=1
= (aei | as)
m]
Lause 2.1.6 Olkoon E’ = {ey,ey,...,e,} lineaariavaruuden IR™ kanoninen kanta
ja E = {uj,uy,...,u,} toinen R™:mn kanta. Olkoon U matriisi, jonka j:s sarake on

kannan E j:s kantavektori u;. Olkoon x’ € R"™ vektori ja X sen koordinaattivektori
kannassa E. Silloin
X =UX ja Xx=U"'%

Lause 2.1.5 Olkoon E = {uj,uy,...,u,} ja B/ = {u/1,u's,...,u',,} kaksi R"n
ortonormitettua kantaa. Jos AT on kannanvaihtomatriisi siten, etti

T

(ug,ug,...,u,)" = AT (uf, 0, .. 0,

niin
ATA =1

eli matriisin A sarakkeet ovat keskendén ortogonaaliset yksikkovektorit ja siis muo-
dostavat R"™:n ortonormitetun kannan.

Todistus. HT O

2.2 Matriisin rangi

Edellisen kappaleen esimerkin 2.1.3 sijoittajien kéytettévissd on enemmén kuin kaksi
tai kolme osaketta. Kun sijoitusneuvoja alkaa muodostaa ratkaisuehdotusta asi-
akkaalleen, hén ensin maarittdd asiakkaan toiveiden mukaisen tavoitejakauman w.
Sitten han valitsee tavoitejakauman mukaisen lineaarikombinaation osakkeista, joita
hén nyt pitdd parhaina sijoituskohteina

W=A1vi+ Avo+ ...+ AV (2.39)

Sijoitusneuvojan toimintaa helpottaa suuresti, jos hén jo etukiteen varmistuu siita,
ettd
span{vi, va,..., Vi } = R?, (2.40)

jolloin lineaarikombinaatio (2.39) on aina olemassa. Jos m = 3, niin {vy,vs,v3} on
RR*:n kanta ja lineaarikombinaation kertoimet A1, A2, A3 ovat yksikésitteiset. TAméa
helpottaa neuvojan ty6td, mutta ei ole optimaalista sijoittajan kannalta.
Periaatteessa osakkeen j arvo markkinoilla on u;m) = (v;]1). Jos kuitenkin
sijoittaja antaa osakkeille téstd poikkeavat arvot u; ja tavoitefunktio on lineaarinen,
niin lineaarikombinaation (2.39) arvo on z = ug A1 + uaAs + ... + U Am.
Muodostetaan matriisi V, jonka sarakkeet ovat vy, va, ..., v,,. Sijoittajan
kokema hoty maksimoituu, kun neuvoja ratkaisee lineaarikombinaation kertoimet
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A1, A2, A3 LP-mallista

max z = wA1 + Ude 4+ ...+ UpAp,
ehdoin v+ Ave + o+ AV = W
max z = uiA; + usds + 4+ UmAm
N ehdoin  Awv;r + Avin + + AmUim = w1
Avar + Agvaz + + AU = w2
Avzr + Aguse + AmUsm = w3
max z= ul\
54

ehdoin Vi=w

Tallaisia LP-malleja on késitelty talousmatematiikan perusteiden kurssilla ja oper-
aatioanalyysin kurssilla niihin paneudutaan lisdd. Nyt jatdmme sijoitusneuvojan
hetkeksi.

Palaamme miettimdéin milloin vektorijoukossa {vi,va,...,v,;,} on riittavisti
vektoreita virittdmain R™:m. Ehto (2.40) on tosi, jos matriisissa V on n lineaarisesti
riippumatonta saraketta. Kdytdmme jatkossa seuraavia nimityksia.

2.2. Matriisin rangi 19

Maidritelmé 2.2.2 Matriisin A lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden luku-
madra on matriisin sdannollisyysaste eli rangi (rank). Toisin sanoen

Rank(A) = dim(span{ae;,as2,. . .,aen }) = dim(Col(A))

Maaritelméa 2.2.1 Olkoon

ajix 12 ... Qim

az1 Q2 ... Q2m
A= . . .

Gnl Qp2 ... Qpm

(n x m)-matriisi. Matriisin A i:s rivi ja j:s sarake ovat
ay;j
aje= (a1 G2 ... Qim )T ja a.; = a2j
[
Matriisin A sarakkeiden virittdma IR™:n aliavaruus on
Col(A) = span{ae1, @e2;. .., aem} € R”
Matriisin A rivien virittdma R™:n aliavaruus on

Row(A) = span{aie, aze,...,ane} € R™

Englanninkielisissé kirjoissa sanotaan usein (n X n)-nelidmatriisista A, ettd se
on ”a matrix of full rank” jos Rank(A) = n. Tami on yhtipitavid seuraavien
ilmaisujen kanssa

A on "full rank” Rank(A) =n

dim(Col(A)) =n

matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat
det(A) #0

< A on sidnnéllinen (eli on olemassa A1)

4
4
4
4

Esimerkki 2.2.1 Onko

10 3 1 13 7 ‘
span 2, (1), -1),13],[1 =R3*? (2.41)
1 0 1 1 1

Asian voi tarkistaa helposti MatLab-ohjelmalla seuraavasti

EDU>> V=[103 1137 ; 21 -131;10111]

vV =
10 3 1 13 7

2 1 - 1

1 0 1 1

EDU>> rank (V)

ans =

Mathematica-ohjelma ei tunne ”Rank-funktiota” vaan TensorRank-funktion. Lyhyt
ohje kuuluu: TensorRank[expr] gives the depth to which expr is a full array, with
all the parts at a particular level being lists of the same length.
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In[1]:=
V1list={{10,2,1},{3,1,0},{1,-1,1},{13,3,1},{7,1,1}}

Out[1]=
{{10,2,1},{3,1,0},{1,-1,1},{13,3,1},{7,1,1}}

In[2]:=
TensorRank [V1ist]

Out[2]=
2

Siis vektorit eivét viritd R>:a. /]

Rangin méarittdmistd emme nyt opettele. Periaatteessa on melko helppo ke-
hittad Gram-Schmidt’n menetelmésta muunnos, jonka avulla matriisin rangi voidaan
selvittdd. Kéaytdnnossd ongelmaksi muodostuu se, ettd pyoristysvirheiden takia
joskus saadaan laskutoimituksen tuloksena nollan sijasta hyvin pieni luku, joka ei
ole nolla. (Esimerkiksi ~ 10717 # 0.)

2.3 Lineaarikuvaus

2.3.1 Lineaarikuvauksen matriisi

Tarkastellaan ensin kuvausta f : R" — R™. Kuvauksen lineaarisuus méaritellaan
seuraavasti

Madaritelmé 2.3.1 Kuvaus f: R" — R™,v — f(v) on lineaarinen (linear), joss

(1) kaikilla u,v € R" on voimassa f(u+ v) = f(u) + f(v)
(2) kaikilla u € R, X € R on voimassa f(Au) = Af(u)

Seuraava kuvio saattaa tehdd asian konkreettiseksi.
Prosessi

panos u —» — tuotos f(u)

on lineaarinen, jos kahdesta osapanoksesta saatu kokonaistuotos on osatuotosten
summa
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u+v — — f(u)+ f(v)

ja panoksen puolittaminen (lambdaaminen) puolittaa (lambdaa) myds tuotoksen

0.5u — — 0.5f(w).

Lineaarisuus oli keskeinen oletus peruskurssilla kisiteltyjen LP-mallien tavoite-
funktiolle. Nyt erona LP-mallin tavoitefunktioon on, ettéd sekd panos, ettd tuotos
ovat vektoreita.

Esimerkki 2.3.1 Yritys valmistaa kahta tuotetta A ja B. Yhden tuotteen valmis-
tamiseen tarvittavat tuotannontekijéiden méérét on luetteloitu seuraavassa taulukossa.

tuot. tekija A|B
tyd (min) 20 | 30
lasi (m?) 3| 1
alumiinilista (m) | 12| 8

Muodostetaan A:n valmistusmadrasta z; ja B:n valmistusmas
valmistusmé&éra-vektori

x= (2) . (2.42)

Tuotannontekijdiden tarpeet, d; (tyé / min), do (lasi / m?), ds (alum.lista / m),
kootaan my0s vektoriksi
dy
d=|d |. (2.43)
ds

Tuotannontekijoiden tarve on funktio tuotantomééra-vektorista

d 20 30\ ,
d=|d | =3 1 (”1>d2f (x). (2.44)
ds 12 8 ) \™2
=A

Funktio d = f(x) = Ax on lineaarinen, silli matriisikertolasku x — Ax toteuttaa
maédritelmén 2.3.1 ehdot (1) ja (2). 1]/

Edellisen esimerkin funktio todetaan helposti lineaariseksi, koska se voidaan
tulkita matriisilla kertomiseksi. Kédanteinen on myos totta.

Lause 2.3.1 Jos kuvaus f : R" — IR™ on lineaarinen, niin on olemassa (m x n)-
matriisi A siten, ettd f(x) = Ax.

Todistus. Olkoon E = {ej,ey,...,e,} vektoriavaruuden IR" kanoninen kanta ja
vastaavasti B’ = {e}, e}, ..., e],} vektoriavaruuden R™ kanoninen kanta. (Huomaa

ta zo (padtosmuuttujista)
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merkintdsopimus (2.5).) Vektorit f(e;) € R" voidaan lausua kannan E’ avulla
yksikésitteisella tavalla.

f(e;) = aije] + azjey + ...+ amjel, (2.45)
Kootaan naisté lineaarikombinaatioiden kertoimista matriisi A = (a;;). Jos x =
(21 z2 ... z,)€ ]RT, niin merkitdan Ax = b, jolloin
f(x) = flzier+zes+... +zney)

fz1e1) + f(z2e2) + ...+ f(znen,)

z1f(er) +z2f(e2) +... +znf(en)

= x1(ane] +agey+ ...+ aniel,) + xo(arne] + axeh + ...+ amael,)
+...+ zp(a1ne] + azneh + ...+ amnel,)

n n n
U / /
= ( E (lea:k> e + < E azkxk) e +...+ <§ amkxk) €,
k=1 k=1 k=1

1 0 0 b1
0 1 0 by
= bi| . [+bf |+t . |= . = Ax

0 0 1 b

O
Joskus joudumme kédyttdméén ei-kanonisia kantoja.

Maéritelmé 2.3.2 Olkoon L lineaariavaruus ja E = {vi,va,...,v,} C L sen
kanta ja olkoon H lineaariavaruus ja F' = {w1, Wa,..., W,,} C H sen kanta. (mxn)-

matriisi AL on lineaarikuvauksen f : L — H matriisi kannoissa E ja F, jos kaikilla
x € L jay € H on voimassa

y=/x) & (F"=Apx")
< f(x)m koordinaatit kannassa F' saadaan kertomalla

matriisilla A%, vektorin x koordinaatit kannassa E

Lause 2.3.2 Olkoon L lineaariavaruus ja E = {vi,Va,...,v,} C L sen kanta ja
olkoon H lineaariavaruus ja F' = {wq,Wa,..., W, } C H sen kanta. Olkoon V
matriisi, jonka sarakkeina onat kannan E kantavektorit ja olkoon W matriisi, jonka
sarakkeina ovat kannan F' kantavektorit. Jos A on lineaarikuvauksen f : L — H
matriisi kanoonisissa kannoissa, niin f:n matriisi kannoissa E ja F' on

AL =w-lAav
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Todistus. Olkoon y = f(x). Suora lasku ja lause 2.1.6 antavat
7' = Wly=w1lAax=WAvx: (2.46)
O

Esimerkki 2.3.2 Tutkitaan uudelleen esimerkin (2.3.1) yritystd. Jos yritys myy
tuotantonsa kampanjapaketteina seuraavasti

myynti- myynti-
paketti 1 | paketti 2
tuotetta A 2 1
tuotetta B 0 2

Suunnittelukauden valmistusméaéra -vektorix = (z1 @ )T ja saman kauden myynti
y=(y1 v )T (paketteina mitattuna) toteuttavat ehdon

c(@)nel) e

Toisin sanoen myyntivektori y on valmistusmééra -vektorin koordinaattivektori kan-

) 0)

Jos yritys hankkii tarvitsemansa tuotannontekijit kolmelta alihankkijalta panoksina
seuraavasti

panos 1 | panos 2 | panos 3
ty6 (min) 60 10 0
lasi (m?) 0 1 1
alum.lista (m) 0 0 10

Suunnittelukauden tuotannontekijéiden tarve -vektorid = (dy dp ds )T ja saman
kauden alihankinta s = (s; s s3)’ (panoksina mitattuna) toteuttavat ehdon

dy 60 10 0
d=|[dsy | =5 0 + 82 1 + 83 1 . (249)
ds 0 0 10

Toisin sanoen alihankinta-vektori s on tuotannontekijéiden tarve -vektorin koordi-
naattivektori kannassa

60 10 0
F= of,l1],[1 (2.50)
0 0 10

Lauseen (2.3.2) merkinndin siis

5 1 60 10 0
V:(O 2) ja W=|[0 1 1 (2.51)
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ja panosten tarve myynnin funktiona on

s = Wld=WlAx=WlAvy (2.52)
60 10 0\ ' /20 30 -
= {0 1 1 3 1 (0 2>y
0 0 10 12 8
1/60 —1/6 1/60 20 30\ .,
= 0 1 —1/10 3 1 (0 2)y
0 0 1/10 12 8

0.0667 0.9667
= 3.6000 2.2000 | y
2.4000 2.8000

/17

2.3.2 Ydin ja kuva

Tarkastellaan lineaarikuvausta f : R™ — IR™, jonka matriisi kanonisissa kannoissa
on (m x n)-matriisi A.

Maéritelma 2.3.3 Lineaarikuvauksen f : R" — IR™ ydin (kernel) on méérittely-
avaruuden IR" osajoukko

Ker(f) = {x € R" | f(x) = 0}
ja kuva (range) on maaliavaruuden R™ osajoukko

FR™) ={y e R™ | 3x € R" siten, etti y = f(x)}

Helposti ndhdaén, ettd f:n matriisin A sarakevektoreiden virittdmé aliavaruus
Col(A) on sama kuin f:n kuva. Seuraavan méaéritelmén toinen osa ei siis ole ristiri-
idassa aiemman kanssa

Mairitelmé 2.3.4 (m x n)-matriisin ydin (null space) on IR™:n aliavaruus
Nul(A) ={x e R" | Ax =0}
ja kuva (column space) on R™:n aliavaruus

Col(A) = {y e R™ | 3x € R" siten, ettd y = Ax}
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Huomaa, ettd ytimen médritelméissd tapaamme taas peruskurssilla mainitun
asian: Ax voi olla nolla-vektori, vaikka A ei ole nollamatriisi eiké x ole nollavektori.

Esimerkki 2.3.3 Mééritetdan (3 x 5)-matriisin

1 -2 2 3 -1
A=|2 -4 5 8 — (2.53)
-3 6 -1 1 -7

ydin eli ratkaistaan kaikki yht&lon Ax = 0 ratkaisut. Ratkaistaan ryhmé Gaussin
algoritmilla

1 -2 2 3 —-1(0\ -2 +3
Ax=0 9% | 2 —4 5 8 —4(0] « (2.54)
-3 6 -1 1 —-71|0 —
1 -2 2 3 -1 |0\ «
— 0o 0 1 2 —-2]|0|-2 -5 (2.55)
0 0 5 10 —-1010 —
i -2 0 -1 3 |0
«— [0 0 1 2 20 (2.56)
0O 0 0 O 0 |0
x1 — 219 - x4 + x5 = 0
— z3 + 2x4 — 225 = 0 (2.57)
0 =0
Ty = 2x9+4 w4 — 25
< { T3 = —2x4 + 2z5 (2:58)

Toisin sanoen z3, x4 ja x5 voidaan valita vapaasti ja 1 ja x3 lasketaan sen jélkeen
yhtéloistd (2.58). Jos asetamme xo = A1, x4 = A2 ja 25 = A3, niin

T 2xo + x4 — X5 2 1 -3
o Ty 1 0 0
z3 | = —2x4 + 225 =M |0 +X] =2 4+X3]| 2 (2.59)
Ty Ty 0 1 0
5 5 0 0 1
up uz us

Siis jokainen x € Nul(A) on lausuttavissa yksikésitteiselld tavalla x = Adju; +Aous+
Azug. Siis kolmikko

2 1 -3
1 0 0
U = {uj,uz,u3} = ol,|-21,] 2 (2.60)
0 1 0
0 0 1

virittdd ytimen, eli span{u;,us,uz} = Nul(A). Se on myds vapaa (sivuutamme
osoituksen) joten se on ytimen kanta. /]
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Esimerkki 2.3.4 Toiseksi madritimme kannan matriisin

1 -2 2 3 -1
A=|2 -4 5 8 —4 (2.61)
-3 6 -1 1 -7

kuvalle, Col(A). Gaussin algoritmin mukaisissa kaavioissa (2.54) . .. (2.56) on ”pivot”-
alkiot merkitty vahvennettuina. Pivot sarakkeet ovat ensimmaéinen ja kolmas. Muissa
sarakkeissa ei pivot alkioita ole 18ytynyt. Helposti ndhddén, ettd sarake, johon ei

pivot-alkiota saada, on alkuperiisessd matriisissa lausuttavissa edeltdvien sarakkei-

den lineaarikombinaationa. Siis lineaarisesti riippumattomien A:n sarakkeiden luku-

miédrd saadaan laskemalla pivot-sarakkeiden lukumééra kaaviosta (2.56). Vastaavat

A:n sarakkeet

{ae1, 203} = 2 |,( 5 (2.62)

ovat Col(A):n kanta. /1]

Edeltévit esimerkit antavat perustelun seuraavalle viitteelle.

Lause 2.3.3 Olkoon A miké tahansa (m x n)-matriisi. Silloin

(1) dim(Nul(A)) + Rank(A) =n
(2) (m < n) = (dim(Nul(A)) > 0)

Todistus. Emme esitd tarkkaa todistusta, vaan vetoamme esimerkkeihin 2.3.3 ja
2.3.4. Esimerkkien tapauksessa Rank(A) saatiin laskemalla pivot-sarakkeiden luku-
maéiréd kaaviosta (2.56) ja dim(Nul(A)) saadaan laskemalla ei-pivot -sarakkeet kaavi-
osta (2.56). Sarakkeita (RHS ei ole mukana luvussa) on n kappaletta, joten esimerkin
tapauksessa viite on voimassa. Yleisempi todistus sivuutetaan. (2) seuraa (1):sté
koska Rank(A) < m. O

Suoraan kokeilemalla ndkee, etta
(Row(A))* = Nul(A) ja (Col(A))* = Nul(AT) (2.63)

Yhdistdmalld ndmaé ja yhtdls (2.22) lauseeseen 2.3.3 saadaan.
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Todistus.

Rank(A) = dim(Col(A)) 222 dim(Col(A)1) (2.64)

%8 — dim(Nul(AT)) L2833 Rank(AT)

2.4 Matriisin ominaisarvot

Tasséd kappaleessa tutkimme asiaa, jonka tadydellinen késittely olisi tdmén kurssin
kannalta liian raskas kokonaisuus. Siksi ”poimimme rusinat pullasta”, eli esitdmme
asian viidessé vaiheessa

Helppo osa. Ominaisarvot ja ominaisvektorit on helppo maééaritella. (~ 1/2 sivua)

Esimerkit. Laskemme lapi pari esimerkkid. Niistd kéy ilmi, ettd ominaisarvo saat-
taa olla kompleksiluku. Témé on sovellusten kannalta hankalaa. (~ 3 sivua)

Selityksia. Téssd osiossa esitellddn joitakin nimityksia kompleksisten matriisien
teoriasta. Kaikki todistukset sivuutetaan. (~ 1 sivu)

”Rusinat pullasta”. Todetaan muutama maéaéaritelmista helposti seuraava ominai-
suus. Erityisesti todetaan, ettd symmetrisen (n x n)-matriisin ominaisarvot
ovat reaaliset, ja sen ominaisvektorit virittdvat R™:mn. Tamé tekee jatkon
helpoksi. (~ 2 sivu)

Sovellukset. Sovellukset ovat myShemmissi kappaleissa. Mainittakoon: (1) ma-
triisin diagonalisointi (2) jélki ja determinantti (3) singulaariarvot (4) defini-
ittisyys (5) dynaamisen mallin kiintopisteen stabiilisuus.

Miééritelmé 2.4.1 Olkoon A (n x n)-matriisi ja x € R™. Niité arvoja A € C (tai
A € R), joilla yhtaloryhmalla
Ax = Mx

on ei-triviaaleja (x # 0) ratkaisuja, sanotaan matriisin A ominaisarvoiksi (eigen-
value). Jos Ax = Ax, niin x on ominaisarvoon A liittyvé ominaisvektori (eigenvec-
tor).

Lause 2.3.4 Jos A on (m x n)-matriisi, niin

Rank(A) = Rank(AT)

Jos méaritelmén yhtiloryhmé muutetaan homogeeniseksi
Ax = \x (2.65)
& Ax— X x=0
& (A-XDx=0 (2.66)




28 2. Matriisilaskentaa

niin peruskurssin tietojen perusteella on selvii, ettd homogeenisella yhtaloryhmalla
(2.66) on ei-triviaaleja ratkaisuja, jos ja vain jos

det(A — AI) = 0. (2.67)

Edellinen yht&lo tulee niin usein kéyttoon, ettd sovimme seuraavista nimityksista.

Masritelma 2.4.2 Yhtilo
det(A — AT) =0

on matriisiin A liittyva karakteristinen yhtdlo ja sen vasen puoli
P(\) = det(A — AI)

on matriisiin A liittyva karakteristinen polynomi.

Edeltévistd méaaritelmistd seuraa nyrkkisaanto

ominaisarvot = karakteristisen yhtdlon juuret

Esimerkki 2.4.1 Perustapaus. Ratkaistaan matriisin

Ao <f6 *11> (2.68)

ominaisarvot. Muodostetaan karakteristinen polynomi ja ratkaistaan sen nollakoh-

dat.
P(\) = det(AfAU:det((fa _11)”((1) ?))

P A e-va-n-coco e
= M-3—-4=Q0+1)(A-4)
Saamme ominaisarvot (karakteristisen polynomin nollakohdat)
A=-1ja =4 (2.70)
/17

Esimerkki 2.4.2 (Perusesimerkki jatkuu.) Ratkaistaan edellisen esimerkin om-
inaisarvoihin liittyvét ominaisvektorit.
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(2 ) ()= (2)

2y — X2 = —x
=4 { 1 2 1 & o = 311

Tapaus Ay = —1.

—6x1 + ®2 = -z

T o Ty _ a

Siis:  x; = <Zz> = <3a) ,a#0
2 -1 X, —4 T
-6 1 T To

200 — xo = 4dx,
To = —2%
“ { —6x1 + wmy = dxo a2 T1

o Iy _ b
Siis:  x9 = (m) = (7217) b #0

Voimme valita a = 1 ja b = 1 ja antaa seuraavan vastauksen. Matriisin ominaisarvot
ja vastaavat ominaisvektorit ovat

M =-1,x; = <;> ja Ao =4,%x = (_12>

Tarkistus:

/1]

1 0 -1
A=(0 -1 1 (2.71)
1 0 3
ominaisarvot ja ominaisvektorit.
1-A 0 -1
PO\ = 0 -1-x 1 (2.72)
1 0 3—A

A=NE1=NB =2 = 0] =0+ (=1)[0 - (-1 = N)]
= —(1+X)(\-4r+4)
—A+ 1A -2)(A-2)
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Ominaisarvot ovat siis A\; = —1 (yksinkertainen juuri) ja A, = 2 (karakteristisen
yhtélon kertalukua kaksi oleva juuri). Seuraavaksi ratkaisemme ominaisvektorit.

¢
; &
|
&)
8
+ 1
8B
w W
Il
(.
5 o8
& &

z1 + 33 = —a3
2x — xz3 = 0
= z3 = 0 ©x1=23=0
] + 4dzz3 = 0
0
Siis: x1=|a],a#0
0
Tapaus Ay = 2.
1 0 -1 T T
0 -1 1 To | =2 2o
1 0 3 z3 3
x] - x3 = 211
& -T2 + x3 = 2x3
Ty + 3x3 = 2z3
—x - z3 = 0 +1
=4 —3xq x3 = 0
x1 + x3 = 0 <«
1 - a3 = o
& 370 + 33 = 0 @{ 3? - 23
0 = 0 2 = 3
—3b
Siis: xg = b ,b#0
3b

Voimme valita a = 1 ja b = 1, jolloin ominaisarvot ja vastaavat ominaisvektorit ovat

0 -3
M=-1x;=11 ja Ao =2,x%x2 = 1
0 3
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Esimerkki 2.4.4 (Kompleksinen ominaisarvo.) Ratkaistaan matriisin

2 0 0
A=10 0 1 (2.73)
0 -1 0
ominaisarvot ja ominaisvektorit.
2—-X 0 0
P\ = 0 -2 1 (2.74)
0 -1 =X
= -+ =2-NA+)(A—1)
(2.75)
Ominaisarvot ovat siis Ay = 2, Ay = i ja A3 = —i. Kompleksiset ominaisar-

vot ovat uutta ja outoa. Voimme laskea nytkin ominaisvektorit, mutta joudumme
hyvéksymain sen, ettd ominaisvektorien koordinaatit ovat kompleksiset. Lasku,jonka
nyt sivuutamme, johtaa tulokseen

1 0 0
M=2x1=|0] jal=ix2=|1] jals=—i,x3= 1
i —i

/17

Kompleksisten matriisien teoria on oleellisesti yksinkertaisempi, kuin teoria joka
syntyisi, jos hyvaksyisimme vain reaaliset matriisit. Yksi oleellinen syy tdhéan on se,
ettd hyvéksyessimme kompleksiset arvot voimme aina olettaa, ettd n x n-matriisin
karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa muotoon

PO)=(ED"A= M)A = Ag) - (A= An). (2.76)

Sama juuri voi esiintyé edelld useampaan kertaan (kertaluku). Kun korkeampaa ker-
talukua oleva juuri lasketaan niin monta kertaa, kuin se esiintyy polynomissa (2.76),
niin voimme sanoa, ettd (n x n)-matriisilla on tasan n ominaisarvoa A1, Az, ..., Ay,.

Lause 2.4.1 Olkoon (n X n)-matriisin A ominaisarvot A1, Aa, ..., A,. Silloin

=

det(A) =Ar- Ao =[] s

k

1

Todistus.
det(A) = det(A—0-I)=P(0) (2.77)

()M = A0 = Ao) - (0 Ay) = ﬁ Ak

k=1
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m]

Lause 2.4.2 (n X n)-matriisi A on sd&nnéllinen (eli silla on kéanteismatriisi), jos
ja vain jos sen ominaisarvot A1, Az, ..., A, ovat kaikki eri suuria kuin 0.

Todistus.
JA™ & det(A)#0 (2.78)
S AcA A #0 (2.79)

Matriisin A diagonaalialkioiden summaa kutsutaan matriisin jaljeksi (trace)

trace(A) = a1 +ag2 + ...+ apy = Z agk- (2.80)
k=1

Lause 2.4.3 Olkoon (n X n)-matriisin A ominaisarvot A1, Ag, ..., A,. Silloin

trace(A) = A+ A+ ... 4+ Ay = Z)\k
k=1

Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 2.4.5 Esimerkin (2.4.3) matriisille

1 0 -1
A=10 -1 1 — ominaisarvot A\ = =1,y =2, A3 =2 (2.81)
1 0 3
Siis
Acdecdg = (=1)-2.2=—4=det(A) ok (2.82)
M+A+A3 = (—1)+2+42=3=trace(A) ok (2.83)
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Kompleksisten matriisien tapauksessa sisétulo ja normi on méaéariteltdva uudelleen.

Kompleksiluvun z = x + iy liittoluku on Z = x — 4y. Silloin
Zz=(x—dy)e+iy) =2" +y> >0 (2.84)
——
=z

Kompleksisen matriisin A listtomatriisi A saadaan korvaamalla sen jokainen alkio
liittoalkiollaan ja matriisin transponointi korvataan matriisin Hermitoinnilla AT =

A
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Esimerkki 2.4.6

2 1+1 i
jos A=1[1 0 2—1
0 5i 3
2 1—i —i 2 1 0
nin @ A=(1 0 2+4i| ja AR=(1-4 0 —5i
0 -5 3 —i 2447 3

/11

Erityisesti kompleksiselle vektoreille z = (21, 22, . . ., 2,) T € €" jaw = (wy,wa,...,w,)T €

C" asetamme

n
(z|w) = z'w= szwk (2.85)
k=1

lz] = Vaiz= |> |ulecR (2.86)
k=1

Miéritelmi 2.4.3 Neliomatriisi on normaali (normal), jos AFA = AAH.
Neliématriisi on hermiittinen (hermitian), jos AH = A.
Neliématriisi on unitaarinen (unitary), jos A" = A~1.

Kompleksisten matriisien teoriassa voidaan osoittaa, ettd normaalin matriisin
ominaisvektoreista voidaan valita n vektoria, joista muodostuu lineaarisesti riip-
pumaton joukko, ja hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset.

Reaalisen matriisin hermiittisyys merkitsee symmetrisyytti AT = A, jolloin
matriisi on symmetrinen diagonaalinsa suhteen.

Esimerkki 2.4.7

5
0 | on symmetrinen silli AT = A (2.87)
7
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Reaalisten matriisien tapauksessa edelld mainitut kompleksisten matriisien teori-
asta saadut yleiset tulokset kaantyvat erittain kayttokelpoiseen muotoon. Seuraava
tulos perustuu siihen, etté reaalinen symmetrinen matriisi on seké hermiittinen etta
normaali. (Kéyttokelpoisuus tulee siitd, ettd useissa sovelluksissa matriisit ovat
symmetrisia. )

Lause 2.4.4 Olkoon A reaalinen (n x n)-matriisi. Jos A on symmetrinen AT = A,
niin sen kaikki ominaisarvot ovat reaalisia ja sen ominaisvektoreista voidaan valita
lineaarisesti riippumaton joukko {xi,Xs,...,X,} niin, ettd Ax; = A\;x; kaikilla
j=1,...,n. Valitut ominaisvektorit siis virittavat R":n.
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Huomaa, etté ylldoleva lause on ”JOS-lause” (se ei ole ”jos ja vain jos-lause”).
Esimerkkien 2.4.1-2.4.4 matriiseista yksikdén ei ole symmetrinen tai edes normaali.
Silti kahden ominaisarvot ovat reaaliset ja yhden ominaisvektoreista saadaan valittua
n riippumatonta (esimerkki 2.4.1). Lauseen merkitys tulee nihda siten, ettd reaalisen
symmetrisen matriisin tapauksessa tieddmme jo etukéteen, ettd ominaisarvojen ja
ominaisvektorien laskemisessa ei tule ongelmia.

2.5 Similaarisuus

2.6. Matriisin diagonalisointi 35

2.6 Matriisin diagonalisointi

Mairitelmé 2.5.1 (n X n)-matriisit A ja B ovat similaariset (similar), jos on ole-
massa saannollinen matriisi T (similariteettimuunnos -matriisi) siten, ettéd

A =T 'BT.

Jos muunnosmatriisi T on unitaarinen (TT = T~1) niin A ja B ovat unitaarisimi-
laariset eli
A =T"BT.

Lause 2.5.1 Jos matriisit A ja B ovat similaariset, A = T~'BT, niin

(1) niilla on samat ominaisarvot,
(2) jos x; on A:mn ominaisvektori, niin Tx; on samaan ominaisarvoon liittyvé B:n
ominaisvektori.

Todistus: Matriiseilla on samat karakteristiset polynomit, silld

Pp(\) = det(B— AI) = det(T~}(B — AI)T) (2.88)
det(T'BT — AT 'IT) = det(A — AI) = Pa()\)

B(Tx;) = TT 'BTx; = TAx; = TA\;x; = \;(Tx;) (2.89)

Maéritelmé 2.6.1 Diagonaalimatriisi diag(dy, da, . .., d,) on n X n-matriisi
d 0 -~ 0
0 do -+ 0
diag(dy,da,...,dn) = | . . 0
0 0 - dy
Diagonaalimatriisin D = diag(dy,ds,...,d,) ominaisarvot ja vastaavat omi-
naisvektorit ovat
\j=dj, x;=¢€; (2.90)
silla esimerkiksi, kun n = 4 ja j = 2 saamme
d 0 0 0 0 0
|10 d 0 0 1) _[d ] _
De; = 0 0 ds 0 ol=1o]= daes (2.91)
0 0 0 dy 0 0
Jos lineaarisen kuvauksen f: R" — R",y = f(x) = Dx matriisi on diagonaalinen
D = diag(dy, da, . .. ,d,), niin kuvaus on varsin yksinkertainen
(1 diz1
Y2 dazo
=1 | (2.92)
Yn dpy,

y:n ensimméinen koordinaatti riippuu vain x:n ensimmaéisesta koordinaatista, jne.

Ylla esitetystd herad kysymys. Voidaanko sopivalla kannanvaihdolla (vert. lause
2.3.2) muuttaa lineaarikuvauksen matriisi diagonaaliseksi? Aina se ei onnistu, mutta
tietyin ehdoin se onnistuu!

Lause 2.6.1 Olkoon (n X n)-matriisin A ominaisarvot Ay, As,...,A,. Olkoon
X1,X2,..., X, Diitd vastaavat ominaisvektorit (Ax; = \jx;,Vj = 1,...,n) ja olkoon
X matriisi, jonka j:s sarake on j:s ominaisarvo x;.

Jos ominaisvektorit x1, X2, ..., X, muodostavat vapaan joukon, niin

X LAX = diag(A1, As, .- -, An)
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Esimerkki 2.6.1 Esimerkeissd (2.4

2 -1 1 . 1
A:(76 1 ),)\1:71,)(1:(3) Ja /\2:4,){2:(72)

Siis
1
3
= X1AX =

-1
0

.1-2.4.3) oli

L) wxt= (5 )

(
(35 5) (5 )G )
Eiﬁi KIS

y

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)
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Viimeisessa lausekkeessa on nolla-vektori lausuttu lineaarikombinaationa vektoreista
X1,X2,...,Xp—1, joten oletuksen (1) mukaan lineaarikombinaation kertoimet ovat
nollia. Siis by = by = ... = b,y = 0. Silloin yht&lostd (2.97) seuraa, ettd myds
b, = 0. Lopputulos on

(bixy +baxo+ ... +bpyxp, =0) = (b1 =ba =...b, =0), (2.98)

eli p ensimmaéistd ominaisvektoria ovat vapaat. Toistamalla paattely p:n arvoilla
2,3,...,n saadaan viite todistettua loppuun. O
Yhdistdmalla edellinen lause ja lause 2.4.4 lauseeseen 2.6.1 saadaan.

Lause 2.6.3 (1) Jos nelidmatriisin kaikki ominaisarvot ovat eri suuria, niin matriisi
on diagonalisoituva.
(2) Symmetrinen matriisi (AT = A) on diagonalisoituva.

Masritelma 2.6.2 Sanomme, etté neliGmatriisi on diagonalisoituva, jos se on simi-

laarinen diagonaalimatriisin kanssa.

Seuraavat lauseet ovat hyodyksi.

Lause 2.6.2 Jos (n x n)-matriisin

joukon.

A ominaisarvot Ap, Ag,..., A, ovat kaikki eri
suuret, niin vastaavat ominaisvektorit muodostavat linearisesti riippumattoman

Todistus. Oletamme ensin, ettéd (1) p— 1 ensimméista ominaisvektoria muodostavat
vapaan joukon ja osoitamme, ettd silloin myés (2) p ensimméstd ominaisvektoria

ovat vapaat.

jos v =

niin 0 =

P
Z bkxk =0
k=1

Av —\v
P P
Z bk)\kxk - Z bk/\pxk
k=1 k=1
p—1

> bk = Ap)xk
k=1

(2.97)

2.7 Matriisin LU-hajoitelma

Tésséd ja kahdessa seuraavassa kappaleessa kasitellaan matriisien erilaisia hajoitelmia.
On tdrkedtd huomata, ettd ndita hajoitelmia on useita. Kirjallisuudesta niité 16ytyy
viela lisaa.

Ratkaistaan kertauksen vuoksi yhtaloryhméa

1 4 7\ (= -3
2 -5 8| [a]|=1]0 (2.99)
3 6 10/ \as 2

Kun yhtéléryhma ratkaistaan Gaussin menetelmailld voidaan menetelld seuraavasti

1 4 7] -3\ +2 -3

—2 -5 -8 0 | « (2.100)
3 6 10| 2 «—
1 4 71 -3
— 0 3 6 | —6] +2 (2.101)
0 —6 —11| 11 ) «
1 4 7] -3\ #1 ylakolmiomuoto
— 0 3 6| —6 ] #2 (row echelon form) (2.102)
0 0 1| -1/ #3
#3— [ x3 = -1
> #2 ¢ xy = (—6—6x3)/2=(-6+6)/2=0 (2.103)
#1 — Ty = —-3—4xy—Tez3=-3-0+7=4
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Jokainen Gaussin algoritmin vaihe voidaan tulkita matriisilla kertomisena. Seuraa- hyddyntééd LU-hajoitelmaa ja ratkaista ryhmé kaksivaiheisesti
vat esimerkit selventévit asiaa
"kerro rivi 2 viidell”a:” Ax = b (2.111)
100 1 2 3 1 2 3 ©LUx = b (2.112)
05 0 10 20 30 = 50 100 150 (2.104) =y
001 100 200 300 100 200 300
?lisdd rivi 1 riviin 2:”
1 00 1 2 3 1 2 3
110 10 20 30 = 1 22 33 (2.105) b—[Ly=b|—y—[Ux=y]|—x
001 100 200 300 100 200 300
?vaihda rivit 1 ja 2:”
010 1 2 3 10 20 30
100 10 20 30 = 1 2 3 (2.106)
001 100200 300 100200 300 Esimerkki 2.7.1 Ratkaistaan yhtaloryhma
Kirjoittamalla rivioperaatiot matriisikertolsakuina saadaan
1 4 7 T 1
100 1 00 1 4 7 1 47 9 _5 _g8 P I (2.113)
010 2 10 -2 -5 -8 = 0 3 6 (2.107) 3 6 10 73 9
021 -3 0 1 3 6 10 001 X
100 1 4 7 147 kayttéen hyvaksi tietoa
210 -2 -5 -8 = 0 3 6 (2.108)
1 21 3 6 10 001
-~ -~ 1 4 7 1 0 0\ /1 47
=Lt =A =U A=|-2 -5 -8|=LU=|-2 1 0 0 3 6 (2.114)
Kertomalla vasemmalta ensimmaéisen matriisin kdénteismatriisilla saadaan 3 6 10 3 21 001
1 4 7 1 0 0 1 47
-2 -5 -8 = -2 1 0 0 3 6 (2.109)
3 6 10 3 -2 1 001 1 0 o0f 1
- ~ = Ly=b — -2 1 0|-5 (2.115)
. - v 3 -2 1] 9
Jos Gaussin algoritmin kuluessa (2.100-2.102) joudutaan vaihtamaan rivejd, ei nw o= 1
L tule alakolmiomatriisiksi. Toisaalta yhtéloryhmén yhtélot voidaan aina jérjestéd = :1/2 _54+2.1=-3
niin, ettei Gaussin algoritmissa tarvitse vaihtaa riveja. ys = 9-3-14+2(-3)=0
Huomaa, ettd alakolmiomatriisin L diagonaalin alapuoliset alkiot ovat Gaussin
algoritmin (2.100-2.102 kuluessa kdytettyjen kertoimien vastalukuja. Ylikolmiomatriisi
U on kaavion (2.102) vasen osa. LU-hajoitelma Loa 71
Ux=y — 0 3 6|-3 (2.116)
A=LU, (2.110) 0010
x: 0
jossa L on alakolmiomatriisi (diagonaalilla ykkosid) ja U on yldkolmiomatriisi, saadaan N wz = (-3-6-0)/3=-1
siis suoraan Gaussin algoritmin aikana. 21 = 1-4(-1)-7-0=5

Jos nyt joudumme ratkaisemaan uuden yhtéléryhmén, jossa kerroinmatriisi on
sama kuin edellisessd yhtaloryhméssd, mutta RHS on muuttunut, niin voimme
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2.8 Matriisin QR-hajoitelma

Lause 2.8.1 Jos A on (m X n)-matriisi, jonka sarakkeet muodostavat lineaarisesti
riippumattoman vektorijoukon, niin A voidaan hajoittaa tuloksi

A =QR,

missd Q on matriisin A sarakkeiden virittdmén aliavaruuden ortonormitettu kanta
(QTQ =1) ja R on ylikolmiomuodossa oleva siéinnéllinen (n x n)-matriisi ja sen
diagonaalialkiot ovat positiiviset.

Perustelu. Emme todista lausetta, mutta kerromme karkean perustelun. Ortonor-
mitettu kanta voidaan muodostaa Gram-Schmidt -prosessilla. Namé kantavektorit
asetetaan Q:n sarakkeiksi. Prosessin tarkka tutkiminen osoittaa, ettd A:n k:s sarake
voidaan lausua k:n ensimmaisen Q:n sarakkeen lineaarikombinaationa. Matriisi R
saadaan kerddmaélla edelldmainitut lineaarikombinaatioiden kertoimet R:n sarakkeiksi.
Viela pitéisi osoittaa, ettd R on sdannollinen, mutta sivuutamme tadman nyt. O

Joka tapauksessa Q saadaan Gram-Schmidt -prosessilla ja R saadaan sen jéilkeen
lausekkeesta
R=Q"'QR =Q%A (2.117)

Lauseen ehto, ettd matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, merk-
itsee ettd m > n. Jos m > n, niin matriisi A ei ole nelidmatriisi, eika silla siis voi
olla kiéinteismatriisia. Kuitenkin ATA on symmetrinen (n x n)-matriisi ja

ATA=(QR)"QR=R"Q"QR=R'R (2.118)

Koska R on sdannéllinen, on my6s RT sdéinnéllinen. Siis myés AT A on siiinéllinen.
Voimme siis mééritelld matriisin

AT = (ATA)'AT =R !QT (2.119)

Jos A on n x n-matriisi, niin voimme péétella

Jos A on sddnnollinen (full rank), (2.120)
niin Ax=bex=A"'b

Vastaavasti jos A on m x n-matriisi ja m > n, niin kédnteismatriisia ei ole
olemassa. Silti voimme paatella seuraavasti
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Jos Rank(A) = n (full rank), ja b € Col(A), (2.121)
nin Ax=bex=A%b

Perustelu kaavalle (2.121):

Ax=b = ATAx=A"Db (2.122)
(ATA)"TATAx = A'b
& x=A"b

¢

x=A"b = Ax=AA"b=QRR!'Q'b=b (2.123)
D
Esimerkki 2.8.1 Jos
11
A=111 (2.124)
10
niin
11

—
—

ATA = G ! é) L :(g g) (2.125)
(ATA)’lAT:<_11 3*/12> G ! é) (2.126)

(1(/)2 1(/)2 _11) (2.127)

Siis voimme ratkaista yhalon

AT

11 2
11 )x={2 (2.128)
10 5
2 2
0o 0 1 5
At _ _
= x=A ; 7<1/2 12 _1> g 7(_?)) (2.129)
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Jos QR-hajoitelma on tiedossa, niin helpoin tapa ratkaista yhtédléryhma Ax = b

on toimia seuraavasti
Ax=b < QRx=Db (2.130)
& Rx=Q"b (2.131)

Yhtéloryhmén kerroinmatriisi on nyt ylakolmiomuodossa, joten ryhmé ratkeaa hel-
posti kuten LU-hajoitelman yhteydessa.
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Jos b ¢ Col(A), niin vektori X = A*b voidaan laskea, mutta se ei voi olla yht&lén

Ax = b ratkaisu. Tietyssd mielessd se on kuitenkin ”paras likiarvo”. Palaamme
t&hén uudelleen pienimmén neliGsumman yhteydessé optimointiosassa.

2.9 Matriisin singulaariarvohajoitelma
Kun halutaan saada saada mielikuva lineaarikuvauksesta
fR" - R",x— Ax, (2.132)

niin erés hyvé tapa on laskea kuvavektorin pituus, kun ||x|| = 1. Jos A on matriisin
ominaisarvo ja x on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

lAx] = [[Ax] = |A| (2.133)
Jos ominaisvektorit virittdvat IR™:m, niin saamme varsin hyvén késityksen kuvauk-

sesta. Valitettavasti kaikkien matriisien ominaisvektorit eivét ole reaalisia. Onneksi
t&dhén 16ytyy seuraava ratkaisu.

Olkoon A mikd tahansa (!) (m x n)-matriisi. Tutkitaan kuvavektorin normin
sijasta normin neli6ta

|Ax|? = (Ax)TAx = xTATAx (2.134)

Matriisi ATA on symmetrinen, sen ominaisarvot ovat reaaliset. Jos A; on matriisin
ATA ominaisarvo ja v; on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

|Av;]? = v;TATAv; = v;TNjv = ) (2.135)

Matriisin ATA ominaisarvot ovat siis ei-negatiiviset ja ne yleenss jirjestetidn suu-
ruusjarjestykseen Ay > A2 > ...\, > 0. Voimme maaritella
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Lause 2.9.1 Jos (m x n)-matriisin A sdannollisyysaste on Rank(A) = 7, niin on
olemassa hajoitelma

A=UzVT
missi U on ortogonaalinen (m x m)-matriisi ja V on ortogonaalinen (n x n)-matriisi

ja

D 0 _
¥= (o 0) ;D = diag(01,02, ..., 0v)

2.10 Matriisin definiittisyys

Seuraavassa maariteltdva neliomuoto ei ole lineaarikuvaus, vaikka sen ominaisuuksia
tutkitaan matriisien avulla. Téssé kurssissa késiteltdvit sovellukset liittyvét opti-
mointiin.

Maéritelma 2.10.1 (Epélineaarinen) kuvaus R" — R

Qx) =Y gijwiz;

on R™:n neliomuoto.

Madiritelmé 2.9.1 (m x n)-matriisin A singulaariarvot (singular values) ovat

oi=vX,i=1,....n

missé Ap, ...\, ovat matriisin AT A ominaisarvot.

Siis [|Av;|| = o;.

Nelimuoto voidaan aina esittdd symmetrisen matriisin avulla.
Esimerkki 2.10.1
1? + w% + 4x110 — 2T0T3 (2.136)
= 2171 + T2T2 + 22172 + 22971 — ToTz — T3To

= @i(z1 + 222) + 2222 + 271 — 23) — 23(22)

1 + 222
= (z1 zo x3)| 2z +z0—a3
.
1 2 0 1
= (z1 2z x3)|2 1 -1 Z3 (2.137)
0o -1 0 T3
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Voimme siis aina olettaa, ettd neliomuoto voidaan esittdd symmetrisen matriisin
A avulla
Q(x) = xTAx (2.138)
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Maéritelmé 2.10.2 Symmetrinen (n X n)-nelidmatriisi A on
positivisesti definiitti, jos

xTAx > 0, kaikilla x # 0.
negatiwisesti definiitti, jos

xTAx < 0, kaikilla x # 0,
positiwvisesti semidefiniitti, jos

xTAx > 0, kaikilla x € R",
negatiwisesti semidefiniitti, jos

xTAx <0, kaikilla x € R",

indefiniitti, jos se ei ole mitaan edeltévista.

2.10. Matriisin definiittisyys 45

1-A 2 0

o 2 1-X —1|=0 (2.141)
0 -1 =X

s 1-NA-NEN)-1-2-2-(-1)=0

s (1-=MN=A-1)+42=0

s A 42224220 -1=0

s A+D)(=A2+32-1)=0

& —arpa- 0 3oVE)

Ominaisarvot ovat siis
(3 _ 3
A1:3+2‘/3~2.618 U Qﬁzo.%z Ay = —1

Siis matriisi on indefiniitti.

Pienten yksinkertaisten matriisien tapauksessa on usein helpompaa soveltaa seu-
raavaa lausetta

Lause 2.10.1 Olkoon A symmetrinen (n x n)-nelidmatriisi, jonka reaaliset ominais-
arvot ovat A1, Ag,. .., Ap.

(1) Jos kaikki ominaisarvot ovat positiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti defini-
itti.

(2) Jos kaikki ominaisarvot ovat negatiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti defini-
itti.

(3) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti
semidefiniitti.

(4) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-positiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti
semidefiniitti.

(5) Jos on olemassa sekéd positiivinen ominaisarvo, ettd negatiivinen ominaisarvo,
niin A on indefiniitti.

Lause 2.10.2 Olkoon A (n x n) neliomuoto. Lasketaan apudeterminantit (vasem-
masta ylanurkasta) |D1|, |D2l,...,|Dy| asettamalla

aiy 612 ... G1k

. az1 G2z ... Q2
|D1\:lln Ja ‘Dk‘: . . .

g1 k2 ... Gkk
Jos kaikki apudeterminantit ovat positiivisia, |Dy| > 0, niin matriisi on positiivisesti

definiitti.

Esimerkki 2.10.2 Tutkitaan definiittisyys matriisille

1 2 0
A=|2 1 -1 (2.139)
0 -1 0

Lasketaan ensin ominaisarvot karakteristisesta yhtalosta

det(A — AT) =0 (2.140)

Jos parittomat apudeterminantit ovat negatiivisia, |Dy| < 0, kun & = 1,3,..., ja
parilliset ovat positiivisia, |Dy| > 0, kun k = 2,4, ..., niin matriisi on negatiivisesti
definiitti.

Todistus. Siuvuutetaan. ]

Esimerkki 2.10.3 Tutkitaan vield kerran definiittisyys matriisille
1 2 0
A=|2 1 -1 (2.142)
0 -1 0

Apudeterminantit ovat

Dy = 1>0 (2.143)
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=N

|D2| =

SN = N

‘ =-1<0 (2.144)
20
1 -1|=-1<0 (2.145)
-1 0

|Ds]

Siis matriisi on indefiniitti.

3. Airiarvotehtivia

Lineaarista optimointia on sivuttu peruskurssilla ja sité késitellddn paljon operaa-
tioanalyysin kurssilla. Epélineaarista optimointia tullaan kéasittelemaéan tarkemmin
optimoinnin jatkokurssilla, mutta nyt kdyd&én l&pi perusteet. Rajoitumme tassa
johdannossa jatkuvien ja sileiden funktioiden optimointiin. Toisin sanoen funktiota
voidaan derivoida niin monta kertaa kuin on tarvetta.

Koska emme voi kerrata kaikkea, on térkedta, ettd opiskelija tarvittaessa kertaa
sen, mitd on ailemmin oppinut derivoinnista ja osittaisderivaatoista.

3.1 Yhden muuttujan tapaus, kertaus

3.1.1 Aériarvon tyyppi

Aloitamme tutusta asiasta eli suljetulla vélilla méaaritellystd yhden muuttujan funk-
tiosta. Kuvassa 3.3 on funktion

25
Sr —4

flz) = +3(x—3)3-3z+5 (3.1)

kuvaaja valilla [1,4].  Kuvasta nikee, ettd funktiolla on kaksi lokaalia minimia
ja kolme lokaalia maksimia. Vélin paidtepisteissd on télld kertaa lokaalit mak-
simit. Globaalit d4riarvokohdat ovat maksimikohta z; = 1.000 ja minimikohta
zo = 1.252. Vastaavat globaalit dédriarvot ovat maksimiarvo f(z1) = 3.000 ja min-
imiarvo f(x2) = —3,717.
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g globaali 1 !
5 maksimi o T N ——— |okaal maksimi i
1 1% ¥ :
0 T f T T
. ,u A —
! i ~
3 - +
globaali : '
'g rminimi /:b' = lokaali minimi ¥ i

Figure 3.3: Funktion &ériarvot.

Masritelmé 3.1.1 (A) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva vililli [a,b] = I mééritelty
funktio. Madrittelyvélin piste z* € I on globaali maksimi(minimi)-kohta, jos f saa
suurimman (pienimmén) arvonsa valilla I kohdassa z*.

(A’) Globaali maksimi(minimi) -kohta on siis optimointitehtavin

max(min) z= f(z)

ehdolla z>a ehdolla zel

max(min) z = f(z)
z<b {

optimipiste.

(B) Avoin véli J = (o, 8) on & avoin ympdrists, jos o < x < 3.

(C) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva vililla I = [a,b] médritelty funktio.
Maérittelyvilin piste * € I on lokaali maksimi(minimi)-kohta, jos on olemassa
2*m avoin ymaéristd J niin, ettd f saa suurimman(pienimmén) arvonsa joukossa
J NI kohdassa z*.

(C’) Voimme yhtapitavasti maaritelld, ettd z* € I on lokaali maksimi(minimi) -
kohta, jos on olemassa z*:n avoin ymparisto J siten, ettd * on optimointitehtavéan

max(min) z = f(z)

max(min) z= f(x) ehdolla x>a
ehdolla zel & z<b
zeJ >

z<pf

optimipiste.
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10
ol y =/
& .
. / ///’f i
3 08
o e ool |
2 l LN A 0
J x 02
4 04
5 f of
5 -1
A0 f 22 s

Figure 3.4: y = f'().

(C”) Vield voimme yhtépitavisti madritelld, ettd z* € [a,b] on lokaali mak-
simi(minimi) -kohta, jos on olemassa z*:n avoin ympéristé J siten, ettd kaikille
z € JN 1 on voimassa

z £t = f(z) < (2)f(@) (32)

(D) Jos epiyhtéldssa (3.2) erisuuruus on aito kaikilla z € (J N1T)\ {&*} (eli z* on
ainoa optimikohta J N I:ssd) niin sanomme, ettd dédriarvo on vahva ddriarvo. Jos
aariarvo ei ole vahva, niin se on heikko.

Esimerkki 3.1.1 Kuvasta 3.3 néikee helposti funktion (3.1) &ériarvojen tyypit, mut-
ta ddriarvokohtia on usein vaikea néhda tarkasti. Lukiossa ongelma ratkaistiin et-
siméalld derivaattafunktion nollakohdat, f’(z) = 0. Nyt ratkaistavaksi tuleva yhtalo
on neljittd astetta, joten emme osaa ratkaista sitd tarkasti. Hieman paremmin
adriarvokohta nikyy derivaattafunktion kuvaajasta, jonka voi piirtdd vaikkapa Ex-
celilld. Lokaalissa maksimikohdassa derivaatan merkkikaaviossa on ”+|—" ja min-
imikohdassa on derivaatan merkkikaaviossa ”—|+”. Kuvassa 3.4 on derivaattafunk-
tion kuvaaja. Kuvasta ndemme, ettd funktiolla on lokaali maksimikohta kohdassa
¢ ~ 2.22. Jos haluamme tietd& d4riarvokohdan tarkemmin, tulee kuvaajan tutkimi-
nen tyolddksi. Jatkamme esimerkin késittelyd numeerisesti luvussa 5.4. ///
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y=jx

y=Ax)

¥

Y

Figure 3.5: (a) Konveksi funktio (b) konkaavi funktio.

3.1.2 Konveksisuus ja konkaavisuus

Yhden muuttujan funktio f(z) on Konveksi (konkaavi), jos mité tahansa kahta funk-

tion kuvaajan pistettd yhdistévé jana ei misséén ole kuvaajan alapuolella (ylapuolella).

Tésmaéllisempi mééritelmé on seuraavassa:

Maaritelmé 3.1.2 (A) Funktio f : [a,b] — R on konveksi, jos kaikilla z,y € [a, b]
ja t €[0,1] on voimassa

fltz+ 1 =t)y) <t(f(z) + (1 =) f(v)

(B) Funktio f : [a,b] — R on konkaavi, jos kaikilla z,y € [a,b] ja t € [0,1] on
voimassa

fltz + (1= t)y) = t(f(2) + (1 - 1) f(y)
(C) Funktio f : R — IR on lineaarinen, jos kaikilla z,y € R ja o, 8 € R on voimassa
flax + By) = af () + Bf(y)

/1]

Huomautus: Lineaarinen funktio on sekd konveksi, ettd konkaavi. K&dnteinen
tulos ei kuitenkaan pidd paikkaansa, silld funktio on yhtaikaa konveksi ja konkaavi
jos sen kuvaaja on suora, mutta lineaarisuus edellyttda liséksi, ettd f(0) = 0.

FROX

X
max y=Ax

¥ =4z

»ax

¥

konwekst x konkaaw

Y

Lause 3.1.1 (A) Jos f : [a,b] — R on konveksi funktio ja z* on sen lokaali min-
imikohta vililla [a, b], niin z* on fn globaali minimikohta vélilla [a, b].

(B) Jos f : [a,b] — R on konkaavi funktio ja 2* on sen lokaali maksimikohta valilld
[a,b], niin z* on f:n globaali maksimikohta vélilla [a, b].

Todistus. (A) Koska z* on lokaali minimikohta on olemassa vili (a, 3) > z* siten,
ettd

f(z) = f(@*),Va € [o, 3]
Jos y > (3, niin on olemassa t € [0, 1] siten, ettd 3 = tz*+ (1—t)y. Konveksisuudesta
seuraa nyt, ettd

f@) < f(B)=flta"+ (1 -t)y) <tf(=") +(1-t)f(y)
=f@@") < f()
Jos y < a ndhddan vastaavalla tavalla, ettd f(z*) < f(y).
(B) Mutatis mutandis. O

Lause 3.1.2 (A) Jos f : [a,b] — IR on konveksi funktio ja 2* on sen vahva lokaali
maksimikohta vélilld [a,b], niin 2* = a tai z* =b.

(B) Jos f : [a,b] = R on konkaavi funktio ja z* on sen vahva lokaali minimikohta
valilld [a, b], niin z* = a tai * = b.

Todistus. HT. O

Konveksi (konkaavi) funktio on jatkuva, mutta sen ei tarvitse olla derivoituva. Jos
kuitenkin funktio on jatkuvasti derivoituva, niin voimme antaa uuden tavan tutkia
funktion konveksisuutta.
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o= ) o) /

P

e

-

&t
B

Figure 3.6: Siledn funktion konveksisuus

Idea perustuu siihen, etta alkuperéinen konveksisuuden méaaritelmé on yhtépitava
sen ominaisuuden kanssa, ettd funktion kuvaaja ei missddn jaa minkdén tangenttinsa

alapuolelle.

Lause 3.1.3 Olkoon f : [a,b] — R funktio.
(A) Jos f ja f'" ovat jatkuvia, niin f on konveksi, jos ja vain jos

f(@) > f(zo) + f'(wo)(z — o), Vo, = € [a,b]
(B) Jos f” on jatkuva, niin f on konveksi, joss
f"(z) >0,z € [a,b]
(C) Jos f ja f’ ovat jatkuvia, niin f on konkaavi, joss
f(@) < fxo) + f'(zo)(z — 20), Vo, = € [a,D]
(D) Jos f" on jatkuva, niin f on konkaavi, joss

f'(@) <0,Yz € [a, ]

Todistus. HT. O
Esimerkki 3.1.2 Mééritetddn funktion
f:00,7/2] » R, f(z) = 2® —sinz

suurin arvo. Erds tapa lahestya asiaa on tehda derivaatan merkkikaavio, mutta nyt
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tarkistamme ensin konveksisuuden. Koska
f(z) =2z — cosz = f"’(x) =2 +sinz >0, Vx

Siis f on konveksi ja se saa maksimiarvonsa maarittelyvilin padtepisteessa. f(0) =0
ja f(m/2) = n?/4 — 1, joten kysytty maksimi on 72/4 — 1. 1/

Esimerkki 3.1.3 Tutkitaan yritystd, jonka kysynt&éd ja kustannuksia arvioidaan
kuvaavan alla olevat kuvat. Kuvista ei saada kovin yksityiskohtaista tietoa, mutta
ensimméisten ja toisten derivaattojen merkit ndhd&én kuvista.

r q
> >
[ g I "
q r
p 0 O%p g 0 2% ac . 9%C
oy < 0 ja gz < 0 < 0 ja a7 < 0 i 0 ja et 0

Merkitddn p = f(q) ja C = C(q) jolloin tieddimme kuvien perusteella funktioiden f
ja C ensimmaéisten ja toisten derivaattojen merkit

2
F@ =2 <0 ) =55 <0, C@>0aC"@>0  (3)
Voittofunktio on
P(q) = R(q) - Cla) = ¢ f(a) - C(a) (34)
ja sen derivaatat ovat
P(q) = MR(q)-MC(q) = f(a)+q-f'(a)—C'(q) (3.5)
P'(q) = flo+f@+a-f'(g)—C"(q) <0 3.6
—_—— —— =
<0 <0 >0

Siis voittofunktio on konkaavi, joten voitto maksimoituu tdsmélleen yhdelld tuotan-
non maaréllda. Optimia kuvaa yhtélot

0 = MR- MC=f(q)+q-f(q) —MC (3.7)
p(L+ f'(q)- %) - MC

e0 = p+ %) ~ MO (3.8)
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Yhtald (3.8) kuvaa onnistuneesti opitimaalista toimintaa. Funktiot f ja C' eivét suo-
raan esiinny yhtélossd, mutta niista riippuvat ’kysynnén hintajousto’ n ja rajakus-
tannus MC ovat kohtuullisen hyvin arvioitavissa, joten ehdon (3.8) voimassaolo
voidaan ajoittain tarkistaa. Jos ehto ei ole voimassa, tulee harkita tuotantoméaaran
muuttamista. ///

3.2 Kahden muuttujan tapaus ilman rajoitteita
Seuraavaksi tarkastelemme optimointitehtévia, jossa paatdsmuuttujia on kaksi kap-
paletta, x = (21,22)". Olkoon epilineaarinen tavoitefunktio z = f(x) hyvin

médritelty IR%:ssa. Voimme kirjoittaa optimointitehtivin muotoon

max 2z = f(x)
st x € R%

Kahden ratkaisuvektorin vélinen etéisyys on tavallinen euklidinen

Ioe = x| = o1 — o1)2 + (22 — 232
Ratkaisuvektorin x* r-séteinen avoin palloympéristé B, (x*) muodostuu niisté ratkaisu-
vektoreista, jotka ovat ldahempénd kuin r:n etaisyydelld x*:std

Br(x") = {x € R" | []x —x"[ <7}

Joukko U C RR? on awoin, jos sen jokaisella pisteelld w € U on U:hun siséltyvi
palloympéristo, B,(w) C U. (Toisin sanoen: mik&én U:n piste ei ole U:n reunapiste.)
Jos U C R" on avoin ja z € U, niin sanomme ettd U on z:n avoin ymparisto.
Madrittelemme seuraavaksi ddriarvon tyypit monen muuttujan funktion tapauk-
sessa. (Huomaa, ettd médritelmét ovat lihes sanasta sanaan samat kuin edelld.)

Miéiritelmé 3.2.1 (A) Olkoon f : R* — R jatkuva funktio. Piste x* € R? on
globaali maksimi(minimi)-kohta, jos f saa suurimman(pienimmén) arvonsa RR?:ssa
kohdassa x*.

(A’) Globaali maksimi(minimi) -kohta on siis optimointitehtévin

max(min) z= f(x)
ehdolla  x € R’

optimipiste.
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Miéiritelmé 3.2.2 (B) Olkoon f : R?* — R jatkuva funktio. Piste x* € R? on
lokaali maksimi(minimi)-kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymaéristé U niin, ettd f
saa suurimman(pienimmén) arvonsa joukossa U kohdassa x*.

(B’) Voimme yhtipitivisti madritelld, ettd x* € R? on lokaali maksimi(minimi)
-kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymparisté U siten, ettd x* on optimointitehtdvan

max(min) z = f(x)
ehdolla xcU

optimipiste.

Madaritelmé 3.2.3 (B”) Vield voimme yhtépitavisti maaritelld, ettd x* € RR? on
lokaali maksimi(minimi) -kohta, jos on olemassa x*:n avoin ympéristé U siten, ettd
kaikille x € U on voimassa

x#x" = f(x) < (2)f(x) (3.9)

(C) Jos epéyhtilosséi (3.9) erisuuruus on aito kaikilla x € U \ {x*} (eli x* on ainoa
optimikohta U:ssa) niin sanomme, ettd dériarvo on vahva ddriarvo. Jos dériarvo ei
ole vahva, niin se on heikko.

Esimerkki 3.2.1 Kahden muuttujan funktiota voi olla vaikea hahmottaa. Kuvissa
3.7 (a) ja (b) on piirretty funktion

flz1,22) = 30e~(@i+e3) x? — dxy +4a3 — 8x9 + 8 (3.10)

kuvaaja, kun —1 < z; < 3 ja —1 < x5 < 2. Kuvassa (a, ”Plot3D”) on piirretty
funktion ma#drdami pinta. Pinta on joskus vaikea hahmottaa ja siksi on kuvan
(a) avuksi piirretty kuva (b, ”ContourPlot”), jossa on funktion tasa-arvokayrét.
Kuvat yhdesséd tekevat selviksi, ettd funktiolla on lokaali maksimi lahella pistetta
(—0.1;—-0.2)T ja lokaali minimi l&helld kohtaa (3.2;1)T. Kuvasta saatavat arviot
eivit ole kovin tarkkoja, mutta kuvan tarkoitus onkin vain selvittd4 pinnan muoto
katsojalle. Tarkat dariarvojen paikat saadaan numeerisilla menetelmilld, joita sivu-
taan mydhemmin ja késitelldd tarkemmin numeerisen matematiikan kurssilla. ///

Erés tehokas ja monesti helppo tapa hahmottaa funktiota on piirtda funktion
arvot viivalla. Kiinnitetisin R%:n piste xo ja suuntavektori u. (Suuntavektoria ei
tarvitse normittaa, mutta joskus normittaminen helpottaa kuvien tulkintaa.) Silloin
piste

Xt = Xo + tu (3.11)
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Figure 3.7: (a) Funktion f(z1,z2) = 30e~ (@i +a3) + 22 — 4z + 423 — 8z2 + 8 kuvaaja
ja (b)funktion tasa-arvokayrat. Kéytetyt Mathematica-komennot:

flx1_,x2.]:=30 Exp[-x1~ 2-x2" 2] + x1° 2-4 x1+4 x2°~ 2-8x2+8

Plot3D[f [x1,x2], {x1,-1,3}, {x2,-1,2}]

ContourPlot [f [x1,x2], {x1,-1,3},{x2,-1,2},{ContourShading->False}]

on suoralla (viivalla), joka kulkee piteen x( kautta ja on vektorin u suuntainen. Nyt
funktion

Sxom(t) = f(xt) (3.12)
kuvaaja kertoo, mité arvoja funktio saa vastaavalla viivalla.
Esimerkki 3.2.2 Tutkitaan edellisen esimerkin funktion arvoja viivalla, joka kulkee
pisteen xp = (0;0)T kautta ja on vektorin u = (1;2)7 suuntainen. Kuvassa (a) on
piirretty tdmé viiva tasa-arvokéyrien péélle. Nyt

N A EE2 A e

fxoult) = f(xt)*f<0+t_2>*f<2t> (3.13)
= 30e (PO 142 a4 4(26)2 —8(2t) + 8 (3.14)
= 30 41762 — 20t + 8 (3.15)

Kuva 3.8 (eli lausekkeen (3.15) kuvaaja) ei ole enédi hankala piirtd4. Piirtdminen
onnistuu graafisella laskimella tai vaikkapa excelilli. Kuvasta nihdién, ettei (0;0)T
ole dériarvokohta, silld viivalta 16ytyy parempikin piste. ///

Tarkastelemme ongelmaa yleisemmin. Olkoon f(z1,z2) funktio ja haluamme
tutkia mahdollisuutta, ettd sen eriis adriarvokohta olisi piste p = (p1;p2). Tatéd
varten tutkimme funktion arvoja viivalla, joka kulkee pisteen p kautta ja on vektorin
u = (u1,u2)") suuntainen. Silloin viivafunktiolle pétee

£ £

—— —
fou(®) = f(x)=f(pI+wt, ps+ust) (3.16)
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Figure 3.8: (a) Funktion f(z1,s) = 30e~(#i+73) 4 22 — 4z + 422 — 8zy + 8 tasa-
arvokéyrit ja viiva pisteen (0;0)T kautta vektorin (1;2)" suuntaan. (b) Funktion
arvot viivalla.

= fhult) = wafe, (%) + tafe,(x) = u"VF(x,) (3.17)

missé esiintyvad f:n gradienttivektoria

tutkimme tarkemmin seuraavassa kappaleessa.
Vastaavasti saamme viivafunktion toisen derivaatan

1 T2

! * >
fou®) = uife,( pI+uit, ps+ust ) (3.18)
" - 5 <
+uzfa, ( P+t p3+ust )
= fha®) = urfaa, (Xe)ur + urfa, e, (Xe)us (3.19)
+ U fryz, (Xe)u1 + Un frye, (Xi)u2 3.20)

= ) (o ) () —we )

missd esiintyvad matriisi H on f:n Hessin matriisi (Hessian). Myos tétd matriisia
késittelemme seuraavissa kappaleissa.

3.2.1 Gradientti ja valttdmaton ehto

Edell4 esiintynyt gradientti on erittiin usein kjtt66n tuleva olio. Optimoinnin yhtey-
dessé se helpottaa asioiden esittdmistd. Mé&érittelemme sen nyt ja toteamme sen
yhteyden tasa-arvokéyristoihin (ContourPlot).
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Maisritelmé 3.2.4 Olkoon f : R? — IR siled funktio. Funktion f gradientti pis-

teessi x on vieo = (Gheaon) = ()

(Lukuohje V f = “funktion f gradientti” tai "nabla f7.)

Esimerkki 3.2.3

Jos f (;1 ) = 2% + 22 + 2122 + 23 (3.22)
2
.. T\ _ 221+ 2+ 22
niin vf <z2> = ( 1 + 229 ) (3.23)

Gradientti on vektori ja lauseke (3.23) kertoo miten tdmén vektorin koordinaatit
lasketaan eri pisteissa. Esimerkiksi

vf(}) - (2'11:22;1):(2) (3.24)
vf(g> - (260:22-;2):@) (3.25)
/1]

Peruskurssilla jo késiteltiin kahden muuttujan funktioita. Funktion f(z,y) arvon
muutos, kun z:n ja y:n arvot muuttuvat, saatiin kokonaisdifferentiaalina
of of
df = z=dz+ ==d 3.26
if ~ = 2% (3.26)
Jos ||ul| on pieni, niin sama asia voidaan ilmaista nyt késilld olevin merkinnéin
seuraavasti
fx+u) = f(x)+u'Vi(x) (3.27)

Esimerkki 3.2.4 Olkoon f(z1,22)" = 2? + 221 + z122 + 23 ja x = (1;1)7T ja
u = (0.01;0.02)". Silloin

f(}gg) = flctw) S0 +uTV() (3.28)
- fG)ﬂ,vaG) (3.29)
= 54 (101 1.02) (;) (3.30)
= 511 (3.31)
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Jx=C

Figure 3.9: Gradientti on kohtisuorassa tasa-arvokéyréé vastaan.

Toinen yhté térked gradientin ominaisuus nahdéén, kun valitaan kaksi pistettéd
P1 = X ja p2 = X + u siten, ettd pisteet ovat lahelld toisiaan ja samalla tasa-
arvokdyrdlld. Silloin

0=df =u'Vf=(u|Vf) =ulVf (3.32)

Muistisaanto:

Gradienttivektori on kohtisuorassa tasa-arvokédyrié vastaan.

V f osoittaa ylaméen.

Lause 3.2.1 Jos f : R?> — R on siledi funktio ja x* on sen lokaali #riarvokohta,
niin on valttamatta

{J;’”l&‘; =0 ai v =0

Todistus. Jos f,, (x*) # 0, niin valitaa u = £(1;0)T. Silloin
df =u"Vf(x*)=¢(1 0) (}t’ ) =cfp #0 (3.33)
T2

Siirtymaélld nyt vaakasuoraa viivaa pitkin oikealle tai vasemmalle 16ytyy parempi
piste, joten x* ei ole optimikohta.
Tapaus f,,(x*) # 0: Mutatis mutandis.

Tiivistimme lauseen mahdollisimman tiiviiksi muistisdannoksi.
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Vilttamiton ehto:

Jos x* on lokaali maksimi- tai minimikohta, niin Vix*)=0

Vain valttamattoméan ehdon toteuttava piste voi olla aériarvokohta. Jos valtta-
méattomén ehdon toteuttavia pisteita on vain muutama, niin niistd voidaan suoralla
fm arvon laskulla valita paras.

Esimerkki 3.2.5 Tarkastellaan varastomallia, jossa varaston kautta toimitetaan
tuotteita asiakkaille. Asiakkaiden kysyntd on D tuotetta vuodessa. Tuotteet tuo-
daan varastoon x; tuotteen erissd. Jos asiakas ei saa haluamaansa tuotetta, niin
asiakas jd4 odottamaan. Kun seuraava tdydennyserd saapuu, toimitetaan ensin
odottavien asiakkaiden tarve ja loput sijoitetaan varastoon. Tilaukset ajoitetaan
siten, ettd varaston maksimikoko on zs. Jos kysynté on tasaista, niin varaston koko
ajan funktiona on seuraavan kuvan mukainen.

— *
_\L_ ______ o wD :
_—

xfD

Keskimiriinen varaston koko on z3/(221). Keskim#irdinen puutteen méird on
(1 — 22)2/(221). Ja tilauksia tehtddin D/z; (per vuosi). Kustannukset ovat:

e varaston yllapitokustannus h (/tuote/vuosi),
e puutekustannus s (/tuote/vuosi),
o tilauskustannus K (/tilaus)
Vuotuinen kokonaiskustannus on nyt
w%_h (21 —x2)%s KD

) = oot T, (3.34)

- VE(x) = (5/2+<3+h)w§/(2z"{)fKD/z§>

(s +h)za/xy —s
Haluamme nyt méérittad padtosmuuttujien x; ja x2 optimiarvot, joilla f saa min-
imiarvonsa. Vélttdmaton ehto on
s/2—(s+h)23/(22) — KD/z? =0
(s+h)wg/e1 —s=0
zf = /2KD(s + h)/(sh)
= 3.37
{ x5 = /2K Ds/((s + h)h) (3:37)

(3.35)

VE=0 = { (3.36)
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Loytyi siis yksi piste, joka toteuttaa vilttadméttoman ehdon. ///

3.2.2 Hessin matriisi, riittadva ehto

Maiéritelmé 3.2.5 Olkoon f : R? — IR siled funktio. Funktion f Hessin matriisi

(Hessian) pisteessé p on
af? af?
w5 =\ _ (f f)
®={ o8 o = \feser  fosra
Fra0T; 012

x=p x=p
Esimerkki 3.2.6 Jos f(z1,22)T = 23 + 22? — 32123, niin
vf T _ 37;% +4x, — 31’% @3 38)
To B —6x172 .
9 2 2
foren = B_xl(gzl +4xy — 3z3) = 6x1 +4 (3.39)
0
forwa = W(Smf + 421 — 323) = —6x2 (3.40)
2
9 . '
Sfoser = 3_z1(7611962> = —6z2 (3.41)
0
fozzs = %(7690112) = —6z1 (3.42)
Fal o 6x1 +4 —6xo
La(n) - () ce

Jos nyt halutaan tietdéd gradienttivektori ja Hessin matriisi tietyssa pisteessd p, niin
sijoitetaan p:n koordinaatit x:n koordinaattien paikalle kaavoihin (3.38) ja (3.43).
Esimerkiksi

pz(é):svf(r)) = (3'12t§..11.723'22>:<:152> (3.44)
H(p) (6;(1; .+24 :2:?) = <,1§)2 :162) (3.45)
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Lause 3.2.2 Olkoon f : R? — R siled funktio ja x* € R?.

(1) Jos V f(x*) = 0 ja Hessin matriisi pisteessd x* on positiivisesti definiitti,
niin x* on lokaali minimikohta.

(2) Jos Vf(x*) = 0 ja Hessin matriisi pisteessd x* on negatiivisesti definiitti,
niin x* on lokaali maksimikohta.

Todistus. (1) Olkoon u # 0 miké tahansa suuntavektori. Tarkastellaan funktiota
viivalla, joka kulkee pisteen x* kautta ja on vektorin u suuntainen. Tutkitaan funk-
tion arvoja talla viivalla.

u vy =fo @)

 E—
0 t

Funktiolle g(t), joka antaa funktion arvot viivalla, péatee

gO) = flu) ="V =0 (3.46)
g0 = fo® 2 uTHu > 0 (3.47)

WW\M

_—» —t e E— —t—
Koska (3.46) ja (3.47) ovat voimassa kaikilla u # 0, on x* lokaali minimikohta.

(2) Mutatis mutandis. O
Tiivistetdan tdmékin lause mahdollisimman tiiviiksi muistisénnoksi.

Riittava ehto minimille:

Vix*)=0 ja
Jos , niin x* on lokaali minimikohta.
H(x*) on positiivisesti definiitti
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Esimerkki 3.2.7 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 3.2.5 varastomallia, jossa varas-
ton kautta toimitetaan tuotteita asiakkaille. Vuotuinen kokonaiskustannus on nyt

ﬁ N (21 — 32)2%s n KD

fx) = ey . o (3.48)
fer(x) = 8/2+4 (s+h)a3/(227) — KD /a3 (3.49)
fea(x) = (s+h)z2/z1—5 (3.50)

([ ((s+h)23+2KD)/z} —(s+ h)z2/2? .

-H = ( —(s -f h)xo/x? (s+h)/z ) (3.51)

Esimerkissa 3.2.5 10ydettiin yksi piste x*, joka toteutti valttdméattomén ehdon.
Koska paatosmuuttujat 1 ja xo seké parametrit K, D, h, s kaikki saavat positiiviset
arvot, voimme paatella

hii = ((s+h)z3+2KD)/23>0 ja (3.52)
|Hy| = |H|=2(s+h)KD/z1>0 (3.53)

joten H on positiivisesti definiitti ja piste x* toteuttaa riittdvéin ehdon minimille.
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3.2.3 Optimin etsiminen numeerisesti

Vilttaméton ehto johtaa epélineaariseen yhtdloryhméaén, jonka ratkaiseminen on
usein lilan tyo6ldsta. Silloin voidaan menetelld seuraavasti. (Taas kdymme lapi pe-
rustelut kahden muuttujan tapauksessa, mutta johtopaitokset on helppo yleistaa.)

Olkoon péitésmuuttujien alkuarvovektori & = (z9,yo)*. Jos seuraava likiarvo
on & = (z1,y1)" ja merkitsemme

u =& —§ = (Z:)

niin kokonaisdifferentiaalin mukaan vastaavien funktion f : R* — R arvojen erotus
on

F(&1) = f(&) = fol&o)dz + fy(€o)dy + f(€0)dz = ui Vf
Olkoon h > 0. Jos nyt valitsemme u; = AV f, niin
f(&) = £(&) = (VS)TVF20
Jos vastaavasti valitsemme u; = —AV f, niin
f(&) = £(&) = —h(VH)TVF <0

Siis:

Etsittéessd maksimia otetaan askelia gradientin suuntaan.

Etsittiessd minimié otetaan askelia gradientin vastavektorin suuntaan.
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Figure 3.10: Esimerkin 3.2.8 numeerinen dariarvon maéaritys. Alkuarvot zp = 2 ja
yo = 0.5.

Karkea algoritmi maksimin etsimiseksi on seuraava:
e Valitse alkuarvo & ja parametrit h > 0, € > 0.
o Toista kunnes |41 — &kl <€
Ekr1 =& + AV (&)

Ongelmaksi muodostuu joskus se, etta epélineaarisen funktion osittaisderivaatat
saattavat saada itseisarvoltaan melko suuria arvoja, jolloin gradienttivektori on
pitkd. Edelld kuvattu rekursio ”karkaa helposti késistd.” Erds mahdollisuus on
korjata algoritmi muotoon

o Valitse alkuarvo & ja parametrit h > 0, & > 0.
o Toista kunnes |V f(§xt1)| < e
V(&)
€ri1 = & + AV (&) = & + his e
i N
Kolmas versio samasta naivista ideasta on
e Valitse alkuarvo &y ja parametrit h > 0, € > 0.
o Toista kunnes h < ¢

i1 = V(&)
Erp1 = &+ huf
jos u;fﬂuk < 0, niin pienenné h:ta
Kun numeerinen optimin etsintd tehdéén oikeaoppisesti, suoritetaan niin sanottu
?viivahaku”. Tédmé menettely késitellddn optimoinnin jatkokurssilla. Edella esitellyt
algoritmit ovat hyodyllisia siksi, ettd ne on helppo toteuttaa vaikkapa excelilla.
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Esimerkki 3.2.8 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 3.2.1 funktiota f(z,y) = 3067(z2+y2)+

2% — 4z + 4y® — 8y + 8. Midritimme funktion lokaalin maksimikohdan. Valitaan

(is) = (0?5> , ja h=01
Rekursio yhtélo on

T ) (T 4y —60:L'k.e’(“”§+y§) +2mp -4 _ —kae’(”jkﬂg) +1.20, —0.4
Yr+1 Y —60yre~ @i tvi) + 8y, — 8 —6ype™@itv) + 1.8y, — 0.8
ja excelin antama likiarvopisteiden jono tasossa ldhestyy pienelld h:n arvolla pistettéd
T\ _, —0.07117
Yk —0.15936
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3.2.4 Esimerkkeja

Esimerkki 3.2.9 Yritys valmistaa kahta tuotetta A ja B. Valmistusmaérat ovat x;
ja xo. Kysynté- ja kustannus-funktiot ovat

p1 = 12-0.022; — 0.01z (3.54)
py = 50—0.1zs (3.55)
C = 5z +Txz +0.0127 + 0.0223 + 0.00521 22 (3.56)

Voittofunktio on silloin

P (2) = (ma1) + (pez2) - C (3.57)
= (1221 — 0.0227 — 0.01z122) + (50z2 — 0.123) (3.58)

— (521 + Tz + 0.012F + 0.0223 + 0.0052122)
= Tay +43z5 —0.0322 — 0.015z,29 — 0.1222 (3.59)

Voittofuktion lauseke on nyt jaettavissa lineaariseen osaan ja neliomuotoon. Voiton
maksimointi tarkoittaa nyt globaalin maksimin 16ytamistd P:lle. Nyt valttaméaton
ehto on

Py = 0 7 - 006z - 0015z = 0
{pw =0 {43 — 001s - 024m, = o0 (300
- Ty ~ T73.0
Ty &~ 174.6
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Tutkimme vield Hessin matriisin definiittisyyden

Py 2, Pra,\ _ ( —0.06 —0.015
H = (Pmm Py,a, ) - (—0.015 —0.24 ) (3.61)
|Dy| = h11=-0.06<0 (3.62)
—0.06 —0.015
|Dy] = ‘ 0015 —0.24 ) =0.0142>0 (3.63)
= H on negatiivisesti definiitti
= 16ydetty piste on maksimikohta.
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3.3 Monen muuttujan tapaus ilman rajoitteita

Edellisissa kappaleissa johdetut tulokset ovat sellaisinaan yleistettédvissad useamman
muuttujan tapauksiin. Teemme yhteenvedon
Olkoon f:IR"™ — R siled funktio. Sen gradientti on

fou
fe:
vi=|"" (3.64)
Jon
Hessin matriisi on
frrer  fries oo foiz.
JETTR TR e
H-= . R . . (3.65)

oo foves o o

Aériarvokohtien médritelmét ja vélttamaton seka riittava ehto dériarvolle saavat
nyt tdsmélleen samat muodot, kuin kahden muuttujan tapauksessa.
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Riittdva ehto minimille:

Vix*)=0 ja
Jos | niin x* on lokaali minimikohta.
H(x*) on positiivisesti definiitti

Riittdva ehto maksimille:

Vix*)=0 ja
Jos , niin x* on lokaali maksimikohta.
H(x*) on negatiivisesti definiitti

Vilttamiton ehto:

Jos x* on lokaali maksimi- tai minimikohta, niin Vix*)=0

Esimerkki 3.3.1 Hintadifferointi. Yritys valmistaa tuotetta ja myy sita kolmella
eri markkinoilla (Eurooppa, Aasia, Afrikka). Eri markkinoilla on eri kysyntafunktiot,
joten hinnat eroavat markkinoiden vélilld. Yritys myy tuotteita vuosittain Euroop-
paan z; kpl, Aasiaan 5 kpl ja Afrikkaan z3 kpl. Vastaavat kysyntafunktiot ovat

p1 = a1 —buay, (3.66)
p2 = a2 — by, (3.67)
p3 = a3 — byzs. (3.68)

Kustannusfunktio on ”"normaali”
C(z) =C(z1 +z2+23), C'>0, C">0. (3.69)
Voittofunktio on
P(z1,22,23) (3.70)
= p1x1 + paz2 + p3xs — C(x1 + 22 + 23)
= a1xy — bix? + asxy — bawl + azwz — baxd — C(x1 + 20 + 23)
Gradientti ja Hessin matriisi ovat

a1 — 2byzy — C'(x1 + 22 + 23)

VP = ag — 2byxy — C' (21 + 22 + 23) (3.71)
az — 2bzws — C'(I1 +xa + 963)
—2b; — lodd —_c" el
H = -C” —2by — C” -C” (3.72)
e el —2by — led
Valttdméton ehto VP = 0 voidaan nyt tulkita siten, ettd jokaisella markkina-

alueella (i = 1,2,3) tulee alueen rajatuoton MR, = d(p;z;)/dz; olla yhtd suuri
kuin tuotantolaitoksen rajakustannus MC = dC(z)/dz, missd © = z1 + 2 + x3.
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Tarkistamme vield Hessin matriisin definiittisyyden.
D] = hiy=—2b,—C" <0 (3.73)
—2b; — C” -C”

70// 72b2 _ C//
= 4dbiby +2(b; +b2)C" >0

[Do| = (3.74)

—2b, —C" el el
|Ds| = —C" by —C" " (3.75)
el e 721)3 —_o"

—8b1bobs — 40”(1)1()2 + b1bs + b2b3) <0

Hessin matriisi on negatiivisesti definiitti, joten vélttdméttomén ehdon toteuttava
ratkaisu maksimoi voittofunktion. ///

3.4 Rajoitteellinen optimointi, yhtalorajoite
Téssd luvussa rajoitumme tutkimaan optimointiongelmia, jotka ovat muotoa

min f(x)
ehdoin  hj(x)=0,j=1,...,m

Oletamme siis, ettd
1. ongelma on minimointiongelma,

2. lisiksi oletamme, etté kaikki funktiot (f, h;) voidaan derivoida jatkuvasti niin
monta kertaa kuin kulloinkin haluamme.

Oletus 1 saadaan aina jarjestettyd, mutta sileysvaatimus 2 ei ole aina jarjestettavissa.

Sivuutamme nyt tdmén ongelman. Rajoittuminen minimointiongelmaan saattaa
tuntua oudolta, mutta valitsemamme kaavamaisuus helpottaa asioiden esittamista ja
myds asioiden omaksumista. Jos sovellustehtévissi kohtaamme maksimointitehtavén,
voimme aina muuntaa sen laskuja varten seuraavasti

ALKUPERAINEN MUUNNETTU
max f(x) - min —f(x)
ehdoin  hj(x)=0,j=1,...,m ehdoin  hj(x)=0,j=1,...,m
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3.4.1 Sijoituskeino

Jos optimointitehtdvissé on yhtélorajoite, ja jokin muuttuja voidaan ratkaista ra-
joiteyht#losté, niin sijoitetaan saatu lauseke muuttujan paikalle funktioon ja muihin
rajoitteisiin.

Esimerkki 3.4.1

i ; ) = Opr - 1 22
(3 foppipemd e
Rajoitteesta voimme ratkaista
z3=1—21 — 29 (3.77)
jolloin optimointiteht&dva menee muotoon
Min f(z1,22) = 22 + 23 + 20120 — 5 + 1 (3.78)
Vilttdmaton ehto optimille antaa
vi= (2121:1 ;af;i 1) - <g> (3.79)
Talla yhtalolld ei selvésti ole ratkaisua, joten alkuperdiselld ongelmalla ei ole &&ri-
arvokohtaa. /1]
Esimerkki 3.4.2
min f(ZL,Iz) = —T122 (3.80)

ehdolla 2z1 + 52 = 10

Rajoitteesta saamme ratkaistua toisen muuttujan ensimméisen avulla, zo = 2 —
0.4z, . Silloin optimointitehtdvd menee muotoon

min f(z1) = =221 + 0.422 (3.81)

Derivaatan nollakohdasta ja rajoitteesta saamme optimiarvot

fl(#1) = —2+4082,=0 =a}=25 (3.82)
f'(x1) = 08>0 =z} on minimikohta (3.83)
zy = 2—-04z7=1.0 (3.84)

Siis optimointitehtdvan ratkaisu on

x* = <z1> = (?3) ja fr=-25-1.0=-25 (3.85)
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Esimerkki 3.4.3 Viira ratkaisuyritys. Sijoituskeino ei aina ole helppo ratkaisu.
Esimerkiksi ongelma
Min 2z + 22 + z%
st 23+ 23+ 23 <10 (3.86)
2 +a3+ai=1
on hankala. Yhtélorajoitteen késittely vaatii huolellisuutta. Tarjolla oleva ”helpon
tuntuinen” temppu

Min 2z + 22 + z%
st o} +ad+a3 <10

5, 2 5 . 2
22 ai=1-a2 { Min 2z + 22+ x3
.7,'21 + .7,'22 + .7?32 =1

st —a3+23<9 (3.87)
on virheellinen. ”Yksinkertaistetussa” optimointitehtavéssa ei muuttujien z; ja zo
arvoja enii rajoiteta milldi ehdolla, vaikka alkuperiisessi tehtdvissia z7 + z3 <
1. Yksinkertaistetun optimointitehtdvén tavoitefunktion arvo saadaan siis miten
pieneksi tai miten suureksi tahansa, koska z;:lle ja x2:lle voidaan antaa mité tahansa
arvojal ///

Esimerkki 3.4.4 Oikea ratkaisu. Ratkaistaan edellinen ongelma oikein.

Min 2z + z2 + 23 . 2
st altaltbas<10 o) M 2mAo4T (3.88)
] 2 st 22 +a3+ai=1
a3 +ai=1 1 2t

silld ensimmaéinen rajoite on voimassa aina kun toinen on voimassa. Voimme nyt
ratkaista rajoitteesta zZ:n ja sijoittaa sen malliin

{ Min  f(x1,22) = 221 + 22 + 1 — 27 — 23 (3.89)

st 423 <1

Vilttamattoman ehdon toteuttava piste

Vf:()@(;;):((g) (3.90)

ei toteuta (3.89)m ehtoa! Optimipisteen on siis oltava kidyvén alueen reunapiste,
jossaz3+23 = leli zp = £4/1 — 27. Lopulta saamme z1:n optimiarvon méri&miseksi

tehtdvan -
Min  f(z1) =2z — /1 —2? (3.91)
st —1<2 <1 !

Tamé& on ”lukio-tason” ongelma, jolle

fla) = 2+ \/1“"—1_302 =0 =a= 7% (3.92)
f-) = -2 (3.93)
f(=2/v5) = —v5 <« pienin (3.94)

f+1) = +2 (3.95)
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Purkamalla tehdyt sijoitukset saamme

. 2

0= 7 (3.96)
; 1

ay = —y\Jl-ap’= % (3.97)

x5 = EV1-—zx2 —zox? =0 (3.98)
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Saatujen ratkaisujen mielekkyys kannattaa aina tarkistaa alkuperiisten rajoit-
teiden avulla. Sijoituskeinoa parempi menetelmé on Lagrangen kertojat, jotka esi-
telldén seuraavassa.

3.4.2 Lagrangen kertojat, yhtilorajoite

Lahestymme paatulosta useassa vaiheessa ja aloitamme melko yksinkertaisesta on-
gelmasta.

Tapaus: yksi yhtélorajoite

Tarkastellaan ensin perusongelmaa, jossa on yksi yhtélorajoite

min (), %= (01,02, z0) T
st h(x) =0

(Huomaa: Vaikka yhtélérajoite tasossa merkitsee sitd, ettd kiypd alue rajoittuu
jonkin kéyrén pisteiksi, niin useamman paatosmuuttujan tilanteessa (n > 3) kiypé
alue ei ole kiiyrén osa vaan silld on vapausasteita enemmén kuin yksi.)

Olkoon x* = (2%, 23,...,2%)" optimipiste ja olkoon differentiaali

dx = (dx1,dxs, ..., dx,)" sellainen, ettd
x*+dxe€ K& h(x*+dx)=0
Silloin koska x* on optimipiste, niin

_or of of
df = By dzy + 6x2d:vz +... 4+ o,

da, =0 (3.99)

Oh Oh Oh
dh = —dx —dzx oot =—dzx, =0. 1
prn 1 + 525 To+ ...+ Er 2z, =0 (3.100)

Toisin sanoen
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Vf(x*)Tdx =0 ja Vh(x*)Tdx =0

Yhtélon (3.100) takia differentiaalia dx ei voi valita miten tahansa. Oletamme, nyt
ettd optimipisteessi

Oh
0 3.101
ra (3.101)
(Tarvittaessa vaihdetaan muuttujien jarjestysta.)
Differentiaalin dx komponentit dz1,dzs,...,dz,_; voidaan nyt valita vapaasti.
h:n sileys

ehto (3.101) } = dz,, voidaan ratkaista ehdosta (3.100)

Olkoon A € R. Ehdoista (3.99) ja (3.100) seuraa, etta

" (0f , 0Oh -
; (5% * ’\6._1%) dr; =0 (3.102)
Valitaan \ siten, ettd
of  ,Oh _
oz, oz, 0 (3.103)

Siis yht&ls (3.102) voidaan kirjoittaa

n—1
of Oh
A—)dz; =0 3.104
; (612, + 81,) “ ( )
Koska dxq,dzs,...,dz, voidaan valita vapaasti, voi yhtalo (3.104) olla tosi vain
ehdolla
of oh .
A— =0, Vi=1,2...,n—1 3.105
oz + oz, ) , n ( 5)

Saadut n+1 yhtaloa (h(x) = 0, (3.103),(3.105)) muodostavat ryhmén, josta ratkaistaan
n + 1 tuntematonta

xy,@h, .., Th, AT

) Ty
Maéiritelmé 3.4.1 On tapana mééritelld Lagrangen funktio (engl. Lagrangian)

L = f(x) + Ah(x) = L(z1, @2, ..., Tn, A)
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Lause 3.4.1 Jos optimointitehtavalla

{ Min  f(x)
st h(x) =0

L(x,\) = f(x) + Ah(x)

toteuttaa ehdot

oL of oh .

o om am BT L
oL .

- h(x*) =0

(eli VL = 0)

on minimipiste x*, niin on olemassa A\* € IR siten, ettd pisteessd (x*, \*) Lagrangen funktio

Huomaa, ettd tdmé on valttAméton mutta ei riittdva ehto. Yleensd saadaan monta
ehdokasta, joista yksi on optimi.

Esimerkki 3.4.5
Min 2z + x5+ x§
st. 2?2 +a23+a22-1=0
Lagrangen funktio on
L =2z, +w2+1§+/\(w?+x§+w§71)

Vilttdmaton ehto optimille on

242 \z; = 0
- 142\, = 0
VE=0e %y +2\z5 = 0
22 +ad+2i-1 = 0
Kolmannen yht#lon perusteella joko 3 = 0 tai A = —1.
LR 0wk s
2 = —
,1.% + T% -1 = 0 (3) (3)&(4) = T2 = il/\/g

Saamme kaksi vilttédmattomét ehdot toteuttavaa pistetta
ehdokas #1:

2/\5
xg1= | 1/V5 |, Ap1 = —V5/2, f(xp1)=5/V5
0
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ehdokas #2:

—2/5
Xyo = 716\/3 Mgz =V5/2, flxuz) = —5//(5)

2—-2z; = 0 —z21=1
1-22 = 0 —a2=1/2
z?+a3+ai—-1 = 0 — 23 = —1/2 (mahdotontal)

Paras ehdokas on #2 eli

—2/v5
x*=| =1/V5 | , A =V5/2, f(x*) = —V5 (3.106)
0

Tapaus: monta yhtélorajoitetta

Vastaavalla tavalla kuin edelld voidaan perustella seuraava lause

Lause 3.4.2 Jos optimointitehtavalla

{ Min  f(x)
st hj(x)=0, j=1,...,m

on minimipiste x*, niin on olemassa reaaliluvut AY,j = 1,...,m siten, etté pisteessa (x*,A%)
Lagrangen funktio

L(x,A) = f(x) + Y Ajhy(x)

toteuttaa ehdot

oL of In. on,

= = 2L S, i=1,.
Ox; BmiJr;)\J Ox; 0, i=1L...,n
oL o -

N = hi(x*)=0, j=1, m

(eli VL = 0)

Huomaa, ettd tdmé on valttAmé&ton mutta ei riittdva ehto. Yleensd saadaan monta
ehdokasta, joista yksi on optimi.
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Esimerkki 3.4.6
Min 2z + 2o + 23
st. 2?2 +23-10=0
T +wy+a3—1=0

Lagrangen funktio on
L =2x; + o + 22 + M (22 + 23 —10) + Ao(z1 + 22 + 23 — 1)

Vilttaméaton ehto optimille on

24201+ X = 0
1+X = 0
VL=04 4 2z3+2Mz3+X = 0
z34+a23-10 = 0
1 +r2t+z3—1 = 0
Toinen yhtélo — Ay = —1 =
Mz = -1 =z =—1/(2)\1)
(I+XA)zs = 1/2  —a3=1/(2+2\)
2+23 = 10
1+ 22 t+x3 = 1

Kun sijoitetaan x; ja x3 kolmanteen yhtaloon ja tehdddn muuttujan vaihto A\; =
u — 1/2, saadaan

1 1
4t =1
P AT W 0
S (1+M)Z+HA = 4001+ N)2
S (u+1/2)%+ (w—1/2)% = 40(u—1/2)%*(u+1/2)
Sul+1/2 = 40(u® - 1/4)
o 40ut - 2202 +2 = 0
1 11+ /41
A = g =Y
M 2 0
Saamme nelja ehdokasta minimipisteeksi
A z1 z3 T2 f(x)

0.1596 -3.1327 0.4312  3.7016 -2.3780
-0.1610  3.1056  0.5959 -2.7016  3.8648
-1.1596  0.4312 -3.1327  3.7016 14.3780
-0.8390  0.5959  3.1056 -2.7016  8.1352

Paras ehdokas on ensimmaéinen, joten minimi on

—3.1327
<= | 37016 |, 2= (_"1'_105()%6[)), F(x) = ~2.3780

0.4312
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3.4.3 Resurssirajoite, resurssin varjohinta

ma3d3.tex
Tutkitaan aluksi yleistd ongelmaa

min  z = f(x,p)
st. hij(x,p) = 0, j=1,....,m

missé p € R on mallin reaaliarvoinen parametri.
Kun parametrin arvo muuttuu hieman, muuttuu my6s optimikohta ja tavoite-
funktion optimiarvo.

x* — x* + Ax*

poptap = {z*ﬁz*JrAz*

Raja-arvo
im 8% _ 97
Ap—0 Ap — dp

on reaaliluku ja raja-arvo

dzy/d
. Ax*  dx* 1,/ P n
lim — = ——= : cR
Ap—0 Ap dp :
dz}, /dp
on vektori.
Kokonaisdifferentiaalin mukaan optimipisteessa
d _ Ofdey | Of duy  of doy  Of
dp Oz dp Oro dp " Ox, dp  Op
of
- 3.107
Ay o + N ( )
Vastaavasti
dh; de oh; .
,\d— = A\;Vh] v +,\]6p 0, j=1,...m (3.108)
Optimipisteessi patee edellisen kappaleen mukaan
VL = 0
m
SV [f+Y N =0
& Vf=->")\;Vh, (3.109)

=1

3.4. Rajoitteellinen optimointi, yhtalorajoite M

Yhdistamalld kaavat (3.107), (3.109) ja (3.108) saadaan tavoitefunktion optimi-
arvon muutosherkkyys

#p) (d .P) 6f Z ) (3.110)

3.4.4 Resurssin varjohinta

Tarkastellaan erityisesti resurssia parametrina.

min  f(x) min  f(x)
{SV hix) = 8 {St- hj(x) =hi(x) =8 = 0

Kaavan (3.110) avulla saamme resurssin (5, varjohinnan.

dt_ of SN, Oy
dpy, dﬁk 71Jdﬂk

Siis

Aj on resurssin j varjohinta

Esimerkki 3.4.7 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 3.4.7 ongelmaa.

min z = f(x1,22) = —T122

chdolla 2z, +5zs = 10 =3 (3.111)

Rajoite on tyypillinen resurssikulutukseen liittyvé ehto. Jos niukkaa resurssia on
olemassa 10 yksikkod, niin yrittdjaa usein kiinnostaa tietd4 miten paljon tavoitefunk-
tion arvo paranee, jos niukkaa resurssia saadaan d@:n verran lisid. Muodostetaan
Lagrangen funktio

L = —zyz9 + A(221 + 5z2 — 10) (3.112)
Vilttaméton ehto optimille on
—xo+2\ = 0
VL=0< —z1+5\ = 0, (3.113)
2x1 + 522 —10 = 0

josta ratkaistu optimi on z7 = 2.5, 5 = 1.0 ja A* = 0.5, joten
dz*
ag

-0.5 (3.114)
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Esimerkki 3.4.8 Tarkastellaan uudelleen esimerkin yritystd. Yritys valmistaa kahta
tuotetta A ja B. Viikottaiset valmistusmadrat ovat x1 ja zo. Kysynté- ja kustannus-
funktiot ovat

p = 12-0.02z; — 0.01z, (3.115)
p2 = 50—0.1zs (3.116)
C = 5z +Txe +0.0127 + 0.0223 + 0.005z1 22 (3.117)
Voittofunktio on silloin
P <§1) = Tz + 4335 — 0.032% — 0.015z, 75 — 0.1223 (3.118)
2

Yhden A-tuotteen valmistaminen vaatii 1.5 tuntia ty6té ja yhden B-tuotteen valmis-
taminen vaatii 0.75 tuntia ty6té ja viikossa on tyoresurssia kdytettavissd 160 tuntia.
Yritys pééttdé toimia taydelld kapasiteetilla, jolloin

1.5z1 + 0.75x2 = 160 (3.119)
Voiton maksimointi johtaa nyt rajoitteelliseen optimointitehtdvaan

Max P =Tz + 43z — 0.032% — 0.015z1 22 — 0.1223

st. 1.5z1 + 0.7525 = 160 (3.120)

=

Min 2z = —P = —Tx; — 43z + 0.0327 + 0.015z; 25 + 0.1223
st. 1.5z1 + 0.7525 = 160
L

= = —P + X(1.5z1 + 0.75z2 — 160)

Vilttaméton ehto saa muodon

—740.06z1 4+ 0.01522 + 1.50A = 0
VL=0 & —43 4+ 0.01521 4+ 0.2425 +0.750 = 0 (3.121)
1.521 4 0.752, — 160 = 0
] 21
a3 o~ 171
S ¥ o~ a1 (3.122)
P* = 3900

Varjohinta \* = 2.11 kertoo miten paljon yhdesta lisdtyoresurssista (tyotunti) enintdan
kannattaa maksaa yli normaalin taksan. Kaksi € /tunti on melko pieni varjohinta,
joten ainakaan ylitydtd tuskin kannattaa teettda. ///
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3.5 Rajoitteellinen optimointi, epayhtilorajoite

Téssd luvussa rajoitumme tutkimaan optimointiongelmia, jotka ovat muotoa

Oletamme siis, etta
1. ongelma on minimointiongelma,
2. epéyhtéalorajoitteet ovat tyyppid ”"<” ja

3. liséiksi oletamme, ettd kaikki funktiot (f, g;, h;) voidaan derivoida jatkuvasti
niin monta kertaa kuin kulloinkin haluamme.

Oletukset 1 ja 2 saadaan aina jarjestettyd, mutta sileysvaatimus 3 ei ole aina
jérjestettavissd. Sivuutamme nyt tdmén ongelman.

3.5.1 Graafinen ratkaisu

Kun x = (z,5)" € IR? voidaan ongelmaa tutkia graafisesti (z, y)-tasossa. Ongelman

min  f(x)
st g9i(x) <
(hy(x) = 0)

graafisen ratkaisemisen vaiheet voidaan kuvata karkeasti seuraavasti.

(1) Piirra kdypa alue K

(1.1) Kaikilla i: Piirrd kdyrd g;(z,y) = 0 ja piirrd kiiyran pisteeseen x pieni nuoli
suuntaan —Vg;. (Nuoli osoittaa kiyvin puolen.) (1.3) Piirrd kayra h(z,y) = 0.
(1.4) Merkitse kuvaan K

(2) Piirrd kuvaan tasa-arvokdyrii
Muutamalla z:n arvolla: Piirrd kdyra f(z,y) = z ja piirrd kdyralle —V f

(3) Tee johtopaatds

Esimerkki 3.5.1 Tutkitaan ongelmaa
min 2z +y

st 22 —y—3<0
—224+y—-3<0

—2z 2 —4
gz,y)=2"-y—3 = 7v91:( 11> = 7V91<1) :( 1 )
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Figure 3.11: Esimerkin 3.5.1 graafinen ratkaisu.

gz, y)=—2"+y-3 = —Vg, = (i) = ~Vo (i) - (—21>

fla,y) =2z +y = —Vf= (:f)

Kuvasta 3.11 ndemme, ettd optimipiste on paikassa, jossa tavoitesuora sivuaa
kéayrad g1 (x,y) = 0. Siis

Vf Vg

(2) - <2.L) N {w: -1

1 1 y=—2

Esimerkki 3.5.2 Tarkastellaan yritystd, joka toimittaa varastonsa kautta tuot-
teita asiakkaille. Vuotuinen kysyntd on D = 1000 (tuotetta/vuosi), varaston yk-
sikkoyllapitokustannus on h = 9 (/tuote/vuosi), puutekustannus on s = 16 (/tuote/vuosi)
ja tilauskustannus on K =5 (/tilaus). Yritys mééarittaé tilauserdn koon 1 ja mak-

simivaraston koon xs puutteen sallivan varastomallin mukaisesti. Padtosmuuttujien
optimiarvoiksi saadaan

V2KD(s + h)/(sh) = v/2-5-1000 - (16 + 9)/(16 - 9) = 500/12 = 42
5 = +/2KDs/((s+h)h) = /2-5-1000-16/((16 + 9) - 9) = 400/15 ~ 27

Yrityksen kéiytettdvissd olevaan varastoon mahtuu vain 20 tuotetta. Alkuperéisen
optimointimallin

x%_h+ (21 — 22)%s n KD

min T1,T2) =
f(z1,22) 2 20 T
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Figure 3.12: Esimerkin 3.5.2 graafinen ratkaisu a) alkuperiinen ja b) lisdehdolla
zo < 20.

ehdolla o —x1 <0
1,22 >0

sijasta on siis ratkaistava rajoitettu versio

zsh (@1 —2o)s | KD

min f(zl,zz):EJr 70 o
ehdolla o —x1 <0
o —20<0
z1,22 >0

Kummankin mallin graafinen tarkastelu on kuvassa (3.12). Kuvasta ndhdaén, ettd
ratkaisu on zo = 20 (tasan) ja z; ~ 35. Asia varmistuu kokeilemalla

400-9 14%2-16 5000

34;20) = ——— —— ~246.12
i ) 68 8 34
400-9  152-16 = 5000

120) = —— 4+ —— + T ~ 24571

$(35;20) 70 70 35 5T
400-9  162-16 = 5000

:20) = —— ~ 245,7

£(36520) 7 + = + % 5,78
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3.5.2 Laskeva ja kidypa suunta

Kun ratkaistaan numeerisesti optimointitehtavas

min  f(x)
st gi(x)<0,i=1,...,n

lahdetaan liikkeelle alkuratkaisusta xo. Parannetaan ratkaisua siirtymalld askelen d
verran uuteen ratkaisuun

X1 =%x0+d

Oletamme nyt, ettd askel d on nyt niin lyhyt, ettd voimme arvioida funktioiden
arvojen muutoksia kokonaisdifferentiaalin avulla

of of

df=f(x1)*f(xo):afmd1+“'+6:t

d, =Vf'd

dgi dgi
dg; = gi(x1) — gi(x0) = 3—id1 +...+ %dn =vg'd

Mahdollinen askelvektori d on laskeva suunta, jos
VE'd<0

ja aktiivisen rajoitteen g; kannalta kdypd suunta, jos
Vgi'd <0.

Jos x¢ on kidyvén alueen sisépiste (el aktiivisia rajoitteita), niin kannattaa
valita

d = —Vf(xo).

Jos f:n gradientti pisteessé X ei ole nolla, niin uusi ratkaisu x; on edellistd parempi.
Jos fn gradientti pisteessd Xo on nolla, niin prosessi pyséhtyy valttamattoméan
ehdon (Vf(xg) = 0) toteuttavaan pisteeseen. (Huom: T&m4 ei todista, ettéd xo olisi
optimiratkaisu!).

Jos x¢ on kiiyvén alueen reunapiste (aktiiviset rajoitteet g;(x) < 0, i =
1,...,p), niin edelld tehty askelvalinta ei valttamétta ole kiaypd. Nyt on valittava
mahdollisimman hyvé kéypé suunta. Ratkaistaan siis tehtava

Min z=Vf'd
st. Vg d<0, i=1,...,p
ldi| <h, k=1,...,n

missé h > 0 on valittu askelpituus. Jos LP-mallin tavoitefunktion optimiarvo z* < 0,
niin d* on laskeva kdypé askelsuunta ja asetamme x; = xg + d*. Jos z* > 0, niin
emme 10ydéa laskevaa kidypad askelsuuntaa, ja x¢ on lokaali minimikohta.

3.5. R

Figure 3.13: Esimerkin 3.5.3 kiypa alue.

Esimerkki 3.5.3

Min  f(zy,22) = —xz1 — 2z9

st.  gi(w1,32) = T - X <0
ga(z1,22) = 31 + x — 6 < 0
g3(z1,22) = —4z1 + 32 + 2? < 0

Tutkimme nyt kdyvéan alueen nurkkapisteet (ks. kuva (3.13))
(0 (15 /1
xa=\g) xB=|15) Xc={3

Pisteessid A:

e (1) wme (1) e (2 < ()

Paras kiypa laskeva askelsuunta 16ytyy mallilla

Min 2z = —d; —2d>

st. di—dy < 0 * w_ (1
“ddy+dy < 0 PINBO F==8di={y
ldy] < 1 Siis A ei ole minimipiste.
ldo] < 1
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Pisteessi B:

Paras kiypa laskeva askelsuunta 16ytyy mallilla

Min z= —d; — 2d>

st. di—dy < 0 . . (-1/3
3dy+dy < 0 L%)() z*=-1.67,d 7< 1
ldi] < 1 Siis B ei ole minimipiste.
|do] < 1

Pisteessi C:

v (;) Ve = (j‘) Ve, = (”j”) = (,61)

Paras kiypa laskeva askelsuunta 16ytyy mallilla

Min 2z = —d; —2d>

st. 3di+dy < 0 «_oa = (0
—6dy+dy < 0 FARO F=0d7=(,
ldy] < 1 Siis C on lokaali minimipiste.
[do] < 1

3.5.3 Lagrangen kertojat, epayhtalorajoite

Seuraavaksi tutkimme yleisté ongelmaa. Muotoilemme ensin lauseen ja annamme
esimerkin. Todistus jatetaan jatkokurssille.
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Lause 3.5.1 Jos optimointitehtavélla

Min f(x), x e R"
st gi(x) <0, i=1,...,p
hij(x)=0, j=1,...,m

siten, ettd optimipisteessd (x*, u*, \*) Lagrangen funktio
m

L(x,A) = £+ 30 (00 + D Aihy ()

toteuttaa ehdot

on minimipiste x*, niin on olemassa reaaliluvut p; > 0, ¢ = 1,...,p ja A},j = 1,..

L,m

oL Of &~ 0gi N~ Ohy
= - 2L L N=2=0, k=1,...,1
3Ik 3Ik, +;M1 (9:[,‘4, +]‘§ ’8zk, ’ ’ o
pi =2 0, i=1,...,p
Higi(x) 0, i=1,....p
gi(x*) < 0, i=1,...,p
hj(x*) = 0, j=1,...,m
Kéytdmme ehdoille nimityksia
VL =0 optimaalisuus (optimality)
n>0 ei-negatiivisuus (non-negativity)
wlg= komplementtaarisuus (complementarity)
g<0, h=0 kéypyys (feasibility)

Komplementaarieuusehto sanoo, etté jos rajoite g;(x) < 0 ei ole aktiivinen optimissa,
niin p; = 0. Vastaavasti, jos optimissa y; > 0, niin g;(x*) = 0 eli ollaan silla kdyan
alueen reunan osalla, jossa g;(x) = 0.

Esimerkki 3.5.4
Min  f(z,y) =2z +y

st gi(w,y) =2 —y—4<0
g2(z,y) =2 +y—4<0

L=2z+y+m(a®—y—4) +p(a® +y—4)
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Vilttaméton ehto minimille saa muodon

24 2ux 4 2uexr = 0 (VxL =0)
1—pi+p = 0
m(@*—y—4) = 0 (ugi =0)
po(z®+y—4) = 0
pmo= 0 (i 2 0)
p2 > 0
??—y—4 < 0 (9: <0)
z? +y—4 < 0

Tapaus 1 = p1p = 0 eli kdlyvén alueen sisépisteet.
Vilttaméton ehto saa muodon
{ 2 =0 rr

Tapaus p; = 0, 2 > 0 (g2 on aktiivinen).
Vilttaméton ehto saa muodon

24 2ux = 0
1+ps = 0 — po = —1
2 + y—4 = 0
p2 > 0 ol
22—y—4 < 0
Ei siis ehdokaspisteitd tdssd reunan osassa.
Tapaus p; > 0,2 =0 (g1 on aktiivinen).
Vilttaméaton ehto saa muodon
242umzr = 0 —r=-1
l-m =0 —pr =1
22—y—-4 = 0 —y=-3
m > 0 ok
22+y—4 < 0 ok

Saadaan ehdokaspiste z = —1, y = =3, f(—1,-3) =2+ (-1) + (-3) = —5.

Tapaus p; > 0,42 > 0 (g1 ja go aktiivisia).
Vilttaméton ehto saa muodon

242z +2ux = 0 — o =3/2

1—pp1+pe = 0 — pp=1/2
2?—y—4 = 0 —y=0
2+y—-4 = 0 —z=-2

w > 0 ok

pe > 0 ok
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Saadaan ehdokaspiste z = =2, y =0, f(—2,0) =2-(=2) + (0) = —4.
Valitsemalla ehdokkaista paras, saamme

(5)=(5) w=(5) foer=-s

Esimerkki 3.5.5 Seuraavaa esimerkkid emme ratkaise loppuun saakka, vaan kir-
joitamme vain valttAméattomét ehdot minimille.

Tarkastellaan tuotevalintaongelmaa, kun yhden tuotteen kysynta riippuu voimakkaasti

myyntihinnasta (eli tuotteesta saatava kate riippuu valmistusméarasta).
Yritys valmistaa kolmea tuotetta seuraavalla tavalla

tuote 1  tuote 2 tuote 3 resurssi

valmistusmaarat 1 =25 x2=20 x23=70
kate / tuote 4 5 3
valmistusaika / tuote 2 4 1 200
raaka-ainel / tuote 10 6 12 1210
raaka-aine2 / tuote 20 15 10 1500

tuotteen 1 myyntihinta on nyt 20 ja valmistuskustannus 16, joista erotuksena saadaan
kate 4. Kysynnén hintajousto on markkinointiosaston arvion mukaan —0.2, joten
voimme arvioida hinnan muutosta, jos tuotannon maérad muutetaan

p dxry 20 dzry dp

=2 .t _ 2 dn
02=2 " "B @ O dn

Jos mallinnamme kysynnéan lineaarisella kysyntafunktiolla, niin

=-0.25

p = 20—0.25(zq —25) = 26.25 — 0.252
= kokonaiskate = (p— 16)z; = 10.25z; — 0.25z7

Kun otamme huomioon tuotteen 1 hintajouston, saamme optimoitavaksi tuoteval-
intaongelman

max 102521 —0.2522 + 5r2 + 33
st. 2z + 4z + g < 200
10z + 6z2 + 1223 < 1210
20xy + 1dzp + 10z3 < 1500
Ty Z 0
Ty > 0
T3 > 0
min  z = —10.25z; + 0.2523 — 529 — 3z3
st. 2z +4x9 23 —-200 < 0
10z + 6x2 + 1223 — 1210 < 0
= 20x; + 1529 + 10z — 1500 < 0
—r; < 0
—z2 < 0
—I3 S 0
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Lagrangen funktio on

L = —10.25z1 +0.252% — 5a — 3w + pu1 (231 + 435 + 73 — 200)

+42(10z1 + 6z + 1225 — 1210) + pg(20x1 + 152 + 10z5 — 1500) — pazq — 52 — pets

ja minimin valttdméattomat ehdot saavat muodon

—10.25 4 0.5z1 + 2p1 + 10p2 + 203 — pa
—5+4py + 6pg + 15u3 — ps
=3+ p1 + 129 + 103 — pe

p1(2z1 + 4o + z3 — 200)
u2(1021 + 629 + 1225 — 1210)
£13(20z1 + 1522 + 1025 — 1500)
HaZ1

H5T2

HeZ3

H1

M2

13

Ha

Hs

He

2z, + 4z + x5 — 200

10z; + 622 + 1223 — 1210
20x1 + 15z2 + 1025 — 1500
.

29

25

[ [ [
cocoococococoo

oo Ccooc oo

INIAIANININIA IV IV IVIVIVIV]

oo oo

Vaihtoehtoisia tapauksia (u; = 0/ p; > 0) on 2° = 64 tapausta, joista er#iiit
nikee helposti mahdottomiksi. Jos esimerkiksi 3 = po = p3 = 0, niin toinen ja
kolmas ehto ovat epétosia (tdmé poistaa listalta 8 tapausta.) Tapausten lapikdynti
on suoraviivainen, mutta tyo6lds tehtévi, jonka nyt jaitdmme kesken.

Tutkitaan kuitenkin yrityksen nykyinen toimintapiste, jossa kaikki resurssira-
joitteet ovat aktiivisia (w1 > 0,2 > 0,us > 0) ja kaikki merkkirajoitteet ovat
epéaktiivisia (4 = ps = p6 = 0). Minimin vélttdmttomat ehdot menevit silloin
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muotoon
0.521 + 21 + 10p2 +20p3 = 10.25 ry = 25
4py 4 6p + 153 = 5 zo = 20
p1+ 120 +10p3 = 3 ] e = 70
2zy +4x9 + 3 = 200 p = 3.03
10z; + 622 + 1223 = 1210 pe = 0.59
2021 + 1522 + 1023 = 1500 us = —0.71 - EI OPTIMI
po > 0
p2 > 0
pz > 0
z; > 0
zg > 0
zz > 0

Siis toteamme, ettd yrityksen nykyinen toimintatapa, joka on lineaarisen mallin
mukainen optimiratkaisu, ei ole epélineaarisen mallin optimiratkaisu.

3.5.4 Optimointitehtdvan relaksaatio

Jos rajoitteita on monta, on ongelman taydellinen tutkiminen usein tyo6lds teht&va.
Seuraavassa esitettévi keino auttaa sddstdméédn vaivoja.
Ryhdymme vertaamaan kahta optimointitehtavaa
Min  z = f(x) . Min  z = f(x)
Ol'{st x € K, ja O st x € Ko
Tavoitefunktiot ovat siis samat, mutta kiayvat alueet eroavat toisistaan. Sanomme,
ettéd ongelma Oy on perusongelman Oy relaksaatio, jos Ko C K;. Tavallisin tapa

muodostaa relaksaatio, on jattaa yksi tai useampi perusongelman rajoite pois, jolloin
kiypé alue laajenee.

Lause 3.5.2 Olkoon x* relaksaation globaali dériarvokohta. Jos x* toteuttaa kaikki
perusongelman rajoitteet, niin x* on perusongelman globaali dariarvokohta.

Todistus. Jos x* on paras joukon K pisteistd ja x* € K, C Kj, niin se on myos
paras (pienemmén) joukon K pisteisté. O

Esimerkki 3.5.6 Tarkastellaan vield kerran yritystd, joka valmistaa tuotteita A
ja B (Ks. esimerkit 3.4.8 ja 3.4.8). Kysyntd reagoi joustavasti ja tyoresurssi on
rajoitettu. Nyt kuitenkin tyoresurssia on 200 tuntia, eli enemmaén kuin esimerkissé
3.4.8. Kaikkea tyoresurssia ei tarvitse kayttaa tuotteiden A ja B tekemiseen, vaan




90 3. Aariarvotehtévia

resurssia voidaan ohjata muualle. Optimointitehtévé on siis seuraava.

Min 2z = —P = —Tz; — 43x3 + 0.0322 + 0.01521 7 + 0.1222
st. 1.5z1 + 0.75z2 200

Iy 0

) 0

(3.123)

IV IV IA

Muodostetaan perusongelmasta (3.123) relaksaatio jattdmalla merkkirajoitteet pois.

Min z=—P = —T2; — 4322 + 0.03z} + 0.015z1 25 + 0.1223 (3.124)
st. 1.5z1 +0.7525 < 200 ’
Lagrangen funktio on
L = —P + p(1.51 + 0.75z5 — 200) (3.125)
ja vélttdméton ehto optimille on
—7+0.06z1 +0.01522 + 1.5 = 0 (VxL =0)
—43 +0.01521 + 0.2422 +0.750 = 0
pu(1.5z1 +0.7523 —200) = 0 (ng =0) (3.126)
wo> 0 (p=0)
1.521 +0.752, —200 < 0 (9<0)
Jos p = 0, niin
—7+0.06z1 +0.0152, = 0 Llm= 73.0
—43 +0.01521 +0.242 = 0 xo = 174.6 (3.127)
1.521 +0.7522 —200 < O T
Jos p > 0, niin
—7+0.06z1 +0.01522 + 1.5 = 0 1 =46.9
—43 +0.0152; +0.2422+0.750 = 0 — ¢ x2=172.9 (3.128)
1.5, +0.7529 —200 = 0 n=1.06 ’
nw >0 ok

Koska limg, o 2 = +00 ja limg, oo 2 = +00, on (3.128) relaksaation optimi-
ratkaisu. Koska se toteuttaa my0s perusongelman merkkirajoitteet, se on alku-
peréisen ongelman optimiratkaisu. ///

Esimerkki 3.5.7 Esimerkissa 3.5.5 jai todellinen optimi ratkaisematta. Yrityksen
johtaja arvelee laajan kokemuksensa perusteella, ettd optimissa kolmatta resurssia
jaa kayttamattd ja kaikkia tuotteita valmistetaan. Siksi teemme perusongelmasta
(3.129) relaksaation jattamalla merkkirajoitteet ja kolmas resurssirajoite pois.

min 2z = —10.25z, + O.25z% — bxo — 3x3
st. 21 + 4z + 3 — 200

< (3.129)
10z 4 625 + 1225 — 1210 <

0
0
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L = -10.25z, +0.252% — bas — 323 (3.130)
+p1 (221 + 4a2 + 23 — 200) + po(102; + 622 + 1225 — 1210)

ja minimin valttdméattoméat ehdot saavat muodon

—10.25+ 0521 + 201 + 10y = 0 Sy =13.17
—5+4u +6pz = 0 {le
34+ +12u, = 0 po =1/6
p1(2zy +4wo + 23 —200) = 0 — X9 = 23.94
12(102q + 622 + 1223 — 1210) = 0 — x3 = 77.90
p > 0 ok
pe > 0 ok
2x1 +4x9 +23—200 < 0 ok
10zq + 6x2 + 1223 — 1210 < 0 ok

Saimme siis relaksaation optimiratkaisun. Tdmaé ratkaisu toteuttaa kaikki relaksaa-
tiosta pois jatetyt perusongelman rajoitteet,

20z1 + 1525 + 1023 < 1500 (3.131)
z > 0 (3.132)
2 > 0 (3.133)
3 > 0 (3.134)

joten se on perusongelman optimiratkaisu. Johtaja oli siis oikeassa ja hénen arvionsa
on nyt osoitettu laskien oikeaksi. 11/

3.6 Pienimmaéan neliosumman menetelma

3.6.1 Approksimointi polynomilla

Olkoon lahtokohtana joukko havaintoja {(z1,y1), (z2,¥2), - ., (zn, yn)}. Muodoste-
taan polynomifunktio P(z) siten, ettd mahdollisimman tarkasti olisi voimassa

Yr ~ P(z).
Olkoon polynomi P(xz) astetta n, eli
P(z) = by + b1 + bya® + ... + bpa” (3.135)

Maééritetdan kertoimet b; siten, ettd neliGsumma

N N
Fb) = "(P(ax) — ye)? = D (bo + brg + ... + bnaft — )’ (3.136)

k=1 k=1
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saa pienimmén mahdollisen arvon. Minimin valttdméaton ehto on nyt

af N
5. = 22(50+b11k + ..+ baay — Yz, (3.137)

7 k=1
= <b0 Zli + by Z xf;“ +...4+0b, Zl{f” - Z ykx{:) (3.138)

2
= 0, kaikilaj=0,...,n

Tk Yk

03123

0.4 3.0 5

05 | 2.7

0.6 |29 45 -
0.7 | 3.1

0.8 |29 4 -—e
09|25

1.0 | 3.2 35 - .
11|35 . * .

1.2 | 3.3 R .

1.3 | 34 . .

1436 . -

15| 4.0 ‘

1.6 | 4.0 R

1.7 | 4.5 0 05 1 15 2

3.6. Pienimmaén neliGsumman menetelma 93

Jos haluamme sovittaa pienimmaéan neliGsumman menetelmalld toisen asteen poly-
nomifunktion pisteisiin, niin matriisit A ja A* = (ATA)7'AT ovat

T z T by > Yk
< . . ‘ . .k .= . (3.139)
Yap Yaptt . Yain ) \ba > ykay
Jos asetamme
1 =z z? 7
1 xo a3 8
A=|1 =z 2} 4 (3.140)
1 zn z?\, Leoxy
ja Rank(A) = n, niin yhtdloryhma (3.139) voidaan kirjoittaa
(3.139) & ATAb=ATy (3.141)
& b=A'y (3.142)

Seuraavaksi pohdimme riittdvan ehdon toteutumista edelld késitellylle minimoin-
titehtdvélle. Hessin matriisi saadaan osittaisderivoimalla vield kerran (3.138). Os-
oittautuu, ettd Hessin matriisi on sama kuin yhtéléryhmén (3.139) kerroinmatriisi
H=ATA (3.143)
Mutta jos Rank(A) = n, niin A:n ydin on triviaali ja
xTHx = xTATAx = (Ax)TAx = |Ax||? > 0,¥x # 0, (3.144)
joten Hessin matriisi on positiivisesti definiitti, ja vélttdméattomén ehdon toteut-

tava piste on minimointitehtdvén globaali optimikohta. Parhaan approksimoivan
polynomin kertoimet saadaan siis kaavasta (3.142).

Esimerkki 3.6.1 Olemme tehneet havainnot

T

1 03 0.09 0,915 —1,721 0,735
1 04 016 0,623 —1,055 0,420
1 05 025 0,370 —0,486 0,154
1 06 0.36 0,157 —0,014 —0,065
1 07 049 —0,017 0,362 —0,234
1 08 0.64 ~0,151 0,640 —0,356
1 09 081 0,246 0,821 —0,428
A=|1 10 1.00| ja A*=| -0,301 0,905 -0,452 (3.145)
1 11 1.21 —0,317 0,802 —0,428
1 1.2 1.44 0,204 0,782 —0,356
1 1.3 1.69 —0,231 0,576 —0,234
1 14 1.96 0,129 0,272 —0,065
1 15 225 0,013 —0,128 0,154
1 16 256 0,194 —0,626 0,420
1 1.7 289 0,415 —1,221 0,735

Havaintopisteisiin sovitetun polynomifunktion kerroinvektoriksi saadaan

2,7217

b=A%y = | —0,4167 (3.146)

0,8048

Kuvaan 3.14 on piirretty havaintopisteet ja polynomin P(z) = by + boz + b3a?

kuvaaja.
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Figure 3.14: Esimerkin 3.6.1 havaintopisteet ja niithin PNS-menetelmalld sovitetun
polynomifunktion kuvaaja.

3.6.2 Lineaarisen mallin sovitus

Yritys tuottaa eldinten rehua ja sen suurimmat asiakkaat ovat turkistarhoja ja suur-
kanaloita. Tulevaa neljannevuotta suunniteltaessa on kaytettavissé koko turkistarha-
alan liikevaihto neljdnnesvuosittain (ug,k = 1,...,8) kahden viime vuoden ajalta
sekéd tulevan neljannesvuoden ennuste @g. Vastaavasti on kdytettdvissi siipikarjan
kasvattajien yhteenlaskettu liikevaihto neljinnesvuosittain (wg,k = 1,...,8) kah-
den viime vuoden ajalta seké tulevan neljdnnesvuoden ennuste wg. Rehun myynti
(yr, k =1,...,8) on myds tiedossa neljannesvuosittain kahden viime vuoden ajalta.
Yritys haluaa laskea mahdollisimman hyvin ennusteen tulevan neljinnesvuoden
myynnille .

Tietty osuus kaikista turkistarhoista on yrityksemme asiakkaita ja vastaavasti
tietty osa kaikista suurkanaloista on yrityksemme asiakkaita. Siksi on luonnollista
olettaa, ettd sopivasti valituilla kertoimilla z1, z2, x3, pitee

1 + Toug + T3Wg = Y X Yk (3.147)

Kaava (3.147) on lineaarinen selitysmalli, jossa myynti yj on selitettdvd muuttuja
ja asiakastoimialojen liikevaihdot wuy ja wy ovat selittdvid muuttujia. Jos kertoimet
1, T2, x3 saadaan valittua siten, etta
I~ i, Uk (3.148)
eli l¥ — y| on pieni (3.149)
niin saamme hyvén ennusteen tulevan neljannesvuoden myynnille asettamalla

Yo = 1 + T2ty + T3Wy. (3.150)
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Yhtlo (3.149) voidaan kirjoittaa muotoon

[Ax — y|| on pieni, (3.151)
missi
1wy wy
1 uy wo
1 us ws
|1 ug wy
A 1 us ws (3.152)
1 Ug We
1 w; wy
1 ug ws

Ratkaisemme siis minimointiteht&dvan
min f(x) = |[Ax —y||? = xTATAx — 2yTAx + ||y|]? (3.153)

Ennen kuin laskemme tavoitefunktion gradientin, toteamme kaksi kaavaa tata
laskua varten. Olkoon b € R? ja olkoon B symmetrinen (3x3)-matriisi. Silloin

17} ad
a(bTx) = 6—3%(1;19c1 + boxs + byzs) = by, (3.154)

7] 7]
8'—W(XTBX) = m(xlbllxl + x1biows + w1bizTs + ... (3.155)

oot @abo1 @1 + TabooTo + TabogTs + ...
<o x3ba1Ty + T3b3oTe + T3b33T3)
= 2bp1x1 + 2bgoxs + 2bksTs
Siis
9f(x)

Oan 2(ATA)prz1 +2(ATA)jows + 2(AT A) gz — 2(ATy) (3.156)
&

Minimin valttdméatén ehto saa siis nyt muodon

V=0 (3.157)
(ATA) 121 + (ATA) oy + (ATA)3z3 = (ATy),

P (ATA)p a1 + (ATA)pozs + (ATA)pszs = (ATy)y  (3.158)
(ATA)3121 + (ATA)330 + (ATA)3323 = (ATy);

=  ATAx=ATy (3.159)

=  x=(ATA) ATy =ATy (3.160)

Vastaavasti kuin edellisessd kappaleessa ndemme, ettd minimointitehtdvan Hessin
matriisi H = ATA on positiivisesti definiitti, jos Rank(A) = n.

Jos siis A on "full rank”, niin (3.160) antaa parhaan lineaarisen selitysmallin
kertoimet.
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Esimerkki 3.6.2 Olkoon alussa mainitun eldinrehua valmistavan yrityksen tilan-
netta kuvaavat aikasarjat (ux), (wg) ja (yx) seuraavan taulukon mukaiset

535,53 96,37 143,62
404,93 118,33 110,84
329,68 132,77 115,94
180,52 21248 94,34
224,70 237,99 111,78
250,57 236,18 113,44
254,80 284,45 141,12
393,06 349,95 170,14
551,26 321,69

WO 00~ O T W N

Kaavasta (3.160) saamme kertoimet optimaaliselle mallille
Jr = 10,5336 + 0, 1986uy + 0, 2432wy, (3.161)

Mallin hyvyyttd voimme nyt tutkia piirtdmalld toteutuneet ja mallin ennustama
myynti samaan kuvaan (ks kuva 3.15). Malli ei vilttdmétta aina onnistu ennus-
tamisessa tdsmaéllisesti, mutta silti se antaa melko luotettavan pohjan tulevan kauden
suunnittelulle. ///

3.7 Tuotantofunktio, resurssien jakaminen

Usein yrityksen tuotantotoiminta voidaan n&dhdé toimintana, jossa tuotetta valmis-
tettaessa tarvitaan kahta tai useampaa resurssia. Resurssit voivat olla ty6 ja pd&oma,
oma valmistus ja alihankinta.

Erés ajankohtainen sovellus on valmistus, jossa tuote voidaan tehdd nopeasti su-
urella energian kulutuksella (raaka voima), tai tuote voidaan valmistaa energiaa
sadstden, kun kiytetddn monimutkaisempia prosesseja (enemmén koneita ja en-
emméan tyGta).

Seuraavassa kdytamme klassista jakoa kahteen tuotannontekijaén: tyo L ja pddoma
K. Yrityksen kokonaistuotanto z riippuu kidytetyistd tuotannontekijoistd tavalla
jonka ilmaisee tuotantofunktio

2= f(L,K) (3.162)

Normaalisti, kun yritys toimii normaalilla tavalla, sen rajatuottavuudet ovat positi-
ivisia

0z 0z
MP, = 2= ja MPg = —— 1
L aL>0 ja K BF’>0 (3.163)
mutta viahenevid o 2
2220 ja == <0 (3.164)

OL? OK?
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Figure 3.15: Esimerkin 3.6.2 asiakastoimialojen liikevaihdot seké yrityksen toteu-
tunut myynti ja selitysmallin ennustama myynti.

Optimointitehtdvan kannalta saman asian saa esitettyéd parhaiten piirtamaélla LK-
tasoon tuotantofunktion tasa-arvokéyria (ks. kuva 3.17). Piirretdén samaan kuvaan
viela budjettisuora

wL+rK =B (3.165)

misséd w on tyon yksikkohinta, r on pddoman yksikkohinta ja B on suunnittelujak-
solle budjetoitu resurssi. Jos yritys haluaa saada budjetoidulla resurssilla mahdol-
lisimman suuren tuotoksen, niin tehtdvana on siis 16ytd4 budjettisuoralta mahdol-
lisimman hyvé piste.

Optimipisteesséd (L*, K*) rajoitesuora sivuaa tasa-arvokdyrdd. Rajoitesuoran
kulmakerroin —w/r on siis optimissa yhtdsuuri kuin rajakorvaavuusaste dK/dL
optimikohdassa, (marginal rate of substitution). Koska budjettisuora sivuaa tasa-
arvokéyréad, ei pieni siirros (dL,dK) budjettisuoraa pitkin muuta tuotantofunktion
arvoa

0z 0z
dz = 6_LdL + 6_KdK =0 (3.166)
MPy, dK w
= e = 167
M Py dL r (3.167)
Siis rajakorvaavuusaste on
MPp, w

M = = — 1

RSLK = 3P = 7 (5.168)
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MP; MPy

Vo

Figure 3.16: a) Tuotanto tyon funktiona, kun pddoma on kiinnitetty ja b) tuotanto
pédoman funktiona, kun tyon méérd on kiinnitetty.

3.7. Tuotantofunktio, resurssien jakaminen 99

NN\
NN
AN

S

Figure 3.17: Budjettisuora wL 4+ rK = B seka tuotantofunktion z = f(L, K) tasa-
arvokayria.

Yhtélossd (3.168) esiintyvid tyon ja padoman rajatuottavuuksia voidaan arvioida
nykyisessd toimintatilanteessa, vaikka tuotantofunktion tarkka muoto jaisikin sel-
vittamatta. Jos arvion mukaan

A/[Pnyt )
LY (3.169)
MP Ty

niin paittelemme seuraavasti. Jos siirrimme toimintapistettd hieman budjettisuo-
raa pitkin oikealle, niin L kasvaa hieman (dL > 0) ja K pienenee hieman (dK <
0). Koska rajatuottavuudet ovat vithenevid, niin silloin M Py, pienenee hieman ja
M Pg kasvaa hieman. Nam& muutokset korjaavat epayhtélod (3.169) oikeaan suun-
taan. Siis nykyistd toimintatapaa tulee muuttaa vihemmén pddomaa ja enemmaéan
tyovoimaa kayttaviin suuntaan.

3.7.1 Homogeeninen tuotantofunktio

Tuotantofunktion muotoa ei kannata maarittaa liian pikkutarkalla tavalla. Paaasia
on, ettd tuotantofunktio toimii hyvin nykyisen toimintapisteen ja optimipisteen
ympéristossid. (Nokiaa ei kiinosta tuotantofunktion z = f(L,K) muoto, kun L
on pieni ja K on pieni!)

Tuotantofunktion tapauksessa usein ldhtokohtana on ajatus lineaarisesta proses-
sista
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Lineaariselle prosessille on voimassa

Jos f(L,K) = z, niin f(aL,aK) = az
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Todistus. HT O
Kéytannossa usein kiytetty tuotantofunktio on seuraava Coubb—Douglas -tuo-
tantofunktio.

Kéytannossa lineaarisuus tarkoittaa sité, ettd kun kumpaakin tuotannontekijéé
hankitaan 10% lisd4, niin tuotantokin kasvaa 10%:lla. Toisaalta massatuotantoa ei
aina kuvaa lineaarisuus, vaan 10%:n lisidys tuotannontekijoissda voi synnyttia enem-
mén kuin 10%:n kasvun tuotannossa.

Maéritelmé 3.7.1 Sanomme, ettd tuotantofunktio f(L,K) on astetta s oleva ho-
mogeeninen funktio, jos
f(aL,aK) = a* f(L, K)

Maaritelma 3.7.2 Coubb-Douglas -tuotantofunktio on
z=al"K". (3.171)

Funktio on astetta s = by + by oleva homogeeninen funktio.
Lineaarinen Coubb—Douglas -tuotantofunktio on

z=al’K'"®, (3.172)

Astetta s olevalla homogeenisella tuotantofunktiolla voidaan mallintaa kasvavia
skaalatuottoja (s > 1, increasing returns to scale) tai laskevia skaalatuottoja (0 <
s < 1, decreasing returns to scale). Kasvavat skaalatuotot ovat tyypillisia kasvavalle
uudelle yritykselle, joka kaikin tavoin pyrkii hyédyntdméain massatuotannon etuja.
My6hemmin kasvun jatkuessa skaalatuotot muuttuvat laskeviksi. Tahén oppikirjat
mainitsevat mahdollisiksi syiksi esimerkiksi hitaasti uusiutuvien resurssien rajallisu-
uden seké kasvun yhteydessé helposti tapahtuvan ”mopon karkaaminen” johdolta.

Esimerkki 3.7.1 Funktio f(z,y) = 223+ 5z%y+2y> on astetta 3 oleva homogeeni-
nen funktio silla

flaz, ay) = 20°2% + 5a’z?ay + 20%y® = o (223 + 527y + 2y%) (3.170)

Huomaa, ettd ”jokainen termi on astetta 3”. ///

Lause 3.7.1 Jos @)
9\z,y
z,y) =
e
missi g(z,y) on astetta s oleva homogeeninen funktio ja h(z,y) on astetta p oleva
homogeeninen funktio, niin f(x,y) on astetta s — p oleva homogeeninen funktio.

Todistus. HT O

Lause 3.7.2 (Euler) Jos z = f(z,y) on astetta s oleva homogeeninen funktio, niin

0z 0z
Iaera—nyf(w,y)

Coubb-Douglas -tuotantofunktiolle

V - 9 b1 gbay bi—1prbs _p Z
MPy, 3L (aL”*K"?) = bjal” 'K by I (3.173)
17} z
MPg = ﬁ(aL”‘K’” ) = boalt Kb = bz (3.174)
MP, b K
M = =—.= 1
= RSL,K ]\/[PK b2 T (3 75)
Esimerkki 3.7.2 Yritys tuottaa yhtd tuotetta ja sen tuotantofunktio on
z=100LY2K'/?, (3.176)
kysyntafunktio on
p=20—0.001z, (3.177)
budjettirajoite on
10L + 15K = 2000 (3.178)
ja voittofunktio on
P = pz — 2000 = 2000L'/2K'/? — 10LK — 2000 (3.179)

Talla hetkelld yrityksen tuotannontekijéiden madrat ovat L = 100 ja K = 166.7.
Tarkistetaan ensin onko MRSy, x = w/r (ehto (3.168)).

b K

—— =1 1
L 667 (3.180)
10/15 = 0.667 (3.181)

MRS, x

w/r

Néayttad siis siltéd, ettd yrityksen pitdisi kidyttdd enemmén tyovoimaa ja vihemméan
pédomaa. Ehto (3.168) ei nyt kuitenkaan huomioi kysyntafunktion vaikutusta.
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Haluamme maksimoida voiton, joten ratkaisemme optimointitehtavén

i _p—_ 1/271/2
{ min P 2000L*/*K*/* 4+ 10LK + 2000 (3.182)

ehdolla  10L + 15K — 2000 = 0
Lagrangen funktio on
Lagr(L, K) = —2000L*2K/? + 10LK + 2000 + A(10L + 15K — 2000). (3.183)

Vilttamaton ehto minimille on

—1000L~Y2K/2 + 10K +10A = 0
—1000LY2K 12 +10L + 150 = 0 (3.184)
10L + 15K —2000 = 0
A = —K+100L"1/2K1/?
=4 —1000LY2K~1/2 +10L — 15K + 1500L~Y/2KY2 = 0
10L + 15K —2000 = 0
—10LY2K-Y2 4+ 15L-Y2KY? = 20-0.2L
= { 10L + 15K — 2000 = 0 (3.185)
100L/K — 300 + 225K/L = 400 — 8L + 0.04L2
= { 10L + 15K — 2000 = 0 (3.186)
= 100L2 +225K% = T700LK —8L?K + 0.04L°K (3.187)
L = 200-15K :

= 100(200 — 1.5K)? + 225 K* — 700(200 — 1.5K)K
+8(200 — 1.5K)2K — 0.04(200 — 1.5K)*K = 0 (3.188)

Viimeisen yhtdlon ratkaisu 16ytyy piirtamaélld EXCELill4 vasemman puolen lausek-
keen kuvaaja. Kuvaajasta ndhdéén, ettd K* = 66.7. Siis

K* = 66.7 (3.189)
L* = 200—15-66.7=100.0 (3.190)
N = —66.7+ 100/100/66.7 = 55.7 (3.191)
2 = 100v66.7-100.0 = 8167 (3.192)
p* = 20—0.001-8167 = 11.833 (3.193)
P* = p*z* —2000 = 11.833 - 8167 — 2000 = 94640 (3.194)
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4. Jonot ja sarjat

Aluksi méaérittelemme supremumin ja infimumin késitteet. Késitteet eivét ole
valttdmattomid potenssisarjojen ymmértamiseksi. Alan kirjallisuudessa ja tutki-
musjulkaisuissa késitteitd kiytetdén eikd niitd endé selitetd, vaan lukijan oletetaan
tuntevan ne. Kyse on lahinnd merkintétavasta, joka on hyvé tuntea.

4.1 Supremum ja infimum

Toistuvasti syntyy tilanteita, joissa viitataan reaalilukujoukon suurimpaan lukuun eli
maksimiin. Téllainen puhetapa aiheuttaa joskus ongelmia, silla kaikilla reaaliluku-
joukoilla ei ole maksimia. Esimerkiksi joukoilla

12 n
1

YiaB={1,2,...,n,...} (4.1)

ei ole maksimia. Ongelma kierretdén seuraavan maéritelmén ja aksiooman avulla.

Maéaritelma 4.1.1 Olkoon A joukko reaalilukuja. Reaaliluku M on joukon A
ylaraja (upper bound), jos < M,Vz € A. Joukko on ylhdaltd rajoitettu, jos silla
on ylaraja. Reaaliluku S on joukon A supremum, jos se on joukon A pienin ylaraja
(least upper bound) eli jokaiselle A:n ylarajalle M on voimassa S < M . Supremu-
mille kiytetddn merkintaa

sup A

Vastaavasti maéritellidn alaraja, alhaalta rajoitettu ja suurin alarajo eli infimum,
jota merkitsemme
inf A
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Jos joukolla A ei ole yhtéén ylarajaa, merkitsemme sup A = oo ja jos joukolla ei ole
yhtdén alarajaa, merkitsemme inf A = —oo.

Funktion f joukossa D saamien arvojen supremumille ja infimumille kdyt&dmme
merkintdja

sup f sup{f(z) | z € D}
D

i%ff = inf{f(z) |z € D}

Aksiooma (reaalilukujoukon téydellisyysaksiooma): Ylh&&ltd rajoitetulla reaali-
lukujoukolla on aina supremum. (Vastaavasti alhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla
on aina infimum.)

Aksiooma ilmaisee reaalilukujoukon ominaisuuden, joka on niin ilmeinen, ettei
sitd todisteta vaan asia otetaan aksioomana, josta edelleen voidaan johtaa uusia
ominaisuuksia. Rationaalilukujen joukossa ei aksiooma ole voimassa.

Esimerkki 4.1.1 Joukossa
12 n

A={=>,...
23" "n+ 1’

} (4.2)

ei ole suurinta lukua, mutta 1 on sen ylaraja. Jos M < 1, niin jokin joukon A
luvuista on suurempi kuin M. Siis 1 on joukon A pienin ylaraja, eli sup A =1. ///

4.2 Jonon suppeneminen

Maéritelmé 4.2.1 Reaalilukujono (a,) suppenee kohden lukua a, jos jokaista
lukua ¢ > 0 kohti on olemassa n. € IN siten, ettd |a, —a| < &, kun n > n..
Merkitsemme tall6in

lim a, =a

n—o0

Sanomme, ettd jono (a,) on nouseva, jos ant1 > an,Vn ja laskeva, jos an41 <
an,Vn. Jono (ay) on ylhddltd rajoitettu, jos vastaava pistejoukko {a,} on ylhaélté ra-
joitettu, eli on olemassa reaaliluku M siten, ettéd a,, < M, Vn. Vastaavasti maaritelladn
késite alhaalta rajoitettu jono.
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Lause 4.2.1 Jos reaalilukujono (a,) on nouseva ja ylhdalta rajoitettu, niin se sup-
penee ja lim,,,ooa, = sup{a,}. Jos reaalilukujono (b,) on laskeva ja alhaalta ra-
joitettu, niin se suppenee ja lim,,_,ooby, = inf{b,}.

Todistus. (Todistusta ei kysyté tentissa.)

Téydellisyysaksiooman mukaan luku s = sup{a,} on olemassa. Jokaista lukua e > 0
kohti on olemassa n. € IN siten, ettd a, > s —¢. Jos edellinen ei pitéisi paikkansa,
olisi luku s — /2 joukon {a,} yldraja, mikd on mahdotonta koska s on supremum
eli pienin ylarajoista. Koska jono on nouseva ja s sen ylaraja, on siis s > a,, > s—¢
kaikille n > n.. Mutta tdmé merkitsee sité, ettéd lauseen véite on tosi. Jono {b,}
vastaavasti. ]

Lause 4.2.2 (Cauchy’n yleinen suppenemiskriteeri jonoille): Reaalilukujono
(an) suppenee, jos ja vain jos jokaista lukua e > 0 kohti on olemassa n. € N siten,
etté péitee ehto

|an — anqp| < €, kaikilla n > n.,p € N. (4.3)

Todistus. (Todistusta ei kysyté tentissa.)

(ehdon valttdmdattomyys) Oletamme, etté (a,,) suppenee ja sen raja-arvo on a. Silloin
jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa n. € N siten, ettd |a, —a| < £/2, kun n > n..
Jos nyt n > n., niin

lan = antpl = [(an —a) = (a = ansp)l <lan —a[+a —anyy| <e/2+e/2=¢ (4.4)

(ehdon riittavyys) Oletamme, ettd ehto (4.3) on voimassa. Valitsemalla e = 1,
ehdosta seuraa luvun m € IN olemassaolo siten, etté |am, — Gmip| < 1,Vp € IN.
Tistd seuraa, ettd joukko {a,} on rajoitettu (seké ylh#alta, ettd alhaalta). Voimme
siis muodostaa uudet jonot

Bn = sup{ai | k> n} = loppujonon suppremum,

Tn

—~
L.
3

=

inf{ay, | k > n} = loppujonon infimum.

=)
=

Jono (f3,) on laskeva ja rajoitettu, joten se suppenee. Vastaavasti jono (7,) on
nouseva ja rajoitettu, joten sekin suppenee. Olkoon lim,, o3, = B ja lim, 00y =
v. Toteamme seuraavaksi, ettd 3 = 7. Jos olisi f — v = 3¢ > 0, niin jokaista
n. kohti loytyisi n > m. ja m > n. siten, ettd a, > 3 — ¢ ja a, < v+ ¢, eli
an — am > (B —¢) — (v +¢€) > e. Tami on mahdotonta, koska oletamme Cauchy’n
suppenemisehdon (4.3) olevan voimassa. Siis 3 = 4. Koska 8, > a, > 7, ja
limy, 00 8n = limy,—5 00V, SUppenee myds jono (a,). O
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4.3 Sarjan suppeneminen

Siirrymme nyt sarjoihin. Tarkastellaan reaalilukujonoa (a,). Muodostetaan uusi
jono (s,) asettamalla

S1 = ax
s2 = ap+taz
s3 = a1+taz+tas

n
Spn = E ag
k=1
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Todistus. Seuraa jonoja koskevasta Cauchy’n suppenemiskriteeristé. O

4.4 Majoranttiperiaate, suppenemistesteja

Maaéritelma 4.3.1 Sarja

suppenee ja sarjan summa on s, jos osasummien jono (s,) = (Y_p_, ax) suppenee ja
sen raja-arvo on s. Siis

o0 n

ap=s & lim ap | =s
Do Jm (D a
k=1 k=1

Jos sarja ei suppene, niin sanomme etté se hajaantuu.

Lause 4.4.1 (Majorantti- eli vertailuperiaate). Olkoon ) uj, positiiviterminen
sarja.

(a) Jos uy < ay, jostakin k:n arvosta alkaen ja sarja ) aj suppenee, niin myds Y uy
suppenee.

(a”) Jos up < ag,Vk, niin > up < Y ag. (Sanomme, ettd sarja Y aj on suppeneva
magorantti.)

(b) Jos 0 < by < uy, jostakin k:m arvosta alkaen ja sarja y_ by hajaantuu, niin myds
> up, hajaantuu. (Sanomme, ettd Y by, on termisté k alkaen hajaantuva minorantti.)

Esimerkki 4.3.1 Tarkastellaan geometrista sarjaa Y. o ag®. Silloin
a<1 _ qn+1)

1-q
Osasummien lausekkeesta ndemme, ettd geometrinen sarja hajaantuu, kun |g| > 1
ja suppenee, kun |g| < 1. Suppenevan sarjan summa on

s,l:a+aq+aq2+.4.+aq": (4.7)

oo
. 1—gntt

Zaqk = lim s, = lim al =) E— (4.8)

= n—00 n—o0 1—¢ 1—g¢q

/1]

Todistus. (a) Koska > aj, suppenee, se toteuttaa Cauchy’n suppenemisehdon. Koska
toisaalta erddstd k:n arvosta alkaen péatee

[tn 4+ Ung1 4o FUngp] = UnFUpp1+ ...+ Ungp
< apntanyit..oFangp
= |an+ api1+ ..+ Anopl (4.10)

myds Y uy toteuttaa Cauchy’n suppenemisehdon ja siis suppenee. (b) vastaavasti.
(a) triviaali. O

Lause 4.4.2 Sarja

suppenee, kun p > 1 ja hajaantuu, kun p < 1.

Lause 4.3.1 (Cauchy’n yleinen suppenemiskriteeri sarjoille): Sarja > -, ax
suppenee, jos ja vain jos jokaista lukua e > 0 kohti on olemassa n. € IN siten, etti
pétee ehto

[an + ang1+ ...+ Gpyp| <€, kaikillan >n.,pe N (4.9)

Todistus. Tapaus p > 1. Olkoon uy, = 1/kP ja

k
ay = / idav (4.11)
k

_1 zP

Silloin 0 < uy, < ay, termistéd k = 2 alkaen ja

o0 n n 1
Z ay = "lglgo Z ay = nlirr;/l Fda: (4.12)
k=2 k=2
177 1 1
= dim (— - — ) =— (4.13)
nsoo\l1—p 1—p p—1
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Siis sarja Y aj on sarjan Y uj suppeneva majorantti ja edellisen lauseen nojalla
sarja »_ uj suppenee.

Tapaus p < 1. Olkoon

k+1 1
by, :/ —dx (4.14)
k2P
Silloin 0 < by, < uy, termistd k = 1 alkaen ja
) n ntl
Yoo = nlgchbk = nlinéo/l —du (4.15)
k=1 k=1
1)t-» 1
= lim (M - —) =00 (4.16)
n—o00 1— P 1— p
Siis sarja > by on sarjan > uj hajaantuva minorantti ja edellisen lauseen nojalla
sarja y_ uj hajaantuu. O

Lause 4.4.3 (Juuritesti) Olkoon Y aj, positiiviterminen sarja.
(a) Jos /@, <r <1 jostakin n:n arvosta alkaen, niin ) aj, suppenee.

(b) Jos {/a,, > 1 jostakin n:n arvosta alkaen, niin ) aj hajaantuu.

Todistus. (a) Koska a,, < r™ jostakin n:n arvosta alkaen ja 3 7¥ suppenee geometrisena
sarjana, on sarjalla suppeneva majorantti. Vertailuperiaatteen nojalla sarja Y a
suppenee. (b) Koska a,, > 1, on selvii, ettd sarja Y a, hajaantuu. O

Lause 4.4.4 (Suhdetesti) Olkoon ) aj, positiiviterminen sarja.

(a) Jos lim 2ot
n—oo

Un+1
a.

< 1, niin Zak suppenee.

(b) Jos nlll;rolo > 1, niin Zak hajaantuu.

Todistus. (a) Olkoon lim, o0 ant1/an < 1. On olemassa r < 1 ja ng siten, ettd
any1 < apr kun n > ng. Siis sarjalla on termisté ny alkaen geometrinen majorantti.

(b) Vastaavasti. O
Esimerkki 4.4.1 Olkoon a,, = n/2". Silloin
Jm %= (G 7)< g <t G
joten edellisen kriteerin perusteella sarja
=k
Z oF suppenee. (4.18)
k=1
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Lause 4.4.5 (alternoiva sarja, Leibniz). Tarkastellaan vuorottelevaa (alter-
noivaa) sarjaa Y (—1)"*la, missi a, > 0,¥n. Jos lukujono (a,) on jostakin n:n
arvosta alkaen aidosti vihenevi (an41 < ap,) ja lim, o a, = 0, niin sarja

)

Z(_l)nﬂan

n=1

suppenee.

Todistus. HT O
Esimerkki 4.4.2 Harmoninen sarja

1 1 1 1 1
st 4.1
Zn Tttty (4.19)

n=1
hajaantuu, mutta vastaava vuorotteleva sarja

)

1 1 1
-t = Z - -4 4.2
(=1 n 1 tyogt (420)

M| =

n=1
1 1 1
= ﬁ‘km#»ﬁ#»”. (4.21)

suppenee.

Mééritelmé 4.4.1 Sanomme, ettd sarja Y ., a, suppenee itseisesti, jos sarja
> hey |ak| suppenee.

Lause 4.4.6 Itseisesti suppeneva sarja suppenee.

Todistus. HT O

4.5 Transientin kassavirran nykyarvo

Seuraavassa mietimme véhittdiskaupan yritystd jonka asiakkaat (perheet) voidaan
jakaa neljdan ryhméaén (A) Aina meilld asioivat, (U) Usein meilld asioivat, (J)
Joskus meilld asioivat ja (E) Ei koskaan meilld asioivat. Kaikkiaan vaikutusalueella
asuu 1000 mahdollista asiakasperhettd. Kauppias suunnitelee tulevaa toimintaa ja
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tatd varten hén selvittas asiakaskunnan jakauman. Tuloksena on jakaumavektori

Na 400

[ ma | (200

n= |0 =1 200 (4.22)
e 200

Eri ryhmiin kuuluvien asiakkaiden keskimddrdinen kuukausittainen myynti/asiakas
on

Ya 500

| ya | _ | 200
ve= [0 = 15 (423)

Ye 0
Kokonaismyynti kuukaudessa on siis
Yot = 400500+ 200 - 200 + 200 - 50

= NqYa + NuYu + NjY;

yin = 250000 (4.24)

Myynnista saatava kate on k- 100% = 20% eli
R = kyFn = 50000 (4.25)
Palkkamenot kuukaudessa ovat
C =wL = 1500 - 15 = 22500 (4.26)

missé L on siis myyjien lukumééré ja w on yhden myyjén keskiméérdinen kuukausi-
palkka sivukuluineen. Kiintedt kustannukset kuukaudessa ovat F' = 10000, joten
voitto kuukaudessa on

P=R-C-F=kyfn—wL~-F =50000— 22500 — 10000 = 17500  (4.27)

Laskentakorolla ¢ = 0.1 (korkointensiteetti p = In(1 + i) = 0.0953) nettokassavirran
nykyarvo on
P 1217500
NPV =~ — 22 (08
p/12 0.0953
Seuraavaksi kauppias ottaa yhteyttd mainostoimistoon ja vertailee erilaisia markki-
nointikeinoja. Jos kauppias aloittaa lehtimainonnan paikallislehtien kautta, arvioidaan
eri asiakasryhmissé tapahtuvan kuukauden aikana siirtymid kuvassa 4.18 esitetyin
todennékoisyyksin.
Jos alkuhetken jakauma on

~ 2203600 (4.28)

N0 400

[ nw | _ [ 200

mo = {0 | = 200 |- (4.29)
Neo 200
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0.2(

0.15

Figure 4.18: Tilojen véliset siirtymétodennakoisyydet.

niin seuraavan kuukauden jakauman odotusarvo on

Mot = 085mg0 + 015m, + 0.20n;0 + 0.10ne
i = 000ng + 0Tmg + Odbmo + 010ne (o
nj1 = 0.05n, + 0.05n,9 + 0.60m50 + 0.15n¢ :
ney = 0.00ng + 0.05n4 + 0.05nj + 0.65n.0
a1 0.85 015 0.20 0.0\ /7o
ma | {010 075 015 010 | [ nuo )
< njy |~ | 005 005 0.60 0.15) njo (431)
o 0.00 0.05 0.05 0.65/ \neo
=S
& ny=Sng 4.32)
= ny = Sn; 4.33)
=

Kuukausi kuukaudelta jakaumat muuttuvat ja lopulta pdadytédén tasapainoon nr,
jossa

ny = Snp
{ Nar + Nur + 157 + Ner = N (4.34)
0.85n,7 + 0.15n,7 + 0.20n;7 + 0.10n.r = nar
0.10n,r + 0.75n,7 + 0.15n;7 + 0.10ner = nNur
& 0.05nqr + 0.05n,7 + 0.60n;7 + 0.15n.7 = n;r
0.00nqr + 0.05n,7 + 0.05n57 + 0.65n.7 = ner
Ner + Nyr + njr  + ner = 1000
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ner = 510
nyr = 304

& nr = 125 (4.35)
ner = 61

Jos lehtimainokset maksavat 4 000/kk, niin tasapainossa voitto kuukaudessa on

P = Rp—C—F—4000 = kyfny — wL — F — 4000 (4.36)
510
304

= 02(500 200 50 0) [ e | ~ 15001510000 — 4000 (4.37)
61

= 64410 — 22500 — 10000 — 4000 = 27910 (4.38)

Myynnin kasvu on niin merkittava, ettéd tulee myds varautua siihen, ettd tydvoimaa
tarvitaan suhteessa myyntiin. Siis L = ay”’n. Alkutilanteesta voimme arvioida
a = 15/250000 = 6/100000. Korjattu voittolaskelma on

P = Rp—C—F—4000 = (k — wa)yfng — F — 4000 (4.39)
510

= (02—0.09)(500 200 50 0) i’gf —10000 — 4000  (4.40)
61

= 35426 — 10000 — 4000 = 21426 (4.41)

Jos uusi tasapaino saavutettaisiin heti, niin kaupan nettokassavirran nykyarvo olisi

NPV — P _ 1221426
p/12 0.0953

Kuvassa 4.19 on Excelilld simuloituna nettokassavirran kehitys alkuarvosta 17 500 /kk
loppuarvoon 21400/kk. Tasapaino saavutetaan noin vuodessa. Ensimmaiset 12
kuukautta mainoskakampanjan alusta muodostavat transientin vaiheen, jossa markki-
natilanne siirtyy aikaisemmasta tasapainosta uuteen tasapainoon.

Seuraavaksi haluamme laskea nettokassavirran nykyarvon ottaen huomioon, ettei
tasapainoon pééstd heti, vaan transientin vaiheen kautta. Lasku on periaatteessa
selvd. Otamme summaan mukaan N kuukautta (N iso).

~ 2697900 (4.42)

N
L]
NPVy = —4000+ z; Ty (4.43)
J=
N .
(k — wa)yLSixo — F — 4000
= —4000 : 4.44
Y ( e (4.44)
Rl F 44000
= —4000 + (k — wa)yy 1+44)7787 ——— (445
( )Y ;( ) 12 (4.45)

=By
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Figure 4.19: Nettokassavirta kuukausittain. Tasapaino saavutetaan noin vuoden
kestéva transientin vaiheen jélkeen.

Matriisisumma By muistuttaa geometrista sarjaa. Voimme arvioida sen summa
samoin kuin koulussa arvioitiin geometrisen sarjan summaa. Merkitdén (1+417) =r,
jolloin

By = S + 7187 + ... 4 pVHGN
—SBy = — 182 — . — poNHGN . -NgN+1
(rI-S)By = S — poNgN+#1
Siis
By = (rI-S)7Y(S—rNgNth (4.46)
= Bnyxg = (r17S)’1(x17r’NxN+1)
— (rI-8)"'x;, N—=oo (4.47)
ja
Ft4
NPV = 74000+(k7wa)y,?(r175)’1x17(771(2)00) (4.48)
P,
= 2678400 (4.49)

Mainonnasta saatu hyoty olisi 2697900 — 2203600 = 494300, jos tasapaino

saavutettaisiin heti ja transientti vaihe huomioiden saatu hy6ty on 2 678 400—2 203 600 =

474 800. Transientin vaikutus on siis 19500 eli 4% kampanjan antamasta hyodysta.
Kampanjan alussa nettokassakertymaéssa tapahtuu notkahdus, joka on nimellisilla
arvoilla laskien jakson ¢ lopussa

t
ero(t) = —4000+ Y P;—t-17500 (4.50)

=1
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Figure 4.20: Nettokassakertymén muutos. Notkahdus on enimmillédén 5600.

t
= —400040,11- | > yix; | —t-(31500) (4.51)
j=1

Sama Excel-taulu, jolla laskimme jakaumien odotusarvot, antaa nyt pohjan kassaker-
tymén maksiminotkahduksen esittamiselle graafisesti (kuva 4.20). Ennen markki-
nointikampanjan aloittamista pitdd siis varmistaa 5600 € rahoitus kattamaan kas-
sakertymén notkahdus. Rahoituksen saaminen ei pitéaisi olla vaikeata, sillé kokonai-
suutena hanke on selvésti erittdin kannattava.

4.6 Potenssisarja, suppenemisvali

Ennen varsinaiseen aiheeseen siirtymistd kertaamme tutun asian, jka on saattanut
unohtua.
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10! = 3628 800.

Seuraavaksi tarkastelemme erityistd sarjaa, jossa termi on muotoa
ap = cp(z — a)k. (4.52)

Sarja ei yleensd suppene kaikilla z:n arvoilla. Niilld z:n arvoilla, joilla sarja suppenee,
se médrittelee x:n funktion

fl) = Z cx(z —a)k (4.53)
k=0
= cot+c(r—a)+elr—a)?+ez(z—a)®+... (4.54)

Emme nyt yritd ratkaista potenssisarjan suppenemiskysymysté tdydellisesti. Seu-
raavat sddnnot riittdvat kaytannossé ongelmien hallitsemiseen.

Lause 4.6.1 (a) Jos potenssisarja Y o, ck(z — a)* suppenee kun z = b, niin se
suppenee myo6s aina, kun |z —a| < |b — al.

(b) Jos potenssisarja 3o, cx(z —a)* hajaantuu kun = B, niin se hajaantuu myds
aina, kun |z — a| > |B — al.

Maéritelméa 4.6.1 Jos k on positiivinen kokonaisluku, niin sanomme etté k:n en-
simmaéisen positiivisen kokonaisluvun tulo on k-kertoma, jota merkitsemme

kKl=1-2-3---k
Laajennamme vield mééritelmaé sopimalla, etta

0=1 ja 1=1

Todistus. (a) Olkoon |z — a|/|b —a| = r < 1. Koska > cx(b — a)* suppenee, on
limy, 00 cx(b — a)* = 0. On siis olemassa M € N siten, etti

lex(b— a)*| < 1, aina kun k > M (4.55)
Silloin
. cx(b—a)*(z — a)*
lex(z —a)f| = alb—a) (@ —a) (bzfz)k‘ ) (4.56)
k
= len(b—a)*] %' < kun k> M (4.57)

Sarjalla 3 ¢y, (b — a)* on siis suppeneva majorantti > 7% (termisti M alkaen).

(b) Vastaavalla tavalla. O

Kertomien arvot kasvavat melko nopeasti. Suoraan mééritelméisté saa arvot:
21 =2,3! =6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320, 9! = 362880,

Masritelmé 4.6.2 Jos on olemassa reaaliluku R > 0 (tai R = co) niin, etté sarja
suppenee jos |z —a| < R, ja hajaantuu jos [z —a| > R, niin lukua R sanotaan sarjan
suppenemissdteeksi.
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Lause 4.6.2 Tarkastellaan potenssisarjaa 3 7o, cix(z — a)k. Jos raja-arvo

Ck+1
Ck

lim =L

k—o0

on olemassa, niin voimme erottaa kaksi tapausta:

(1) Jos L = 0, niin sarjan suppenemisside on R = oo, eli sarja suppenee kaikikka
z € R.

(2) Jos 0 < L < oo, niin sarjan suppenemisside on R = 1/L ja sarja suppenee, kun
|z — a] < R =1/L ja hajaantuu, kun |z —a| > R =1/L.

Todistus. Todistamme vain suppenemisosan tapauksesta (2).

Olkoon
1

I3 T

missd € > 0. Silloin jostakin indeksin arvosta k = k. alkaen on

|z |

Ck+1

<L+e (4.58)

= en| < er (L +e)¥7Fe = 4 (L +)* (4.59)

Silloin indeksin arvosta k = k. alkaen on

L+elf

L+2¢

lex(z — a)*] < e (4.60)

joten tarkastelemallamme potenssisarjalla on suppeneva geometrinen majorantti (ter-
mistd k = k. alkaen). O

Esimerkki 4.6.1 Maéarita suppenemisside sarjalle

o
> —(w—2)F (4.61)
k!
k=0
Suora lasku antaa
. Cri1 . 2k+1/(k7+1)! B 9k+1 ﬂ )
i e B e e S S B
. 2k.2 g .
= klgﬂo'k!(kﬂ)'ﬁ = i, k+1'*0 (4.63)

Joten R = oo ja potenssisarja suppenee kaikilla z € R. 1]/
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Esimerkki 4.6.2 M&&ritd suppenemisséde sarjalle

>

k=0

(x —2)" (4.64)

=N

Suora lasku antaa

. Cht1 . 2841 /(K +1) . 2k
1 = 1 — =1 — = 4.
i e R e P (4:65)
Suppenemisside on R = 1/2, joten potenssisarja suppenee, kun
1
|z —2] < 5 @ 15<z<25 (4.66)

/17

4.7 Taylorin ja MacLaurinin sarjat

Potenssisarja 3 cx(z — a)* = f(x) mirittelee z:n funktion. Seuraavaksi toteamme
miké yhteys potenssisarjalla on sen méérittelemén funktion derivaattoihin

f@), f'(a). f"(a), fDa),...

Potenssisarjan suppenemisvélin |z — a| < R sisépisteissd funktio f(z) voidaan de-
rivoida derivoimalla sarjaa. Tamaé ei ole ihan itsestdén selvé asia. Oikeastaan pitédisi
ensin osoittaa, ettd

n

d (. < B\ _ d k
o (nlggokz:%q:(z a) ) fnlgngokz:() (%Ck(z a) )

Sivuutamme nyt tdméan tarkastelun ja hyviksymme annettuna asiana, ettd potenssis-
arjan méaritteleméd funktio voidaan suppenemisvélilld [z —a| < R derivoida sarjasta
ja niin saatu derivaattafunktion potenssisaja suppenee samalla vililld |z — a| < R.
Siis

fx) = cotei(—a)+e(z—a)®+cz(z—a)+...
f(z) c1 4+ 2¢ca(z — a) + 3c3(z — a)? 4+ deg(z —a)® + ...
f'(x) = 2c2+3-2c3(x—a)+4-3ca(x—a)*+5-4es(z—a)® +...
@) = 3-2c3+4-3-2c4(x—a)+5-4-3c5(x—a)’ +...
@) = 4-3-2c44+5-4-3-2c5(x—0a)+6-5-4-3cs(x—a)®+...




118

Ylldolevat ovat totta erityisesti,

4. Jonot ja sarjat

kunz =aeli

4.8. Taylorin polynomi

f(a) co=0!"co
flla) = e1=1-¢
(@) = 2-c2=2"¢y
f(“)(a) = 3-2.-c3=3l-¢c3
FD(a) 4.3.2.¢4=4-¢4
Saamme siis
(k) (g
C = f k"( ) (4.67)
> k)
fa) = > f—(“)(z —a)*, kun |z —a| <R (4.68)
k!
k=0
Sarjaa (4.68) sanotaan Taylorin sarjaksi ja jos @ = 0, niin sarjaa sanotaan

MacLaurinin sarjaksi.
Eriiden tuttujen funktioiden Taylorin sarja -esitykset 1oytyvét taulukkokirjoista.

Esimerkki 4.7.1

flz) = € (4.69)
flle) = ¢ (4.70)
flz) = ¢ (4.71)
z 1 2 1 3 1 4
= = fl@)=1l+ztga’+ g+t (4.72)
= i%“ (R =o0) (4.73)
k=0 "

Esimerkki 4.7.2

f(z) = In(l1+z) (4.74)
r@ = (1.73)
O — (4.76)

FETSE

", 1-2
@) = T
—-1-2-3
(4)
I
N — 1,5, 25 4
Sh(l+z) = f(@)=2— 52"+ 52" - '+
= I*%I2+%z‘ §z4+..
= D (DT (R=1)
k=1
Esimerkki 4.7.3
fl@) = Vito=Q0+a2)/?
1 .
fllz) = 5(1+z)’1/2
1 .
f'(z) = —§(1+;L')’3/2
1- i
f”’("L‘) — 2_3( +:L,)—a/2
1-3-5 B
i@ = L2
. 1 1, 13 4 1:3:-5,
=Vl+z = f(z):1+§17—22A2!w +—23A3!x ——24.4!1

e,
k

2%-1(;, — 1)1k (E=1)
=1

4.8 Taylorin polynomi
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5. Dynaamisen ilmion mallinnus

5.1 Differentiaaliyhtilo

5.1.1 Taustaa ja merkintoja

Differentiaaliyhtéloiden avulla mallinnetaan ilmioité, jotka ovat ajan kuluessa muut-
tuvia. Jos y on ilmidéon liittyvd muuttuja, joka muuttuu ajan kuluessa siten, etta
y = f(t), niin sen muutosnopeuden antaa fn derivaatta f’(t). Merkitsemme téta
muuttujan y muutosnopeutta y':la. (Siis ¥’ = f'(t).)

Esimerkki 5.1.1 Jos y on radioaktiivisen aineen maéré siiliosséd, niin radioakti-
ivisten ytimien m&ara véhenee hajoamisten kautta nopeudella, joka on suoraan ver-
rannollinen ytimien méérééan. Siis

Yy = —ay. (5.1)

Yhtélo (5.1) on esimerkki differentiaaliyhtdlosté, joka sitoo muuttujan y ja sen
derivaata y' toisiinsa. Standardiratkaisu, jota késittelemme mydhemmin johtaa
ratkaisuun

y(t) = Ce™ . (5.2)

Vakion C arvo ei madrdydy differentiaaliyhtalostéa (5.1), vaan se riippuu radioak-
tiivisten ytimien maérasta alkuhetkelld (silla selvisti y(0) = C). Radioaktiivinen ha-
joaminen on satunnaisilmio, mutta ytimien suuresta mairasta johtuen, malli kuvaa
ilmiGta varsin tarkasti.

Kuva 5.21 esittdd funktion f kuvaajaa. Derivaatta antaa tangentin kulmaker-
toimen. Siten f’(z) = tan . Derivaatan mééritelmén mukaan

)= tim SO @)

Az—0 Az (53)
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A
I y :f(x/
- Eid
Fey=tanct dy
x a+Ax i

Figure 5.21: Funktion z — f(z) kuvaaja.
Maéritellddn z:n muutosta Az vastaava funktion y = f(z) arvon muutos Ay = Af
ja differentiaali dy = df seuraavasti

Ay = f@+Ad) - f@) (5.9
dy = f'(z)Az (5.5)

Arvon muutos ja differentiaali saavat yleensé eri arvon (kuten kuvasta 5.21 ndemme).
Jos Az on kuitenkin pieni, niin arvon muutos ja differentiaali ovat ldhes samat.
Tamén nikee seuraavalla raja-arvotarkastelulla:

Ay —dy Ay
o e N B .
dy fl(z)Az (56)
Hat80)~ (o)
= = —1—0, kun Az — 0. 5.7
7/(a) 6D

Kun Az on hyvin pieni, sanomme sitd differentiaalisen pieneksi, ja merkitsemme
sitd Az = dz. Kun z:n muutos on differentiaalisen pieni, on siis

dy = f'(x)dz (5.8)
dy _ ’
- = (5.9)

Derivaatan esittdminen differentiaalien suhteena, y' = %, ja differentiaalien erot-
taminen, dy = y'dz, auttavat mallien muodostamisessa. Yleensé tarkastellaan ly-
hyttd aikavilid dt ja esitetdén lauseke muuttujan arvon muutokselle aikavalin dt
kuluessa.
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Figure 5.22: Heiluri.

Esimerkki 5.1.2 Yritys tuo uuden tuotteen markkinoille. Karkeasti arvioidaan
markkinointiponnistusten olevan sellaisia, ettd viikon mittaisena aikavéling 5% ni-
istd, jotka eivét periodin alussa kdytténeet tuotetta, siirtyvit tuotteen kayttajiksi.
Toisaalta saman periodin kuluessa 1% niisté, jotka periodin alussa kiiyttivit tuotetta,
vaihtavat eri tuotteeseen. Muuttujana on nyt suhteellinen markkinaosuus y, joka saa
arvoja nollasta yhteen. Markkinaosuuden kehittymista aikavélin dt aikana voidaan
kuvata seuraavasti (aikavélin pituus dt ilmoitetaan nyt viikkoina)

dy = uudet — luopujat
dy = 005(1—y)dt — 0.0lydt
<y +0.06y = 0.05 (5.10)

Diff.yht&l5 (5.10) on helppo ratkaista (kuten pian nfiemme), mutta se antaa kovin
yksinkertaistetun kuvan ilmiostd. Jos lisadmme malliin piirteitd, jotka tekevat siitd
uskottavamman, niin syntyva diff.yhtalo tulee vaikeaksi késitelld. Tamaé ristiriitati-
lanne on kdytdnnossd enemmén sdanté kuin poikkeus. Otamme vield yhden es-
imerkin fysiikan alalta.

Esimerkki 5.1.3 Harrastelijafyysikko tutkii heilureita. Koska hénen teoreettiset
taitonsa massapisteen mekaniikasta eivat aluksi riitd asian ratkaisemiseen, hin alkaa
tarkkailla erilaisia heilureita. Fyysikko tekee havainnoistaan muistiinpanoja. Hanen
tulee paattid, millaisia asioita hén kirjoittaa muistiin ndkemistdén heilureista. Han
paattad kirjata heilurin massan m, pituuden L, heilahdusajan 7' ja heilahduksen
laajuuden A. Kerdttyddn laajahkon materiaalin fyysikko péétyy johtopadtokseen,
ettd heilahdusajalla ja heilurin pituudella on yhteys, mutta muilla suureilla ei ole.

Opiskeltuaan massapisteen dynamiikkaa, harrastelija oppii, ettd heilurin liikkeen
kannalta oleellinen muuttuja on heilahduskulma 6. Mekaniikan peruslait johtavat
nyt yhtéloon

0 = —% sin, (5.11)
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missid g on maan vetovoiman normaalikiihtyvyys. D.y. (5.11) on vaikea ratkaistava.
Yleensa heilahduskulma on niin pieni, ettd sin @ ~ 6. Silloin oikea d.y. (5.11) voidaan
korvata ”vaaralla” mallilla

¢ =29 12
g (512)

Viimeinen yht&l6 on helppo ratkaista, ja siksi sitd usein kédytet&én heilurin mallintamiseen.
Malli (5.12) on hyvi, jos heilahduskulma on pieni (muutama aste), ja silloin se antaa
heilahdusajaksi T' = /g/L. Siis heilahdusaika on riippumaton heilurin massasta,
kuten harrastelijamme postuloi. Asia nahd&én jo yhtalosta (5.11), silld se ei sisalla
massaa m. Vaikka emme osaa ratkaista yhtdlsa (5.11), se silti kertoo meille
ilmiGsté oleellisen seikan.

Dynaamisen mallin muodostamista helpottaa, jos ilmioon liittyy selvit ” padmuuttujat”,
ja muiden tekijoiden vaikutus on véhiinen. Fyysikko voi aina sijoittaa heilurinsa
tyhjiéon ja muutenkin minimoida ulkoisten tekijoiden vaikutuksen. Taloudellisten
ilmididen mallinnuksessa tama ei koskaan ole mahdollista. Mikaan malli ei taysin
vastaa todellisuutta, eikd malleilta saa tdydellisyyttd vaatiakaan. Jos malli on sell-
ainen, ettd se antaa keinon ymmértda ja ohjata taloudellisia tapahtumia jarkevalla
tavalla, niin malli on hyvéi.

Dynaamisen mallin muodostamisessa voi erottaa seuraavia vaiheita:

Ilmi6: Dynaaminen malli on aina malli reaalimaailman ilmi6lle. Oppikirjojen es-
imerkit saattavat helposti saada tdméin asian unohtumaan. Ilmié on ole-
massa, kun se osataan tunnistaa taustastaan. Ilmié on olemassa vaikka sitd
el, ymmarrettiisikdan. Revontulet on ilmio, jota ei tdysin ymmarretd, ja pal-
losalama on ilmi6, jonka olemassaolokin on epévarma.

Esimerkki: radioaktiivisuus.

Teoria: Ilmio liittyy aina johonkin teoreettiseen viitekehykseen, josta voi-daan saada
ilmioén kuvaamiseen tarvittavat kdsitteet, muuttujat ja lait. Teoriasta yleensé
voidaan my6s muodostaa esikdsitys siita, millainen malli luultavasti on. Esikésitys
saattaa suuresti vaikuttaa siithen, miten malli lopulta muodostetaan.

Esimerkki: Kasitteitd: ydin, a-, §- ja 7-siteily, ytimen hajoaminen. Laki:
ytimen hajoamisen todenndkoisyys tietyn mittaisen aikavéalin aikana on riip-
pumaton ytimen ulkopuolisista ilmitista ja siitd miten pitk&én ydin on ollut
nykyisessid muodossaan olemassa. Esikésitys: aktiivisuus laskee ajan kuluessa.

Mallin yht&l6: Ensimméinen muodostettava yhtdlo kuvaa mallin muuttujien ja
niiden pienten muutosten (differentiaalien) vélisid riippuvuuksia. T&améa dif-
ferentiaaleja koskeva yhtdlo yleensd muutetaan muuttujia ja niiden derivaat-
toja koskevaksi yhtéloksi. Yht&lod muodostettaessa tehddin aina oletuksia ja
yksinkertaistuksia mm. sen suhteen, mitd muuttujia malliin siséllytetddn ja
mitd muuttujia jitetdan mallista pois.

Esimerkki: Jos N (t) on radioaktiivisten ytimien mééré hetkelld ¢, niin N:n dif-
ferentiaali (muutos) on suoraan verrannollinen radioaktiivisten ytimien maarain
ja tarkasteltavan aikavélin dt pituuteen. Siis

dN = AN dt
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& N' = —\N. (5.13)

Ratkaisu: Saadun yhtélon ratkaiseminen on puhtaasti matemaattinen tehtava, ja
usein oppimateriaalissa keskitytddn vain t&han.
Esimerkki: Diff.yht&lon (5.13) ratkaisu on

N(t) = Np-e ™,
missi Ny on radioaktiivisten ytimien mééra alkuhetkelld.

Tulkinta: Saatua ratkaisua ei koskaan saisi hyvaksyd kritiikittomaésti, vaan sen
jarkevyys tulee harkita ilmiostd tiedetyn kokemustiedon valossa. Siité, ettd
yhtél6 on ratkaistu matemaattisesti moitteettomalla tavalla ei seuraa, ettd
malli kuvaisi valttdméatta oikein ilmiota.

5.1.2 Maaritelmia

Systeemin dynamiikkaa joudutaan usein kuvaamaan yhtéloill, jotka siséltavat muut-
tujia ja niiden derivaattoja. Téllaista yht&lod sanotaan differentiaaliyhtdloksi. Dif-
ferentiaaliyhtdlo (DY) on muotoa:

dy d%y d"y
TV G da? T A
< Fz,y,y,y",. ., y™) = 0 (5.15)

F( ) =0 (5.14)

Differentiaaliyhtalon ratkaisu on funktio y = f(z), joka on mééritelty ja jatkuva
reaalilukuvélilla. Osittaisdifferentiaaliyhtdlossd on usean muuttujan funktio ja sen
osittaisderivaattoja.

Esimerkki 5.1.4
a) Funktio y = f(z) = ¢ on DY:n 3 — 2y = 0 ratkaisu joukossa R,
koska,
yY=r@)=2"=2=y -2y=0

b) DY:n yy 42 = 0 erés ratkaisu on y = v/1 — 22 vililla [—1, 1], silla
yy =V1—-22- %(1 — 2?77 (—22) = —x

¢) DYy = 22 ratkaisuja ovat funktiot y = —z~! + C, missi C
on vakio. Jokainen C:n vakioarvo antaa ratkaisun. Ratkaisuja on
siis déreton méaral

d) DY:lld (y')? + z%y* + 1 = 0 ei ole ratkaisual

N —
>1
e) DYm (y')? + y* = 0 ainoa ratkaisu on vakiofunktio y(t) = 0.
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Differentiaaliyhtélon kertaluku on yhtélossé esiintyvan korkeimman derivaatan
kertaluku. (Esim. y”+z3y’ = 0 on toisen kertaluvun differentiaaliyhtils ja y"' —z? =
0 on kolmannen kertaluvun diff.yhtdlo.) DY on lineaarinen, jos se on muotoa

ag(@)y™ +ar(@)y" ) + .+ an @)y +an(z)y = g(z),  (5.16)
missi ag(z), a1(z),...,a,(z) ovat zn funktioita. Esimerkiksi diff.yhtlo
Y + 2y +a? =sinz

on lineaarinen.

Kertalukua n olevan DY:n ratkaisu sisdltdd yleensd n parametria (vakiota).
Tallaista ratkaisua sanotaan yleiseksi ratkaisuksi. Kun parametreille valitaan arvot,
saadaan DY:n jokin yksityisratkaisu. Jos ratkaisua ei saada yleisestd ratkaisusta
milld&n parametrien arvoilla, sanotaan ratkaisua erikoisratkaisuksi.

Esimerkki 5.1.5 DYm (y')? — 2y’ + y = 0 yleinen ratkaisu on y = Cz — C2. DY:n
toteuttaa myds erikoisratkaisu y = x2/4, jota ei saada yleisesti ratkaisusta milldsin
parametrin C' arvolla.

5.2 I kertaluvun differentiaaliyhtal6ista

5.2.1 Separoituva DY

DY on separoituva, jos se voidaan saattaa muotoon

DY & g(y)y = f(2)
S = @)
©gy)dy = f(z)dw (5.17)

josta yleinen ratkaisu saadaan integroimalla

/g(y)dy = /f(z)dz+c (5.18)
< Gly) = F(z)+C. (5.19)

Perustelu: Malli kuvaa muuttujien 2 ja y muutosten suhdetta. Yhtalon (5.17) vasen
puoli on funktion G(y) differentiaali ja oikea puoli on funktion F'(z) differentiaali.
Kun muuttujien z ja y arvoissa tapahtuu differentiaalisen pieni muutos, niin dif-
ferentiaaliyhtalon (5.17) mukaan muutokset ovat sellaisia, ettd G:n ja F' muutokset
(differentiaalit) ovat yhtdsuuret. Jos nyt vakio C valitaan siten, ettd (5.19) on
voimassa tarkastelun alussa, niin yhtilé on voimassa koko muutoksen ajan.

Esimerkki 5.2.1 Ratkaise DY: ¢/ = —zy.
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dy
DY & = = -—
dx :vy
d
@—y = —xdzx
Y
d
<:>/—U = /7zdz+C1
Y
2
ehly = -S+0
22
eyl = eFro
sy = Ce™/?

Esimerkki 5.2.2 Ratkaise DY: ¢/ = 24-Y,

pye® _ ovl-y
dz »
- dy _ z d:
VI—=y Vi—a?
dy rdx
& = = /—17I2+C
e -2/I—y = —V/1-22+C (5.20)

Huomaa, ettd yhtdlo (5.20) on tehtdvan implisiittinen ratkaisu. Ratkaisu voidaan
esittdd my0s eksplisiittisessd muodossa

g/:lf%(\/lfzzfc)2

Usein on makuasia, kumpi muoto on havainnollisempi.

Esimerkki 5.2.3 Ratkaise DY

dy x+1
dr — yi+1

Differentiaaliyht&lo on selvasti separoituva

DY@/(y“Jrl)dy = /(ac+1)dz
‘ 1 5 _ 1 2
@gy +y = 2% +x+C

Ratkaisu saatiin helposti, mutta se on taas implisiittinen.
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Esimerkki 5.2.4 Ratkaise DY

dy eV
S
dy — e%e’V
< dr ~ 1+e®
e
Y = _
4:)/6 dy /1+ezdx+0
eV = In(l+e”)+C
<y = In(ln(l+¢")+C)

(Huomaa, ett jos C' < 0, niin y(z) on maéritelty vain, kun z > In(e=¢ — 1))
I — f(Y
5.2.2 Muotoa y' = f(%) oleva DY

Jos DY on muotoa y’ = f(£), niin sanomme sen olevan homogeenifunktion madrddmdan.
Homogeenifunktion maardaama DY voidaan palauttaa separoituvaksi sijoituksella

LA Yy =ux

x
dy _ du

de ~ dx

Kun tama sijoitetaan DY:66n, saadaan

Esimerkki 5.2.5 Ratkaise DY
dy y? +ay — 22

dz z?
Sijoitetaan yht&loon
Y _ y = ux
z v { y 'z +u
Sijoutuksen jilkeen saamme
d 2 2
Dy e %y = (ux)? + zux — x
dx 22
du 9
S —r+u = u +u—1
dx

du dz
@/ﬁ = /?JFCI
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1 -1
& Eln Z+1‘ = Infz|+InCy
-1
sh|2 ‘ = a’+InC,
u+1
u—1 _ 2
u+1
—u — 1+ Ca?
T 1-Ca?
- o’ +Ca2?
v = T 1-Ca?
Esimerkki 5.2.6 Ratkaise DY
dy 2%
dr  y—=
DY on homogeenifunktion maaraamés muotoa, silla RHS = 2/(£ — 1)
sijoitetaan
Y 2 ve Yy =uzx
x
dy du
T u+ za
jolloin DY menee muotoon
du 2z 2

DY <« — = =—
u+zdm ur—z u-—1

du  u?—u—2
dx 1—u

& /kiudu:/ldmﬁ-CH
u—u—2 z

o /(71/3 + 72/3) du=n|z| + C,

u—2 u+1
1 2
& —gln\u—2|—§ln\u+1\:111|x\+11102
1
& ln|(u—2)(u+1)2\:111\;\+11103
2
-
x z @

5.3 Lineaarinen 1. kertaluvun diff.yhtalo

¢

mabc.tex Ensimmaéisen kertaluvun lineaarinen DY on muotoa

Y+ f(x)y = g(x). (DY)
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Tata vastaava homogeeninen diff.yhtilo on
Y+ fz)y =0. (HY)

Homogeeninen yhtalo (HY) on separoituva. Yhtélon (HY) ratkaisu voidaan kirjoit-
taa muotoon

dy
dr f(z)y

& ‘édy = —f(z)dz

HY <

< Infy :7/f(l‘)d1+1ncl

& y=Ce JIE@1s (5.21)

Kaavaa (5.21) tarkeimp#d on muistaa, etté lineaarista DY:té vastaava homogeeninen
HY separoituu aina.

Lause 5.3.1 Jos y = yo(z) on homogeenisen yhtélon (HY) yleinen ratkaisu ja y =
y1(z) on yhtdlon (DY) erdis yksityisratkaisu, niin yhtdlon (DY) yleinen ratkaisu on

y(@) = yo(z) +y1(z)

Perustelu: Sijoitetaan y(z) yhtdlon (DY) vasenpaan puoleen, jolloin saadaan
v+ [y

(wo' +y1") + f (@) (3o + 1)

= w' + f@yo+y + f@)y = g(@).

=0 =9(z)

Lauseen perusteella siis ensimmaéisen kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtélon
yleisen ratkaisun 16ytédmiseksi tulee masrittas vastaavan homogeeniyht&lon yleinen
ratkaisu seké alkuperéisen yht&lon jokin yksityisratkaisu. Ensimméinen tehtévin osa
on yleensé helppo, sillda HY separoituu aina. DY:n yksityisratkaisun l6ytdminen on
usein vaikeampaa. Ennen kuin pohdimme yksityisratkaisun masrittdmista, kiymme
lépi yksinkertaisen esimerkin siitd, miten edelld ollutta lausetta kéytet&én.

Esimerkki 5.3.1 ¢/ —y =2z

(A) Etsitd4n ensin homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu yo.
d
@Y) & L _y-o

dz
d
& /ﬂ:/dw+01
Yo

< Inly|=z+Ch
yo = Ce”

3




130 5. Dynaamisen ilmion mallinnus

B) Toiseksi etsimme tdydellisen yhtdlon yksityisratkaisun.
y y YKsIty!
y=—z—1

Systemaattinen menetelmé yksityisratkaisun 16ytamiseksi esitetdd heti esimerkin
jilkeen. Nyt tyydymme tarkistamaan, ettd arvauksemme on kelvollinen. (y1' —y1 =
(=1)—(—2—1) = z (Ok).) Lauseen mukaan DY:n yleinen ratkaisu on nyt y = yo+y1
eli

y=Ce" —z—1.

yksityisratkaisun 16ytéminen

Yksityisratkaisun 16ytéamiseksi on kaksi keinoa, joista ensimmaéinen (yrite) on helpoissa
tapauksissa nopea ja tehokas, mutta ei aina onnistu. Toinen keino (vakion vari-
ointi) antaa aina ratkaisun, mutta on hieman ty6ladmpi. Tarkastellaan differenti-
aaliyhtaloa

Y+ f@)y = g(2) (5.22)

(B1) Yksityisratkaisun etsiminen yritteellad

”? Arvataan” yhtélon (5.22) yksityisratkaisu lausekkeen g(x) perusteella. Arvaus
sisdltdd vakioita, jotka pitd& madrittad sijoittamalla yrite yhtaloon. ” Arvaaminen”
tuntuu epdmatemaattiselta, mutta taitava laskija oppii pian hyvksi arvaajaksi niin,
ettd lopulta kyse on l&hinné vakoiden arvojen laskemisesta. Seuraava taulukko aut-
taa oikean yritteen l6yt&dmisessa:

g(x) yrite yi

ar +b y1 =Az+ B

az? +br+c | 1 =Az?+Bax +c
aek® yp = Aek®

Yritteen teossa on kaksi selviid siéntod: (1) yritefunktio on samaa muotoa, kuin g(z),
(2) yritefunktio ei saa olla samaa muotoa, kuin homogeeniyht#lon yleisen ratkaisun
jokin termi. Jos y; () olisi luonnollinen yrite, mutta toinen sdénto estéé sen kiyton,
niin yritetdén funktiota zy ().

Esimerkki 5.3.2 ¢/ —y = e** k # 1.

Homogeeniyht&lo on

HY & y'—y=0
& yo=Ce"

Yksityisratkaisun 16ytdmiseksi teemme yritteen

y1 = AekT =y = Aket®
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Sijoitetaan yrite DY:66n.

y—=DY = y'—y=e"
& AkekT — AekT = ke
& Alk—1)eht =t
& A=1/(k-1)
N 1

_ ka
yl_k—le

DY:n yleinen ratkaisu on siis

© 1 ’
y=Ce" + = le’”.

Esimerkki 5.3.3 ¢y —y = e”.
Homogeeniyhtdlon yleinen ratkaisu on sama kuin edellisessi esimerkissa.
HY & y'—y=0
& oy =Ce”
Yritteeksi ei nyt kelpaa y; = Ae®. Teemme siis yritteen
y1 = Aze” =y’ = A(1 + z)e”
Sijoitetaan yrite DY:66n.

1= DY = y'—y=¢
& A(l+z)e” — Aze® =€
& A=1
=y =axe”

DY:n yleinen ratkaisu on siis
y = Ce"” + xe®.
(B2) Yksityisratkaisun maéritys vakiota varioimalla
Homogeeniyhtélon (HY) yleisen ratkaisun
Yo = Ceiff(z)dz

vakioparametri C' korvataan x:n funktiolla C(z) siten, etté alkuperéinen yhtéls (DY)
toteutuu. Siis

Cla)e 1@ (5.23)
Sy = O@e JI@% o) p(z)e 1@ (5.24)

<
Il
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Sijotetaan (5.23) ja (5.24) alkuperaiseen yhtaloon (5.22)
Y+ f(@)y =g(2)
& C@e [0 —c@)p@e 10 1 f@)c@e 7O = @)
& C'(z)= g(z)eff(z)dz
< Cr) = / [g(a:)eff(m)dm] dx
Alkuperiisen yhtalon yksityisratkaisu on nyt

Yleinen ratkaisu on tapana kirjoittaa muotoon

yz) = eh [/ ehgdz +C] , missé, (5.26)
ho= [t (5.27)

Esimerkki 5.3.4 ' —y = e2*.
Nyt

f@) = -1

glz) = &

h(z) = /f(w)d:v:/—ldw: —x
Siis

I

= € {/e’zezzdz+ C]
= e"[e"+ (]
= Ce® +ex
Esimerkki 5.3.5 ¢/ —y = 2.
Ratkaistaan edellinen tehtava ilman kaavaa (5.26). Homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu
on
Yo' —yo =0 = yo = Ce”
Vakiota varioiden teemme yritteen
y1 = C(z)e”
vy’ = C'(2)e” + C(z)e” (5.28)
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Sijoitetaan namé DY:66n

DY & y -y=c2z (5.29)

< O'(z)e” + C(2)e” — O(z)e” = e (5.30)

& Cl(z)e” =™ (5.31)

& C'(z)=¢€" (5.32)

& Cz)=¢€" (5.33)

&y =0(x)e® == (5.34)

Yleinen ratkaisu on siis
y=yo+uy =Ce" +e**

Edelldolevat kaksi esimerkkié osoittavat, etté kaavaa (5.26) ei tarvitse osata ulkoa,
kunhan ymmaért&é vakion varioinnin idean ja pystyy suorittamaan tarvittavat laskut
(5.28)—(5.34). Toisaalta kaavojen soveltaminen antaa tuloksen nopeasti.

5.4 Sovelluksia

Myd6hemmin téssé monisteessa sovellusesimerkit ovat usein kovin teknisié ja esittévét
vain asian teknisen toteutuksen. Téssé kappaleessa sovellusten osalta yritetdan
tuoda esiin mallin muodostamisen yleisié piirteita.

Mallia (DY:64) muodostettaessa tehddén aina joukko oletuksia, jotka myShemmin
helposti unohdetaan. Usein oletukset ovat niin itsestddn selvid, ettd niiden jatkuva
toistelu tuntuisi typeréltd. Sovelluksesta riippuu miten oletukset esitetdén.

Tarkeintd nyt on, ettd opiskelija tottuu jokaisen mallin yhteydessd aina pohti-
maan seuraavia seikkoja:

Luonnolliset ehdot: mitka ovat ne, usein daneen lausumattomat oletukset, jotka
mallia laadittaessa tehd&an.

Rajat: missi on raja, jonka takana malli ei endd toimi. (Kysymys on téssd muo-
toiltu varsin epaméadriisesti, ja se saa sovelluksesta riippuen yleensd muodon,
jossa kysytaan, milld alueilla mallin parametrien arvot saavat olla, jotta malli
antaisi oikeita tuloksia.)

Uskottavuus: onko mallin ennustama kayttdytyminen uskottavaa. On tarkedtd
tajuta se sinénsd aivan yksinkertainen tosiasia, ettd matemaattisesti taysin
oikein ratkaistu DY saattaa sovelluksen kannalta olla epdonnistunut kuvaus
tutkittavasta ilmiosta.

Pysyvyys: onko mallin parametrit vakioita? Onko mallin kuvaama lainalaisuus
pysyvaa? Voiko mallilla ennustaa tulevaisuutta?
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5.4.1 Laidkkeen maira elimistossa

Olkoon N (t) elimistGssé hetkelld ¢ olevan ladikeaineen méérd. Oletamme, ettd munuaiset
poistavat ladkettd A - 100% aikayksikossa. (Huomaa, ettd aikayksikko voi nyt olla
vuorokausi, tunti tai sekunti. Jos aikayksikén kohdalla nyt erehdytéén, saattaa tu-
naroinnista olla fataaleja seurauksial) Tarkastellaan lyhytté aikavélid d¢. Sen aikana
ladkeaineen maara elimistossd muuttuu méaaralla

dN = —ANdt (5.35)
Yhtald (5.35) on selvistikin differentiaaliyhtéld, joka on helppo separoida ja ratkaista.

dN

: = —\dt
(5:35) & —
dN
s W——//\dt+01
& In|N|=-Xt+1InNy
& N = Noe™ (5.36)

Jos aikayksikko on tunti, niin aikavakion A\ yksikké on 1/tunti, silld eksponentin
kaavassa (5.36) pitaé olla laaduton.

Esimerkki 5.4.1 Potilaan massa on 92kg ja hénelle annetaan lddkettd, jota ha-
lutaan olevan elimistossé vahintda 50ug/kg ja enintdén 75ug/kg. Elimisto poistaa
ladkeestd 3% tunnissa. Miten ladketta tulee potilaalle antaa?

Ensimmaéinen ladkeannos on enintddn 92kg - 75% = 6.9mg. Aikavakio on nyt A =
0.03. Léékeaineen pitoisuus laskee yldrajalta alarajalle ajassa T, joka mallin (5.36)
mukaan ratkaistaan yht&losta

(5.36) < N =Noe T
50@ _ 75@ . e—0.03T
kg kg

-
& 50/75 = e 003 T
In50 —In75
& T =——"—7"—=13.52(tuntia
—0.03 ( )
Kéytannossa ladkettd voidaan siis antaa joko 12 tunnin tai 8 tunnin vélein. 12
tunnissa ladkeainetta poistuu kehosta
No— N
—ONO =1-e 0012 2302%
eli aineméérand 0.302 - 6.9mg = 2.1mg.
Malliin (5.36) ei pidd suhtautua kritiikittomsti. Joidenkin lddkeaineiden kohdalla
sitd on turvallista soveltaa, mutta aina niin ei suinkaan ole. Mallin soveltaminen on
luonnollista silloin, kun yksinkertainen korkolasku antaa vaarid tuloksia. Téllainen
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tehtdva on esimerkiksi selvittdd miten kauan ld&keainetta on kehossa ladkityksen
lopettamisen jalkeen. Mallissa oletetaan, ettd A on vakio, ja etti sen arvo tunnetaan
riittdvén tarkasti. Todellisuudessa A riippuu potilaan tilasta, ja sen arvo voi hoidon
aikana muuttua merkittavisti. Jos A = 2 eli elimistd poistaa ldikeaineesta 200%
tunnissa (!!), niin se ei tarkoita sitd, ettd ladke poistuisi puolessa tunnissa.

Esimerkki 5.4.2 Potilaan elimistossd on 1.0mg nukutusainetta. Seuraava ladkitys
voidaan aloittaa vasta, kun nukutusaineen méaara on laskenut tasolle 1.5ug. Milloin
seuraava ladkitys voidaan aloittaa, kun nukutusaine poistuu elimistdsté aikavakiolla
A =2.0. (Siis 200% tunnissa!?)

Kysytty aika T ratkaistaan mallista (5.36) sijoittamalla sithen Ny = 1.0mg ja N =
N(T) = 1.5pg

1.5-10"%mg = 1.0mg - e~ 27

_ In(15-1073)

T =325

< T =3 tuntia 15 minuuttia

5.4.2 Eksponentiaalinen kasvu

Edellinen esimerkki késitteli madran pienenemistd. Muutos oli suoraan verrannolli-
nen maaraan. Jos muuttujan y kasvuun liittyva muutos on vastaavalla tavalla suo-
raan verrannollinen méaraén, niin

dy = pydt
dy /
= = dt
J5 = I
y = yoe (5.37)

p on jatkuvan korkolaskun korkointensiteetti (growth rate). Téssé yhteydessé olisi
ehké luontevampaa puhua kasvuasteesta. Kirkointensiteetti p ja vuotuinen ko-
rkokanta i liittyviit toisiinsa yhtdlon e” = 1 4 ¢ mukaan. Siis p = In(1 + i) ja
i=ef —1.

Esimerkki 5.4.3 Imatran voima arvioi Suomen energian kulutuksen kasvavan vu-
osittain 15%. Samaan aikaan EU arvioi energian kulutuksen kasvavan vuosittain 4%.
Suomen osuus EU-maiden energian kulutuksesta on nyt noin 5%. Missé vaiheessa
IVO arvelee Suomen kuluttavan puolet EU:n energiasta?

Olkoon Es(t) = Suomen energian kulutus ja Eg(t) = Euroopan energian kulutus.
Esitettyjen arvioiden perusteella kasvuintensiteetit ovat

ePs

1.15 = pg = 0.1398
e’® = 1.04= pg =0.0392
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Tehtdvéssd annettujen tietojen perusteella
Es(t) = Es(0)- e
EE<t) EE(O) . ePEt
Eg(0) = 0.05-Eg(0)

Kun Suomen energian kulutus on puolet Euroopan energian kulutuksesta hetkelld
T, niin

Es(T) = 05-Eg(T)
Es(0)-e”sT = 0.5 Eg(0)-ereT
0.05-ersT = 05T
elrs=eE)T = 0.5/0.05
010067 1

T = 1In(10)/0.1006
T 22.9(vuotta)

Esimerkki 5.4.4 Valmistelemme vuosiennustetta yritykselle, jonka myynnin volyymi
(tonneina) kasvaa arviolta 10% vuodessa, raaka-aineiden ja tydpanoksen hinta kasvaa
vuodessa noin 7% ja lopputuotteen hinnan arvellaan nousevan noin 15% vuodessa.
Miten vuodessa muuttuu kiyttokateprosentti, joka nyt on 20%, kun valmisvaraston
kiertonopeus on 2/vuosi ?

kayttokat
kiyttokate% = ~—OC 009
liikevaihto

_ litkevaihto - menot + varastojen kasvu 100%  (5.38)

liikevaihto
Merkitéén kasvavia suureita seuraavasti
p(t) = poe’*' = tuotteen yksikkohinta, (5.39)
n(t) = mnee’" = tuotteen tuotantonopeus (yks./vuosi), (5.40)
c(t) = coef<! = tuotteen tuotantokustannus (mk/yks.). (5.41)

Tamén vuoden tuloslaskelman erid voidaan kuvata mallin (5.39)-(5.41) mukaisesti
seuraavasti

0
liikkevaihto = /p(t)n(tfo.B)dt

-1

0
pgnoe’p“ﬂ / elPotrn)t gy
-1

- PoTto (1 _ 67(9D+P7!))

(ﬂp + ﬂn)\/ 1+,
Domo (1 _ 1
(Pp + Pr)VI +in (L+ip) (1 +n)

) = 0.8497 - pon,
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0
menot = / c(t)n(t)dt
1

0
— Co”o/ elpetrn)t gy

-1

_ _Colo (1 _ e*(pgﬁon))
Pc+ Pn

CoNo 1
= 1-— - - =0.9228 - con,
Pec+ pn ( (1+ZC)(1+Zn)) com

0 -1
var. kasvu = /70.5 c(t)n(t)dt—/ﬁl.5 c(t)n(t)dt

0 -1
= CoNo (/ elPeton)t gy — / e(ﬂc+pv,)tdt>
0.5 —1.5

= Colo (1 — e (petpn)/2 _ o=(petpn) 4 6*3({&4»/’”)/2)
P+ pn

_ CoNg ((1 _ e*(ﬁﬁrﬂn)/z)(l _ e*(PcﬂJn))) =0.0722 - cono
Pe+ pn

Sijoittamalla edelliset tulokset kaavaan (5.38)saadaan kiyttokateprosentille lauseke

~0.8497 - pon, + 0.0722 - con, — 0.9228 - con,
N 0.8497 - pon,

kk%, -100% (5.42)

Co

kk%o = (1 —1.0011 - ) -100% (5.43)

o

Koska nyt kiyttokateprosentti on 20%, niin

1-1.0011- 2 =02

Po

& ¢o/po =0.7991 (5.44)

Vuoden kuluttua kéyttokateprosentti lasketaan tdsmélleen samalla tavalla paitsi,
ettd kaavassa (5.43)c, on kasvanut 7% ja p, on kasvanut 15%. Sijoittamalla ndma
uudet arvot ja kaava (5.44) kaavaan (5.43) saadaan kéyttokateprosentin uudeksi
arvoksi

1.07-¢
W% = (1-1.0011- 297%) 1009
1.15 - p,
B 1.07 ;
- (1 L0011 732 0.7991) 100%
- 25.9%
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Kritiikki&: Kertymien laskeminen integroimalla virtaamista, johtaa monimutkaisiin
laskelmiin. Lausekkeet ovat epahavainnollisa, vaikka lopputulos onkin uskottava.
Mallin kayttod yleisessd tapauksessa puoltaa se, ettd mallin avulla saadaan selville
Co/po-

Kaytédnnossa tdméa suhde tiedetddn. Jos suhde on sama kuin mallin ennustama,
niin mallin soveltaminen tuntuu hyvéksyttévélta. Jos suhde poikkeaa mallin ennus-
tamasta, niin malli tulee hyléta.

Edella

varaston kasvu = 0.0722 - ¢,n, = 0.0722 - 0.7991 - p,n,
0.0722 - 0.7991
= —osior 0.8497 - pono
= 0.0679 - liikevaihto

Pidet&én tatad suhdetta tunnettuna ja ratkaistaan tehtdvé yksinkertaisella korko-
laskulla. Merkitaan tdmén vuoden tuotannon méadrad N,:lla ja vuoden keskihintoja
Cyilla ja P,:lla. Kayttokateprosentti on
P,N, +0.0679 - P,N, — C,N,
kk = - 10
%0 PN, 0%
(1.0679 — C,/P,) - 100%

Koska ténd vuonna kiyttokate% on 20%, saamme edellisesté yhtélosté, ettd C, /P, =
0.8679. Ensi vuonna siis uusi arvo on

Ek%, = (1.0679 —Cy/Py) - 100%
1.07-C,
= (1 0679 — Tﬂ) -100%
1
= (1 0679 — —07 0.8679) -100%

= 26.0%

Yksinkertainen korkolasku antaa siis melkein saman tuloksen, joten eksponentiaalis-
esti kasvaviin virtoihin perustuva malli ei téssd tapauksessa tunnu kovin tarpeel-
liselta. Lisdksi malli olettaa kaikkien kasvulukujen pysyvéan vakioina kahden vuoden
ajan, mikd on melko epduskottavaa.

5.4.3 Logistinen kasvu

Pieni eldinpopulaatio kasvaa eksponentiaalisesti yhtélon dN = ANdt. Toisaalta
populaation kasvaessa, tulee vastaan raja, jossa yméritd ei endéd pysty antamaan
riittavasti ravintoa ja suojaa populaatiolle. P.F.Verhulst mallinsi populaation kasvua
yhtélolla

AN
— = AN - BN? (5.45)
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Figure 5.23: Kun t — oo, niin N(t) — 4.

Yht&lon viimeinen termi saa aikaan sen, ettd populaation kasvaessa sen kasvunopeus
pienenee. Yhtélo separoituu seuraavasti

AN
5 [
(5.45) < /N(AiBN /dt+01
1 1
A dN+/ BA n- /dt+01

¢

A— BN
s AT 1lnN—A 'In|A-BN|-C, =t
N
At _
R e

Kun ¢ = 0, niin N(0) = N, ja C = 458 Siis

N({t)  A-BN,
At _ _-\v = 7o
¢ T A-BN® ~_N, (5.46)
A t—o0 A
SNit) = — = ool 5.47
®) B+ (AN,™' — B)e—4t B (5:47)

Ratkaisu on parhaiten ymmérrettavissd funktion N = N(t) kuvaajan avulla (ks
kuva(5.23)).

Esimerkki 5.4.5 Muodostetaan yksinkertainen malli teknisen innovaation kéyttéonotolle.

Olkoon

=
|

yritysten lukumaara,

N(t) = innovaatiota kiyttiavien yritysten maara.
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Malli perustuu ajatukseen, jonka mukaan yritys alkaa kédyttdd uutta innovaatiota
yleensd vasta kun se vertaa omaa toimintaansa kilpailijaan, joka jo kdyttda innovaa-
tiota. TdAmén todennékdisyys on suoraan verrannollinen lukuun N(R — N). Siis

dN = k-N-(R—N)-dt
- kR N— _k N2
dt =~ ~
B
Malli on samaa muotoa kuin (5.45), joten
R o
®) =¥ R

t=—ron--—
14 (RN, ! — 1)e~kRt

Innovaation kdyttoonottoa kuvaa siis logistinen kéyrd (5.23). Mallin mukaan siis
kaikki yritykset lopulta ottavat teknisen innovaation kayttoon.

5.4.4 Auton hinta.

Auton hinnalle ei voi muodostaa sellaista mallia, joka kuvaisi oikein sekéd kalliin
urheiluauton, ettd halvan kansanauton hintaa, niiden kayttoaikana. Lahtokohdaksi
otamme naivin mallin (M1)

dP = —aPdt, (5.48)

jonka ratkaisu on
P(t) = Pe™ . (5.49)

Ratkaisu (5.49) ei tyydyté kahdesta syystd. Ensiksi ratkaisun mukainen hinta menee
nollaan ajan kasvaessa rajatta. T&mai ei vastaa todellisuutta, silld yleensé autolla
on loppuun ajettunakin romuarvo. Toiseksi ratkaisun mukaan hinnan suhteellinen
muutosnopeus P’(t)/P(t) = —a on vakio, miké ei lainkaan vastaa empiiristéd aineis-
toa. Yleensd auton hinnan suhteellinen muutosnopeus (%/vuosi) on voimakkain
alussa ja pienenee myShemmin.

Parannamme mallia vaiheittain. Mallin parantelu johtaa, yleensd sarjaan yha
monimutkaisempia malleja, jotka sopivat yha paremmin dataan, mutta joiden ratkaisut
my0s samalla monimutkaistuvat ja muuttuvat epahavainnollisiksi tai vaikeiksi soveltaa.
Lukija tarkatkoon tata ilmioté, kun seuraavassa yritimme parantaa mallia.

Tartumme ensin romuarvon ongelmaan. Teemme sen helpon ratkaisun, ettéd
sanomme autolla olevan romuarvon b, ja kdyttéarvon P — b, joka véhenee naivin
mallin (5.48) mukaisesti. Siis malli (M2) on

d
E(P -b) = —a(P-Vb)
dP
e —a(P —b)
dpP
m = /7adt +C1
In|P-b| = —at+C
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P = Ce*4b
Pt) = (P,—be “+b
Silloin

—a(P, —b)e

P'(t)/P(t) = ‘1(07

®/P®) (P, —b)e=* +b

- e ab

(P, — bt +b

Siis P'(0)/P(0) = —a(1 — b/P,) ja P'/P — 0, kun ¢ — oo. Suhteellinen muu-
tosnopeus ei siis enéd ole vakio. Jotta saisimme mallin, joka sopii havaintojen kanssa,
merkitsemme kiyttdarvon suhteellista muutosta lausekkeella —af(t), missd paino-
funktio f on jatkuva, vihenevd ja f(0) = 1. Olkoon F(t) = fot f(u)du, jolloin
F(0)=0. Saamme kolmannen mallin (M3)

d

Pt = —af®)(P-b)
dp
L - ‘/7af(t)dt+C1
In|P—-b] = —aF(t)+Cy
P = Ce® 4y
P(t) = (P,—b)e ®F® 4p

Painofunktioksi kiyvét esimerkiksi

L)y =e ™ = F@t)=k1-e*)

= Pi(t) = (P, — b)e k1= 4 p (5.50)
ja
D Fo(t) = Sn(1+ &
fz()—m = F(t)= (1 +kt)
= Py(t) = (P, —b)(1+kt)~*/* +b. (5.51)

Ratkaisut on saatu samalla periaatteella kiyttéen hieman toisistaan eroavia paino-
funktioita. Ratkaisuissa on silti merkittava ero, silla

lm Pi(t) = (P~ be ™ +b>bja
—00
lim Py(t) = b,
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P
100 Py =100
R0 h=10

a=1

k=0.5

2 4 6 R 10 12 14 ¢

Figure 5.24: P=P(t), kun k = 0.1, k = 0.5, k = 1.0 ja k = 2.0.

joten painofunktion f; kdytto johtaa ratkaisuun, jossa auton kiyttoarvo ei koskaan
kulu kokonaan pois. Tam4 ei tunnu kovin uskottavalta, joten toistaiseksi parhaalta
tuntuu malli (5.51), jonka DY on

—a(P —b)
1+kt

Parametri ¢ méérdytyy hinnan muutoksesta ensimmaéisen vuoden aikana ja para-
metri b on auton romuarvo, joka myos voidaan melko luotettavasti arvioida auton
ostohetkelld. Jéljelle jad parametri k, jonka merkitystd voi tulkita kuvasta (5.24),
jossa on piirretty hintakdyrat, kun & = 0.1, k = 0.5, k = 1.0 ja k = 2.0. Kuva osoit-
taa, ettd vaikka periaatteessa kdyttoarvo meneekin aina nollaan, niin tdmé saattaa
olla niin hidasta, etté se ei tapahdu realistisessa ajassa.

dP = dt. (5.52)

5.5 Numeerinen simulointi

Joskus differentiaaliyhtélon téydellinen ratkaiseminen on vaikeata, mutta silti halu-
amme tietaa ratkaisufunktion arvon tietylla hetkella tulevaisuudessa. Tama voidaan
tehdé numeerisesti. Ratkaisemme yhden esimerkin kahdella tavalla, mutta emme ke-
hitd ideaa pidemmélle, koska asiaa késitellddn lisdd muilla kursseilla. Valitsemme
esimerkki DY:ksi helposti separoituvan ja ratkeavan DY:n, jotta voimme verrata
numeerisesti saamaamme ratkaisua ”oikeaan” ratkaisuun.

Esimerkki 5.5.1 Mikéd on funktion y(z) arvo hetkelld = 2, kun y(0) = 1 ja y
toteuttaa differentiaaliyhtalon

y' — 2zy = 22° — 2. (5.53)
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Il
zz /I — simuloitu
20 / / — oikea

2 //

Figure 5.25: Differentiaaliyhtilon y' — 2zy = 22% — 2z oikea ja epitarkasti simuloitu
ratkaisu.

Helposti niikee sijoittamalla, ettd ”oikea” ratkaisu on y(z) = e — 22,

Lahestytasn ongelmaa kirjoittamalla DY muotoon

Y —2xy = 22°—2z (5.54)
Z—Z = 2z — 2z + 2zy (5.55)
ady = de(22® -2z + 2ay) (5.56)

Jos h > 0 on pieni ja merkitsemme z; = t - h ja y; = y(x), niin (5.56) voidaan
kirjoittaa

Yerr —ye = h(2a} — 2a; + 2a1y1) (5.57)
Sy = Y+ h(2z) — 22, + 230y,) (5.58)

Valitaan askelpituudeksi h = 0.1 ja asetetaan alkuarvot
zo = 0 (5.59)
y = 1 (5.60)
h = 01 (5.61)

ja toistetaan askeleita

Tip1 = T¢+h (5.62)
Yer1 = Yo+ h(2a} - 22 + 2u0y,) (5.63)

Kahdenkymmenen askeleen jilkeen saamme y(2) ~ yz0 = 28.2. (”Oikea” arvo
on y(2) = 2’ — 22 = 50.59815.) Tulos on siis virheellinen. Lyhennimme askelta
asettamalla h = 0.01, jolloin 200 askeleen jilkeen saamme y(2) = y200 = 47,26.
Tulos on parempi, mutta edelleen virheellinen. ///
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Esimerkki 5.5.2 Haetaan lausekkeet korkeammille derivaatoille

y(z) = 22°—2z+2zy(x) (5.64)
y'(x) = 62 —242y(z) + 22y () (5.65)
y'(x) = 120+4y(z) + 2zy" (z) (5.66)

yD(@) = 124 6y"(x) + 2" (5.67)

Nyt voimme soveltaa Taylorin polynomia numeeriseen laskentaan

ul y®) (@) k

Yerr =yt Y Sk (5.68)
k=1
Algoritmi

alkuarvot (5.69)
7 = 0 (5.70)
yo = 1 (5.71)
h = 0.05 (5.72)
toistetaan (5.73)
yly = 220 — 23 + 2x0y, (5.74)
Y2 = 6x7 — 2+ 2y + 2xyly (5.75)
y3: = 12z + 4yl + 2x4y2, (5.76)
yde = 12+ 6y2 + 2z.y3: (5.77)
Y1 = o+ hyly + h2y2,/2 + h3y3,/6 + hiyd, /24 (5.78)
Tip1 = x¢+h (5.79)

Neljankymmenen toistokerran jélkeen saadaan y(2) ~ ys0 = 50, 5952. Tulos on talla
kertaa varsin hyva. /1]

Esimerkessé tiesimme oikean ratkaisun, jolloin oli helppo tarkistaa numeerisen
ratkaisun tarkkuus. Yleensd numeerisia menetelmié joudutaan kéyttaméadn, kun
tarkkaa ratkaisua ei osata muodostaa. Silloin virhearvion tekeminen on hankalam-
paa. Jatdmme nédiden asioiden tarkastelun numeerisen matematiikan kurssille.

5.6 2. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen DY

Maérittelemme ensin joitakin termejé, jotka tulevat jatkossa toistuvasti esiin.

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtl6 (lyhennettyna ”II k.in DY”) on yht&lo,
joka sitoo toisiinsa muuttujan z ja funktiot y(z), y'(z) ja y”(x). Se on siis muotoa

fz,y.9,y") =0.
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Kertalukua 2 olevan DY'n ratkaisu sisiltdé yleensd 2 parametria (vakiota). Téllaista
ratkaisua sanotaan yleiseksi ratkaisuksi. Kun parametreille valitaan arvot, saadaan
DY:n jokin yksityisratkaisu. Jos ratkaisua ei saada yleisesté ratkaisusta milldan
parametrien arvoilla, sanotaan ratkaisua erikoisratkaisuksi.

Esitetty méaaritelmé on tavattoman yleinen, eikd néin laajalle yhtélojoukolle ole
helppo 16yté4 yhteisid ominaisuuksia. Rajoitamme yhtét6joukkoa seuraavasti.

Lineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyht&l6 on yhtild, joka on lineaari-
nen y:n ja sen derivaattojen suhteen. Se on siis muotoa

y" + f(2)y + g(2)y = h(z) (5.80)
Sanallisen méaritelmén mukaan yhtélo voisi myos olla muotoa a(z)y” + b(z)y’ +
c(z)y = d(z). Jakamalla tdméi lausekkella a(z) saadaan muoto (5.80), missé f(z) =
b(x)/a(z), g(z) = c(z)/a(z) ja h(z) = d(x)/a(z). DY:mn lineaarisuus on hyvin suuri
rajoitus edelliseen. T#sté johtuen ne on paljon helpompi ratkaista.

Lineaarinen, vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtilé on
edellisen erikoistapaus, jossa 3':n ja ym kertoimet ovat vakioita. Se on siis muotoa

y" +ay + by = h(x) (5.81)

Yhtalsiden (5.80) ja (5.81) oikeasta puolesta, eli lausekkeesta h(z) kiytetdén usein
nimitystd RHS (eli Right Hand Side).

Jos yhtdlon (5.80) tai (5.81) RHS on identtisesti nolla, niin yhtalé on homogeeni-
nen. Jokaiseen lineaariseen DY:66n liittyy sitd vastaava homogeeninen yhtild, joka
saadaan asettamalla RHS nollaksi.

Téssd luvussa tarkastelemme II k.lin DY:n ratkaisemista. Aloitamme helpoim-
masta tapauksesta, eli IT k.l:n lineaarisesta vakiokertoimisesta DY:std. Tama tapaus
tulee oppia tédydellisesti. Témén jilkeen esitellddn ei-lineaarisiin ja epilineaarisiin
DY:hin liittyvad teoriaa ja esimerkkeja. Epélineaarisen DY:n ratkaiseminen on
usein toivottoman vaikea tehtévi, joka onnistuu vain numeerisesti simuloimalla.
Suurin osa taloudellisista malleista on lineaarisia ja vakiokertoimisia. Toisaalta
taloudellisissa ilmitissd on melkein aina piirteitd, joiden mallinnus onnistuu vain
epélineaarisilla DY:1l4. Siten epilineaarisuus on suuri haaste tutkimukselle.

Télla kurssilla ei opita epélineaarisen DY:n ratkaisemista, mutta my6hemmis-
sé luvuissa opimme tutkimaan epélineaarisen DY:n tasapainoratkaisun stabiilisu-
utta, joka on taloudellisten ilmididen kannalta hyvin mielekds kysymys, ja jonka
ratkaiseminen onnistuu mainiosti talla kurssilla opituilla taidoilla.
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5.6.1 II k.l:n vakiokertoiminen lineaarinen DY

Aloitamme kahdella kaikkia lineaarisia differentiaalyht&loita koskevalla lauseella.

Lause 5.6.1 Yhtélon y” + f(z)y’ + g(x)y = h(x) yleinen ratkaisu on muotoa
Y() = yo(2) + 1 (w)

missi y = y,(z) on homogeeniyhtilén y” + f(z)y’ + g(z)y = 0 yleinen ratkaisu ja
y = y1(x) on alkuperdisen yhtilon y” + f(z)y’ + g(x)y = h(x) erds yksityisratkaisu.

Perustelu: Olkoon y»(z) yhtélon (5.80) yleinen ratkaisu. Siiné on siis kaksi vakiota
C1 ja C3. Kun niille vakioille annetaan arvot (esim. €y = Cy = 0), niin saadaan
yksityisratkaisu y1(z). Funktio y,(z) = y2(z) — y1(x) on homogeeniyhtilon yleinen
ratkaisu ja yo(x) + y1(z) on lauseen mukainen muoto yleiselle ratkaisulle. O

Lause 5.6.2 Jos y = y1(z) ja y = y2(z) ovat homogeeniyhtalon y” + f(z)y’ +
g(z)y = 0 sellaisia yksityisratkaisuja, ettd niiden suhde y (z)/y2(z) ei ole vakio, niin
yhtélon y” + f(z)y’ + g(x)y = 0 yleinen ratkaisu on muotoa

Yo(@) = C1y1(2) + Coya(z),

misséd C7 ja Cy ovat vakioita.

Perustelu: sivuutetaan. ]

Lauseet 5.6.1 ja 5.6.2 ovat voimassa myos ei-vakiokertoimiselle lineaariselle yhtélolle
(5.80). Seuraavassa tarkastelemme vakiokertoimista lineaarista differentiaaliyhtaloa
(DY) ja sitd vastaavaa homogeeniyhtéloa (HY)

y' +ay +by = h(z), (DY)
y' +ay +by = 0. (HY)

Etsitddn HY:n yleistéd ratkaisua tekemalld yrite

y = re’”
y=e"=> { Y = 2

Kun yrite sijoitetaan homogeeniyhtaloon, saadaan
HY & y'+ay+by=0
< 2™ fare™ 4 be™ =0
= & (r? b)=0
e (r* 4+ ar+b)
#0
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e (P+ar+b)=0

karakteristinen yht&lo

Yrite on siis HY:n yksityisratkaisu, jos vakion r arvo on karakteristisen yht&lon
juuri. Olkoot ry ja ro karakteristisen yhtélon juuret. Erotamme kolme tapausta:

1) Erisuuret reaalijuuret:
Jos 71,72 € R ja 71 # 72, niin homogeeniselle saadaan kaksi ratkaisua
y1 =€ ja yp = €77,
Koska niiden suhde y; /y2 = e(r1=m2)2 ¢j ole vakio, on HY:n yleinen ratkaisu
Yo = C1eM? + Che™"
2) Kaksoisjuuri:
Jos 71 = re = r € R, niin erds HY:n yksityisratkaisu on
=
Etsitéén toista yksityisratkaisua tekemalld yrite

Yy = €T +rae™
Yy’ = 2re™ +rize™

Sijoitetaan yrite HY:6n

HY < y'4ay +by=0
& € ((rPx+2r) + (a+arz) + (bx)) =0
#0
s (PPrar+bz+(2r+a)=0
—_——
=0
& r=-a/2

Viimeinen yht&lé on tosi, silld r on karakteristisen yhtdlon kaksoisjuuri, eli

T_fa:l:\/ﬁ_ia

2 2

Kokeilemamme yrite yo = ze™ on siis HY:n yksityisratkaisu. Koska suhde y2/y1 = z
ei ole vakio, on HY:n yleinen ratkaisu

Yo = C1€"” 4+ Coze™
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3) Kompleksijuuret:
Jos r1 ja ro eivit ole reaalilukuja, ne ovat toistensa liittolukuja ja voimme merkita
r1 =a+1if jary = a—if. Silloin

et = el = % (cos B + i sin Br)
en® XTI — €*"(cos Bz — isin fz)
joten
_ 1 T 1 rox _ o .
Yy = =€ —0—56 = e“? cos fx
1 e 1 X oz
Yo = —e'? — —e"? =e"sinfax
27 2i

ovat HY:n yksityisratkaisuja ja koska niiden suhde ei ole vakio, on HY:n yleinen
ratkaisu
Yo = C1€%% cos Bz + Cre®” sin Bz (5.82)

Esimerkki 5.6.1 Koska kompleksiluvuilla laskeminen ei aina vakuuta kaikkia luki-
joita, tarkistamme ratkaisun (5.82) suoralla sijoituksella. « on karakteristisen yht&lon
ratkaisun reaaliosa ja # on ratkaisun imaginaariosa. Siis

a = —af2,

B = (vV—a?+ab)/2.

Kun funktio (5.82) sijoitetaan homogeeniyht&loon saadaan
HY < 0= b@y)+aly)+ ")

& 0= b(C1e® cos Bz + Cre™® sin fz)
+a((Cra + Ca3)e™ cos Bz + (Coa — C18)e™ sin fz)
+(C102 + 2Cya8 — C13%)e*® cos Bz
+(Caa? — 2C1af — Cy3%)e** sin Bz

& 0= (bCy+ aCia+ aCeB + Cra? +2C2a8 — C13%) cos fz
+(bCy + aCoa — aC1 B + Coa® — 20103 — C24?) sin Bz

& 0= (Ci(b— %+ — (5 +b) + Ca(af — aff)) cos bz
(Cr(—aB+af) + Co(b— & + 4 — (5 +b))) sin Sz

< 0= 0

Edelliset kohdat 1)-3) sisaltavit ohjeen siitd, miten homogeeniyht&lon HY yleinen
ratkaisu saadaan mééritettyd. Jatkossa tdrked kysymys koskee homegeeniyhtalon
yleisen ratkaisun suppenemista. Sanomme, ettd ratkaisun termi suppenee (konver-
goi), jos sen raja-arvo on 0, kun  — co. Vastaavasti sanomme, etté ratkaisun termi
hajaantuu (divergoi), jos se ei pysy rajoitettuna, kun x — co. Jos kerroin Cj; ei ole
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nolla, niin termille pétee:

Cjeni® suppenee, kun r; < 0
hajaantuu, kun r; > 0
Cjwei® suppenee, kun r; < 0

hajaantuu, kun r; >0
Cje®® cos fr  suppenee, kun o < 0

hajaantuu, kun o > 0
Cje®sin B suppenee, kun o < 0

hajaantuu, kun o > 0

Homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu suppenee, jos kaikki sen termit suppenevat, ja
hajaantuu, jos ainakin yksi sen termeistd hajaantuu.

Seuraava tehtéva on 16ytaa tdydellisen yhtélon DY jokin yksityisratkaisu. Yleensa
taloudellisisssa sovelluksissa RHS = h(z) on melko yksinkertainen. Silloin yksityis-
ratkaisu 10ytyy yritteelld samoin kuin I kertaluvun tapauksessa. Seuraavat esimerkit
riittavit asian selvittdmiseen.

Esimerkki 5.6.2 Ratkaise 3 + 4y’ + 3y = 322.

Ratkaistaan karakteristinen yht&lo

rP+dar+3 = 0
 —4xV12-13
r= 2
& rp=-1r=-3

Siis HY:n yleinen ratkaisu on 3, = Cie~% + Che 3%,
Seuraavaksi etsimme DY:n yksityisratkaisun yritteella
y=A’ +Bz+C = yy =2Az + B
= y/ =24
Kun yrite sijoitetaan DY:66n, saadaan
DY & o' +4y +3y=3z>
& (24) +4(2Az + B) + 3(A2® + Bz + C) = 32*
< 3422 + (8A+3B)x + (2A + 4B + 30) = 32?

34 = 3 A =1
& 8A+4B = 0 &(¢{ B = -—-24A=-2
2A+4B+3C = 0 C = —2A4/3-4B/3=2

Siis yksityisratkaisu on y; = 22 — 2z +2 ja alkuperiisen yht#lén DY yleinen ratkaisu
on
Y=o +y1=Cre® + Coe 3 4+ 2% — 2042
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Esimerkki 5.6.3 Mairiti se differentiaaliyhtélon y” + 3y’ + 2y = 10 ratkaisu, joka
toteuttaa reunaehdot y(0) =1 ja y'(0) = 4.

Ratkaistaan karakteristinen yht&lo

r24+3r+2 = 0
 =3:V37-12
r= 2
S r=-lr=-2

Siis HY:n yleinen ratkaisu on y, = Cie~® + Coe™ 2%,
Seuraavaksi etsimme DY:n yksityisratkaisun yritteelld:

n=A=>y=y/=0

(nyrkkisdanto: kun RHS on vakio ja DY vakiokertoiminen, niin yritekin on vakio!)
Kun yrite sijoitetaan DY:66n, saadaan

DY & y'+3y+2y=10
< 0+0+24=10
& A=5

Siis yksityisratkaisu on y; = 5 ja alkuperdisen yhtdlon DY yleinen ratkaisu on

y=Cre "+ Coe 2 45
= Y =—Cle™® =20

Seuraavaksi etsimme DY:n yleiseen ratkaisuun sisiltyville vakioille Cy ja Cs sellaiset
arvot, etté reunaehdot toteutuvat. Siis

y(0) = 1 - C1e® +Coe® +5 = 1
y'(0) 4

—C1e® —2Ce* = 4
C1+Cy = —4 ¢, = 4
® {—01—202 =4 TV =0
Tehtdvén ratkaisu on siis
y=—4e " +5.

Témén tyyppisen tehtdvin ratkaisuvaiheet ovat:
(1) Ratkaise ry ja ro karakteristisesta yhtalosta.
(2) Kirjoita HY:n yleinen ratkaisu y, =...

(3) Etsi DY:n yksityisratkaisu y; =...

(4) Kirjoita DY:n yleinen ratkaisu y = y, + y1
(5) Ratkaise C; ja Cs reunaehtojen perusteella
(6) Kirjoita vastaus.
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(Téassd kokematon laskija tekee yleensd alussa sen virheen, ettd yrittdd ratkaista
Cim ja Co:n numeroarvot heti, kun torméaé niihin, eli kohdan (2) jalkeen. Tamé
on virhe, silld reunaehdot sanovat jotakin DY:n ratkaisusta, jonka yleinen muoto on
tiedossa vasta kohdan (4) jilkeen!)

Esimerkki 5.6.4 Monopoliyritys tuottaa tuotetta S yksikkoa paivéassa. Kysyntafunktio
(yksikkod péivéssd) on lineaarinen

D =a—-bP (5.83)
ja hintaa korjataan paivittéin siten, ettd
dP = c(Q* — Q)dt (5.84)

missé @ on varaston koko ja @Q* on suunnitelmien mukainen varaston koko. Vakiot
S,a,b ja ¢ ovat nyt positiivisia. Miten hinta asettuu ajan kuluessa?

Ongelmaa kuvataan nyt virtausuureilla. Tuotantonopeus S on virtausnopeus varas-
toon. Kysyntd D on vastaavasti virtausnopeus varastosta pois. Siten varaston muu-
tos on dQ = (S — D)dt eli

Q =S5-D. (5.85)

Yhdistamalla yhtalot saadaan
(5.84) & P =cQ —cQ
= Pl=—cQ
=" P"=—-cS+cD
=" P’"=—cS+cla—0bP)
&  P"+4bcP=ca—cS (5.86)

Hinta P toteuttaa siis differentiaaliyhtélon (5.86), joka on II kertaluvun vakioker-
toiminen lineaarinen DY (ja myos RHS on vakiol). Vastaava homogeeniyhtilo on

P" 4 bcP =0,
ja sen karakteristisen yht&lon juuret ovat
rP4be=0=r =i be,ro = —ivbe.
Siis a = 0 ja 8 = v/be. Homogeeniyhtlon yleinen ratkaisu on siis P, = C} cos 8t +
Cysin Bt. DY:n yksityisratkaisu on selvistikin Py = (a — S)/b. Hinta on siis ajan

funktiona
P(t) = Cicos Bt + Casin Bt + 2558 (5.87)
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Edelld késitelty malli on kovin naiivi, eiké sen antamaa ratkaisua kannata ilmién
selityksend ottaa kovin kirjaimellisesti. Erditd huomioita voidaan kuitenkin tehda

(1) Ratkaisun vakiotermi (a — S)/b on se hinta, jolla kysynté ja tarjonta kohtaavat
eliD=S.

(2) Homogeeniyhtélon ratkaisu P,(t) kuvaa hinnan vaihtelua tasapainohinnan ymparilla.

Téama vaihtelu ei tasaannu (P, ei suppene), miki tuntuu kdytanndssi omituiselta.
Jos hinta todella tottelisi jonkin aikaa ratkaisua (5.87), niin monopoli varmasti tek-
isi asiasta tarvittavat johtopaatokset. Jos monopoli ei tajua asiaa ajoissa, niin asi-
akkaissa varmasti on sellaisia, jotka oppivat kiyttdméaan hinnan vaihtelua hyvéakseen,
jolloin naivi malli ei endé riitd ilmion kuvaamiseen.

(3) Ratkaisussa ei esiinny vakiota Q*!. Tésté ei pide tehdé liian pikaisia johtopaatoksia,
silld @* vaikuttaa alkuarvoon P’(0) ja sitd kautta myds ratkaisuun. Tasapainohinta
on kuitenkin riippumaton Q*:sta.

Jokainen esitetty huomio on pienen mietiskelytuokion arvoinen. Erityisesti kol-
mas huomio ansaitsee alleviivauksen. Téassa tapauksessa 16ydetty riippumattomuus
on aika triviaali, mutta usein téllainen riippumattomuus on hyvin térkea havainto.
Lukija luultavasti tuntee Modigliani-Millerin teorian, jossa erdin oletuksin muodoste-
taan malli yrityksen rahavirroille ja niiden perusteella johdetaan lauseke yrityksen
arvolle. Téssé lausekkeessa ei esiinny erds mallin keskeinen parametri, nimittain yri-
tyksen velkaisuusaste. Mallin mukaan siis yrityksen arvo ei erdin oletuksin riipu sen
velkaisuusasteesta. Tama riippumattomuus on paljon tunnetumpi kuin itse malli tai
sen antaman ratkaisun lauseke.

Esimerkki 5.6.5 Edellisen esimerkin monopoliyritys tuottaa tuotetta S yksikkod
paivassa. Kysyntafunktio on

D=a-bP+kP (5.88)
ja hintaa korjataan paivittéin siten, etta

S—a

b

dP = ¢(Q* — Q)dt + r( — P)dt (5.89)
missé () on varaston koko ja Q* on suunnitelmien mukainen varaston koko. Vakiot
S,a,b,c,k ja r ovat nyt positiivisia. Miten hinta asettuu ajan kuluessa?

Edellisen esimerkin muunnelma perustuu seuraavaan perisideaan. Osa asiakkaista si-
irtd& hankintojaan huomiseen, jos hinnat ovat laskussa, jolloin kysynté laskee ja vas-
taavasti aientaa hankintojaan, jos hinnat ovat nousussa, jolloin kysynta nousee. Téata
hankintojen siirtdmisvalmiutta kuvaa parametri £ > 0. Yht&lon (5.89) mukaan yri-
tykselld on nyt kaksi tavoitetta. Se pyrkii saamaan varaston suunnitellun kokoiseksi
ja toisaalta se pyrkii saamaan hinnan tasapainoon. Vakiot ¢ ja r kuvaavat vastaavien
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sadtoprosessien nopeuksia ja niiden suhde ¢/r kertoo vastaavien tavoitteiden pain-
osuhteet. Samoin kuin edelld saamme differentiaaliyht&lon

(5.89) < P’:c(Q*—Q)+r(S;a —P)
= P'=-cQ —-rP
= P'=cD—-cS—rP
8 P’ = ¢(a—bP + kP') — ¢S — rP'
& P+ (r—ck)P +bcP =ca—cS (5.90)

Ratkaisun suppeneminen kohden tasapainoa (tasapainon stabiilisuus) voidaan
tutkia nyt ratkaisemalla karakteristisen yht&lon juuret ja tutkimalla niiden merkit.
On kuitenkin olemassa varsin yksinkertainen saénto, jolla tutkitaan ratkaisun (5.90)
stabiilisuus. TAmé s&4nto esitetddn seuraavassa kappaleessa, minké jélkeen palaamme
takaisin tédhén esimerkkiin.

5.6.2 Tasapainon stabiilisuus

Lause 5.6.3 II kertaluvun vakiokertoiminen lineaarinen homogeeninen differenti-
aaliyhtalon
Yy +ay +by=0

ratkaisu suppenee (on stabiili), jos ja vain jos

a>0, jab>0.

Perustelu: Karakteristisen yhtélon juuret ovat

—a++Va? —4b . —a —/ 4b
3 .

= jary= 3

Juuret ovat reaaliset, jos ja vain jos a® — 4b > 0. Siini tapauksessa 11 > ro. Siis
71 ja T2 ovat reaaliset ja ratkaisu suppenee
& @ dp>0ja 2TV D ”2“2_4b<0
s a>0ja0<b<da?/4 (5.91)

Juuret ovat kompleksiset, jos ja vain jos a? — 4b < 0. Siind tapauksessa juuren
reaaliosa o = —a/2. Siis
juuret ovat kompleksiset ja ratkaisu suppenee
& a>—4b<0ja —a/2<0
& a>0jab>a?/4 (5.92)
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Ratkaisu suppenee, jos ja vain jos

(5.91) tai (5.92)
= (a>0ja0<b<a®/4) tai (a>0jab>a’/4)
< a>0jab>0

Esimerkki 5.6.6 Edellisen esimerkin differentiaaliyhtalon
P" + (r —ck)P' 4+ bcP = ca — ¢S
ratkaisu on stabiili, jos ja vain jos

r—ck>0jabc>0
& r>ck,

silla mallin kaikki parametrit ovat positiivisia, ja siksi toinen epéyht&lé on aina tosi.

5.7 1. kertaluvun lin. vakiokert. DY-ryhma

Témén kappaleen teoria on helppo yleistdé. Silti aloitamme kaksiulotteisella tarkastelulla,
koska kahden muuttujan tapaus on helppo esittad graafisesti.

5.7.1 Kahden muuttujan tapaus
Seuraavassa muuttujat , y, u ja v ovat kaikki ajan ¢ funktioita, y = y(t), @ = z(¢),

u = u(t), v = v(t). Tarkastellaan ensin DY-paria

{du/dt = anu + apv + b 593)

dv/dv = anu + axv + by’ (

missé oletamme nyt kerroinmatriisin

A= (‘“1 “12> (5.94)

agyp Q22
olevan sddnnollisen. Muuttujien u ja v tasapainoarvot u* ja v* saadaan ehdosta

{ Z:;gfs “ o (Z) =-A (Z;) (5.95)
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Merkitéén poikkeamia tasapainosta @ = u — u* ja © = v — v*. Poikkeamat noudat-

tavat DY:ta di)d
) dt a
(i) = (2)

Jos kerroinmatriisin ominisarvot A; ja Ay ovat erisuuret ja vastaavat ominaisvek-
torit ovat w; € R? ja wp € R?. Olkoon T matriisi, jonka sarakkeina ovat A:m
ominaisvektorit. Silloin

(5.96)

1 _ A 0
T'AT = ( 0 /\2> (5.97)

() ()

saamme kirjoitettua DY:n (5.93) muotoon

Muuttujan vaihdolla

DY o (Z:fﬁz) —A (g) (5.99)
e T (Z;jf) — AT (i) (5.100)
(32%) — T-!AT (;) (5.101)

(s = 2 -

Koska ominaisarvot A1, Ao ovat matriisin A karakteristisen yhtdlon juuret, ne ovat
joko reaaliset tai toistensa kompleksikonjugaatit. Toisin sanoen jos \y = a+i83 € C,
niin Ay = a —if €C.

Yleinen ratkaisu on silloin jokin seuraavista

Jos A1, A2 € R, ja A; # Ao, niin
i _r(®\_T Cre?t\ (w1 Crett 4wy Cyetet
] - y) Caeet | — wiaCreMt + wypCoetet
Jos A1, A2 € R, ja A1 = Ag, niin

4 = CreM+ COyte

ayy (@ — an @)

=N
|

Jos A1, A2 €C, ja A =a+if, niin

(5) = =(0) - (SEE &)

(Edella tapaus A;,A2 € R ja A1 = X2, on perusteltava toisin kuin kaksi muuta
tapausta. Helpoin tapa on yhdistdd DY-ryhmén yht&lot yhdeksi yhden muuttujan
toisen kertaluvun DY:ksi. Sivuutamme, nyt tdmén tarkastelun.)
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Maidritelmé 5.7.1 Ensimmaéisen kertaluvun kahden muuttujan differenti-
aaliyhtaloparin (5.93) tasapainoratkaisu u(t) = w* ja v(t) = v* on dynaamisesti
stabiili, jos

lim a(t) =0 ja lim 9(t) =

’;nolou() 0 ja ngv() 0

5.7. 1. kertaluvun lin. vakiokert. DY-ryhméa

Lause 5.7.1 Ensimmaéisen kertaluvun kahden muuttujan differentiaaliyhtéloparin

du/dt u by
=A
(dv/dt) (v)+<b2
tasapainoratkaisu on dynaamisesti stabiili, jos kerroinmatriisin A ominaisarvot A\
ja Mg toteuttavat toisen seuraavista ehdoista

(a) A, A2 €R ja /\1<07 ja A <0

tai
(b) Miz2=a+ifeC ja a<0

A< A <[0 0<N, <

S~ e

Helpoin tapa hahmottaa systeemin kayttaytymisté ldhelld tasapainoa, on piirt&é
ratkaisu-uria tasapainopisteen lihelle (x,y)-koordinaatistoon. Kuvissa 5.26a)-g) on
perustapaukset.

Esimerkki 5.7.1 Tutkitaan ensimmaéisen kertaluvun lineaarista vakiokertoimista
differentiaaliyht&loryhmaa

{dz/dt = l-a+y (5.103)

dy/dt = 2+4+z—2y
GG 200 o

Tasapainon (z*;4*)T = (4;3)T stabiilisuus selviéiii kerroinmatriisin ominaisarvoista

1 (-2-2)
s (-1-X(-2-X)-1=0
s A -3\+1=0
3+5
2

'(*1*’\) 1 ':0 (5.105)

A= < A1 =2.618 ja Ay =0.382 (5.106)

Tasapaino on siis epéstabiili noodi. ///

a) stabiili noodi (node) b) epéstabiili noodi (node).

A

-05 = u
A
A <O< A

o | |72
&

c) satulapiste (sadle point) (epéstabiili). d) keskus (center) (epdstabiili).

3 ~ 1 B I

y 3

25

2

15

1

?,ﬁ\ a>0 /DT
05 gg '—/El‘ﬁ

1

15

e) epéstabiili spiraali (focus). f) stabiili spiraali (focus).

Figure 5.26: Ratkaisu-urat tasapainon lahella.
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5.7.2 Monen muuttujan tapaus

Edellisen kappaleen tulokset yleistyvit helposti useamman muuttujan tapauksiin.

Lause 5.7.2 Olkoon x = (21, ¥2,...,2,)" . Silloin DY-ryhméin
dx/dt = Ax + b

tasapainoratkaisu on stabiili, jos ja vain jos kaikki reaaliset kerroinmatriisin A omi-
naisarvot ovat negatiivisia ja kaikkien kompleksisten ominaisarvojen reaaliosat ovat
negatiivisia.

5.8 Yleinen tasapainon stabiilisuus

Aloitamme tdmén kappaleen diskreetilla mallilla, joka on johdantona saman ilmién
jatkuvalle mallille. Samalla tulemme varovaisiksi tasapainojen stabiilisuuksien suh-
teen.

Esimerkki 5.8.1 Olkoon z; yrityksen markkinaosuus (0 < x; < 1) jaksolla ¢. Ilman
markkinointiponnistuksia markkinaosuus pienenee niin, etta

ATpois,t = —TT¢ (5.107)

missd r on poistumakerroin, 0 < r < 1. Yritys kdyttad markkinointiin panoksen by,
joka on suoraan verrannollinen markkinaosuuteen b; = ax;. Markkinoinnin vaikutus
markkinaosuuteen on

Azyudetr = Bb(1 — x4) = azy(1 — 2¢),a > 0 (5.108)
Yhdistdmalld muutostermit, saamme markkinaosuuden dynamiikkaa kuvaavan mallin
Tep1 = (L —1r)zy + aze (1 — ) = fay). (5.109)

Mallin tasapainoratkaisut saadaan yht&losta

¢ = f(z¥) (5.110)
sz = (1-r)z*+a*(1—2a")
&0 = z"(-r+a—az)

& =0 ja ap=""" (5.111)

Systeemin stabiilisuutta tasapainon ldhelld voidaan arvioida funktion f Taylorin
sarjan avulla seuraavasti

Ti1 = flz) = f(z*) + f(@*) (@ — 2¥) (5.112)
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= aq—2t o~ fl(@)(z —a¥) (5.113)

= M ~ (=) (5.114)
|Z+]

Tasapaino z* on siis stabiili (lim;_, Z: = 0), jos

|f'(@)] < 1. (5.115)
Askelfunktion derivaatta on nyt
f'(z*)=1-r+a—2az* (5.116)
Tasapaino 7 = 0 on stabiili, jos
1< f'(0)<1 (5.117)
& —-1<l-r+ax<l1
& r—2<a<r (5.118)

Tasapaino 23 = 1 — r/a on stabiili, jos

“1<fQ-rfa)<1 (5.119)
& —1<l-r4+a—-2a(l—r/a)<1
& r<a<r+2 (5.120)

Kun siis markkinointiponnistus on heikko, a < r, niin yrityksen markkinaosuus
kuluu kokonaan pois. Kun markkinointiponnistus on riittava, r < a < r + 2, niin
markkinaosuus saadaan vakiinnutettua tasapainoarvoonsa. Mit4 tapahtuu, jos a >
r+27

Kuvaan 5.27 on piirretty simuloitu ratkaisu, kun » = 0.2, a = 3 ja o = 0.5.
Ratkaisu on esimerkki kaoottisesta aikasarjasta. Malli ei endé toimi tyydyttavésti,
sillda muuttuja z; saa ykkostd suurempia arvoja, mikd on vastoin oletustamme.
(Emme nyt kisittele kaoottisia ilmiditd enempéa.) 1/

Esimerkki 5.8.2 Teemme edellisen esimerkin tilasteesta jatkuvan DY-mallin. Olkoon
z(t) yrityksen markkinaosuus ja y(t) yrityksen markkinointiponnistus (kassavirta).
Yrityksen markkinointiponnistuksen tavoitetaso on Yiquoite = ax. Jotta markki-
nointi olisi kohdallaan, sité tarkistetaan ajoittain niin, ettd tAméa saéto-prosessi nou-
dattaa likimain mallia dy/dt = az — y. Yksinkertainen yrityksen markkinaosuutta
ja markkinointia kuvaava malli on nyt

dz/dt = —rz+y(l—2z)
{ dy/dt = ax—y (5.121)
Helposti ndhdéén, ettd mallin tasapainoratkaisut ovat (z1,y7) = (0,0) ja (z3,y3) =
(1—7r/a,a—r). Ennen kuin otamme kantaa tasapainojen stabiilisuuteen, tutkimme
yleistd tapausta. /]
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Figure 5.27: Mallin x;41 = 0.8z + 3z¢(1 — ) ratkaisu, kun zo = 0.5.

Olkoon tutkittavana epélineaarinen DY-ryhméa

de/dt = f(z,y)
{dy/dt = g(z,y) (6122)

Léhelld tasapainopistettd z ~ z* ja y ~ y* asetamme Z = z — 2% ja § = y — y*.
Voimme arvioida

difdt =~ fF+ 5 -
{ djldt ~ gE+ gy (5123)

dz/dt fa fy z .
- = ~ 5.124
( dy/dt ) ( 9z Gy Y ( )
missé osittaisderivaatat on laskettu tasapainopisteessi. Léhelld tasapainoa systeemi
kayttaytyy siis likimain kuin lineaarinen malli (5.124). Stabilisuus tutkitaan siis

derivaatta-matriisin
D — fIK f'l/
9z Gy

ominaisarvoista. Palataan nyt edelld kesken jddneeseen esimerkkiin.
Esimerkki 5.8.3 Edelld

dafdt = —rzty(l-z) = f(z,y)
{dy/dt = ax—yy - g@,f/) (5.125)

Osittaisderivaatat ja derivaatta-matriisi ovat

fo = —r—y
fy = 1l—x
gz = a
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gy = -1
(5.126)
_ —r—y l—=z
=D = ( a 1 ) (5.127)

Tasapainopisteessi (7, y}) = (0,0) siis
pov— (" 1 (5.128)
a -1
Ominaisarvoille pétee
(=r=A)(-1-X)—a = 0
M+ Q+r)A+(r—a) 0

—(14+r)+t/1+7r)2—4(r—a)
2

A =

Molemmat ominaisarvot ovat negatiivisia, jos juurrettava on pienempi kuin (1+7)2,
eli
a<r.

(Jos juurrettava on negatiivinen, niin A on kompleksinen ja sen reaaliosa on negati-
ivinen, joten téssékin tapauksessa tasapaino on stabiili.)
Tasapainopisteessi (23, y3) = (1 — r/a,a — r) derivaatta-matriisi on

—r—y5 1—a} —a r/a
D<2>:( a!/2 712):((1 7/1) (5.129)

Ominaisarvoille pétee

(ma=XN(-1=-X)—-r = 0
N4+@L+a)r+(a—r) = 0
—(1+a)++/(1+a)?—4(a—r)

A= )

Molemmat ominaisarvot ovat negatiivisia, jos juurrettava on pienempi kuin (1+a)?,
eli
a>r.

(Jos juurrettava on negatiivinen, niin A on kompleksinen ja sen reaaliosa on negati-
ivinen, joten téssékin tapauksessa tasapaino on stabiili.) 1]/

Esimerkki 5.8.4 Edellisessé esimerkissé oli useita muutosnopeuteen liittyvid ker-
toimia asetettu ykkosiksi, jotta laskeminen néyttéisi helpommalta. Oikeastaan mallin
pitéisi olla

{ de/dt = —-rz+ay(l—-z) = f(z,y)

dy/dt = B(ax —y) = gz, (5.130)
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Olkoon yrityksen liikevaihto 157 000 € /kk ja markkinaosuus z = 0.25 = 25%. Talla
hetkelld yritys katsoo markkinointipanoksen oikeaksi suuruudeksi 8000 € /kk. Vali-
taan y:n yksikoksi 1000 € /kk. Silloin

0-0.25=8=a=32 (5.131)

On arveltu, etté ilman markkinointipanosta markkinaosuus kuluu pois suhteellisella
vauhdilla 10%/kk, joten (kun aikayksikkond on kk)

de/dt = —rz =1 = 7d":li“’ =01 (5.132)

Tuhannen euron markkinointipanoksen (/kk) arvellaan kiéntévén 2% ei-asiakkaista
asiakkaiksi kuukaudessa. Siis

ay(l—z)

=0.02-y=a=0.02 (5.133)
11—z

Markkinointipanoksen suhteellinen muutosnopeus on 20%/kk. Siis

4G/G _ o

dyfdt =y =F=——1==0. (5.134)
Saamme siis konkreettisen mallin
dz/dt = —0.1z+0.02y(1 —z) .
{ dy/dt = 02(32z —y) (5.135)

Tasapainoratkaisut ovat (z7,y7) = (0,0) ja (23,y3) = (0.844; 27.0). Derivaatta-
matriisi on

[ —01-0.02y 0.02(1-2z)
D = ( 6.4 02 (5.136)
e —0.1 002 M _ 051120 =
=D ( 64 —02) A7) =—0.511, )7 =0.211
@ —0.64 0.00312 2 _ 2 _
=D ( 6.4 02 ) A7 =—0.681,\;," = —0.156
Siis ei-triviaali tasapaino on stabiili. Hyvé! Yritys tulee vield kasvamaan! ///

Esimerkki 5.8.5 Tarkistetaan vield onko edellisen esimerkin yritykselld markki-
nointipanos -kerroin a kohdallaan. Jos a palautetaan numeroarvosta parametriksi,
niin malli menee muotoon

dz/dt = —0.1z+0.02y(1—z)
dy/dt = 0.2(az —vy) = g(z,y)

|
=
B
<
E

(5.137)

Tasapainoratkaisut ovat (z7,y7) = (0,0) ja (23,y3) = (1—5/a;a—5). Jos myynnistéa
saatava kate on 20%, niin voitto tasapainossa markkinointikustannukset huomioiden
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on
P(a) = 0.2-z%-628000—y* (5.138)
= 0.2-(1—5/a)-628000 — (a —5) - 1000 (5.139)
130600 — 628 000/a — 1000 (5.140)

Suurin voitto tasapainossa saadaan, kun
Pla)=0=>a=25 (5.141)

Yritys siis panostaa markkinointiin enemmén kuin sen tasapainossa kannattaisi.
Toisaalta yritys ei vield ole tasapainotilanteessa, joten on ymmaérrettavai, etta halut-
tua markkinaosuutta haetaan agressiivisesti. Optimaalinen panostus transientissa
vaiheessa kuuluu niin sanotun optimiohjausteorian (optimal control theory) alaan.
Emme nyt paneudu optimiohjauksen teoriaan. ///




