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Merkintja 1

Maaritelmia ja
merkintdja

Matriisi on suorakulmainen lukukaavio. Matriiseja ovat
esimerkiksi:

2 04 8 0 ail a2
(0% 0)(8) (2 2)

» Kaavio kirjoitetaan kaarisulkujen véliin (amer. kirjoissa
usein hakasulkujen viliin.)

» Luvut tulee kirjoittaa selkedsti riveihin ja sarakkeisiin.
» Lukujen viliin tulee jattaa riittdvasti valid. Mitaan
erottimia (pilkku, tms.) ei lukujen véliin laiteta.



Merkintdja 2

Jos kaaviossa on m rivid ja n saraketta, niin sanomme
kaaviota m x n-matriisiksi.

2 04 8
A‘<o -2 1)

v "4
= =

on 2 x 1 -matriisi, eli sarakevektori.

» Edelld matriisi

» Matriisi

Maaritelmia ja
merkintdja



Merkintdja 3

Maaritelmia ja
merkintdja
> Matriisi
u=i=(1 -4 2)

on 1 x 4 -matriisi, eli rivivektori.
» Matriiseille kannattaa laskiessa Idhes aina antaa nimi.
» Matriisin nimi kirjoitetaan kirjaimella, joka on iso, lihava
ja vino. (Esim. A)
» Vektorin nimi kirjoitetaan kirjaimella, joka on pieni,
lihava ja vino (tai pieni, normaali, ja vino ja sen p&alla
on nuoli tai viiva). (Esim. u = @)

» Kasin kirjoitettaessa lihavointi ja vinous jatetdan pois.



Merkintja 4

Matriisin A rivilla r sarakkeessa ¢ olevaa lukua merkitsemme

Maaritelmia ja

arc. Vektorin tapauksessa yksi indeksi riittas. merkintsia
Esimerkki:
2 =31 0
Jos M = 4 5 7 1 , niin my3 =7
0 2 6 -2
josv = (4 5 7 1), niinvg=7

» Jos tulkintaongelmia ei tule, niin merkinndn my3
rivi-indeksin 2 ja sarake-indeksin 3 viliin ei lisdtd
erotinta.

» Joskus erotin on tarpeen. Esimerkiksi 30 x 30 -matriisin
Q alkio rivilld 12 sarakkeessa 3 on g123.



Merkintdja 5

Maaritelmia ja
merkintdja
Matriisin (paa)lavistaja (diagonaali) muodostuu niista
luvuista, joiden rivi-osoite ja sarake-osoite ovat samat.
Matriisin A |3vistdjalld ovat siis luvut a1, a2, 333, . . .

3 -1
2 1
2 4

o o1 O

Matriisi on neliomatriisi (n X n), jos siind on sarakkeita yhta
monta kuin riveja.



Merkintdja 6

Maaritelmia ja
merkintdja

Nollamatriisi 0 on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia.
Nollamatriisin ei tarvitse olla nelidmatriisi.

0 00
0= ( 0 00 >
Yksikkématriisi I on nelidmatriisi, jonka lavist3jalla on

ykkdsid ja muualla nollia

| =

O O
O = O
= O O



Merkintdja 7

Maaritelmia ja

m X n -matriisi A ja p X g -matriisi B ovat samat (identtiset)  merkintsjz
ja merkitsemme A = B, jos

1. Kummassakin on yhtd monta rivid eli m = p, ja
2. Kummassakin on yhtd monta saraketta eli n = g, ja
3. Niissd on samat luvut samoissa paikoissa

Esimerkki: Jos

310 310 01
a=(303) 8(305) c=(50)

nin A= B, mutta A # C.



Matriisien laskutoimitukset 8
Yhteenlasku

Laskutoimitukset

Kahden saman kokoisen matriisin summa lasketaan niin, ett3
samassa paikassa olevat luvut lasketaan yhteen ja tulos
sijoitetaan samaan paikkaan.

Jos C = A+ B, niin cij = ajj + b,’j,Vi,j
Esimerkki



Matriisi kerrotaan luvulla siten, ettd jokainen matriisin luku
erikseen kerrotaan.

Esimerkki

Jos C =r- A, niin¢j=r-a;Vi,j

15 -5
= 0 10
5 =20
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Edelld tehdyistd maaritelmistd seuraa, etti

>
A+A=2A
>
rA+qA=(r+q)A
>
A=(-1)-A
>

A-A=0

«O>» «F»r «=

Laskutoimitukset

Matriisikaavoja
Matriisin
transpoosi
Matriisin
kaanteismatriisi

K&anteismatriisin
maaritys



Matriisien laskutoimitukset 11

Vektorien pistetulo

Kahden vektorin pistetulo saadaan periaatteella: Laske
ensimmaisten koordinaattien tulo + toisten koordinaattien
tulo + ...+ viimeisten koordinaattien tulo.

Laskutoimitukset

Eli kaavalla
n
Ei-\_/’:u1v1+u2vz+--~+unvn:ZuJ-vJ-
j=1
Esimerkki
2
(3 -2 5)~ 1 =3-24+(-2)-1+5-(-2)=-6

-2



Matriisien laskutoimitukset 12

Matriisien kertolasku

m X p -matriisin A ja p X n -matriisin B tulo on m x n
-matriisi C jonka alkio ¢j; rivilld i sarakkeessa j saadaan Laskutoimitukset
laskemalla A:n i:nnen rivin ja B:n j:nnen sarakkeen pistetulo.

byj

boj P
(AB)U - (al]. a2 alp) . :Zaikbkj

: k=1

bpj
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14

Matriisien laskutoimitukset

Matriisien kertolasku

_1 5 6 > Laskutoimitukset
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Matriisien laskutoimitukset 15

Matriisien kertolasku

SIIS Laskutoimitukset
(301) _3121§<14—156>
S22t/ \s —120 0 33 2
A: 2x3 AB: 2x4
B: 3x4

Huomaa, ettd
» Jotta kertolasku AB onnistuu tulee A:n rivin olla yht3
pitkd kuin B:n sarake on korkea.
» Tulossa AB on yhtd monta rivid kuin matriisissa A ja
yhtd monta saraketta kuin matriisissa B.



Matriisikaavoja 16

Matriisien yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen
noudattavat seuraavia lakeja. Olkoon A, B ja C m x n
-matriiseja ja a, B € R. Silloin

Matriisikaavoja

(1) A+(B+C)=(A+B)+C
(2) A+0=A

3) A+(-A)=0

(4) A+B=B+A

(5) 1-A=A

(6) a(BA)=(aB)A

(7)  (a+pB)A=aA+ A

8) «o(A+B)=aA+aB



Matriisikaavoja 17

Olkoon A, B ja C matriiseja ja o € R. Jos matriisien tyypit
ovat sellaiset, ettd seuraavat tulot ovat olemassa, niin

(1) A(BC) = (AB)C Mg e
(2) A(B+C)=AB+AC

3) (A+B)C=AC +BC

(4) «a(AB)=(aA)B = A(aB)

(5) IA=AI=A

Edelld olleet kaavat merkitsevat sitd, ettd matriisilausekkeita
voi kisitelld hyvin samaan tapaan kuin koulussa on kisitelty
x:n lausekkeita.

Kun pitd3 seuraavat kolme matriisilaskennan erityispiirretta
valppaasti mielessddn, niin matriiseilla voi laskea kuten x:n
lausekkeilla



Matriisikaavoja 18

Olkoon A, B ja C matriiseja. Jos matriisien tyypit ovat
sellaiset, ettd seuraavat tulot ovat olemassa, niin on
mahdollista ett3

Matriisikaavoja

(1) AB+#BA
(2) AC=BC, vaikka A#B
(3) AB =0, vaikka (A#0ja B#0)

Kommentteja:

» (1) Kertolaskussa ei saa vaihtaa tekijoiden jarjestysta.

(2 5) (0 3)=(Z )
(¢ 1)(z5)-(7)



Matriisikaavoja 19
(1) AB # BA, (2) (AC=BC)# (A=B)

Matriisikaavoja

» (1) "Jarjestys ei vaihdu!” Periaate nikyy kaavoissa. Jos
A on vasemmalla LHS:ssa, niin se on vasemmalla myds
RHS:ssa. Esim

A(B+C)=AB + AC

» (2) "Matriisilla ei saa jakaa!” Kun koulussa on kisitelty
x:n lausekkeita, on totuttu jakamaan LHS:n ja RHS:n
yhteinen tekija pois yhtdlésta. Matriisi-yhtalén kohdalla
nain ei saa tehda.



Matriisikaavoja 20
(3) (AC =0) A (A=0tai B =0)

Matriisikaavoja

» (3) "Tulon nollasdantd ei ole voimassa!”

» Esimerkiksi

12 —2 4\ (00
4 8 1 -2/ \00
» On totta, ettd matriiseissa on jotakin erikoista, kun

niiden tulo on nollamatriisi, mutta se erikoinen seikka ei
ole se, etta toinen niistd olisi nollamatriisi.



Matriisin transpoosi 21

Ma&dritelma: m x n -matriisin A tarnsponoitu matriisi eli
transpoosi (engl. transpose) AT on n x m -matriisi, jolle

(AT)U == aj, Matriisin

transpoosi

Transpoosi AT saadaan siis A:sta tekemill3 riveists

sarakkeita.
020 9 T 0 5 3
2 51
5 5 1 2 =
3130 0 13
9 2 0

(Huomaa, ettd lavistdjad pysyy paikallaan.)



Matriisin transpoosi 22

Transpoosille on voimassa seuraavat kaavat

Matriisin.
transpoosi
1 (AT =4
2) (A+B)T=A"T+BT
(3)  (aA)T =aAT
(4) (AB)T =BTAT huomaa jarjestys!



Matriisin transpoosi 23

Esimerkki Olkoon

7 =2 2 0 1
A o < 10 4 > ’ B o ( 3 _1 5 ) Matriisin

transpoosi

Nyt
we = (5 4)(5 25 f13>>T(23 33)
B AT — (§ Zl)<72 140>(§3 zzl)



Matriisin kaanteismatriisi 24

Reaalilukujen tapauksessa luvun a # 0 kianteisluku
l/a= a1 on sellainen luku, ett3

ala=1 ja a-al=1

(missd 1 = kertolaskun neutraalialkio). i
k3dnteismatriisi

Matriisin kdanteismatriisilta vaaditaan tasmalleen sama

ominaisuus. Asioita mutkistaa se, etta kaikilla 0:sta

poikkeavilla matriiseilla ei ole kddnteismatriisia.

Mé&dritelma: Nelidmatriisi A on sadnndllinen, jos on
olemassa kiinteismatriisi A~! siten, etti

ATA=1 ja AAl=1.



Matriisin kaanteismatriisi 25

Esimerkki
2 -1 =2 2 -5 3
JosQ=| 0 2 1 |,ninQ@t=[ -1 4 —2 |,
-1 4 3 2 -7 4
S| | Ia l’:g?i:::iesiisnmatriisi
2 -1 =2 2 -5 3 1 0
0 2 1 -1 4 =2 = 1
-1 4 3 2 -7 4 0 1
ja
2 -5 3 2 -1 =2 1 0
-1 4 =2 0 2 1 = 1



Yhtdloryhma voidaan kirjoittaa matriisiyhtaloksi

3

2x  —
—1x +
2 -1
0 2
-1 4
X=b

- 2z
+ z
+ 3z

<

7
—8
—-17
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Matriisin kaanteismatriisi 27
Esimerkki jatkuu

Yht&loryhman

2x — 1y — 2z = 7 .
2y + z = -8 & QX =5
—1x 4+ 4y + 3z = -17

Matriisin
kddnteismatriisi

ratkaisu on siis

B 2 -5 3 7 3
x=Q 'b=| -1 4 =2 -8 | =1 -5
2 -7 4 —17 2

Kaksi kysymysta:
» (1) Mista tietdd onko kerroinkaavio saanndllinen?

» (2) Mista saadaan kddnteismatriisi?



K&danteismatriisin maaritys 28

Ensimmainen vastaus kysymykseen (2) on seuraavassa.
(Perustelu luennolla)

Matriisin A kddnteismatriisin maaritys:

» (1) Muodosta kaksiosainen leved kaavio

(A1)

K&anteismatriisin

jonka vasen osa on kddnnettdvad matriisi ja oikea puolki miiritys
on saman kokoinen yksikkdmatriisi.

» (2) Tee kaaviolle rivioperaatioita niin, ettd vasen puoli
muuttuu yksikkdmatriisiksi.

» (3) Kun vasen puoli on yksikkématriisi, niin oikea puoli
on AL,

» (*) (Jos vaihetta (3) ei voi saavuttaa, niin matriisi ei ole
saanndllinen.)



K&danteismatriisin maaritys 29

Esimerkki
2 -1 -2|1 0 0 vaihda rivit 1 ja 3
0 2 1|0 10
-1 4 0 01
-1 4 3|0 0 1
~ 0o 2 11]010
2 -1 —-2/1 00

2[(-1)
K&anteismatriisin
+ maaritys
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