Vaasan yliopisto, kevit 2015 / ORMS1010
Matemaattinen Analyysi

6. harjoitus

1. Approksimoi toisen asteen polynomilla P(x) = bg +b1x+ box? oheisen taulukon mukaisia
havaintoja. (Teorian 16ydét opetusmonisteen sivuilta 91-92.)

y

Xi Yi
1,00 | 2,00
2,00 | 1,80
3,00 | 2,10 .
3,50 | 2,50 ;
4,00 | 3,10
5,00 | 3,50

X

Selittivit polynomit ovat Py(x) = 1, P(x) = x ja P»(x) = x. Sijoitetaan selittijien arvot
kohdissa x; matriisin A sarakkeisiin. Saamme matriisin

1 1.0 1.0% 1 1.0 1.0

1 2.0 2.0? 1 20 3.0

a_| 130 3021 | 1 30 90
|1 35 352 | | 1 35 1225

1 4.0 4.0% 1 40 16

1 5.0 5.0% 1 50 25

Etsimme nyt mallin kertoimia by, b1 ja b, niin, ettd
P(xj) = bo+bixj+byx; = y;,Vj

niin tarkasti kuin mahdollista. Mallin kerroinvektorin b = (bo by by)T pienimmiin neliosum-
man (PNS) estimaatti saadaan kaavalla

b=ATy=(ATA) AT}

Octavella:

octave:3> x=[1 2 3 3.5 4 5]’
X =

1.0000

2.0000

3.0000

3.5000

4.0000

5.0000

octave:4> y=[2 1.8 2.1 2.5 3.1 3.5]°
y =



2.0000
1.8000
2.1000
2.5000
3.1000
3.5000

octave:5> apu = ones(6,1)
apu =

ke ek

octave:6> A=[apu,x,x."2]

A =
1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 2.0000 4.0000
1.0000 3.0000 9.0000
1.0000 3.5000 12.2500
1.0000 4.0000 16.0000
1.0000 5.0000 25.0000

octave:7> b = (A’ xA)M—1)xA’xy
b =

2.14714

—0.37182

0.13377

Siis approksimoiva plynomi on
P(x) =2.14714 —0.37182-x+0.13377 - x%.

Kun polynomin kuvaaja piirretiéin samaan koordinaatistoon lihtd-datan kanssa saadaan ku-
va




2. Mikd on seuraavien funktioiden homogeenisuuden aste
a) Tuotantofunktio z(K,L) = L3/8K>/3,

b) S (x.y) =%+ 3xy.

¢) g(x,y,2) = x\/y +2,/xyZ

(Teorian 10ydét opetusmonisteen sivuilta 99-100.)

a) 2aK,al) = (aL)’®(ak)’/®
a3/313/85/8K5/8

= o'z(K,L) — astelukuonI.

b flaxay) = (o)’ +3(ax)(ay)
= o’ + 3axay
o?(x* +3xy) = a’f(x,y) — asteluku on 2.

c) glax,ay,az) = (ox)/oay+2
= a'xa'/* 2420
o’/ (xy/y+2y/xyz) — asteluku on 3/2.

V2 1/261/251/261/2,1/2

3. Osoita majoranttiperiaatteella, ettd seuraava sarja suppenee. (Ohje: Majoranttiperiaate,

lause 4.4.1 sivu 107. 0 < gq; = ﬁ < % = by jasarja ) ;” by suppemee.)

Merkitdian

ay — ja bk:—.

2k4+1
Nyt on selvi, ettd 0 < ai < by, kun k > 0. Geometrinen sarja ) ;°_, by suppenee, joten se on

suppeneva majorantti positiivitermiselle sarjalle ) a;. Majoranttiperiaatteen mukaan silloin
myds sarja

suppenee.
Kommentti: Tehtdvissihdn ei tarvinnut laskea summaa, vaan ainoastaan tutkia suppenemi-
nen. Tdma voi toisinaan olla melko turheuttavaa. Siksi teemme nyt hieman ylimédrdisti
tyotd ja selvitimme summan arvon miljoonasosan tarkkuudella.

Laskemme N ensimiisti termid erikseen (k =0,1,2,...,N — 1) ja arvioimme loppusummaa
Y oy ax erikseen.

.
Lz <k
1

k=
& N<Zak<2—N

[\S)



Voimme siis arvioida, etti
s i 1 N 1,5
T e 2R+ 2V

ja virhe on enintiin 0,5/2". Haluttuun tarkkuuteen pisstisn, jos

£<10— & 5000000 < 2N

2N
< 1n(5000000) < N-In2
<223 < N

Excelilld saamme arvion

23 1 1,5
+ 35 = 1.26449984 ~ 1.264500

A~Y ——
,;)(2’%1) 2

4. Suppenevatko seuraavat sarjat? (Ohje: Suhdetesti, lause 4.4.4 sivu 108.)

o0 K o0 o0
) k;(kﬂ)zk ; k+1 ; k+1

a) suhdetesti

S (n+1) (n+1)2"
fim =~ r}l—r>rt>1° ((n+2)2"+1 ' n

, (n+1)? . (n?42n+1 1
= lim|—Q—|=lm| ——— | =<1
n—soo 2n(n—|— 2) n—oo \ 2n2+4n 2

—> sarja suppenee.

n—eo  dy

b) suhdetesti

1)? 1)2"
Coa (1P (D)
n—es \ (n42)2(n+1) n?
i (n+1)2(n+1) y nd+3n% +3n+1 1 <1
= m . = lim — —
n—e \  2n%(n+2) n—seo 2n3 4 4n? 2
—> sarja suppenee.

n—eo @

¢) suhdetesti

1 (n+1) 1)2" 1" 1)2
tim =g (L D)y | D () >1
n—e  ap n—eo \ (n+2)2"F n" n—reo n"  2(n+2)

>1 o
— sarja hajaantuu.



Kommentti: Kuten tehtdvissd 3 teemme taas hieman yliméariisti tyotd ja selvitimme sum-
man arvon miljoonasosan tarkkuudella. Laskemme N — 1 ensiméiistéd termii erikseen (k =
1,2,...,N —1) jaarvioimme loppusummaa } ;" , ax erikseen. Saamme loppusummalle ala-
ja yldrajan tdsmélleen samoin kuin tehtivassa 3.

Voimme siis arvioida, etti
i 1,5
= (k+ 1 2N ’

ja virhe on enintdin 0,5/2". Haluttuun tarkkuuteen paistizn, jos 0,5/2V < 1077 eli N >
22.3. Excelilld saamme arvion

23 k 1,5

summa ~ Z T Ty + s = 06137057031 ~ 0.613706

b-kohdan sarja on selkeisti haastavampi kuin edeltidvit. Voimme arvioida loppusummaa
seuraavasti

ok
0522k<z k+l <22k

ok
= 0.5-Sy < Zak<SN, SN:Z?'
k=N k=N

Midritelldén funktio f(x) sarjan avulla

o ol 1 1 b
0= X e =8 (1=yj2) = 51 2=

, > ko, I NNV T2 =)+
fx)=Y ?xk b= ON—T ' (2(—x)2>+
KNl (N2 —x)+x)
2N—1 (2 —x)?

N+1
Sv=1(1) = T

Kokeilemalla 16ytyy raja Sy < 1077, jos N > 30. Excelilld saamme nyt arvion

30 2
k 31
summa ~ Z N +0,75- 55 = 1.3862943755 ~ 1.386294



5. a-kohdan sarja suppenee. Selvitd onko sarjan summa positiivinen vai negatiivinen.
b-kohdan sarja ei suppene. Laske b-sarjan ensimmaéisid osasummia. Voiko hajaantumisen
perustella Cauchyn yleisen suppenemiskriteerin avulla?

- k+1 k
D LD M

a) Kirjoitetaan sarjan termeji nékyviin, jotta pddsemme alkuun

i( 1>kk+1 B 1—|—1+2+1 3+1+4+1 5+1+6+1
= k2 - 12 22 32 42 52 62
3 4 5 6 7
= 24-—-4+———4+——...

4 9 16 25 36

Sarja vuorottelee (alternoi) ja termien itseisarvot ldhestyvit nollaa monotonisesti. Leibnizin
lauseen nojalla sarja suppenee. Osasummien jono suppenee. Tarkastellaan parillisten osa-
summien jonoa (S2,).

2 k+1 1+1 241 341 441 541 6+1
= Bt () () ()

- X n_'z ) (@ ey

n=1 n=1

Do —4n? —2n+1
= —_—— kaikill
Z ( 2n—1) ) < 0, kaikilla p

<0, ka1k111a n

>~
[

n=1

Sarjan summa on siis negatiivinen.

b)
S, = zl‘,( 1)k k2l s
T E T 2
2
k-1 2 1
? ,;( S 172 7376
3
ko -1 2 3 14
[y S
’ ,;1( it 2 i T,
4
k-1 2 3 4 26
Sy = e e e B
! k;( 1T 2 T35 T 0
5
ko -1 2 3 4 5 444
S: = S TV T A
: k;l( 1T 2373 5 6T 7
6
k-1 2 3 4 5 6 1212
Se = R I T R it
° ,§1< ST 23735 6777 50

Osasummien jonon graafi on



Sk

A__A_ A AP
‘ SN NNV
Cauchyn suppenemiskriteerin mukaan osasumman itseisarvo

|SZ+P’ = ‘an—kanH +...+anyp

saadaan miten pieneksi tahansa, kunhan n on riittdvén iso. Téstd seuraa, ettd suppenevalle
sarjalle

lim |a,| = 0.
n—oo

Tami ei ole nyt totta, joten sarja hajaantuu.

6. Méiritd seuraavien potenssisarjojen suppenemissiteet. Milld x:n arvoilla potenssisarjat
supenevat? (k! =k-(k—1)-(k—2)---2-1)

a) Zg(x—5) b ) (=5
k=0 k=1
a)
e | D)2 20 nP 42041 L
L= nlglgo Cn _r}g{}o ont+l p2 _nglgo 2n? 2
1
—R = —=2
L
Potenssisarja suppenee, kun
x—a| <R & [x—5<2
& —2<x-5<2
& 3<x<T
b)
on+tl !
L = lim |2 = lim 2 = fim =
n—o | cp n—eo|(n41)! 2%  n—e|n+1
— R = oo

Potenssisarja suppenee kaikilla x:n arvoilla.

Vastaus: a) Suppenemissidde on R = 2, ja sarja suppenee, kun 3 < x < 7.
b) Suppenemissidde on R = oo, ja sarja suppenee kaikilla x:n arvoilla.



