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Matemaattinen Analyysi

7. harjoitus, viikko 17
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1. Mééritd funktiolle f(x) = 1/1+0,1x Taylorin sarja kehityskeskuksena a = 80.
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missd kertomassa 7!! =7-5-3 -1 ovat vain parittomat tekijit, ja kertomassa 8!! =8-6-4-2

ovat vain parilliset tekijat. Seuraavaksi laskemme derivaattojen arvot kehityskeskuksessa.
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2. Miki on edellisessi tehtdvissid saadun potenssisarjan suppenemissiade R?

Edellisen tehtivin mukaan
(=D 2k —3)N

k= 2k .10k .32k=1 .}~
— I n., . 2n—1 !
L = lim |2 = lim 2(m+1)-3)N (201031 -l
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Siis sarja suppenee jos
lx—80] < 90

& -90 < x—=80 < 90
& —-10 < X < 170

3. a) Méiritd MacLaurinin sarja funktiolle f(x) = /1 + 3x ja b) miéritd samalle funktiolle
Taylorin sarja kehityskeskuksena a = 1.

f) = (14372,
f& = %<1+3x>1/2-3=§<1+3x>1/2,
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missd kertomassa 7!! =7-5-3 -1 ovat vain parittomat tekijét, ja kertomassa 8!! =8-6-4-2
ovat vain parilliset tekijidt. Seuraavaksi laskemme derivaattojen arvot kehityskeskuksessa.
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b) Derivaattojen lausekkeet laskettiin jo a-kohdassa. Seuraavaksi laskemme derivaattojen
arvot kehityskeskuksessa x = 1.
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4. Puutteen sallivan varastomallin tavoitefunktion muunnelmalle

KD y*h (x—y)’s
= —_— e S~ 77 2x —
1 1 -1.2, (3
= KDx ~|—§(h+s)x y +<§+2>x—(s+2)y
gradienttivektori ja Hessin matriisi ovat
KD _ (h+s)y? 2kD | (hts)y®  _ (hts)y
vie | 7@ 2@ Tat? [ T 2
(ts)y o5 ’ _ (hts)y (hts)
X x2 X

Mallissa x on tilauserédn koko, y on maksimi varasto, x —y on maksimi puute. Ilman tavoite-
funktion termid 2 (x — y)” optimipiste olisi

N h+s |2KD N s 2KD
X = — = —
Vs V7 Y htsV h

Olkoon D = 10000, K = 18, h =9, s = 16. Miiritd muunnetun varastomallin optimiarvot
paidtosmuuttujille x ja y. Jos kisin laskeminen tuntuu vaikealta, niin sovella kvadraattista

optimointia iteroimalla
( o ) - ( x ) —H 'V ().
YVi+1 Yk

Kommentti: Tdlle tehtdvdlle loytyy siisti ratkaisu (jopa kdsin laskettuna).

Vilttiméiton ehto Vf = 0 Jjohtaa yhtélopariin

KD (h 2
___ﬂ+g+2 = 0 (1)

x2 2x2
h
(hts)y 2 =0 (2
X
Yhtilostéd (2) saamme suhteen y/x
y s+2
- = 3).
x h+s (3)

Kun sijoitamme tdamin suhteen arvon yhtélon (1) toiseen termiin, saamme

_K_zD_(h-l—s)(s—l—2)2 5.0 0
X 2(h+s)? 2
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—4/h+s+4  2KD
(h+s)  ha?
. (h+s) 2KD
s+ (4—4/h)

Kun sijoitamme tdmin yhtidloon (3), saamme
. s+2 . (s+2) (h+s) [2K
= X = .
Y h+s (h+s) \| s+(4—4/h)

B (s+2)? 2KD
N (s+h)(s+4—4/h)\ h
Tehtdvan arvoilla Siis

oo (h+s) /2KD (9+16) [2-18-10000
~ Ns+@—4/n) 16+ (4—4/9) 9

= 226.13
. (s+2)2 /2KD (16 +2)2 /21810000
YT N Grn)(s+4—4/n) (16+9)(16+4—4/9) 9

= 162,82

Lisdanalyysi: Tutkimme ongelmaa myos kvadraattisen optimoinnin hengessd. Jos Tavoite-
funktioon ei olisi lisditty tehtiviissd mainitua epdtavallista lisitermii ”2(x —y)”, niin opti-
miarvot olisivat

h 2KD 16 [2-18-1
S \/—I—s\/ \/9+6\/ 810000 _ .
9
2KD 2-18-10000
* = :1
Y \/s+ \/ \/16+9\/ 9 60

Nama ovat luonnolliset ldhtoarvot numeerisessa etsimisessid. Asetamme

X0 250 . Xk+1 ) ( Xk > -1
(yo) <160)’ o (yk+1 Y !

Ohjelma Octavella:

D = 10000;

K = 18;

h = 9;

s = 16;

N=10;

V = zeros(N,2);

w = [250; 160]; # = [x0; yO]
for j=1:N

# viimeiset arvot x:Ille ja y:lle



x = w(l,1);
y = w(2,1);
# gradientti —vektori

gl = K«D/(x72) —((h+s)*xy"2)/(2xx"2)+s/2+2;
g2 = (h+s)xy/x—s—2;
g = [gl:g2];

# Hessin matriisi
h1l = 2%«K«D/x"3+(h+s)xy” 2/x"3;
h12 = —(h+s)*xy/(x"2);
h22 = (h+s)/x;
H = [hl11 hl12; hl12 h22];
# etsintaaskel
w = w—inv (H)xg;
# arvot talteen x—> wl, y—> w2

V(i,:) =w’;
endfor
v
# #### output HHAHHHAHHHAABHAHHHAHHAH#HAH
#V =
#
# 218.75 160.00
# 225.73 162.60
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82
# 226.13 162.82

5. Tutkimme funktiota g(x), joka toteuttaa yhtilon g’(x) = 2 - g(x) kaikilla x. Jos g:114 on
suppeneva sarjakehitelmi, niin g":n sarjakehitelmi saadaan derivoimalla termeittéin

)

gx) = chxkZCo+01x+02x2+C3x3+...
k=0

= g = Z ke ™! = ¢ 4+ 2c0x 4+ 3c3x% +deax® + . ..
k=1

a) Mitké ovat sarjakehitelmén kertoimet cy, jos g(0) = 3 ja g’'(x) = 2g(x)?
b) Miki tama ratkaisufunktio on?

Koska g(0) = 3, niin

3=3(0) = co+c1-0+c2-0°+c3-0°+...
=0 =0 =0

=3 (1)



Koska g'(x) —2g(x) = 0 kaikilla x € R, niin

g (x) —2g(x) = 0, kaikilla x € R
(c1+2cx+ 33 +deax® + .. ) —2(co + x4 X o3 + .. .) =0, kaikillax € R
(c1 —2¢0) + (2¢2 —2¢1)x + (3c3 — 2¢2)x> 4 (4cy — 2¢3)x° +... =0, kaikillax € R

ci1—2cg = 0 c1 = 2cp c1 = 2c
2c0—2¢; = 0 2 = 20 c = 2¢1/2="2%/2!
= 3c3—2¢cp = 0 = 3¢c5 = 20 4 c3 = 262/3:2360/3!
4eg—2c3 = 0 dey = 2¢3 cy = 2c3/4="2%/4!
Siis
2%c 23¢ 2%
g(x) = co+2cox+ 2!0x2+ 3!0 3 4!0x4+...
1 1 1
= 0 (1 —|— (2)6) + 5(2)(5)2 —|— 5(2X)3 + Z(ZX)“- —|— .. )
362x

6. Midriti vastaavalla tavalla kuin tehtdvissé 3 funktion y(x) MacLaurinin sarjan kertoimet,
kun y(0) =0 ja

yx) = co + cx + o + Xl + et +
Y(®) = c1 + 2cx + 3c3x® + degx® + Sesxt +
(x) = x4 2032 + 3e3x® 4 deax® +

Ensimmadisen rivin ja kolmannen rivin saman asteen termien kertoimet tulee olla samat. Siis

( co — 0
;. = C
¢ = 2¢
& c3 = 3c3
ca = 4y
c; = 5C5
[ -

Siis ¢; on vapaa, mutta muut kertoimet ovat kaikki nollia. Siis

y(x)=cx, c1€R



