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Lineaarinen riippuvuus 1
Esimerkkeja

Lineaarinen
riippuvuus

esimerkki

Dieetti-vélipala 1: Opiskelija Ken Obi on dieetilla. Lenkin
jalkeen Ken pysahtyy valipalalle. Dieetin mukaan hanen
pitaisi saada valipalasta 100g rasvaa ja 50g sokeria.
Repustaan Ken I0ytda suklaapatukoita ja kekseja.
Patukassa on 20g rasvaa ja 20g sokeria. Keksissa on 30g
rasvaa ja 5g sokeria.

Ken esittda suklaapatukan ja keksin ravintoaine-jakaumat
vektoreina

. (20 grasvaa .. (30grasvaa
patukka: <20 g sokeria) ’ keksi: (5 g sokeria) '

Ken paattaa sy6da x suklaapatukka ja y keksia.
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Lineaarinen
riippuvuus

Silloin han saa tasmalleen oikean maaran eri
ravintoaineita, jos

o (20 .. (30} _ (100

20) Y {5 )=\ 50
20x + 30y = 100
20x 4+ 5y = 50

Tasta yhtaléryhmésta Ken helposti saa ratkaisun
dieetti-ongelmaansa. Han syd kaksi patukkaa ja kaksi
keksia.

Sovimme seuraavassa eraistd sanonnoista, joita jatkossa
kaytamme paljon.
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Méaaritelma
Olkoon u, vy, vs,..., vy € R™ vektoreita ja
M, Ao, ..., Am € R reaalilukuja.
(1) Jos
U=MVvi+AoVo+---+AnVnp
niin sanomme, etta vektori u on esitetty
lineaarikombinaationa (linear combination) vektoreista
{vi,Vo,...,Vm}.
(2) Vektorijoukon K C R"” kaikkien aarellisten

lineaarikombinaatioiden joukko on sen virittdmé
aliavaruus (a subspace of R"” spanned by K)

[K] =span(K) ={ueR"|u on lineaarikombinaatio K : n vekt

Lineaarinen
riippuvuus

oreista }
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Edella esimerkissa Kenin ratkaisu — kaksi patukkaa ja Lineaarinen
kaksi keksi& — oli lineaarikombinaatio kertoimin (2,2). PP

Matriisikertolasku on maaritelty niin, ettd kun matriisin ja
sarakevektorin tulo on lineaarikombinaatio matriisin
sarakkeista ja lineaarikombinaation kertoimet ovat
vektorin koordinaatit.

ERHIOEEAT 384
:a<_21> b@w@.

—
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Lineaarinen
riippuvuus

Vastaavasti rivivektorin ja matriisin tulo on
lineaarikombinaatio matriisin riveista ja
lineaarikombinaation kertoimet ovat vektorin koordinaatit.

(x y) (_21 ; 2):(2x—y 1x+2y 3x+5y )

=x(2 1 3)+y(-1 2 5).
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Lineaarinen

Esimerkki Dieetti-vélipala 2: Kenin ystava Luke haluaa riippuvuus
myds nauttia repusta I6ytyvia patukoita ja kekseja. Luken
tarve on 509 rasvaa ja 100g sokeria.

Samoin kuin Ken myds Luke pystyy analysoimaan
ongelmaa yhtalélla

20 30 50
“(a0) - (5)- () g
20x + 30y = 50 x = 55
20x + 5y = 100 y = -2

Ratkaisu on siis olemassa ja se on ainoa ratkaisu. Luken
kannalta ratkaisu on tietenkin vahan ongelmallinen.
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Lineaarinen
riippuvuus

Esimerkki Dieetti-vélipala 3: Jos edella Luken tavoite ei
ole niinkdan sydda Kenin repusta, kuin lisata oman
reppunsa ravintosisaléa hankkimalla reppuunsa 50¢g
rasvaa ja 100g sokeria, niin Luke onnistuu tassa
ostamalla Kenilta 5.5 suklaapatukkaa ja myymalla Kenille
2 keksia. Luken repun sisaltdé muuttuu silloin maaralla

(8)+(2)-(2)
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Esimerkki Dieetti-vélipala 4: Ken paattadad huomioida

my®s hiilihydraatit. Kenin tavoite on saada vélipalastaan Lineaarinen
1009 rasvaa, 50¢g sokeria ja 75¢g hiilihydraattia. Patukan ja e
keksin ravintoainesisallét ovat

20 g rasvaa 30 g rasvaa
patukka: | 20 g sokeria |, keksi: | 5g sokeria | .
10 g hiilaria 30 g hiilaria

Tavoite onnistuu, jos Ken I6ytaa sopivat
lineaarikombinaation kertoimet yhtald6n

20 30 100
x-[20]+y-[5|=] 50
10 30 75

20x 4+ 30y = 100
&

20x + b5y 50
10x + 30y = 75
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Lineaarinen
riippuvuus

Yhtaléryhmalla ei nyt ole ratkaisua. Johtopaatds on, etta

100
vektoria ( 50 ) ei voi esittaa vektoreiden
75

20 30
20 ) ja [ 5 | lineaarikombinaationa.
10 30



Lineaarinen riippumattomuus, maaritelma o

Maaritelma (1) Jos m > 1, niin vektorijono (vy, Vo, ..., Vy),
on lineaarisesti rijppuva (sidottu) (linearly dependent),
jos jokin jonon vektoreista voidaan esittda jonon muiden
vektoreiden lineaarikombinaationa ja vastaavasti

Maéritelma

vektorijono on lineaarisesti rijppumaton (vapaa) (linearly
independent), jos mitdan jonon vektoria ei voida esittda
jonon muiden vektoreiden lineaarikombinaationa.

(2) Tapauksessa m =1 sovimme, etta nollavektorista muo-
dostettu jono (0) on sidottu ja muut yhden vektorin jonot
ovat vapaita.
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Esimerkki Dieetti-vélipala 5: Jos Kenin repussa on

muitakin herkkuja kuin suklaapatukoita ja kekseja, niin

vaihtoehtojen maara alkaa kasvaa. Jos repusta ldytyy

my®&s hillomunkkeja, ja yhden hillomunkin ravintosisalté Lisaa esimerkkeja
on tdsmalleen sama kuin yhden suklaapatukan ja yhden

keksin yhteenlaskettu ravintosiséaltd, niin Ken voi aina

korvata annoksessaan yhden munkin yhdella patukalla ja

yhdella keksilla. Luke voi jopa ajatella, etta

patukka = munkki — keksi.

Erilaisten ratkaisujen maara kasvaa, mika herkuttelijan
mielesta on tietenkin mahtavaa. Matematiikassa kuitenkin
usein halutaan, ettd on yksi ja vain yksi ratkaisu. T&dhan
usein paastadan kun vektorit, joilla lasketaan, valitaan
siten, ettd ne ovat keskendan lineaarisesti
riippumattomat.
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Lineaarisen riippumattomuuden maaritelma voidaan Toinen mééritelma
tehda kahdella tavalla. Edelld annettu maaritelma on

helppo ymmartaa, mutta sen avulla ei ole helppo nahda

kaikkia riippumattomuuden ominaisuuksia.

Jotta voisimme perustella joitakin hyvia asioita annamme

myds toisen muodon lineaarisen riippumattomuuden

maéritelmalle.
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Maéritelma (1) Vektorijono (vy,V,...,Vn), v; C R" on [i-
neaarisesti rijpppuva (sidottu) (linearly dependent), jos on
olemassa reaaliluvut x1,xs,...,Xm € R, joista ainakin ykSi| e massieims
ei ole nolla, niin etta

X1V +XoVo+ -+ XmVm =0

(2) Vektorijono { vy, Vo,..., v} C R" on lineaarisesti riippu-
maton (vapaa) (linearly independent), jos se ei ole sidottu,
eli

(X1Vi+XoVo+ -+ XmVm=0)= (X1 =Xo =+ = Xu =0)
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Huomautus

Monessa oppikirjassa on maaritelman (2) ehto on
kirjoitettu ekvivalenssina LHS < RHS. Yllaolevassa
maaritelmassa on implikaatio vasemmalle ("<") jatetty
pois, silla se on itsestadn selvasti aina totta. Maaritelma
korostaa implikaatiota oikealle ("=-") silla se ei ole aina
totta. Tasmalleen silloin, kun ”"=-" on voimassa vektorit
muodostavat lineaarisesti riippumattoman joukon.

Toinen maaritelma



Toinen maaritelma 14

Vektorijonon lineaarista riippumattomuutta kannattaa

usein tutkia siten, etta vektorijonon vektoreista

muodostetaan matriisi, jonka sarakkeina tutkittavat Toinen maarieima
vektorit ovat. Esimerkiksi

e {QQ () -3

Tulemme jatkossa tekemaan tdman vektorijonosta
matriisiin tai matriisista vektorijonoon siirtymisen ilman
suuria selittelyja. Jonkin aikaa kannattaa ajatella, etta
matriisi on sarakejono!
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Maaritelma: (1) Matriisi V on lineaarisesti riippuva (sidot-
tu) (linearly dependent), jos on olemassa nollavektorista
eroava vektori x £ 0, niin etta

Kolmas
méaritelma

Vx=0

(2) Matriisi V on lineaarisesti riippumaton (vapaa) (linearly
independent), jos se ei ole sidottu, eli

(Vx=0)=(x=0)




Esimerkki 16

Esimerkki Olkoon kuten edelld

1\ 3\ (-1
{V17V27 V3} = {(2) ) (0) ) ( 4 )} Kolmasl
madaritelma
13 1
— V:(2 0 4>.

Vektorijono on sidottu koska

nmnons()-()-(2)
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13 —1
V‘<2 0 4>'

Matriisi on sidottu koska

méaritelma
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Lause

Jos yhtéléryhmélld Ax = b on kaksi ratkaisua, niin
kerroinmatriisi A on lineaarisesti rijppuva (eli sidottu).

Todistus.

Olkoon x4 ja x> kaksi erisuurta yhtaléryhman ratkaisua.
Silloin ratkaisuvektoreiden erotus eroaa nollavektorista Shacryhmin
zZ=Xx1—Xx2#0ja

Az=A(x1—Xx2) =Axy—Axo=b—b=0.

Lauseen tulos on kaytannéssa tarked, koska
kaytanndssa lahes aina ratkaistessamme yhtaléryhmaa
toivomme, ettd on olemassa yksi ja vain yksi ratkaisu.
T&ma on mahdollista vain jos yhtaléryhman kerroimatriisi
on vapaa.
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