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1. Johdanto

1.1 Kasitteita ja historiaa

Operaatioanalyysi (OA) liittyy osana johtamistieteeseen (Management Science, MS),
joka sai alkunsa 1920-luvulla. Aluksi tutkimus oli akateemista ja erossa kaytéannosta.
Toisen maailmansodan aikana joukko tiedemiehia sai tehtavakseen tutkia sotilaallisten
operaatioiden parasta suoritustapaa. Erityisesti tutkittiin tutkan kayttoa ja rajallisten
resurssien kayttoa ilmasuojelussa ja laivasaattueiden suojauksessa.

Niukkojen resurssien paras mahdollinen kayttotapa on paitsi sodan, myos kaiken
luovan ja rakentavan toiminnan arkiongelma. Sodan jalkeen nuoret tutkijat alkoivatkin
soveltaa oppimiaan tehokkaita menetelmia siviilielamén ongelmiin.

Uusi lahestymistapa oli hyvin kaytannollinen, operaatio-keskeinen ja vaati numeerista
laskentatehoa. Rinnan tietokoneiden kehityksen kanssa OA:n sovellusten alue laajeni
mutta kaikille sovelluksille on yhteista ongelmien matemaattinen muotoilu ja tehokkaiden

tietokonealgoritmien kaytto. (On jopa kaytetty termid 'matemaattinen ohjelmointi’.)

Johtamistiede (Management Science, MS) on tieteenhaara,
joka tutkii luonnontieteessd kaytettdvien ratkaisumenetelmien
soveltamista liike-eldamassa ja julkishallinnon ongelmissa.

Operaatioanalyysi (OA) on johtamistieteen osa-alue, jossa
keskitytaan tarkasteltavan operaation optimaalisen suoritustavan
maarittamiseen.
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OA:sta kiytetaan englanninkielisid termeja ’Operations Research’ ja ’Operational
Research’ ja niista kummastakin lyhennetta ’OR’ Suomenkielessa kaytetaan ’operaatiotutkimus’-

sanan sijasta matemaattisemmalta kuulostavaa ’operaatioanalyysi’-sanaa.

Y1l oleva maaritelma ei juuri rajaa tutkimusaluetta. Seuraavassa luettelossa on ne

sektiot, joihin Wienissa 1990 pidetty operaatioanalyysin konferenssi jakautui.

(1) Linear and Stochastic Optimization. (2) Non-linear Optimization.
(3) Discrete Optimization and Complexity theory (4) Stochastic Models
of OR: Dynamic Programming, Queueing, Reliability, Maintenance.
(5) Decision Theory and Multicriteria Decision-Making. (6) Control The-
ory and Differential Games. (7) Mathematical Economics and Game The-
ory. (8) Macroeconomics. (9) Econometrics and Statistics. (10) Supercom-
puting and Simulation. (11) Transporting and Routing. (12) Non-linear
Systems: Cycles, Chaos, Synergetics, Catastrophe Theory. (13) Artificial
Intelligence and Foundations of Knowledge Processing. (14) Ezxpert sys-
tems, Decision Support and Information Systems. (15) Fuzzy Sets and
Systems. (16) Connectionism, Neural Nets, Parallel and Distributed Com-
puting. (17) Production: Flexible Manufacturing, CIM, Sheduling. (18)
Marketing. (19) R&D and Project Management. (20) Logistics and
Inventory. (21) Banking, Finance and Insurance. (22) Industrial Math-
ematics. (23) Public Services. (24) Resources, Energy and Environment
Planning. (25) Application Reports. (26) Degeneration Problems in Math-
ematical Programming. (27) Other Aspects of OR and Last Minute Papers.

1.1.1 Esimerkkeja

Seuraavissa esimerkeissa tarkastelemme ongelman muotoilua, emme sen ratkaisun yk-

sityiskohtaista suoritustapaa. Opimme pian ratkaisemaan taméan kaltaisia ongelmia.

Esimerkki 1.1.1 Tehdas tuottaa kahta tuotetta A ja B. Tuotteen
A valmistaminen maksaa 40.00 mk/yksikko ja tuotteen B valmis-
taminen maksaa 60.00 mk/yksikko. Tuotteen A myynnista saadaan
voittoa 30.00 mk/yksikko ja tuotteen B myynnista saadaan voittoa
20.00 mk/yksikkd. Kumpaa tuotetta yrityksen kannattaa valmis-
taa?

Ratkaisu: Ongelma on triviaali, silld tietenkin jokainen liikeneva markka kannattaa
sijoittaa tuotteen A valmistamiseen. Ongelma syntyykin yleensé siitéd, etta jokin tai

jotkin resurssit ovat rajalliset.
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Esimerkki 1.1.2 Edellisen esimerkin tehdas voi sijoittaatuotan-
toon 40,000 mk ja se voi kayttaa tuotteiden valmistukseen
85 tyotuntia = 5100 minuuttia. Tuotteen A valmistaminen kestaa
15 minuuttia ja tuotteen B valmistaminen kestaa 9 minuuttia.

Ratkaisu: Kaikkea rahaa ei voi sitoa A:n valmistamiseen, silld aika ei riita. Jos
merkitsemme valmistettavien tuotteiden maaria muuttujilla x4 ja xp, niin tehtavan

tiedot voidaan tiivistda seuraaviin yhtaloihin.

voitto = 30xy4 + 20xp
raharajoite: 40x4 + 60z < 40000
aikarajoite: 1524 + 925 < 5100
Yhtalot voidaan sieventad muotoon
maxz = 30zxy + 20zp
204 4+  3rp < 2000
(1.1) Sxra + 3Bxp < 1700
TA > 0
IB 2 0

Normaalimenettely (jonka pian opimme) antaa optimiksi:

Ta = 0
rp = 566.667
z = 11333.333

Normaalisti saatu tulos tulkitaan siten, etta yrityksen tulee tuottaa vain tuotetta B.

Pienelld kokeilulla havaitsee, ettd (1.1):n optimaalinen kokonaislukuratkaisu on

rpa = 1
rp = 065
z = 11330

Tehtavan sanamuodosta ei kiy ilmi onko yhden A-tuotteen valmistaminen mahdollista.

Yleensa ei ole jarkevaa valmistaa yhta tuotetta.

Esimerkki 1.1.3 Olkoon edellisen esimerkin tehtaalla kolmaskin
tuotevaihtoehto C, jonka valmistaminen maksaa 200 mk/yksikko,
vie aikaa 4 minuuttia/yksikko ja tuottaa voittoa 30 mk/yksikko.
Mita tuotteita tehtaan nyt kannattaa tuottaa?

Ratkaisu: Uuden tuotteen valmistuskustannukset ovat niin suuret ettel sen valmis-

taminen tunnu houkuttelevalta. Toisaalta aiemmassa optimissa rahaa jai kiayttamatta.
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Jos rahaa olisi kaytettavissd maarattomasti, tehtaan kannattaisi valmistaa C-tuotetta,

silld sen voiton suhde valmistusaikaan on paras. Uusi malli on

maxz = 30ry + 20zp
204 + 3rp + 10xc < 2000
S5ty + 3xp + dre < 1700
Ta, Tp, T 2 0
Josta saadaan optimiksi
Tag = 0
xp = 500

To = 50
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1.2 Operaatioanalyysin luonteesta

Edella olleet esimerkit ovat osin triviaaleja, mutta jo esimerkki 1.1.3 on melko han-
kala ratkaista ilman matemaattisia menetelmia. Kun muuttujien maara kasvaa tulee

ongelman ratkaiseminen ’'peukalotuntumalla’ entistd vaikeammaksi.

Operaatioanalyysille on ominaista, etta

e ongelma kuvataan mallilla, joka eri tilanteissa voi olla eri tyyppinen

mallin avulla selvitetdan toimintavaihtoehdot

tarkastelu tapahtuu paatoksentekijan nakokulmasta

e paras toimintavaihtoehto valitaan hyvyyskriteerilla, joka useimmiten on taloudelli-
nen tehokkuus

e analyysi suoritetaan yleensa tietokoneilla

Edellasanottuun liittyy joitakin ongelmia.

(1) Malli on suljettu siind mielessé, ettd sen muuttujien maard on rajoitettu ja ni-
iden valiset riippuvuudet ja rajoitteet ovat tasmallisesti ilmaistuja. Todellisuus taas
on avoin siind mielesséd, ettd muuttujia on lahes rajattomasti ja niiden véliset riip-
puvuudet ovat osittain satunnaisia ja saattavat muuttua ajan kuluessa. Malli on siis
avoimen ongelman suljettu kuvaus. Analyysi ei onnistu, jos malli ei pysty kuvaamaan

todellisuuden oleellisimmat piirteet.

(2) Jos malliin liittyy useita erillisia hyvyyskriteereja, voi niiden keskindinen painotus
olla ongelmallista. Helpoimmillaan OA on maksimoitaessa voittoa tuotannonohjauk-
sessa. Esimerkki hankalasta ongelmasta on tilanne, jossa sodanjohto yrittda maksi-

moida vihollisen tappiot ja minimoida omat materiaali- ja miestappiot.

(3) Paattdjien hyvyyskriteeri voi olla ristiriidassa muiden sidosryhmien kriteerien

kanssa. (Tuottavuus < luonnonsuojelu, tuottavuus < tyollisyys, ...)

Ongelmanratkaisuprosessin vaiheet:
1. Ongelman formulointi

e havainnoidaan ja analysoidaan mallinnettavaa systeemia

e identifioidaan keskeiset vaikutettavissa olevat tekijat (paatosmuuttujat) sekéa
vaikuttamattomissa olevat tekijat (parametrit)
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e muodostetaan mitta ratkaisun hyvyydelle

e maaritelladn systeemin tilaa koskevat rajoitteet

2. Mallin muodostaminen

e maaritelladn mallin muuttujat
e estimoidaan mallin parametrit
e muodostetaan mallin tavoitefunktio

e muodostetaan mallin rajoitteet

3. Mallin ratkaiseminen

e ratkaistaan malli soveltuvaa algoritmia kayttaen

4. Mallin ratkaisun testaus

e verrataan mallin ratkaisua todelliseen tilanteeseen

e tutkitaan mallin ratkaisun kayttdytymistd muuttujien ja/tai parametrien
arvojen muuttuessa

e parannetaan tarvittaessa mallia

5. Ratkaisun toimeenpano ja kontrolli
e luodaan tarkat toimintaohjeet mallin ratkaisun kaytannon toteuttamista
varten
e verrataan toteutuvaa toimintaa mallin antamaan kuvaan

e korjataan mallia tarvittaessa

Kaytannon toiminnassa vaiheet 4 ja 5 ovat ongelmallisia, silla tyoyhteisoilla on taipumus
palata vanhoihin rutiineihinsa pian kehitysprojektin paatyttya.

Jatkossa tulemme kuitenkin keskittymaan vaiheeseen 3. Useimmat esimerkkimme
liittyvat resurssien kayttoon lyhytaikaisissa prosesseissa, jolloin vaiheet 4 ja 5 ovat

yleensa tarpeettomat.
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1.3 Operaatioanalyysin tekniikoista

On tarkeata ymmartaa, ettei matemaattinen malli koskaan ole kuvailemansa ilmion
taydellinen kuva. Taydellista mallia on turha yrittaa konstruoida. Vaikka malli toimi-
ikin aina 'vahén vadrin’, se silti voi olla hyddyllinen ja kdyttokelpoinen (varsinkin, jos
mallin heikkoudet ymmaérretdén ja osataan tarvittaessa ottaa huomioon). Operaatio-

analyysissa kaytettavia malleja voidaan mm. luokitella seuraavasti

Kayttotarkoitus:
Optimointimalli laaditaan, jotta jokin toiminto saadaan tehtya optimaalisella
tavalla. Yleensa edellytetaan, etta optimointimalli antaa tarkkoja ja virheettomia
tuloksia.

kuvailevan mallin ei tarvitse olla tarkka, kunhan sen avulla saa ilmiosta kasityksen.

Satunnaisuuden kaytto:
Stokastinen malli kuvaa ilmiota, johon liittyy satunnaisuutta. Mallin ei odoteta
ennutavan tarkasti yksittaista tapausten kulkua, mutta sen avulla pitda voida
tutkia odotusarvoja.
deterministinen malli ei sisalld satunaisuutta. mallin tila maaraytyy taydellisesti
sen aikaisemmista tiloista. Useat hyodyllisista malleista ovat deterministisia

vaikka ne ilmiot, joita malleilla kuvataan ovatkin osittain satunnaisia.

Analyysin tyyppi:

Analyyttinen malli tutkitaan sellaisella yleisyyden tasolla, etta tutkittavasta
ilmitstéd voidaan tehdé yleista tasoa olevia pédtelmia (esim: tietyin oletuksin yri-
tyksen arvo ei riipu sen padomarakenteesta [Modigliani-Miller].)

Numeerinen malli perustuu siihen, etta ilmiota jaljitellaan tietokoneen avulla,
jolloin ilmion kulku voidaan erraassa yksityistapauksessa selvittaa, mutta yleistys-
ten teko on hankalaa ja epavarmemmalla pohjalla.

Heuristinen malli tiivistaa ilmiota koskevaa kokemustietoa niin, etta loydetaan
todennakoisesti hyva ratkaisu. Eraat sovellukset perustuvat siihen, etta asiantun-
tijan 'arvausta’ kaytetaan osana muuta perinteisempaé analyysia. Tietotekniikan
avulla voidaan asiantuntijoiden paattelykaavioita koota tietamyskannoiksi, joita
sitten hallitaan tekodlyohjelmistoilla (tietdmyskannat ja asiantuntijajarjestelmait).
Uusimmissa sovelluksissa heuristisia paattelykaavioita (osittain ristiriitaisia) kdy-

tetaan tavalla, jolle on vakiintumassa nimitys ’sumea saato’.
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Aikatekijan kaytto:
Staattinen malli kuvaa tasapainoa.
Dynaaminen malli kuvaa ilmicta, jota leimaa muutos. Useimmat talouden
ilmiot ovat dynaamisia, mutta silti monet perinteiset mallit tyytyvit kuvaamaan

kuviteltua tasapainoa.

Klassisia OA:n malleja (malliperheiti):
lineaarinen optimointi
kokonaislukuoptimointi
dynaaminen optimointi
varastomallit
kohdistus- ja kuljetusmallit
jonomallit

peliteoria

Uusia ideaoita:
epalineaariset mallit
itseorganisoituvat systeemit, synergia
kompleksiset systeemit
soluautomaatit (life game)

murtumisen rajalla olevat systeemit (kaaoksen reuna)

Monia ongelmia on vaikeata ja joskus mahdotonta ratkaista taydellisesti. Ratkaisun

etsimisessa on kolme paatyyppia:

algoritminen ratkaisu: ratkaisu saadaan toistamalla ennalta maaratyn séannon mukaisia

operaatioita.
enumeraatio: kokeillaan kaikkia mahdollisia vaihtoehtoja ja valitaan niista paras.

heuristinen ratkaisu: kokemuksen, paattelyn ja intuition avulla muodostetaan saannot,

joiden avulla ongelmalle haetaan todennakoisesti hyva ratkaisu.

Télla luennolla keskitytdan optimointiin. Matemaattisessa optimoinnissa (matemaat-
tisessa ohjelmoinnissa) kuvataan ongelman oleelliset piirteet muuttujien xy, zs, ..., z,
avulla. Hyvyyskriteerind on maksimoitava tai minimoitava tavoitefunktio (kohdefunk-
tio)

fz1,z2,. .., 2)
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Maksimoinnissa (minimoinnissa) huomioidaan rajoitteet
gi(x1, 22, ..., x,) <b;, j=1,....m

Lineaarisessa ohjelmoinnissa (LP) tarkastellaan tilanteita, joissa sekd tavoitefunktio
[ etta rajoitteet g; ovat lineaarisia ts. ensimmaéisen asteen funktioita. Lineaarisella

ohjelmoinnilla saadaan algoritminen ratkaisu suureen méaaraan erilaisia ongelmia.



10 2. Lineaarinen optimointi

2. Lineaarinen optimointi

2.1 Johdatteleva esimerkki

Esimerkki 2.1.1 Giapetto’s Woodcarving inc. valmistaa kahden-
laisia puuleluja: sotilaita ja junia. Sotilaan myyntihinta on 27€, ja
sithen kuluu materiaalia 10€edesta. Jokainen valmistettu sotilas ai-
heuttaa lisdksi muuttuvia palkka- ja yleiskustannuksiakeskimaarin
14 € edesta. Junan myyntihinta on 21 €', ja siithen kuluu 9 € edesté
materiaalia. Muuttuvia palkka- ja yleiskustannuksia jokainen juna
aiheuttaa keskiméarin 10 €.

Sotilaiden ja junien valmistus tapahtuu kahdella osastolla: puutyo-
osastolla ja viimeistelyosastolla. Yksi sotilas vaatii 1 tunnin pu-
utyota ja 2 tuntia viimeistelya. Vastaavasti yksi juna vaatii 1 tun-
nin puutyota ja 1 tunnin viimeistelya.

Yritys pystyy hankkimaan kaiken tarvitsemansa materiaalin,
mutta puutyo- ja viimeistelyosastojen kapasiteetti on rajallinen.
Kaytettavissa on 80 tuntia puutyota per viikko, ja 100 tuntia vi-
imeistelytyota per viikko. Lelujen kysynnasta tiedetaédn, etta junien
kysyntd on kaytannossa rajoittamaton, mutta sotilaita saadaan
kaupaksi korkeintaan 40 per viikko. Miten yritys voi maksimoida
katetuottonsa? Muodostetaan ongelmasta LP-malli.

Paatosmuuttujat

Valitaan paatosmuuttujiksi muuttujat, jotka vaikuttavat katetuoton muodostumiseen

ja joiden arvoon yritys kykenee vaikuttamaan. Yritys voi itse maarata miten paljon
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sotilaita ja junia valmistetaan.
x1:  kpl sotilaita / viikko
x9:  kpl junia / viikko

Tavoitefunktio

Maaritetaan optimointitehtavassa tarvittava maksimoitava tai minimoitava tavoite-
funktio. Yritys maksimoi katetuottoaan. Viikottainen katetuotto tulee esittaa paatosmuuttujien

21 ja xo funktiona.

myyntituotot / viikko 27y + 2122
materiaalikust. / viikko —10x; — 922
palkka- ja yleiskust./viikkko —14z; — 1022
katetuotto / viikko 3vy + 222

Yritys pyrkii maksimoimaan (lineaarista) funktiota:
z = 311 + 279

Tavoitefunktion kertoimet kuvaavat ko. muuttujien kontribuutiota yrityksen katetuot-

toon.

Rajoitteet

Viimeistelytoihin on kdytettavissd 100 h/vko. Puutéihin on kéytettdvissd 80 h/vko
Sotilaita saadaan kaupaksi korkeintaan 40 kpl/vko. Siis

21’1 + 11’2 S 100
133’1 + 133’2 S 80
133’1 S 40

Merkkirajoite

Sotilaita tai junia ei voida valmistaa negatiivisia maaria, joten

x; >0,1=1,2
LP-malli
max 2= 3xr1 + 219
ehdoin 207 +  x9 < 100
r1 + xy < 80
X1 S 40
Ty, T2 2 0

Ratkaisemme mallin pian, mutta ensin toteamme joukon yleisia asioita.
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2.2 LP-mallin oletukset

LP-mallia rakennettaessa tehdaan seuraavat oletukset. Oletukset tehdaan, jotta malli
olisi yksinkertainen. Jos oletukset johtavat liilan paljon todellisuudesta poikkeavaan
malliin, ei ongelmaa voida lahestya LP-mallilla. Pieni ero todellisuuden ja mallin

valilla ei yleensa haittaa.

1. Suhteellisuusoletus: jokaisen muuttujan x; vaikutus tavoitefunktion arvoon ja
rajoitettujen resurssien kulutukseen on suoraan verrannollinen ko. muuttujan

arvooll.

2. Additiivisuusoletus: jokaisen muuttujan x; vaikutus tavoitefunktion arvoon ja
rajoitettujen resurssien kulutukseen on riippumaton muiden muuttujien z; (j #

i) saamista arvoista.
3. Jaollisuusoletus: Muuttujat x; voivat saada kokonaisluvuista poikkeavia arvoja.

4. Varmuusoletus: kaikki mallin parametrit tunnetaan varmuudella.

Oletukset 1 ja 2 johtavat siihen, etta tavoitefunktio on lineaarinen ts.
f(z1, 9, .., Ty) = 171 + Coa + ... + CpTy
ja rajoitteet ovat lineaarisia yhtaloita tai epayhtaloita
ajnTy + ajore+ ..+ apr, <bj,j=1,...,m

Sanomme, ettd malli on Lp-malli, jos
a) tavoitefunktio on lineaarinen
b) rajoitteet ovat lineaarisia yhtél6ita tai epayhtaloita

¢) x; > 0 (kaikki muuttujat saavat vain ei-negatiivisia arvoja)

Muuttujien arvot muodostavat vektorin (zy,xs,...,x,) € R". Usein (varsinkin
kun n = 2) vektoria sanotaan pisteeksi. Vektori on ratkaisu (solution), jos se toteuttaa
rajoitteet. Ratkaisu on kiypé (kelpaava, feasible), jos se lisdksi toteuttaa ehdon x; >
0 kaikilla 7. Maksimointitehtdvin (minimointitehtdvén) optimiratkaisu on se kaypéa

ratkaisu, jolla tavoitefunktio saa suurimman (pienimmén) arvonsa.
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Esimerkiksi lelumallissa piste (z1,z2) = (40,20) on kiypéa ratkaisu koska se toteut-

taa kaikki rajoitteet.

2v1 4+ xo < 100 [silla2-40+ 20 = 100 < 100
r1 + xo < 80 |[silla40+ 20 =60 <80
Ty < 40
z,; > 0

Piste (40,20) ei kuitenkaan ole optimiratkaisu.
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2.3 LP-mallin graafinen ratkaiseminen

Kun muuttujia on kaksi, saadaan ongelmasta havainnollinen esitys piirtamalla.

1. Piirretaédn koordinaatisto. Vaaka-akseli on x;-akseli ja pystyakseli on xs-akseli

(katso kuvaa).
2. Piirretdaan rajoitteiden yhtaloita vastaavat suorat koordinaatistoon.
3. Mééritetaan kdypien ratkaisujen alue (feasible region).

4. Etsitadn optimiratkaisu tutkimalla tavoitefunktion tasa-arvosuoria kaypien ratkaisu-

jen alueella.

Esimerkki 2.3.1 Tutkimme seuraavaksi puuleluesimerkkia 2.1.1 graafisesti. Giapetto’s
Woodcarving inc. valmistaa puusotilaita (x; kpl/viikko) ja puujunia (xo kpl/viikko).

Katteen optimointi rajoitteet huomioiden johtaa seuraavaan LP-malliin:

max z= 3x1 + 219
ehdoin 2r1 + x5 < 100
ry + ) S 80
X1 S 40
T,y > 0

Ennen koordinaatiston piirtamista laskemme, missa rajoitteita vastaavat suorat leikkaa-

vat koordinaattiakselit. Tama auttaa meita valitsemaan akselien mittakaavat jarkevasti.

1. rajoite: 2x; + x5 < 100 kaypa alue suoran alapuolella

suoran yhtalo: 201 +x9 = 100

Sry = —2r1+ 100 (jyrkésti) laskeva suora
jos 9 =0 (piste A) 227 +0 = 100

s = 50 A= (50,0)
jos x1 = 0 (piste B) O0+xz, = 100

sz = 100 . B =(0,100)

2. rajoite: x; + x5 < 80 kaypa alue suoran alapuolella
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suoran yhtalo: r1+x = 80

Sy = —x1+80 (loivasti) laskeva suora
jos o =0 (piste C) 21 +0 = 80

s = 80 . C = (80,0)
jos x1 =0 (piste D) 0422 = 80

S = 80 — D = (0,80)

3. rajoite: r; < 40 kaypa alue vasemmalla puolella

suoran yhtalo: z; = 40 pystysuora!
— E = (40,0)

Seuraavaksi piirretaan koordinaatisto ja rajoitesuorat.

Tavoitefunktio: 3z; +2z2, = =z
20y = =311+ 2
r9 = —1.5x;+0.52 laskeva suora

Siis ne ratkaisut joilla tavoitefunktio saa saman arvon (z) muodostavat laskevan
suoran, jonka kulmakerroin on —3/2. Mitd suurempi on z, sitd ylempéana suora on.
Kuvaan on piirretty z:n arvoja 60, 100 ja 180 vastaavat tasa-arvosuorat. Kuvasta néakee
helposti, etta ylin kaypaa aluetta koskettava tasa-arvosuora pisteessa G.

Optimi (G): 1. ja 2. rajoitesuoran leikkauspiste

ol + 22 = 100 vlo= 20
huo — gy T2 = 60
rLomre = s = 180

2.3.1 Optimiratkaisun olemassaolo, esimerkkeja

Tarkastellaan puuleluesimerkin kdyvan alueen sisipistetta (z; = 20, x5 = 20). Mikddn
rajallisista resursseista (1. rajoite: ”viimeistelytyohon kaytetty aika” , 2. rajoite:
"puutéihin kaytetty aika” ja 3. rajoite: “markkinoiden ostovoima”) ei ole loppu-
unkiytetty. Kumpaakin muuttujaa (r; ja x2) voidaan siis kasvattaa tai pienentaé.
Tavoitefunktion muodosta

z = 3x1 + 279

ndemme, ettd kasvattamalla hiukan muuttujan x; ja/tai muuttujan x, arvoa tavoite-

funktio saa suuremman arvon. Piste (20,20) ei siis ole optimiratkaisu. Sama pééttely



16 2. Lineaarinen optimointi

Figure 2.1: Leluesimerkin graafinen ratkaisu.

voidaan toistaa mille tahansa kayvan alueen sisapisteelle. Voimme siis paatelld seu-

raavasti.

Jos optimiratkaisu on olemassa, niin se on kayvan alueen
reunapiste.

Edellisen puuleluesimerkkiin 16ytyi yksikasitteinen optimiratkaisu kayvan alueen
nurkkapisteesta. Taméa on hyvin yleinen, mutta ei ainoa mahdollinen, lopputulos.

Seuraavissa kolmessa esimerkissa kaydaan lapi muut mahdolliset tulokset. Es-
imerkeissa ei ole mitadn taustakertomusta, vaan lahdemme suoraan valmiina annetuista

Ip-malleista.

Esimerkki 2.3.2 Etsi graafisesti optimiratkaisu LP-mallille

min z= —06x1y — 2x9
subject to 207 + 4dxes < 9
3r1 + 19 < 6
T, ry = 0

Ratkaisu: Huomaa, ettd kyseessd on minimointitehtavi. (Vertaa laskuja kuvaan .)

1. rajoite: 2x; + 4z, <9 kaypa alue suoran alapuolella
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suoran yhtalo: 201 +4x, = 9
41'2 = —21’1 + 9
xo = —0.5x1 +25 (loivasti) laskeva suora
jos x9 = 0 (piste A) 20040 =9
s = 45 — A= (45,0)
jos x1 = 0 (piste B) 0+4zy, = 9
Sa, = 225 — B =(0,2.25)

2. rajoite: 3z; + x2 < 6 kdaypa alue suoran alapuolella

suoran yhtalo: 3r1+x9 = 0
ro = —3r1+6 (jyrkésti) laskeva suora

jos 9 =0 (piste C)  3z;4+0 = 6

S = 2 — C' =(2,0)
jos x1 = 0 (piste D) O+xzy = 6

Saxy; = 6 — D= (07 6)

Tavoitefunktio: z = —6x1 — 2%,
2y = —06x— 2
S 1y = —3x; — 0.5z laskeva suora

z pienenee, eli tavoitefunktion arvo paranee, kun x; tai x, kasvavat. z siis pienenee,
kun tasa-arvosuora siirtyy oikealle ja ylospain. Koska tasa-arvosuora ja 2. rajoitesuora
ovat yhdensuuntaiset (samat kulmakertoimet), ovat kaikki janan C'E pisteet optimi-

ratkaisuja (katso kuva ). Tavoitefunktion optimiarvo on kaikissa néissé pisteissa sama

Pisteen E koordinaatit saadaan ratkaisemalla yhtalopari

3371 + Ty = 6 o= ry = 1.5
2371 + 4372 = 9 To = 15

Optimiratkaisu saadaan siis, kun 1.5 < x; < 2 ja o = 6 — 3z;. Optimiratkaisuja on

siis useita, mutta tavoitefunktion optimiarvo on yksikasitteinen, 2, = —12.

Esimerkki 2.3.3 FEtsi graafisesti optimiratkaisu LP-mallille

max Z2= X1 + X9
subject to T — T > 1
) S 2
T1, T > 0
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Figure 2.2: Esimerkin 2.3.2 graafinen ratkaisu.

Ratkaisu: Huomaa, ettd kyseessd on maksimointitehtavi. (Vertaa laskuja kuvaan .)

1. rajoite: x; — x2 > 1 kaypa alue on suoran alapuolella

suoran yhtalo: T — 2y = 1
—x2 = —au1+1
To = x1—1 nouseva suora
jos x9 =0 (piste A)  z;+0 = 1
sz = 1 — A= (1,0)
josx; =0 (piste B) 00—z, = 1
S, = -1 —B=(0,-1)

B ei siis ole kaypa!!

2. rajoite: r, < 2 kaypa alue vaakasuoran alapuolella

suoran yhtalo: Ty = 2 vaakasuora

jos k1 =0 (piste C) O0+xzy = 2
S1xy = 2 — C =(0,2)
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Figure 2.3: Esimerkin graafinen ratkaisu.
Tavoitefunktio: z = X1+ a9
Sry = —11+ 2 laskeva suora

Optimiratkaisu: Tavoitefunktion arvo paranee (z kasvaa), kun z; tai xy kasvavat,
eli tasa-arvosuora siirtyy oikealle ja ylospédin. Koska muuttujaa z; voidaan kasvattaa
rajatta, voidaan myos tavoitefunktion arvoa kasvattaa rajatta, eika optimiratkaisua
siis ole olemassa. Se, ettd mikdan rajallinen resurssi ei rajoita muuttujan x1 arvoa, on

poikkeuksellista. Mahdollisesti Ip-malli on vaarin muodostettu.

Esimerkki 2.3.4 Ftsi graafisesti optimiratkaisu LP-mallille

min 2= 2x1 + 319
subject to T + oz > 10
3371 + 5372 S 15
r, 29 = 0

Ratkaisu: (Vertaa laskuja kuvaan.)

1. rajoite: x; + x5 > 10 kaypa alue on suoran ylapuolella
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Figure 2.4: Esimerkin graafinen ratkaisu.

suoran yhtalo: 1+ Ty
T2

jos 9 =0 (piste A) 21 +0
< I

jos 1 =0 (piste B) 0+
= T2

10
—X + 10

10
10

10
10

2. rajoite: 3x; + Hxy < 15 kaypa alue suoran alapuolella

suoran yhtalo: 3x1 + Do
5372
)

laskeva suora
jos xo = 0 (piste C) 3r1 40
<~ T
jos &1 = 0 (piste D) 0+ bxy
= T2

15

15
3

laskeva suora

— A =(10,0)

— B = (0, 10)

— C=(5,0)

— D =(0,3)

Kun rajoitesuorat piirretaan koordinaatistoon nahdaan, etta kaypa alue on tyhja.

Rajoitteet ovat ristiriitaiset, eika ongelmalle ole olemassa ratkaisua.

Edellisten esimerkkien perusteella voimme yleistaa, etta on nelja perustapausta:
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. LP-mallilla on yksikasitteinen optimiratkaisu.

* Optimiratkaisu on kayvéan alueen nurkkapiste.

. LP-mallilla on useita optimiratkaisuja.
* Optimiratkaisu on kayvéan alueen reunan osa.
* Tavoitefunktio saa kaikissa optimipisteissa saman arvon. Tavoitefunktion opti-

miarvo on siis yksikasitteinen.

. LP-mallilla on rajoittamaton optimi.
* Tavoitefunktion arvo saadaan miten hyvéksi tahansa.

* Mallilla on ratkaisuja, mutta ei optimiratkaisua.

. LP-mallilla ei ole ratkaisuja.
* Kéypé alue on tyhjd. (Eli ratkaisujoukko on tyhja.)

* Rajoitteet ovat ristiriitaiset.
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2.4 Optimin paikka, yleinen tarkastelu

Kun paatosmuuttujia on enemman kuin kaksi, tulee graafinen ratkaisu vaikeaksi. Seu-
raavassa perustelemme yleisemmin, etta jokainen LP-malli kuuluu johonkin edellisessa
kappaleessa luetelluista neljasta tapauksesta. Erityisesti haluamme perustella sen, et
jos optimiratkaisu on olemassa, niin se on kdayvan alueen reunalla ja tavoitefunktion
optimiarvo saadaan laskettua parhaassa nurkkapisteessa.

Tarkastelemme LP-mallia, jossa on n paatosmuuttujaa ja m rajoitetta seka n

merkkirajoitetta.
max z = c1ry + CoTy + ...+ CnTn
ehdoin a11r1 + a9y +...+ a1y S bl
a9 T1 + ATy +...+ ATy < by
(2.1) .
Q11 + Am2l2 +...+ () S bm
T1,%2, ... Ty = 0
Merkitaan
xy by &1
) by Ca
X = . s b = . s C =
Ty bn, Cn
a1 a12 e A1p
921 929 e Aoy
A= . . .. . ; Aje = (ajlyaj27"'>ajn)
am1 Am2 o Amn
LP-mallimme voidaan siis kirjoittaa muotoon
max 2 = c'x
(2.2) ehdoin aex < b, j=1,....m
x > 0
tai vielakin tiiviimpaan muotoon
max 2z = c'x
(2.3) ehdoin Ax < b
x > 0

Rajoitumme nyt tapaukseen, jossa epayhtalot ovat kaikki tyyppid 7 <”. (Paitsi merkki-

rajoitteet.) Mallissa on merkkirajoitteet mukaan lukien n muuttujaa ja m-+n rajoitetta.

Maaritelma 2.4.1 Lp-mallin (2.1) kdypd alue K C IR™ muodostuu ratkaisupisteista
x € IR", jotka toteuttavat kaikki m + n rajoitetta:

K={xeR"|Vk:2,>0jaVj:ajx <b;}
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Eantaratlcaisu
| (Turlkdeaps ste)

Figure 2.5: Kayvan alueen reuna.

Rajoite on aktiivinen pisteessa x, jos rajoite toteutuu yhtalomuodossa.
J:s resurssirajoite on aktiivinen, jos  aj,x = b;
k:s merkkirajoite on aktiivinen, jos 1z =0
Kaypa ratkaisu x € K on kayvan alueen reunapiste, jos jokin rajoitteista on siina
aktiivinen. Kaypa ratkaisu x € K on kayvan alueen sisdapiste, jos mikaan rajoitteista
ei ole siina aktiivinen
Kéypé ratkaisu x € K on kantaratkaisu eli (K:n nurkkapiste), jos siiné on vahintdan

n lineaarisesti riippumatonta aktiivista rajoitetta.

Vertaa tehtyjd mééritelmid kuvaan (2.2). Pisteet B, C, F ja origo ovat kantaratkaisuja.
Pisteet A ja D eivat ole kantaratkaisuja silld ne eivét ole kaypié.

Metrisen maaritelman mukaan x € R" on joukon A C IR" sisépiste, jos on olemassa
x-keskinen ja r-siteinen (r > 0) pallo B, = {w € R" | ||w — x|| < r} joka kokonaan
sisdltyy A:han. Vastaavasti x € R" on joukon A C R" reunapiste, jos jokainen x-
keskinen ja r-séteinen (r > 0) pallo sisdltdé sekd A:n pisteita ettd A:han kuulumattomia
pisteita. LP-mallin kiayvéan alueen tapauksessa edella annettu reunan méaaritelma antaa
saman reunapistejoukon kuin metrinen maaritelma.

Kun muuttujia on kaksi tai kolme, voimme piirtaa kayvan alueen ja toteamme, etta
maaritelman mukaiset termit ovat osuvia ja kuvaavia. Kaytamme termeja myos, kun

muuttujia on enemman kuin 2 tai 3.
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Lineaarisessa optimoinnissa reunapisteet ovat tarkeita seuraavan tuloksen vuoksi:

Lause 2.4.1 Olkoon A C R" ja olkoon f : R" — IR, f(x) = ¢’'x lineaarinen funktio.

Jos ¢ # 0 ja x* € A on optimointitehtavan

max z=f(x) = c'x

ehdolla x € A

optimiratkaisu, niin x* on A:n reunapiste.

Todistus: Tehdaan vastaoletus: x* on A:n sisapiste. On siis olemassa r > 0 siten,
ettd r-siteinen pallo keskipisteend x* sisdltyy kokonaan A:han. Erityisesti

re
w=x"+-——¢cA
2|c]]

ja

T
r ., Tec

Jw) =X gy =

Tamaéa on ristiriita, silld funktio ei voi saada missddn A:n pisteessd suurempaa arvoa

7+ Flell > fx)

kuin pisteessa x*. /1]

Jos siis LP-mallilla (2.1-2.3) on optimiratkaisu, niin se on kiyvén alueen reunapiste.

Voimme jopa sanoa enemman.

Lause 2.4.2 Jos siis LP-mallilla (2.1) on optimiratkaisu, niin jokin kantaratkaisu (nurk-

kapiste) on optimiratkaisu.

Todistus: Vaitte on ilmeinen edellisen kappaleen esimerkkien tapauksessa. Yleinen
todistus vaitteelle johtaa helposti pikkutarkkaan saivarteluun, joten tyydymme nyt
kappaleen lopussa esitettyyn perusteluluonnokseen. Perustelua ei tentisséd vaadita,
joten sen voi sivuuttaa, jos tyytyy annettuun tulokseen. ///

Periaatteessa voimme siis laskea kaikki kantaratkaisut ja valita niistd parhaan. Jos

mallissa on n muuttujaa ja n+m rajoitetta, niin kantaratkaisujen lapikaynti edellyttaa

<n+m> ~ (n+m)!
n  nlm!

yhtaloryhman ratkaisua. Taméa voi olla erittdin iso tyo. Onneksi optimaalinen kan-

taratkaisu voidaan tunnistaa laskematta kaikkia muita kantaratkaisuja.



2.4. Optimin paikka, yleinen tarkastelu 25

Lause 2.4.3 (LP-mallin optimin Karush—-Kuhn—Tucker -ehdot) Olkoon x €
R" LP-mallin

max 2z = C'X
(2.4) ehdoin Ax < b
x > 0

nurkkapistetta P vastaava kaypa kantaratkaisu. Jos on olemassa ei-negatiiviset vektorit

(sarakematriisit) s € R™, u € R" ja v € R™ siten, ettd seuraavat nelji ehtoa ovat

voimassa
(1) AxP+s=b
(2) c=A'v-u
(3) ux +vIs=0
(4) s>0,u>0,v>0
niin x” on LP-mallin optimiratkaisu.

Todistus: Lauseen todistus on melkein triviaali, mutta lykkdamme senkin kappaleen

loppuun. /1]

Esimerkki 2.4.1 Jotta lauseen merkitys avautuisi meille paremmin tarkastelemme

esimerkkingd LP-mallia:

max z = 3x1 + 19
ehdoin T1 4+ 2z < 10
—I1 + i) S 3.5
T,y = 0
eli LP-mallia
max 7z = ¢c'x
(2.6) ehdoin Ax < b
x > 0
missa
. 1 2 10 3
:<$1>,A_ 1 1|,b=]|7 ,c:<1>
2 -1 1 3.5

Kuvaan 2.6 on piirretty mallin kaypa alue seka nurkkapisteisiin aktiivisten rajoit-

teiden normaalivektorit.
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Rajoitteiden normaalivektorit ovat

Figure 2.6: Kaypa alue.

rajoite normaalivektori
1. resurssi: T + 2z, < 10 n=al,=(1 2)"
2. resurssi: T+ oz, <7 n,=aj,=(1 1)"
3. resurssi: -y + xy < 35 n;=ajl, =(-1 1)
1. merkki: —1 < 0 m =—e =(-1 0)"
2. merkki: —zy <0 my,=—e,=(0 —1)"

Jokaisessa nurkkapisteessa aktiivisten rajoitteiden normaalivektorit muodostavat nurkkaa

vastaavan nurkkakannan, jonka avulla c-vektori voidaan esittaa.

voimme lukea, etta

Merkitaan

Suoraan kuvasta

nurkka nurkkakanta | c:n esitys kannassa
x4 =(00)" | {m;,my} c=—-3m; —my

xB =(0 3.5)T | {m,n3} c = —4m; + n3

x = (1 4.5)T | {ny, n3} c=(4/3)n; — (5/3)n3
xP=(4 3)T | {ny,ny} c = —2n; + 5ny
xF=(70)" | {mgy, ny} c = 2m, + 3n,

C = umy + uomsy + viNy + vohny + V33,

missa ei-aktiivisen rajoitteen normaalivektorin kerroin asetetaan nollaksi. Silloin
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nurkka | u= (u; uy)’ v=(v; vy v3) s=(s; sy s3)"
x4 u=(-3 - 1) |v=(000)T s=(10 7 3.5)"
x5 u= (-4 0)" v=(00 1) s=(3350)7
x¢ u=(00)" v=(4/30 —5/3)T |s=(0 15 0)T
xP u= (0 0)" v=(-250)" s= (00 4.5)"
xF u=(0 2)" v=(030)" s=(3 0 10.5)T
Jokaisessa nurkkapisteessa patee
C = uimy + usMy + v1Ny + voNy + Y33

T T T
= —Uj€e1 — Usey + V1A, + V2ao, + U3agz,
Uy 0 V1011 V2021 V3a31
0 U2 V1012 V2022 V2032
U1
_ (an 21 Q31 > v (Ul >
= 5 | —
Q12 A2z (32 Usa
U3
= Alv—u

Nyt voimme tulkita lauseen 2.4.3 merkityksen. Konstruoidaan esimerkin tapaan jokaiseen
LP-mallin kdyvan alueen nurkkapisteeseen vektorit u jav. Jos s, > 0, niin k:s resurssir-
ajoite ei ole aktiivinen ja siis v, = 0. Vastaavasti jos x; > 0, niin j:s merkkirajoite ei

ole aktiivinen ja siis u; = 0. Siis
TP T
ux +vs=wzri+...+tux,+vis1+... +vp8m =0

ja lauseen ehto (3) on tosi jokaisessa nurkkapisteessi. Vastaavasti kuin esimerkin yhtey-
dessé voidaan suoralla laskulla osoittaa, ettd myos ehto (2) on tosi jokaisessa nurkkapis-
teessa. Lause siis sanoo varsinaisesti sen, etta se nurkkapiste, jota vastaavat vektorit

u ja v ovat ei-negatiiviset, on LP-mallin optimiratkaisu.

2.4.1 Kayva alueen ominaisuuksia

Lause 2.4.4 LP-mallin kahta kdypaa pistetta yhditdvan janan kaikki pisteet ovat
kaypia.

Katselemalla esimerkkien 2.3.1-2.3.4 graafisia ratkaisuja tulee nopeasti tunne, etta
lauseen vaite on tosi. Jotta osaisimme perustella vaitteen, kun muuttujia on en-
emman kuin kaksi, laskemme yhden numeerisen esimerkin ja samalla totumme ma-

triisimerkintaan.
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Figure 2.7: Kahta kaypaa pistetta yhdistava jana.

Esimerkki 2.4.2 Tarkastellaan taas LP-mallia

max z = 3x1 + 19
ehdoin r1 4+ 2z < 10
T+ xy < 7
—r1 + 1w < 3.5
T1,Ty > 0

Pisteet

() » ()

ovat kumpikin kaypia, silla ne toteuttavat kaikki rajoitteet

1 + 2.3 < 10 5 + 2-1 < 10
I + 3 < 7 5 + L <7
-1 + 3 < 3.5 ja -5 + 1 < 35
1 > 0 5 > 0
3 >0 1 >0

Pisteita x” ja x9 yhdistivilld janalla olevat pisteet

x? = xP+0.25(xQ—XP)=(;)*0'25«?)_(;)):<2?5>
X8 = xP+O.50(XQ—XP):<;>+0‘50<<?>_<;>>:<3>
xC = xP+0.75(xQ—xP)=<;>+0.75<<?>—<;,>>:<1L.l5>



2.4. Optimin paikka, yleinen tarkastelu 29

toteuttavat myos kaikki rajoitteet

2 + 225 < 10 3 + 2-2 < 10
2 + 25 < 7 3 + 2 < 7
-2 + 25 < 35 ja -3 —+ 2 < 35
2 > 0 3 > 0
25 > 0 2 > 0

4 4+ 2-15 < 10

4 + 1.5 < 7

—4 + 1.5 < 35

4 > 0

1.5 > 0

Perustellaan seuraavaksi edellinen lause vahan yleisemmin ja tasmallisemmin.

Lause 2.4.5 Okoon x” € R" ja x¥ € R" kaksi LP-mallin

max z = ¢'x n kpl muuttujia
ehdoin Ax < b m kpl resurssirajoitteita
x > 0 n kpl merkkirajoitteita

kiypéd ratkaisua ja olkoon vastaavat tavoitefunktion arvot zp = ¢"x” ja z2g = ¢"x9.

Merkitain w = x¢ —x”. Jos 3 € IR,0 < 8 < 1, niin piste
x’ =xP + pw = (1 — B)x¥ + pxY
on kaypa ratkaisu ja tavoitefunktion arvo siina on

c'x’ =zp+pc'w=(1-p)zp+ B2

Todistus: x” on kiypi, jos se toteuttaa kaikki rajoitteet. Tarkistetaan ne kaikki:

(1:s resurssirajoite:)

a,,x" = (1—-p)a.x" +8a,.x? <b
<b; <b;

= x” toteuttaa imnnen resurssirajoitteen

(k:s merkkirajoite:)

v = elx’ =e/(1-8)x"+6x%) =(1-0)e/x" +5e[x? >0
N — N —
=20 =x@>0

= x” toteuttaa kmnen merkkirajoitteen
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Siis x” on kiypa ratkaisu. Lasketaan vield tavoitefunktion arvo tissd pisteessi

c'x’ = ' (x"+pBw)=2p+fc'w

= zp+ 6CT(XQ — xP) =zp+ B(zg —zp) = (1 — B)zp + Bzg

/1]

Kahden pisteen rajaaman janan yleistyksena voimme maéritella kolmen tai useam-
man pisteen rajaama monikulmio seuraavasti. Merkitaan pisteiden P1, P2, ..., PN

rajaamaa monikulmiota merkinnalla [P1, P2,..., PN] ja maritelladn

[P1,P2,...,PN] = {PGIR"

N N
x" =" px"", ZﬁkzljaVk:Ogﬁkgl}
k=1

k=1

Pienin muutoksin edelliseen, voidaan helposti todistaa seuraava yleistys.

Lause 2.4.6 Jos pisteet P1, P2, ..., PN ovat LP-mallin kiyvan alueen pisteita, niin
(1) kaikki monikulmion [P1, P2, ..., PN] pisteet ovat kiypia ja

(2)

N N
jos P € [P1,P2,...,PN], x" =3 Bix"" niin 2p = Breps
k=1 k=1

/1]

Nyt on helppo perustella seuraavat vaitteet:

Lause 2.4.7 Olkoon LP-mallin kdyvan alueen nurkkapisteet P1, P2,..., PN. Ole-
tamme, ettd nurkkapisteet on jarjestetty paremmuusjarjestykseen siten, etta zp; >
Zpy > -+ > zpy. Silloin

(1) P1 on optimipiste monikulmiossa [P1, P2,..., PN].

(2) Jos k parasta nurkkapistettd ovat yhtd hyvia (ts. zp; = zpy = - - zp), niin kaikki

monikulmion [P1, P2, ... Pk] pisteet ovat optimipisteitd monikulmiossa [P1, P2, ..., PN].

Todistus: (1) Etsitiessd parasta pistettd P*, eli parasta arvoa zp. = Y0, Buzpi
kannattaa tietenkin antaa suurin mahdollinen paino parhaalle arvolle, eli §; = 1 ja

B, =0,k > 1. Siis optimipisteen koordinaatit ovat

XP*:1'XP1+O'XP2+'+O'XPN:XP1

(2) Olkoon zp; = zpy = -+ 2pp = 2* ja x¥ = 2521 B;x"3. Silloin
k k k
2p226j2pj226jz*:z* Zﬁj = 2"
j=1 j=1 j=1

/1]
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Huomautus: Edelld lapikayty pohdiskelu ei kata kaikkia tilanteita, silla LP-mallin
kdypéd alue ei aina ole nurkkapisteiden rajaama monikulmio. (Ks. esimerkin 2.3.3
kiaypad aluetta (kuva 2.3) jolla on kaksi nurkkapistettd, mutta silti kdypéa alue on

laajempi kuin jana.)

2.4.2 * Puuttuvat todistukset *

Tassa alakappaleessa esitettyja todistuksia ei kysytd tentissa, joten voit halutessasi

sivuuttaa koko kappaleen.

Lauseen 2.4.3 (Karush—Kuhn—Tucker) todistus: Oletamme nyt, etti x” € R"

on LP-mallin

max 2z = C'x
(2.7) ehdoin Ax < b
x > 0

pistettd P vastaava kiypéa ratkaisu ja ettd on olemassa ei-negatiiviset vektorit (sarake-
matriisit) s € R™, u € R" ja v € R™ siten, ettd seuraavat neljd ehtoa ovat voimassa

) AxP+s=b
2) c=A'v-u

) u'xP4+vis=0
4) s>0,u>0,v>0.
Olkoon @ mikéi tahansa toinen kiyvin alueen piste ja x? siti vastaava ratkaisuvektori.
Lause on todistettu, kun osoitamme etta zp > zg.

Koska x% on kaypa ratkaisu, eli Ax? < b, on olemassa ei-negatiivinen sarakema-

triisi t siten ettd Ax? 4+t = b. Merkitdin w = x¢ — x. Silloin

Ax +s=b

AW Q AP
AXQth:b}:AW—Ax Ax" =s—t (5)

Nyt voimme laskea tavoitefunktion arvon pisteessé () seuraavasti. (Muista, ettd mat-

riisit u, v, t ja x9 eiviit sisilld negatiivisia alkioita.)

g = ¢x?=c'x'+w)=2p+c'w

—
N
~

2p+ v AW —u'w

—
=

= Zp +vis—vit—u'w

= zp+ vis—vit—u'x?+u'x”

—
w
=

Zp — vit—u'x% < zp

/1]
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Esimerkki 2.4.3 Sovelletaan edellisen todistuksen lopussa olevaa kaavaa esimerkin
2.4.1 pisteisiin £ ja D. Ratkaisu x¥ = (7 0)" on selvisti optimiratkaisu ja zp =
c¢'xF=3-74+1-0=21. Vastaavasti zp =c'x” =3-4+1-3 =15. Esimerkin 2.4.1

taulukoista voimme lukea, etta

- 0 0 3
pisteessa xE:<O> ovat u:<2>,V: 31,s= 0 ja
0 10.5
4 0
pisteessa xP = <3> on t=| 0
4.5
Siis
Zp = zE—VTt—uTxD
0 4
— 21—(0 3 0)| 0 |=(0 2)<3>
4.5

= 21-0—-6=15 (kuten pitikin olla)

Lauseen 2.4.2 perustelu: Olkoon x* LP-mallin optimiratkaisu ja z* = ¢'x* tavoite-
funktion optimiarvo. Aiemmasta tieddmme, ettd x* on kayvan alueen reunalla, joten
ainakin yksi rajoite on aktiivinen. Oletamme, etta aktiivisten rajoitteiden normaalivek-
torit virittavat IR™:n k-ulotteisen aliavaruuden V. Jos k = n, niin x* on kantaratkaisu.
Jos k < n, niin jaetaan c kahteen komponenttiin, V:hen sisiltyvaan ja V:ta vastaan
kohtisuoraan, ¢ = cy + ¢ siten, etta ¢,y € V jac LV.

Osoitamme seuraavaksi, ettd ¢ € V. Teemme vastaoletuksen: c; # 0. Silloin valit-
semalla riittavan pieni f > 0 saamme aikaan kdyvén ratkaisun x* = x* + fc; mutta
nyt 27 =c'x" =c'(x*+ fcy) = 2* + (¢ +c])Bcy = 2* + Bc|* > 2* mikd on
ristiriita.

Koska k < n voidaan 16ytaa vektori w € R", w_LlV. Tarvittaessa vaihtamalla w vas-
tavektorikseen 10ytyy kerroin 3’ siten, etta ratkaisu x = x* + fw on kdypa, kun § < '
ja ei ole kiypd, kun # > (. Pisteessi x* = x* + #'w tulee ainakin yksi uusi rajoite

aktiiviseksi (dim(V') > dim(V')). Uusi piste on yhta hyvé kuin x*, silld koska c 1w

/

Z* — CT(X* +5/W) — Z* +5/CTW — Z*

Toistamalla askeista menettelyéd loydamme lopulta kantaratkaisun, joka on tasmalleen
yht& hyva kuin x*. ///
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2.5 Simplex-algoritmi

Simplex-algoritmin idea on lahtea liikkeelle LP-mallin kayvasta kantaratkaisusta. Nor-
maalitapauksessa joka askeleella siirrytaa uuteen parempaan kantaratkaisuun ja askelta
toistetaan kunnes saavutaan optimiratkaisuun (u,v > 0). Algoritmin kuluessa LP-
malli esitetdan taulukkona tavalla, josta menossa oleva kantaratkaisu voidaan helposti
lukea. Siirryttaessa yhdesta kantaratkaisusta toiseen muutetaan LP-mallin taulukkoe-
sitysta tavalla, joka on meille entuudestaan tuttu yhtaléryhmien ratkaisemisesta (Gaussin

menetelmé). Seuraavassa kerrataan Gaussin menetelma.

2.5.1 Yhtaloryhman ratkaiseminen

Seuraavassa ratkaistaan yhtaloryhma toistamalla kahta perusaskelta
1. Yhtalo voidaan kertoa tai jakaa nollasta eroavalla luvulla.
2. Yhtaloon voidaan lisdata luvulla kerrottu toinen yhtalo.

Tavoite, kun perusaskelia suoritetaan, on saada yhtaloryhma muotoon, jossa jokaisella
rivilla on vain yksi muuttuja jaljella, ja toisaalta jokainen muuttuja loytyy yhdelta ri-
viltd. Kun tulkitsemme tavoitteen vasemman puolen kerroinkaavion (matriisin) avulla,
niin tavoite on siis se, etta jokaisessa kerroinkaavion sarakkeessa on tasan yksi ykkonen
ja loput kertoimet ovat nollia, ja nama ykkoset ovat eri riveilla.

Tavoitetta kohden edetdan muokkaamalla yhta saraketta kerrallaan. Tavallisesti
aloitamme vasemman puoleisesta sarakkeesta, mutta tama ei ole pakollista (Voi edeta
muussakin jarjestyksessi.) Tyostettavané olevaa saraketta sanomme pivot-sarakkeeksi
ja sita rivia, jolle aiomme jarjestaa ykkosen sanomme pivot-riviksi. Pivot-rivin ja pivot-
sarakkeen leikkauskohdassa on pivot-alkio. Pivot-alkio saadaan ykkoseksi jakamalla
pivot-rivi pivot-alkiolla. Loput pivot-sarakkeen alkiot saadaan nolliksi helposti. (Ks.

alla oleva esimerkki.)

Esimerkki 2.5.1

[x1] + 220 — 223 = —1 | pivot

x1 + 4wy + 223 = 15 | — pivot
—r; + xy — x3 = —2 | +pivot
Ty + 2372 — 233’3 = -1 |

+ 31y — 3a3 = -3 |
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1 + 2xy — 223 = —1 | —2-pivot
= [za] + 223 = 8 | pivot
3re — 3w3 = —3 | —3:pivot
T1 — 61’3 = -9 |
~ To + 2373 = 8 |
= [9z] = =27 [/(-9)
T — 6x3 = —17 | +6-pivot
= Ty + 23 = 8 | —2-pivot
[z3] = 3 | pivot
T =1
~ To = 2
Ty = 3

Edellisen laskun ldpiviennissd on noudatettu muutamaa periaatetta. (1) Ei ole
tehty lilan montaa asiaa yhdelld kerralla. (2) Ensin on tehty pivot-alkio ykkoseksi ja
tassa vaiheessa ei ole muutettu muita riveja. Toisessa vaiheessa on pivot-sarakkeen
muut alkion saatu nolliksi lisaamaa riviin sopivalla luvulla kerrottu pivot-rivi ja tassa
operaatiossa el pivot-rivia muuteta.

Huomautus: Kun lasketaan kynélla ja paperilla, on usein syyta hieman poiketa edel-
lisesta. On mahdollista muuttaa pivot-alkiot ykkosiksi vasta aivan lopussa. Usein on
mahdollista lykata murtolukukertoimien ilmaantumista suosimalla rivien yhteenlaskua
kertomisen sijasta. (Menettelyd on turha tiivistdd algoritmiksi. Luentoesimerkki riit-

tiidi.)

Seuraavassa esimerkissa lahestymme tietokoneen esitysta esittamalld yhaloryhma
kerroinkaaviona. Huomaa, ettd kerroinmatriisitaulukkomme sisiltaa kaiken tarvitta-
van tiedon. Myo0s rivioperaatiot on nyt toteutettu tietokonemaisen mekaanisesti seu-
raavasti. Samassa askeleessa ensin kerrotaan tai jaetaan pivot-rivi luvulla niin, etta
pivot-alkio tulee ykkoseksi, sitten muihin riveihin lisataan sopivalla luvulla kerrottuna
edelld saatu muuttunut pivot-rivi. Kaavion oikealle puolelle on tehty lisamerkinnat,

joiden avulla on jalkeenpain mahdollista tulkita tehtyja ratkaisuja.

Esimerkki 2.5.2 Ratkaistaan yhtaloryhma

2371 - To + T3 = 3
—r t+ T2 — T3
ry + 21’2 — X3 = 2

I
|
N
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| x1 x2 x3 | RHS |

21 -1 1 | 3 | pivot*(1/2)

| -1 1 -1 -2 | +1xpivot

| 1 2 -1 | 2 [ -1xpivot

| 1 -1/2 1/2 | 3/2 | +(1/2) *pivot
| 0 [1/2] -1/2 | -1/2 | pivot*2

| 0 5/2 -3/2 | 1/2 | -(5/2) *pivot
1 o | 1 |

| 1 -1 | -1 | +1xpivot
(I 0 (11 | 3 | pivot

| 1 0 0 | 1 |

| 1 o | |

| 0 0 1 | 3 |

Askelta, jossa kokonainen sarake saadaan haluttuun muotoon kutsutaan pivotoin-
nikst. Pivotoinnissa saattaa tulla ongelmia, jos kaikki mahdolliset jaljella olevat pivot-
alkiot ovat nollia. Télloin yhtaloryhmalla joko ei ole ratkaisua tai niitd on dareton
maara.

Pienen tutkimisen jalkeen huomaa, etta edellisen esimerkin jokainen vaihe on erin-
omaisen mekaaninen. Sen jalkeen, kun pivot-alkio on valittu, ovat tarpeelliset rivi-
operaatiot helppoja. Koska kaytannon ongelmat yleensa johtavat desimaalilukuihin
ja tarvittavia laskutoimituksia ei enaa kannata laskea paassilaskuna, kaytetaan seu-
raavassa taulukkolaskinta, jolloin vastaavan laskutoimituksen ”kirjanpito” nayttaa seu-

raavalta.

Esimerkki 2.5.3 Ratkaistaan yhtéloryhma

17.1'1 — 6372 + 233'3 = 33
5371 + 4372 - T3 = 102
—81’1 + 121’2 + 561’3 = 21

Yhtaloryhma on ratkaistu EXCEL-ohjelmalla. Pivot-rivi ja sarake on merkitty #-
merkilla. Rivioperaatioiden kertoimia ei ole merkitty, silla nehan ndhdaan joka tapauk-

sessa suoraan pivot-sarakkeelta.
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#
17 -6 2 33 #
5 4 -1 102
-8 12 56 21
#
11 -0.3529 | 0.11765 | 1.94118
0| 5.76471 | -1.5882 | 92.2941 #
0| 9.17647 | 56.9412 | 36.5294
#
1 0| 0.02041 | 7.59184
1| -0.2755 | 16.0102
0 0| 59.4694 | -110.39 #
1 0 0| 7.62972
1 15.4988
0 0 1] -1.8562

2.5.2 Yhtaloryhman kantaratkaisu

Tarkastellaan yhtaloryhmaé, jossa on

n muuttujaa ja
m yhtaloa

| Tapaus n =m | Yhtaloryhma ratkaistaan alkeisrivioperaatioiden avulla. Jos jokin

rivioperaatio johtaa riviin, jonka vasen puoli kuihtuu nollaksi ja rivin RHS # 0, niin
yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua. Jos jokin rivioperaatio johtaa yhtaloon 0 = 0, voidaan
tama yhtalo poistaa ryhmasta ja joudutaan tilanteeseen n > m. Jos alkeisrivioperaa-
tiot eivat johda edellamainittuihin erikoistapauksiin on yhtéaloryhmalla yksikasitteinen

ratkaisu.

| Tapaus n > m | Yhtaloryhmalla on aareton maara ratkaisuja. Erikoisessa asemassa

ovat ns. kantaratkaisut, jotka saadaan seuraavasti.

Valitaan muuttujien joukosta m kappaletta kantamuuttujia (BV, Basic Variables,
joskus my6s Basis Variables). Kantaan kuulumattomat muuttujat (NBV, Non Ba-
sic Variables) asetetaan nolliksi. Nyt yhtaloryhmén NBV-muuttujia siséltavat termit
saavat arvon nolla, joten yhtaloryhmassa on m yhtaloa ja m vapaata muuttujaa. Saatu
yhtaloryhma voidaan ratkaista ja sen yksikasitteista ratkaisua sanotaan valittuun kan-

taan liittyvaksi kantaratkaisuksi. Lp-analyysin yhteydessa sanotaan, etta kantaratkaisu
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on kdypa kantaratkaisu (BFS, Basic Feasible Solution), jos kantamuuttujat saavat ei-
negatiiviset arvot.
Koska kanta on m-alkioinen kombinaatio n:n muuttujan perusjoukosta, voidaan

kanta valita

tavalla.

Esimerkki 2.5.4 Listataan seuraavan yhtaloryhman kantaratkaisut

r1 + X9 = 3
- 2 + x3 = -1
Valinnat Yhtaloryhma Kantaratkaisu
BV = {zy,23} | 0 + = 3 il fg
_ _ - _ 2 =
NBV = {Jfl} To + T3 1 Tg = 9 BFS
BV ={a1,23} | @1 + 0 = 3 il _ 0
_ _ - _ 2 =
NBV = {2} 0+ Dl ai =21 el kaypa
BV = {2, 22} | 21 + = 3 il =2
— _ - _ 2=

2.5.3 LP-mallin standardimuoto

Lp-mallin kasittely on helpompaa, jos rajoitteet ovat yhtalomuotoisia. Tata varten

malli saatetaan nk. standardimuotoon, jossa
e kaikki rajoitteet ovat yhtaloita
e jokaisen yhtalon RHS on ei-negatiivinen

Epayhtalon muotoinen rajoite saadaan yhtalon muotoon lisaamaélla malliin keinotekoinen

pelivaramuuttuja.

Esimerkki: rajoitteet

Ty + 225 < 500
Ty + x5 > 100
muutetaan muotoon
T1 + 22, + s = 500
T1 + 2o — ey = 100

missé sy (slack variable) kuvaa miten paljon resurssia jai kdyttamatta ja ey (excess

variable) kuvaa miten paljon vahimmaisméara ylitettiin.
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Huomaa: (1) Pelivaramuuttujatkin saavat vain ei-negatiivisia arvoja. (2) Pelivara-

muuttujien indeksi kertoo mihin resurssiin pelivara liittyy!

Esimerkki 2.5.5 Leather Limited valmistaa kahdenlaisia nahkavoita: deluxe-mallia
ja regular-mallia. Molempiin v6ihin kuluu 1 metri nahkaremmia per kappale. Regular-
mallisen vyon valmistaminen kestda yhden tunnin, kun taas deluxe vaatii kaksi tun-
tia. Voiden valmistamiseen on viikossa kaytettavissa 40 metrida nahkaremmia ja 60
tyotuntia. Jokaisesta regular-vyosta saadaan voittoa 3€ ja deluxe-vyostd 4 €. Maksi-

mol voitto.

Ratkaisu: Olkoon

x1 = valmistetut delux-vyot / vko
xo = valmistetut regular-vyot / vko

Lp-malli on

max z= 4x; + 322
ehdoin T+ oz < 40
2017+ x9 < 60
T,y > 0

Mallin graafiseen ratkaisemiseen liittyvat rajoitesuorat ja kdypa alue on piirretty ku-

vaan 2.8. Taydenndmme mallin pelivaramuuttujilla standardimuotoon.

max z= 4x1 + 3x2
ehdoin T + oz + 5 = 40
207 + x99 + + s = 60
Tp,s, = 0

missa

s1 = kdyttdmatta jadnyt nahkamateriaali (metrid remmid / vko)
so = kdyttamatta jadnyt tyoresurssi (tyotuntia / vko)

Rajoiteyhtalditd on nyt kaksi (m = 2) ja muuttujia on neljd (n = 4). Ratkaisemme

()= (2) = gz =

kantaratkaisua. Taulukkoon on talla kertaa lisatty kaypien kantaratkaisujen kohdalle

seuraavaksi kaikki

tavoitefunktion arvo seka kirjain, joka viittaa kuvan 2.8 pisteisiin.
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&
Figure 2.8: Esimerkin 2.5.5 kantaratkaisut.

Kanta Yhtaloryhméa z1 | X9 $1 S z | piste
{51, 5} 8 i 8 i o e 28 ol 0| 40| 60|BFS| o F
(22, 55} 8 i Z i 0 D 28 0|40 o 20|BFS|120| B
{w2,51} 8i§2181+oi§8 of6o|-20| of - |- | D
(21,85} 22 i 8 i 0 C . 28 0] 0| ofl=20| | | A
{x1, 5} 22 i 8 i o Lo ég 30| 0| 10| o|BFS|120]| C
{1, 25} 22 i o i 0 Lo 28 2020 0| o0|BFS|140| E

2.5.4 SIMPLEX-algoritmi

Kun vertaamme edellisen esimerkin kantaratkaisujen antamia arvoja muuttujille z; ja

To graafisen ratkaisun kayvan alueen nurkkapisteisiin, havaitsemme niiden vastaavan

toisiaan. Kun muuttujien méara kasvaa suureksi voidaan kanta valita hyvin monella

tavalla, jolloin kaikkien kantaratkaisujen tutkiminen kay tyolasksi.

Georg Dantzig kehitti 1940-luvun lopulla LP-mallin ratkaisualgoritmin, joka tun-
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Figure 2.9: Kaypa alue, kun muuttujia on paljon.

netaan SIMPLEX-menetelman nimella.

SIMPLEX-menetelma on tehokas, koska se ei tutki kaikkia kantaratkaisuja. Simplex

algoritmin periaate voidaan lyhyesti kuvata seuraavasti
1. Valitaan jokin BFS (kdypéa kantaratkaisu)
2. Selvitetdan, onko kyseinen BFS optimiratkaisu

3. Jos se ei ole optimiratkaisu, niin siirrytaan sellaiseen viereiseen BFS:&an, johon

siirtyminen parantaa eniten tavoitefunktion arvoa. Palataan kohtaan 2.

Siirtyminen viereiseen kaypaan kantaratkaisuun tapahtuu tuomalla uusi muuttuja kan-
taan ja poistamalla yksi vanha kantamuuttuja pois kannasta.

Seuraavassa esittelemme simplex-algoritmin yksinkertaisen esimerkin avulla. Es-
imerkissdmme ensimmainen ns. kanoonisessa muodossa oleva taulu 16ytyy helposti.

Tama ei aina ole yhta helppoa ja mychemmin pohdimme asiaa uudelleen.

Esimerkki 2.5.6 Ratkaise LP-malli

max z= 60r; + 30zy + 20x3
ehdoin 8&r1 +  bxy + T3 < 48
4, + 20y + 1.5x3 < 20
2xv7 + 1.5z + 0.5z3 < 8
) S 5
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]_) Muutetaan malli standardimuotoon siten, etta tavoitefunktion maaritteleva

yhtalo on mukana:

z — 60x; — 30zy — 20z = 0
8r; —+ 6xy + T3 + S = 48

4371 + 2372 + 15373 + S92 = 20

2371 + 15372 + 05373 + S3 = 8

To + s4 = 5

Yhtaloryhmén jokaisessa yhtéalossa on muuttuja, jonka kerroin on 1 ja joka ei esiinny
muissa yhtéloissa (z, s1, S2, S3, s4). Téllaista muotoa sanotaan kanooniseksi. Valitaan

mainitut muuttujat kantamuuttujiksi ja laaditaan seuraava taulu.

rivi z x1 x2 x3 s1 s2 s3 s4 BV RHS
0 1]-60|-30 | -20 0 0 0 0|z = 0
1 0 8 6 1 1 0 0 0| sl= 48
2 0 4 21,5 0 1 0 0| s2= 20
3 0 211,5]0,5 0 0 1 0| s3= 8
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5

Taulun kahdesta oikeanpuoleisimmasta sarakkeesta voidaan valittomasti lukea kantaan
BV = {s1, 9, 83, 84 } liittyva kantaratkaisu. Ensimmaéinen taulu kuvaa siis kaypaa kan-
taratkaisua. Tallainen tulu l6ytyi nyt koska LP-mallin rajoitteet ovat tyyppia ”<” ja

RHS on ei-negatiivinen.

2) Onko esitetty kaypa ratkaisu optimiratkaisu?
Ratkaisu ei ole optimiratkaisu, silla O-rivilla on NBV-muuttujan z; kerroin negatiivi-

nen. Tamé& padttely saa perustelunsa kohdassa 4)

3) Valitaan kantaan tuotava muuttuja:

Valitaan kantaan tuotavaksi muuttujaksi xy, koska sen kerroin 0-rivilla on pienin.

4) Valitaan kannasta poistuva muuttuja:
Poikkeuksellisesti ndemme nyt hieman ylimaaraista vaivaa ja kirjoitamme uudelleen
taulun mukaiset yhtalot. jatdmme kuitenkin kirjoittamatta ne termit, jotka tiedamme

nolliksi (kerroin on nolla tai muuttujan arvo on nolla).

z —60371 = 0
8xr1 +s1 = 48
41 +s9 = 20
2371 +s3 = 8
Or; +s4 = 5
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Yhtaloista naemme heti, etta muuttujan z; arvoa voi ja kannattaa kasvattaa. Jos arvoa
kasvattaa litkaa, menee jonkin vanhan kantamuuttujan arvo negatiiviseksi, mitd emme

voi sallia. Jokainen riveista 1-4 antaa oman ehtonsa z1:n kasvuvaralle.

yhtalo kasvuvara
8371 +s1 = 48 48/8 = 6

4371 +So = 20 20/4 = )
2371 +83 = 8 8/2 = 4: «— ok
Ox; +s4 = 5 5/0 = &éreton

Siis muuttujan x; arvoa voidaan kasvattaa arvoon x; = 4, jolloin s3 saa arvon s3 = 0.

Tama merkitsee, etta
x1 tulee kantaan ja s3 poistuu kannasta.

5) Vaihdetaan kanta:
Tehdaan uusi kanooninen taulu, jossa kantana on BV = {s1,s2,x1,s4}. T&han
paastaan, kun alkeisrivioperaatioilla jarjestetdan xi-sarakkeen riville 3 kertoimeksi

ykkonen ja saman sarakkeen muille riveille kertoimiksi nollat. Uusi SIMPLEX-taulu

on
rivi z x1 x2 x3 sl s2 s3 s4 BV RHS
0 1 0 15 -5 0 0 30 0|z = 240
1 0 0 0 -1 1 0 -4 0| s1= 16
2 0 0 -1 0,5 0 1 -2 0| s2= 4
3 0 110,75 0,25 0 01]0,5 0| x1= 4
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5

2) Onko optimiratkaisu? Ei ole optimi, silla z3:n kerroin O-rivilla on —5.
3) Tuodaan x3 kantaan. Silla on O-rivilla itseisarvoltaan suurin negatiivinen kerroin.

4) Valitaan kannasta poistuva muuttuja. Lasketaan riveille 1-4 suhde RHS/(x3:n ker-

roin). Kun suhteet merkitain taulukon oikeaan reunaan, nayttaa taulukko seuraavalta

*
rivi | z | x1 x2 x3 | sl | s2 s3 | s4 BV | RHS
0 1 0 15 -5 0 0 30 0|z =240
1 0 0 0 -1 1 0 -4 0| s1= 16 16/(-1) = --
2 0 0 -1 0,5 0 1 -2 0| s2= 4 4/0.5 = 8 %
3 0 110,75]0,25 0 0]0,5 0| x1= 4 4/0.25 = 16
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5 5/0 = --
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Jos suhde on ddreton tai negatiivinen, ei kyseinen yhtalo (rivi) aseta mitdén rajaa kan-
taan tuotavan muuttujan arvolle. Tarkastellaan esimerkkina 1. rivia. Kun unohdamme

0-termit saamme rivin yhtaloksi
—XI3 + S1 = 16

Jos x3 nyt kasvaa, niin myos s; kasvaa, eiké x3:n kasvulle tule mitaan rajoittavaa ehtoa.

Pienin positiivinen suhde on 8 rivilla 2, joten kannasta poistuu muuttuja ss.

5) Vaihdetaan kanta. Pivot-sarake on z3:n sarake ja pivot-rivi on rivi 2. Rivioperaa-

tioiden jalkeen taulu menee muotoon:

rivi z x1 x2 x3 sl s2 s3 s4 BV RHS
0 1 0 5 0 0 10 10 0|z = 280 «— OPTIMI
1 0 0 -2 0 1 2 -8 0| s1= 24
2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 | x3= 8
3 0 111,25 0 0]-0,5(1,5 0| x1= 2
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5

2) Ratkaisu on optimiratkaisu, silla O-rivilla ei ole negatiivista kerrointa NBV-muuttujalla.

Optimiratkaisu on siis x1 = 2, x5 = 0, 3 = 8 ja tavoitefunktion optimiarvo z = 280.
Slack muuttujien arvot s; = 24, s = 0, s3 = 0, s4 = 5 kertovat, etta rajoitteisiin 1
ja 4 liittyvia resursseja ei optimiratkaisussa kayteta loppuun mutta rajoitteisiin 2 ja 3

liittyvat resurssit kulutetaan kokonaan.

Esimerkki 2.5.7 Ratkaistaan Giapetton puuleluesimerkki (kappaleesta NN) kédyttéden
SIMPLEX-algoritmia.

Ratkaisu: LP-malli on

max z = 3r; + 29

ehdoin 201 + a9
T+ X9
X1

100 viimeistelytyo (h/vko)

80  puuty6 (h/vko)

40  max.kysynté (kpl/vko)
0

(AVRVAN VAR VAN

X4

Slack-muuttujien avulla standardimuotoon saatettu malli on

max 2z
ehdoin z — 3x1 — 2x9 = 0
207 + T2 + S5 = 100

T+ X + S5 = 80

T 4+ s3 = 40

Ty S > 0
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Koska RHS > 0 ja jokainen rajoite sai slack-muuttujan, saamme kanoonisessa muo-

dossa olevan 1. simplex taulun vaivatta.

#
rivi z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 -3 -2 0 0 0|z = 0
1 0 2 1 1 0 0| s1= 100 100/2 = 50
2 0 1 0 1 0| s2= 80 80/1 = 80
3 0 0 0 0 1| s3= 40 # 40/1 = 40
#
rivi z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 -2 0 0 3|z = 120
1 0 0 1 1 0 -2 | s1= 20 # 20/1 = 20
2 0 0 1 0 1 -1 ] s2= 40 40/1 = 40
3 0 1 0 0 1| x1= 40 40/0 = --
#
rivi z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 0 0 -1z = 160
1 0 0 1 1 0 -2 | x2= 20 20/(-2) = --
2 0 0 0 -1 1 s2= 20 # 20/1 = 20
3 0 1 0 0 0 x1= 40 40/1 = 40
rivi z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 0 1 1 0|z = 180 «— OPTIMI
1 0 0 1 -1 0| x2= 60
2 0 0 0 -1 1 1] s3= 20
3 0 1 0 1 -1 0| x1= 20

Ratkaisuksi saamme, ettd puusotilaita valmistetaan 20 kappaletta viikossa (z; = 20)
ja puujunia valmistetaan 60 kappaletaa viikossa (zo = 60). Puutydresurssi ja viimeis-
telytyoresurssi kiytetddn kokonaan (s; = 0, sy = 0). Markkinarajoite ei ole aktiivinen
(s3 = 20).
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2.6 Simplex-algoritmin erikoistapauksia

2.6.1 Minimointitehtava

Edella kuvatusta maksimointialgoritmista on helppo muuntaa minimointialgoritmi.
Minimointialgoritmi on niin lahelld maksimointialgoritmia, etta tekniikat helposti sekaan-
tuvat. Jos ei paivittdin sovella naita tekniikoita, niin onkin viisainta ajatella seu-

raavasti:

Jos haluan minimoida tavoitefunktiota z, niin maksimoinkin tavoitefunk-

tiota —z.

Esimerkki 2.6.1 Ratkaise LP-malli

min z = —4x; + z9
ehdoin 200 + 19 < 8
To < O
T — X < 4

Muutetaan malli maksimointimalliksi ja lisdtdan pelivaramuuttujat.

max —z= -+ 4x; — Z9
ehdoin 2r1 + T2 + S = 8
To + S9 = 5
r1T — X2 + S3 = 4
ri, 8 > 0

Koska RHS > 0 ja jokainen rajoiteyhtalo sisaltaa slack muuttujan, saamme kanoonisessa

muodossa olevan 1. simplex taulun suoraan.

#
rivi | -z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 -4 0 0 0|z = 0
1 0 2 1 0 0| s1= 8 # 8/2 =4
2 0 0 0 1 0| s2= 5 5/0 = -
3 0 1 -1 0 0 1| s3= 4 4/1 = 4
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Suhdetesti antaa seka s:lle etta ss:lle arvon 4, joten kumpikin on yhta suurella syylla
kannasta poistuva muuttuja. Valitsemme kannasta poistuvaksi muuttujaksi s;:n, em-
meka pohdi valintaa enempaa. Niin kauan kun tavoitefunktion arvo kasvaa joka askeleella,

olemme etenemassa kohden optimia.

rivi | -z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS
0 1 0 3 2 0 0|z = 16 <-- QOPTIMI
1 0 1 0,5 0,5 0 0| x1= 4
2 0 0 1 0 1 0 | s2= 5
3 0 0|-1,5(-0,5 0 1| s3= 0

Siis optimiratkaisu on x; = 4, ja x5 = 0. Toista resurssia jaa viisi yksikkoa kayttamatta,
mutta ensimmainen ja kolmas resurssi kulutetaan kokonaan. Kokeilemme viela miten

algoritmi etenee, jos edelld tehty poistuvan muuttujan valinta tehdaankin toisin.

#
rivi | -z x1 x2 si s2 s3 BV RHS
0 1 -4 1 0 0 0 -z= 0
1 0 2 1 1 0 0 sl= 8 8/2 = 4
2 0 0 1 0 1 0 s2= 5 5/0 = -
3 0 -1 0 0 1 s3= 4 # 4/1 =4
#
rivi | -z x1 x2 si s2 s3 BV RHS
0 1 0 -3 0 0 4 z = 16
1 0 0 3 1 0 -2 sl= 0 # 0/3 =0
2 0 0 1 0 1 0 s2= 5 5/1 =5
3 0 1 -1 0 0 1 x1= 4 4/(-1) = -
rivi | -z x1 x2 si s2 s3 BV RHS
0 1 0 0 1 0 2 z = 16 <-- OPTIMI
1 0 0 11]0,3333 0] -0,666 | x2= 0
2 0 0 0] -0,333 1]0,6666 | s2= 5
3 0 1 00,3333 00,3333 | x1= 4
Vaikka ensimmaéisen optimitaulun kanta BV = {x1, 5o, s3} eroaa toisen optimi-

taulun kannasta BV = {x1, x5, 5}, niin kumpikin optimitaulu antaa tdsmélleen saman

IR®:n kilyvin pisteen

Ty 4
) 0
S1 = 0
S9 5
S3 0
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2.6.2 Useita optimeja

Tutkiaksemme, miten simplex-algoritmi toimii usean optimiratkaisun tilanteessa, ratkaisemme

esimerkin 7?7 uudelleen.

LP-mallin
min z= —06xy — 2x9
subject to 207 + 4dxes < 9
3371 + T S 6
T, 29 = 0
standardimuoto on
max —2z
ehdoin —z — 06z; — 21, = 0
2331 + 4:332 + s =9
3r1 + @ + s = 6
Tiy S4 Z 0
Simplex-ratkaisun mukaiset taulut ovat
#
rivi | -z x1 x2 sl s2 BV RHS
0 1 -6 -2 0 0 -z 0
1 0 2 1 sl= 9 9/2 = 4.5
2 0 3 1 0 1 s2= 6 # 6/3 = 2
rivi | -z | x1 X2 sl s2 BV | RHS
0 1 o 0 0 2 —z | 12 <-- OPTIMI
1 0 0| 3,3333 1| -0,666 | si1= 5
2 0 10,3333 00,3333 | x1= 2

Saimme siis optimiratkaisun. Tama ei kuitenkaan ole ainoa optimiratkaisu, silla kan-
taan kuulumattoman muuttujan x, kerroin toisen taulun O-rivilla on 0. Tama merkit-
see sitd, etta x2:n tuominen kantaan ei paranne mutta ei hunonnakaan tavoitefunktion

arvoa. Saamme siis toisen optimiratkaisun, kun tuomme x5:n kantaan.

rivi | -z x1 x2 s1 s2 BV RHS
0 1 0 0 0 2 -z 12 <-- OPTIMI
1 0 0 1 0,3 |-0,2| x2= 1,5
2 0 1 0] -0,1 0,4 | x1= 1,5

Ainoa kantaan kuulumaton muuttuja, joka nyt voidaan tuoda kantaan on s;, ja sen

tuominen kantaan johtaa ensin saatuun optimiin. Optimaalisia kantaratkaisuja on siis
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kaksi. Naita kahta kayvan alueen optimaalista nurkkapistetta

b 2> . Q_<1.5>
X _<0 Jas Xt =115

yhdistavan janan kaikki pisteet ovat myos optimaalisia. Optimiratkaisuvektorit muo-

dostavat siis joukon

PQ] = MXP+(1-Mx?]0o<A<1)

(2.1) _ {/\<(2)>+(1—/\)G
)

- {055 ) o=
» (o)
(2.3) = {x|x=6—3r1,1.5 <z <2}

Kumpikin esityksistd (2.1) ja (2.3) ovat hyvii, ja valinta niiden vililtd on makuasia.

Esitys (2.3) saadaan seuraavasti

Suoran yhtalo: Eliminoidaan yhteenlaskukeinolla A yhtaloparista

15 + 05\ = z; | -3 45 4+ 15\ = 31
1.5 — 15\ = zo | & + 15 — 15\ = a9
6 = 31’1 + T2

Rajat z;:lle:

1.5 + 05\ = x4 |-2
= A= 2xy — 3 = 0 < 22;-3 < 1
& 1.5 < T, < 2

Jos optimaalisia kantaratkaisuja on useampia kuin kaksi, niin optimaaliset ratkaisut
saadaan (ldhes poikkeuksetta) painotettuna keskiarvona optimaalisista kantaratkaisu-
ista siten, ettd painojen summa on 1 ja kaikki painot ovat valilta [0, 1].

Optimiratkaisujen joukon tasmallinen ilmaiseminen on hankalaa ilman vektoreita
tai monen muuttujan yhtaloitd. Asiaa ei kuitenkaan sovi sivuuttaa. Jos ongelmaan on
monta ratkaisua, pitda analyytikon tietenkin kertoa se paattajille. Paattajien kyvysta
ymmartad matemaattista muotoilua riippuu miten asia voidaan esittaa.

Eras tapa hahmottaa asiaa on seuraava:
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e Katso mitkd muuttujat eivat kuulu minkaan optimaalisen kantaratkaisun kan-

taan. Missa tahansa optimiratkaisussa tallaisen muuttujan tulee saada arvo 0.

e Jos kyseinen muuttuja on z;, sanomme paattéjille, etta "tuotetta j ei tule valmis-

taa” (tms.)

e Jos kyseinen muuttuja on s;, sanomme paattéjille, etta ” j:s resurssi tulee kuluttaa

kokonaan” (tms.)

Edella olevia lainausmerkein varustettuja ilmaisuja ei tule ottaa liian kaavamaisesti.

Ne ovat esimerkkejé ilmaisuista, jotka paattdja yleensa ymmartaa.

Lasketaan viela Ipi esimerkki, jossa viiden muuttujan LP-mallilla on kolme optimaalista

kantaratkaisua.

Esimerkki 2.6.2 Olemme maksimoimassa lineaarista funktiota f(z,xs,z3). Olkoon

standardimuotoisen mallin muuttujat z, xo, x3, s1, $o ja optimaaliset kantaratkaisut

2 1 3
5 0 6
xA=|7,xf=8] jax‘=]0
0 0 0
0 0 4
Miten tulos raportoidaan esimiehelle?
Ratkaisu x on optimaalinen, jos
T 2 1 3
To 5 0 6
3 | =M T +X|[8+0=-XAX—=X)]|0
$1 0 0 0
S92 0 0 4
Mo+ 2 4o = 3
/\1 + 6/\2 +xo = 0
<~ —7/\1 — 8/\2 +x3 =0
+51 = 0
4/\1 + 4/\2 +So = 4
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"ratkaistaan pivotoimalla” A:t, x5 ja s;t

7
/\1 + 2/\2 + = 3 #
/\1 + 6/\2 + 29 = 6
—7/\1 — 8/\2 + T3 =0
+ 51 =0
4/\1 + 4/\2 + S = 4
7
M+ 20 + 1 = 3
o + 44X — 11 4+ 2 = 3 #
+ 6/\2 + 71’1 + T3 = 21
+ S1 = 0
- 4A2 - 433'1 + S5 = —8
A\ T 15z, —  0.51 - 15
+ S1 = 0
- Sr1 + T9 + s = =95
A = —1.5x;+ 0.5z + 1.5 0< —-1.52; 4052, +15 <1
A2 = 0.25z7 — 0.2529 4+ 0.75 0 <0.252; — 02529+ 0.75 < 1
S1 = 0 S§1 = 0
So = 5.1’1—372—5 82:5.1'1—372—5

Siis s; = 0 joten ensimmainen resurssi kaytetaan kokonaan. Paatosmuuttujia z; ja xo

sitoo seuraavat ehdot (huomaa ehdot x3 > 0 ja sy > 0):

1.52; — 0522 < 1.5 vty — w2 <3
—0.252; + 025z, < 0.75 PN -1 + w2 <3
85z, — 1.5z, < 16.5 172, — 3z, < 33
51’1 — i) 2 5) 51’1 — T 2 5)

Tutkimalla graafisesti epayhtaloryhman ratkaisuja nahdaan, etta kaikki epayhtalot to-
teutuvat, jos 1. 3. ja 6. epiyhtilo ovat tosia ja ettd kiyvit (21, 25) T -pisteet muodosta-

vat monikulmion, jonka kirkini ovat pisteet (1,0)", (2,5)7 ja (3,6)". Kirkipisteissi
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. FIE]
Figure 2.1: Epayhtaloryhman graafinen ratkaisu.
muut muuttujat saavat arvoja seuraavasti (r3 = —8.5x1 + 1.5z5 + 16.5, s; = 0 ja

82:5331—372—5)

Nyt voimme antaa esimiehelle raportin:

(1.) Optimissa s; = 0, joten ensimméinen resurssi kiytetdan kokonaan.

(2.) Optimissa x; ja xo on valittava siten, etti

3371 — T2
—x1 + T2
5331 — X2

_ o O OO N OO ™

VAN IA

w

(vrt. xP edellil)

(vrt. x4 edellal)

(vrt. x¢ edella!)
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]RS

Figure 2.2: Analyytikon sielunmaisema.
(3.) Optimipisteessa loput muuttujat saadaan laskettua kaavoista
r3 = —8.5x1 + 1.5+ 16.5 ja So =511 —x92—5H

Tahan esimies vastaa: 7 Jahah, vai on siis monta vaihtoehtoa. Sitten mina haluan,
ettd niistd vaihtoehdoista valitaan se, joka maksimoi lausekkeen fo(xy, 29, 23) = q' x.

Ilmoita tulos mahdollisimman pian! ”

Analyytikon ajatukset: On siis ratkaistava LP-malli

max z = f3(xy, 22) = folx1, X2, —8.521 + 1.525 + 16.5)
ehdolla xe€ K =[A,B,C] C R

missa K on alkuperaisen LP-mallin optimipisteiden joukko. Mutta K on monikulmio
ja lineaarinen funktio saa monikulmiossa suurimman arvonsa jossakin monikulmion

karkipisteessa. Siis analyytikko laskee arvot

(24) f3(27 5) = qTxA7 f3(17 O) = qTxB ja f3(37 6) = qTxC

ja ilmoittaa esimiehelleen parhaan pisteisti x4, x®, x¢. (Huomaa, etti esimiehen

antaman lisatehtavan tavoitefunktio f; oli nyt lineaarinen. Jos f; ei olisi lineaarinen,

lisatehtava vaatisi NP-mallin 2.4 asianmukaisen ratkaisun.
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2.6.3 Rajoittamaton optimi

Tutkiaksemme, miten simplex-algoritmi toimii rajoittamattoman optimin tapauksessa,

ratkaisemme esimerkin 77 uudelleen. LP-malli on

max Z2= T1 + X9
subject to T — T > 1
To < 2
r1, T > 0

Teemme ensin LP-mallista standardi-muotoisen pelivaramuuttujilla ja sitten kanoonisen

muodon yhdella rivioperaatiolla

#
max 2, z — X1 — T9 =0
ehdoin T, — To — € = 1 #
To + Sy = 2
Ty, X2, €1, 52 Z 0
max z, z — 2x9 — €3 =1
ehdoin T, — Xo — € = 1
) + 89 = 2
Ty, X2, €1, 52 Z 0
#
rivi | -z x1 x2 el s2 BV RHS
0 1 -2 -1 0|z =
1 1 -1 -1 x1= 1 1/(-1) = -1
2 0 0 1 0 1| s2= 2 # 2/1 =2
#
rivi | -z x1 x2 el s2 BV RHS
0 1 0 0 -1 2|z = 5 rajoittamaton optimi
1 1 -1 1] x1= 3 3/(-1) = —-
2 0 0 1 0 1| x2= 2 2/0 = --

Kun suhdetesti ei anna mitadn kannasta poistuvaa muuttujaa, paattelemme kohdan-
neemme rajoittamattoman optimin.
Asian voi havainnollistaa itselleen kirjoittamalla viimeisen taulun mukaiset yhtalot

siten, etta nollatermit jatetaan pois.

z — e = 9 z = b+
T — €1 = 3 & rK = 3+€1
) = 2 To = 2
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Siis excess-muuttujaa e; voi kasvattaa rajatta ja samalla kasvavat z ja z; eikd xq
muutu. Koska tavoitefunktion arvo saadaan miten suureksi tahansa, ongelmalla ei ole

optimiratkaisua.

2.6.4 Big M mentelma

Joskus on vaikeuksia muodostaa kanooninen muoto ( RHS > 0, jokaisella kantamuut-
tujalla on yhden rivin kerroin 1 ja muiden rivien kertoimet 0 siten, ettd mainitut
ykkoset ovat eri riveilld).

Periaatteessa voimme aina jarjestaa raa’alla voimalla ykkosid ja nollia haluami-
imme kohtiin kerrointauluun, mutta RHS ei valttamatta pysy ei-negatiivisena. Silloin

voimme menettelld seuraavasti.

Big M menetelman vaiheet.

1. Muuta lp-mallin rajoitteiden RHS:t ei-negatiivisiksi. Jos rajoitteen oikea puoli on

negatiivinen, vaihdetaan rajoitteen kaikkien termien merkit (kerrotaan —1:114).

2. Muuta yhtélot standardimuotoon lisddmalla pelivaramuuttujat (s = slack, e =

excess).

3. Jokaiselle rajoiteriville j (ei 0-riville), jolla ei ole slack-muuttujaa lisitdan keino-
muuttuja a; (artificial variable). Keinomuuttuja lisétééan siis, kun 1. vaiheen

jalkeinen rajoite on tyyppia ”>" tai "=".

4. Merkitdédn kirjaimella M hyvin suurta lukua. Jos olemme maksimoimassa (mini-
moimassa) tavoitefunktiota, lisdtadn tavoitefunktioon jokaista keinomuuttujaa a;
kohden termi-Maj (+Maj). Téllainen termi on tavoitefunktion arvoa heikentava,

joten keinomuuttujat tulevat nopesti poistumaan kannasta.

5. Jarjestetaan nollat O-rivin keinomuuttujasarakkeisiin. Taméa on valttamatonta,
jotta saisimme aikaan kanoonisen muodon, mutta myos hyvin suoraviivaista eiké

se muuta RHS:n arvoja. Saamme néin kanoonisen ratkaisun.
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6. Ratkaise saatu kanooninen muoto simplex-algoritmilla. Jos kaikki keinomuuttu-
jat saavat optimiratkaisussa arvon 0, olemme loytaneet alkuperaisen LP-mallin
optimiratkaisun. Jos jokin keinomuuttuja saa optimiratkaisussa positiivisen ar-

von, on alkupraisen lp-mallin rajoitteet ritiriitaiset.

Esimerkki 2.6.3 Bevco valmistaa 'Oranj’-nimista appelsiinijuomaa sekoitta-
malla kahta raaka-ainetta, appelsiinilimonaadia ja mehutiivistetta. Jokainen
unssi (0z) limonaadia siséltdad 0.5 oz sokeria ja 1 mg C-vitamiinia. Jokainen
unssi mehutiivistetta sisaltaa 0.25 oz sokeria ja 3 mg C-vitamiinia. Bevcolle
maksaa 2 ¢/oz valmistaa limonaadia ja 3 ¢/oz valmistaa mehutiivistettd. Bev-
con markkinointiosasto vaatii, etta jokaisen juomapullon (10 oz) tulee sisiltda
vahintaan 20 mg C-vitamiinia ja korkeintaa 4 oz sokeria. Tutki, miten markki-
nointiosaston vaatimukset taytetdan mahdollisimman pienin kustannuksin.

Ratkaisu:

muuttujat: z; = limonaadin maara Oranj-pullossa
ro = mehutiivisteen maara Oranj-pullossa

LP-malli on nyt

Min z = 2r1 + 3x9
ehdoin 0.5z 4+ 0.25z9 < 4 sokeri rajoite
r, + 3ry > 20 vitamiinirajoite
T + ro = 10 pullon sisalto
T1,T9 > 0

Pelivara- ja keinomuuttujilla taydennetty standardimalli on

Max —z, —z + 2r1 + 3To + Mas + Mas = 0
ehdoin 0.52x1 + 0.25z9 + s = 4
r, + 3T — ey + ao = 20
T + To + as 10

AVANI

0

T1,T2,S1,€2,02,0a3

Vahentamalla 2. ja 3. rajoiterivi M:1la kerrottuna O-rivista, saadaan kaypa kanooninen

simplex-taulu

#
rivi | -z x1 x2 sl e2 al a2 BV RHS
0 1| -2M+2 | -4M+3 0 0 0 0| -z=| -30M
1 0 1/2 1/4 1 0 0 0| s1= 4 16
2 0 1 3 0 -1 1 0| al= 20 # 6,6667
3 0 1 1 0 0 0 1| a2= 10 10
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#

rivi | -z x1 x2 sl e2 al a2 BV RHS

0 1| -2M/3+1 0 0| -M/3+1 | 4M/3-1 0| -z=|-20-10M/3

1 0 5/12 0 1 1/12 -1/12 0| s1= 7/3

2 0 1/3 1 0 -1/3 1/3 0 [ x2= 20/3

3 0 2/3 0 0 1/3 -1/3 1| a2= 10/3 #
rivi | -z x1 X2 sl e2 al a2 BV RHS

0 1 0 0 0 0,5 | M-0,5 | 4M/3-2 | -z= -25 <-- 0OPTIMI

1 0 0 0 1(-1/8 1/8 -5/6 | s1= 1/4

2 0 0 1 0| -1/2 1/2 -2/3 | x2= 5

3 0 1 0 0 1/2 -1/2 2 | x1= 5

5.6
20
5

Koska keinomuuttujat saavat optimissa arvon 0, loysimme alkuperaisen tehtavan opti-

miratkaisun. Kumpaakin raaka-ainetta pitdd kdyttaa 5 oz /pullo, jolloin juomapullon

valmistaminen maksaa 25 ¢. Koska s; = 1/4 alitetaan sokerirajoite 1/4 unssilla. Koska

e ei ole kannassa, sen arvo on 0 ja C-vitamiinia on siis juomapullossa tasmalleen vaa-

dittu maara.

Esimerkki 2.6.4 Dorian Auto valmistaa urheiluautoja ja kuorma-autoja.
Yhtion johto uskoo, etta yrityksen potentiaalisimpia asiakkiata ovat
varakkaat miehet ja naiset. Saavuttaakseen mainitut kohderyhmat Dorian
Auto suunnittelee laajaa TV-mainos-kampanjaa. Yhtio on paattanyt ostaa
minuutin mittaisia mainoksia kahta eri tyyppia oleviin TV-ohjelmiin:
perhesarjoihin ja jalkapallo-otteluihin.

Katsojatutkimusten perusteella yhtio tietda, etta perhesarjan keskelle
sijoitetun mainoksen nékee keskimaarin 7 miljoonaa varakasta naista ja 2
miljoonaa varakasta miesta. Jalkapallo-ottelun keskelle sijoitetun mainoksen
nakee puolestaan keskimaérin 2 miljoonaa varakasta naista ja 12 miljoonaa
varakasta miesta.

Minuutin mittainen mainos keskella perhesarjaa maksaa keskimaarin
50 000 €, kun taas jalkapallo-ottelun keskelle sijoitettu mainos maksaa
keskiméarin 100 000 €'.

Dorian Auto haluaa, ettd mainoksen nakee ainakin 28 miljoonaa varakasta
naista ja 24 miljoonaa varakasta miesta. Miten yhtio kykenee saavuttamaan
tavoitteensa minimikustannuksin?
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Ratkaisu:

r1 = perhesarjoihin sijoitettavien mainosten lukumaara

ro = jalkapallo-otteluihin sijoitettavien mainosten lukumaéaara
LP-malli:

Min z = 5x; + 10z kampanjan hinta (10,000€)

ehdoin  7x; + 2xs > 28 naisten madrd (milj.)

2r;y + 1225 > 24 miesten madrd (milj.)
T, = 0

Pelivara- ja keinomuuttujilla taydennetty standardimuoto:

(Max —z) —z + bz; + 10z, + May + May = 0
ehdoin Txy 4+ 2xy — e + a; = 28
235'1 + 1235'2 — ey —+ Qo 24

Ly €4, Aj Z 0

Kanooninen standardimuoto saadaan vahentamalla rajoitteet M :11a kerrottuina O-rivista:

Max — z
—z +(=9M +5)z; +(—14M 4+ 10)zy +Mey +Mes = —52M
st Tx1 +2x9 —e1 +aq = 28
2371 +12ﬂf2 —ey +ay9 = 24
Tiy €4, Ay Z 0
Ensimmainen Simplex-taulu on nyt
#
rivi | -z x1 x2 el e2 al a2 BV RHS
0 1 | -9M+5 | -14M+10 M M 0 0| -z =|-52M
1 0 7 2 -1 0 1 al= 28 14
2 0 2 12 0 -1 0 1 a2= 24 # 2
To tulee kantaan ja as poistuu kannasta.
#
rivi | -z x1 x2 el e2 al a2 BV RHS
0 1| 3,3333 0 0,8333 0] -0,8333 -z =| -20
-6,667M M -0,1667M +1,1667M -24M
1 0 6,6667 0 -1 0,1667 1 -0,167 al= 24 # 3.6
0 0,1667 1 0 -0,083 0 0,0833 x2= 2 12
x1 tulee kantaan ja a; poistuu kannasta.
rivi | -z x1 x2 el e2 al a2 BV RHS
0 1 0 0 0,5 0,75 | -0,5 -0,75 -z = -32 <-- OPTIMI
+M +M
1 0 1 0] -0,15 0,025 0,15 -0,025 x1= 3,6
0 0 110,025 | -0,0875 | -0,025 0,0875 x2= 1,4
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Saamme siis optimaalisen ratkaisun, jonka mukaan Dorian Auton tulee sijoittaa 3.6
kappaletta mainoksia perhesarjoihin ja 1.4 kappaletta mainoksia jalkapallo-otteluihin.
Néin kampanjan hinnaksi tulee 320000€ . On kyseenalaista kelpaako tdméa vastaus
johtoryhmalle. Paatosmuuttujien arvot ovat desimaalilukuja, mika ei nyt oikein tunnu
luontevalta. Myohemmin haemme Dorian Auton ongelmaan ratkaisun, jonka muuttu-

jan arvot ovat kokonaislukuja.

SIMPLEX-muistilista:

1. Jos ongelma on tyyppid "Min 2”7, niin muuta se muotoon "Max —z. (ks. es-

imerkki 2.4.)

2. Jos jonkin rajoitteen RHS on negatiivinen, muuta se positiiviseksi kertomalla
koko rajoite(-epd)yhtdlé —1:114. (Huomaa, ettd jokainen kyseisen rivin kerroin

vaihtaa merkkid ja erisuuruusmerkki kaédntyy.)

3. Tee LP-mallista standardimuoto, eli muuta epayhtalot yhtéaloiksi lisadamalla malliin

pelivaramuuttujat.

ja

4. Tee LP-mallista kanooninen muoto.
(4.1) Jos jmnessa rajoitteessa ei ole slack-muuttujaa s;, niin lisda siithen keino-
muuttuja a; ja lisaa tavoitefunktion lausekkeeseen termi —Ma, .

(4.2) Poista keinomuuttujat 0-rivilté.

5. Tee kanoonisen muodon mukainen Simplex-taulu. Taulun kanta sisaltaa slackit

ja keinomuuttujat ja taulu on kaypa.

6. Suorita SIMPLEX-algoritmi
(6.1) Valitse kantaan tuleva muuttuja (pienin negatiivinen kerroin 0-rivilld).

Jos O-rivilla ei ole negatiivisia kertoimia, niin
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(6.1.a) Jos kannassa on jiljelld keinomuuttuja
— KAYPA ALUE ON TYHJA
(6.1.b) Jos kannassa ei ole keinomuuttujaa — 16ytyi optimi.
(6.1.b.1) Jos jokaisen kantaan kuulumattoman muuttujan kerroin
O-rivilla on > 0, niin 16ytynyt optimi on ainoa
— YKSIKASITTEINEN OPTIMI
(6.1.b.2) Jos 16ytyy kantaan kuulumaton muuttuja,
jonka kerroin O-rivilla on = 0, niin mallilla on
— USEITA OPTIMIRATKAISUJA
(6.2) Valitse kannasta poistuva muuttuja suhdetestill”’a
Jos suhdetesti epaonnistuu niin, ettei poistuvaa muuttujaa
saada, niin — RAJOITTAMATON OPTIMI
(6.3) Vaihda kanta ja palaa kohtaan 6.1
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2.7 Matriisiesitys

Tassa kappaleessa luodaan perusta herkkyysanalyysin ja duaalimallin oppimiselle. En-
simmaéinen alakappale kertaa matriisilaskentaa. Jos osaat laskea matriiseilla, voit sivu-

uttaa kappaleen 2.7.1.

2.7.1 Kertausta

Matriisi on lukutaulukko, jossa luvut on jarjestetty riveiksi ja sarakkeiksi. Sanomme,

ettd matriisi on m X n-matriisi, jos siind on m rivia ja n saraketta. Esimerkiksi matriisi
5 2 =3
A=(60 1)
6 0 1
on 2 X 3-matriisi. Kun haluamme sanoa jotakin yleista matriiseista, kaytamme m x n-

matriisille merkintiaa

a1 a12 P A1p

a921 a922 P a2
A =

A1 A2 P [07%%%%

Matriisin A transpoosi A" eli transponoitu matriisi, saadaan muuttamalla rivit sarakkeiksi.

a1y a19 Ce Q1p a1 921 P A1
a921 a922 . A2n a12 9292 P A2
A= o e AT = . . :
Qm1 A2 BRI Gmn Q1n Q2n cee Qmn
Esimerkki:
T 5 6
o 2 =3
=1 2 0
6 0 1
-3 1

Matriisin A 7:nnetta vaakarivid merkitsemme a;e ja j:nnettd pystysaraketta merkit-

semime a,;. Siis

Adje — (aﬂ Ao ... (Im) Ja aej = = (alj a2 ... Qmj
amj

Matriisien kertolasku. Jos A on m X n-matriisi ja B on n X p-matriisi, niin tulo

C = AB maaritellaan m x p-matriisiksi asettamalla,

n
Cij = Y Qipbej = Aje - Daj
k=1
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Matriisin C rivilla ¢ sarakkeessa j oleva luku on siis matriisin A ¢:nnen rivin ja matriisin

B j:nnen sarakkeen pistetulo.

Esimerkki:
1 5 3 -1
2 1 5 9 16 13 33
C—AB-= ( > 7 4 2 5 |= ( >
0 3 -1 0 2 1 6 21 —-14 5 9

silla esimerkiksi

3
023:a2.~a.3:(0 3 —1) 2 :03+32+(—1)1:5
1

Kaanteismatriisi. n x n-yksikkématriisi on matriisi, jonka diagonaalilla (i = j) on

ykkosia ja muualla nollia. Siis

, Jne.

I 00
A
0 0 1

o O O
OO = O
o= O O
_ o O O

Yksikkomatriisin nimitys johtuu siita, etta I, A = A aina, kun kertolasku on mielekas.
Yksikkomatriisi toimii siis kuten ykkonen normaalissa kertolaskussa. Neliomatriisin

(n x n)-matriisin) A kadnteismatriisi A~! on matriisi, jolle pitee
AA =1, ja ATTA =1,

Kaikilla neliomatriiseilla ei ole kaanteismatriisia. Kaanteimatriisi l0ytyy siten, etta
kirjoitetaan A ja I rinnakkain. Tehdaian kumpaankin yhtaaikaa samoja rivioperaatioita
siten, ettda A muuttuu L:ksi. Silloin T muuttuu A~':ksi. (Kaianto ei aina onnistu, mutta

tdhdn emme nyt syvenny.)

Esimerkki 1: Olkoon
1 2
A=(1 )
silloin edelld kuvattu algoritmi johtaa rivioperaatioihin (pivot-alkio merkitty suluilla)

wn - (W25

- ((1) ﬁ] —11 (1)>

1 0] 3 -2 . L (3 =2
_><0 1] —1 1> ([AT) —A _<—1 1>
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Tarkistus:
1 (1 2><3 —2>_<1 O>
AA N (1 3 -1 1) \0 1
1 _ 3 —2> (1 2> _ (1 O>
ATA = (—1 1 1 3/ \0 1
Esimerkki 2: Yhtaloryhman
r, + 233'2 = 3
5

r1 + 3z =
kaikki informaatio sisaltyy seuraaviin matriiseihin
1 3
(o)
X2
(5)
5
Matriisi merkinnoin
1 + 29 = 3 (1 2> <x1>_<3> _
{x1+3x2=5‘: 1 3)\sy) = \5) o Ax=D

- ()= x (4 P)0)(3)

2.7.2 Simplex-taulun matriisiesitys

kerroinmatriisi A = ( 1 2>

muuttujavektori = x

(Right Hand Side) RHS b

Tarkastelemme uudelleen puuleluesimerkkid (2.1.1). LP-malli on

max z= 3r1 + 219
ehdoin 207 + x2 + S1 = 100
T + 22 + S2 = 80
T + S§3 = 4:0
Merkitsemme
3 T
2 To 21 1 0 0 100
c=|0|,x=|s1|,A=|1 1 0 1 0]|,b=]| 80
0 S 1 0 0 0 1 40
O S3
jolloin LP-malli voidaan kirjoittaa muotoon
Max 2 = ¢'x
(2.12) ehdoin Ax = b
x > 0
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Ensimmainen simplex-taulu on

rivi | z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS
o [1] -3] -2 0 0 0|z = 0 1| —c’ 0
1 |o 1 1 0 0|st=| 100
2 |o 1| ol 1] ols2=| 8| o| A b
3 |o 0 0 1| s3= 40

Viimeinen (optimaalinen) simplex-taulu on

rivi | z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS
o |t] o] o] 1] 1| olz=] 180 117 |0
1 o] ol 1| -1 0| x2=| 60
2 o] ol of -1| 1| 1|s3=| 20| ~ 0 ?
3 lo| 1] o of -1| olxt=| 20

Optimitauluun liittyy siis kanta BV = {x1, 25, s3}. Kuvataksemme vastaavaa kan-

taratkaisua matriisien avulla merkitsemme

x
Xy = Ty | = optimiratkaisun kantamuuttujien arvot
S3
XNBY = (2) = o.r.:n kantaan kuulumattomien muuttujien arvot
2 1 0
B = 1 1 0| = A:mn BV-sarakkeet
1 0 1
1 0
N = 0 1| = A:n NBV-sarakkeet
0 O
3
Cpy = 1 | =cn BV-osa
0

CNBy = <8> = c:n NBV-osa

Nyt LP-malli (2.12) voidaan kirjoittaa muotoon

Max z = CEVXBV + CEBVXNBV
(2.13) ehdoin Bxgy + Nxypy = b
Xpv,Xnpy = 0

Yhtaloiden mielekkyys nakyy, kun sijoitamme esimerkkimatriisit niithin

X1

53



2.7. Matriisiesitys 63

2 1 0 T 1 0 s 100 21’1 + 29+ 81 = 100
1 1 0 To | + 0 1 <81>: 80 <~ 1+ o+ s9 = 80
1 0 1) \ss 0 0) 7 40 z1 + 53 = 40
Seuraavaksi kerromme mallin (2.13) matriisimuotoisen rajoiteyhtalén vasemmalta ma-

triisilla B~!. Saamme

B_IBXBV + B_INXNBV = B_lb
< Xpy + B_INXNBV = B'b
Koska kantaan kuulumattomien muuttujien arvot asetetaan nolliksi, saamme kan-

taratkaisun

xpy = B7'b, ja xypy =0

Esimerkkimme tapauksessa

1 1 -1 0\ /100 20
o |=B7b=|-1 2 0] 8 |=]60
S2 -1 1 1)\ 40 20

Saamme siis samat arvot kuin viimeisestd simplex-taulusta, mutta vektorissa B~'b
luvut ovat yleensa eri jarjestyksessa kuin viimeisen simplex-taulun RHS:ssa.
Seuraavaksi konstruoimme viimeisen simplex-taulun O-rivin. Aloitamme yhtaloryhmasté,

jossa on alkuperainen O-rivi ja viimeisen taulun rajoiteyhtalot

z - CEVXBV — C;BVXNBV =0
Xy + B_INXNBV = B~ 'b
z — 3xr1 — 219 = 0
T + S1 — So = 20
< i) - 51 + 282 = 60
S3 — 51 + So = 20

Kerrotaan rajoiteyhtélot sopivilla luvuilla ja lasketaan ne yhteen

z - CEVXBV — C;BVXNBV =0
CEVXBV + CEVB_INXNBV = CEVB_lb
o z — 311 — 219 = 0
31’1 + 21’2 + S1 + So = 180

Lasketaan vield nain syntyneet yhtalot yhteen

& 24 514 s = 180



64 2. Lineaarinen optimointi

Saatu yhtalo on viimeisen simplex-taulun esittdmé yhtalo! Lasketaan vield havainnol-

lisuuden vuoksi sulkeiden sisalla oleva matriisilauseke

ciyB'N—cypy = (3 2 0)] -1 2
1

10
= (1 1 0)[0 1|=(1 1)
0 0

missa on tasmalleen kantaan kuulumattomien muuttujien kertoimet viimeisen simplex-

taulun 0-rivilla!

Nyt voimme tiivistaa saamamme tulokset kaavoiksi. Kaavoissa useammassa paikassa
esiintyvad termii ¢, B! merkitsemme symbolilla 7 ja kutsumme siti varjohinnaksi
(shadow price). Merkintdtapa on laajalti kdytossd, joten noudatamme sité (vaikka se

aluksi saattaa tuntua oudolta).

Jos BV on LP-mallin kanta, niin kantaan kuuluvien muuttujien
arvot xpgy seké tavoitefunktion arvo z kantaratkaisussa saadaan
kaavoista

XBy = B_lb
Kantaa vastaavan simplex-taulun O-rivin NBV-osa saadaan

kaavasta
(nollarivi) y 5y, = 7N — cr gy

2.7.3 Optimaalisuus- ja kaypyysehto

Edella johdimme kaavoja, niin ettd samalla laskimme lausekkeita auki esimerkkimallin
optimikannassa. Lausekkeet voidaan kuitenkin laskea missa kannassa tahansa. Voim-

mekin tulkita saamiamme kaavoja seuraavasti

Olkoon BV LP-mallin kanta ja matriisit B, N, cgy ja cypy kantaan liittyvat osamat-

riisit ja m = ¢}, B!, Silloin

kanta BV on kiypi, jos B7'b >0

kanta BV on optimaalinen, jos se on kiypd ja ~ 7N — ¢z, > 0
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Naita kaavoja kaytetaan runsaasti seuraavassa kappaleessa, joka kasittelee herkkyys-

analyysia. Tassa tyydymme lyhyeen johdattelevaan esimerkiin.

Esimerkki 2.7.1 Analyytikko on ratkaissut simplex-algoritmilla Giapetton puulelues-
imerkin (2.5.7) ja saanut optimiratkaisuksi z = 180, xpy = (1,72, 83) " = (20,60, 20)".
Viikkopalaverissa analyytikko saa kuulla, ettd puujunien kate on huonontunut arvosta
2 € /puujuna arvoon 1.8 € /puujuna. Rajoitteet eivit ole muuttuneet eikd puusotilaan

kate ole muuttunut. Nyt tulee selvittaa uusi optimaalinen valmistusohjelma.

Analyytikko kertaa nopeasti LP-mallin standardi muodon muuttuneessa tilanteessa.

(Kaavion muuttuneet arvot korostettu hakasuluilla)

max z= 3r; + [L.8]xs
ehdoin 2x1 + To + 5 = 100
T, + i) + S5 = 80
T + S§3 = 40
2 1 0 1 0 3 0 100
B = 1 1 0 7I\I: 0 1 ,Cpy = [18] 7CNBV:<O>7b: 80
1 0 1 0 0 0 40
1 -1 0
7] =[cpy B =(3 [1.8 0)| -1 2 0]|=(12 06 0)
-1 1 1

Koska B ja b eivit ole muuttuneet, on vanha kanta BV = {x, 24, s3} edelleen kiypa

silla, B~'b > 0 edelleen. Optimaalisuus pitaa tarkastaa

1 0
N —cypy =(12 06 0)[0 1|—-(0 0)=(12 06)>0
0 0

Siis vanha kanta BV = {x1, 22, s3} on edelleen kiypéa ja optimaalinen. Uusiksi opti-

miarvoiksi saadaan

X1 20
To = B'b=]60 el muuttunut!
S3 20
20
z = legylxpy =[(3 1.8 0)]| 60 | =168 muuttui!
20

Vaikka kannattavuus heikkeni, niin toiminta verstaalla ei muuttunut. Tama on tyyp-
illista hintamuutosten yhteydessa. Kun sitten hinta muuttuu niin paljon, etta op-
timikanta vaihtuu, tuotannossa tapahtuu oleellinen muutos. Kannattavaksi tullut
tuote otetaan tuotevalikoimaan tai kannattamattomaksi tullut tuote poistetaan tuote-
valikoimasta. Tallainen muutos ei ole "pientd viilaamista”, vaan akillinen muutos

valmistuksessa.
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2.9 Herkkyysanalyysi

Kun LP-mallin optimiratkaisu on 16ydetty (Simplexilld tai jollakin tietokoneohjel-
malla), halutaan yleensé myds tietdd miten herkké saatu ratkaisu on mallin kertoimissa
tapahtuville muutoksille. Tamén asian tutkimista sanotaan herkkyysanalyysiksi. Tyy-

pillisia herkkyysanalyysin kysymyksia ovat esimerkiksi:

e " Miten paljon tavoitefunktion optimiarvo kasvaa, jos niukka resurssi b; kasvaa
yhdelld yksikolld” (Huom: niukkuus tarkoittaa, ettd s; = 0.) Arkisemmin ilmais-
tuna:

” Mita yhdesta lisdkuormasta bj:td kannattaa enintddn maksaa?’

e " Miten paljon tulee kantaan kuulumattoman muuttujan x; kertoimen tavoitefunk-
tiossa (c;) kasvaa, jotta muuttuja kannattaa tuoda kantaa?’ (Eli optimikanta
vaihtuu.) Arkisemmin ilmaistuna:

” Hilanippelia ei ole viime aikoina kannattanut valmistaa, kun sen myyntihinta
on litan pieni. Miten paljon hinnan pitdisi kasvaa, etta hilanippelia kannattaisi

taas valmistaa?’

o " Miten paljon tulee kantaan kuuluvan muuttujan x; kertoimen tavoitefunktiossa
vaheta, jotta optimikanta vaithtuu?’ Arkisemmin ilmaistuna:
" Kiertokangen myyntihinta on jatkuvasti laskenut. Missd vaiheessa sen valmis-

taminen kannattaa lopettaa?’

e Seuraava ei ole oikeastaan kysymys, vaan herkkyysanalyysin aikana esiin tuleva
ajatus:
" Bi-kriittisen resurssin b; kasvattaminen ei laajenna kdypad aluetta, eikda siis
muuta optimiratkaisua!l” (Ei-kriittisyys: s; > 0.) Arkisemmin ilmaistuna:
” Kayttamatonta kuorihaketta on jo nyt kaikki nurkat taynna? Mitd jarked ostaa

lisaal?’
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2.9.1 Varjohinta ja redusoitu kustannus

Simplex-algoritmin aikana tutkitaan simplex-taulun O-rivid, jotta saataisiin selville
parantaako kannan vaihto tavoitefunktion arvoa. Kun on l6ydetty optimikanta, ei
kannanvaihto enaé kannata.

Jaetaan seuraavassa kantaratkaisuun (ei valttamatta optimikantaan) liittyvéan simp-

lextaulun O-rivi kahteen osaan

u = nollarivix = paatosmuuttujien kertoimet 0O-rivilla

v = nollarivig = pelivaramuuttujien kertoimet O-rivilla
Simplex-algoritmista ja edellisen kappaleen kaavoista tieddmme, etta

Kunz; € BV, niinu; =0

Kun z; € NBV, niin u; = ma,; —¢;

Kuns; € BV, niinov, =0

Kun s; € NBYV, niin v; = mae 1) = m;

Viimeisen simplex-taulun 0O-rivi voidaan kirjoittaa muotoon
n m
(2.1) 24> uwmi 4 Y s =2
j=1 i=1

Tehd&da seuraavaksi optimiratkaisuun muutos siten, ettd optimikantaan kuulumaton
muuttuja xp saa arvon x; = 1. Tama tietenkin edellyttaa kantaan kuuluvien muuttu-
jien arvojen muuttamista, mutta oletamme nyt tdmén olevan mahdollista. 0-rivi (2.1)
ottaa nama muutokset huomioon silla se on konstruoitu lisaamaélla rajoiteyhtaloiden
lineaarikombinaatio alkuperaiseen O-riviin. Jos nyt jaitdmme O-rivistd (2.1) pois kaikki

termit, joiden arvo on 0, niin saamme
(2.2) z 4 upzy = 2°

eli tavoitefunktion arvo pienenee optimista maaralla wuy.
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Maaritelma 2.9.1 Redusoitu kustannus (Reduced Cost) u; ilmoittaa miten monta yk-
sikkoa tavoitefunktion arvo huononee, kun optimikantaan kuulumattoman paatosmuuttujan

x; arvoa kasvatetaan yhdelld yksikolla (eli u; = |0z/0x;]).

Seuraavaksi tutkimme tilannetta, jossa resurssia by on onnistuttu saamaan yksi ylimaarainen
yksikko (biest = P 4 1), Koska cpy ja B! eiviit ole muuttuneet, on myos

7 = ¢y B! muuttumaton. Siis
uust __ buusi __ alkup __ alkup
z =T =z + T =z + Vi
Tavoitefunktion arvo kasvaa siis maaralla v, = 7.

Maaritelma 2.9.2 Varjohinta (Shadow Price, Dual Price) v; = m; ilmoittaa miten
monta yksikkoa tavoitefunktion arvo paranee, kun niukkaa resurssia b; kasvatetaan

yvhdelld yksikolla ( eli v; = m; = |0z/0b;]).

Redusoitu kustannus u; loytyy viimeisen simplex-taulun O-riviltd kantaan kuu-
lumattoman paatosmuuttujan x; sarakkeesta ja varjohinta v; l6ytyy viimeisen simplex-

taulun O-rivilta resurssia vastaavan pelivaramuuttujan s; sarakkeesta.

Esimerkki 2.9.1 Mustasaaren Saha Oy valmistaa kolmenlaisia puulaitureita. Yksin-
kertaisin perusmalli on suomalaiseen metsamaisemaan hyvin sopiva ponttooniratkaisu
”Forest Brut” (fb), hieman jéreAmpi on jéénkestévé ” Ultima Thule” (ut) ja vaativille
asiakkaille on suunniteltu ”Lady Manhattan” (Im). Ensin raakalauta hoylataan ja
katkotaan maaramittaan hoylaamossa, sitten hoylatyt laudat lahosuojataan maalaa-
mossa ja lopuksi laiturielementit kootaan naulaamossa. Kunkin tuotteen myyntihinta,

raaka-ainekustannus ja tyon maarat eri osastoilla on koottu seuraavaan taulukkoon.

Lady Manhattan | Ultima Thule | Forest Brut
myyntihinta (€) 400 310 130
rakaa-ainekust (€') 100 60 30
naulaamo (h) 8 6 1
hoylaamo (h) 1 2 1,5
maalaamo (h) 2 3 0,5




Tyon hinnaksi (sivukuluineen) laskemme 20 € /h. Niin saamme tuotteiden katteiksi

80 € jokaiselta Lady Manhattanilta, 30 € jokaiselta Ultima Thulelta ja 40 € jokaiselta

Forest Brutilta.

maalaamossa yksi. Kukin tyontekija tyoskentelee viikossa 40 tuntia. Paatosmuuttujat

2.9. Herkkyysanalyysi

Naulaamossa tyoskentelee kuusi tyontekijaa, hoylaamossa kaksi ja

240
80
40

#

240/8 = 30
80/1 = 80
40/2 = 20

80/(-1)
60/1.25
20/0.25

-80
48
80

<-- OPTIMI

ovat
x1, = viikossa valmistettavat Lady Manhattanit
r9 = viikossa valmistettavat Ultima Thulet
r3 = viikossa valmistettavat Forest Brutit
LP-malli
Max z = 80x; + 30xy + 40x3
ehdoin 8&r1 + bxy + T3 <
ry + 21’2 + 15:1,'3 S
2271 + 35172 -+ 05273 S
Simplex taulut ovat
#
rivi | -z x1 x2 x3 sl s2 s3 BV RHS
0 1] -80|-30 -40 0 0 0|z = 0
1 0 8 6 1 1 0 0| s1= 240
2 0 1 2 1.5 0 1 0| s2= 80
3 0 2 3 0.5 0 0 1| s3= 40
#
rivi | -z x1 X2 x3 s1 s2 s3 BV RHS
0 1 0 90 -20 0 0 40 | z = | 1600
1 0 0 -6 -1 1 0 -4 | s1= 80
2 0 0]0.5]1.25 0 1| -0.5]| s2= 60
3 0 111.5(10.25 0 0 0.5 | x1= 20
rivi | -z x1 x2 x3 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 98 0 0 16 32 | z = | 2560
1 0 0] -5,6 0 1 0,8 ]| -4,4 | s1= 128
2 0 0 0,4 1 0 0,8] -0,4 | x3= 48
3 0 1 1,4 0 0| -0,2 0,6 | x1= 8

Optimiratkaisu on siis valmistaa 8 Lady Manhattania ja 48 Forest Brutia viikossa,
jolloin kate on 2560 € viikossa. Naulaamon tyoresurssista jad 128 tuntia muuhun

kéyttoon (noin 3 tyontekijad).
Seuraavassa on vertailun vuoksi LINDO-ohjelman antama ratkaisu ja ”sensitivity

report”:
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1
IMalli:
!
Max 80x1 + 30x2 + 40x3

subject to

naulaamo) 8x1 + 6x2 + x3 <= 240
hoylaamo) x1 + 2x2 + 1.5x3 <= 80
maalaamo) 2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

end

!Sensitivity Report:

LP OPTIMUM FOUND AT STEP

2

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 2560.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 8.000000 0.000000
X2 0.000000 98.000000
X3 48.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
NAULAAMO) 128.000000 0.000000
HOYLAAMO) 0.000000 16.000000
MAALAAMO) 0.000000 32.000000
NO. ITERATIONS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

0BJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE
X1 80.000000 80.000000 53.333332
X2 30.000000 98.000000 INFINITY
X3 40.000000 80.000000 20.000000
RIGHTHAND SIDE RANGES
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
NAULAAMO 240.000000 INFINITY 128.000000
HOYLAAMO 80.000000 40.000000 60.000000
MAALAAMO 40.000000 29.090908 13.333333
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A) Hoyladmon tyontekijé on tarjoutunut tekeméén ylityota 30 €':n tuntipalkalla. Kan-
nattaako ylityota teettaa?

Ratkaisu: Hoylaamon tyoaikaresurssin varjohinta voidaan lukea viimeisen simplex-
taulun O-riviltd so:n sarakkeesta: m = 16. (ks. my6s LINDO:n listaus, josta varjohinta

16ytyy nimelld 'Dual Price’.) Yrityksen kokonaishyoty yhdestd ylityGtunnista on

varjohinta — ylityolisa = 16€ — 10€ =6 €

Siis ylityota kannattaa teettdd! Kun paatos on tehty, neuvotellaan tyontekijan kanssa
ylityon maarasta. Jos tyontekija suostuu 10 ylityotuntiin viikossa, niin uusi ratkaisu
LINDO:lla on

Max 80x1 + 30x2 + 40x3

subject to
naulaamo) 8x1 + 6x2 + x3 <= 240
hoylaamo) =x1 + 2x2 + 1.5x3 <= 90 ! = 80 + 10
maalaamo) 2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

end

! ____________________________________________

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 2720.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 6.000000 0.000000
X2 0.000000 98.000000
X3 56.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
NAULAAMO) 136.000000 0.000000
HOYLAAMO) 0.000000 16.000000
MAALAAMO) 0.000000 32.000000

Malli ei nyt huomioi ylityolisaa 10-10€ = 100 €', joten todellinen kate on 2720€—
100€'= 2620€.

B) Markkinointiosasto vaatii, ettd sahan on tuotettava kaikkia tuotteita. Viikkopala-

verissa ehdotetaan, ettd myos Ultima Thulea valmistettaisiin viisi kappaletta viikossa.
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Mita tama ehdotus maksaisi yritykselle?
Ratkaisu: xo:n redusoitu kustannus (Reduced Cost) 16ytyy viimeisen simplex-taulun 0-
riviltd muuttujan z, sarakkeesta: us = 98 (¥'). Jos ehdotus toteutetaan, niin kustannus
on 5-98€ = 490 € viikossa. (Eli noin 19% kokonaiskatteesta.) Suhdetestilld voimme
tarkistaa, etta ehdotus on mahdollista toteuttaa.

128/(—5.6) < 0 el rajoita

48/0.4 = 120

8/1.4 = 5.7l =29 <b.17
Ehdotus on siis mahdollinen, mutta kustannuksesta pitda keskustella johtoryhméassa!

Uusi ehdotuksen mukainen ratkaisu ilman (ylity6td) olisi

ry = 1
Ty = 5
r3 = 46
s1 = 156
z = 2070

2.9.2 Perustapaukset graafisesti ja simplexilla

Seuraavissa esimerkeissa kaikissa on lahtokohtana LP-malli

maksimoi z; + o

ehdoin zy < 200 (1.rajoite)
dr; + 3z < 1280 (2. rajoite)
dry + xy < 960 (3. rajoite)

Mallin ratkaisu simplex algoritmilla on

#

z|xl x2 sl s2 s3 BV | RHS
of1f(-1 -1 O 0 0 z= 0
1({0] 0 1 1 0 0 | s1= 200 # 200/1 = 200
210 4 3 0 1 0 | s2=| 1280 1280/3 = 427
3(0]| 4 1 0 0 1 | s3= 960 960/1 = 960

#

z|x1 x2 sl s2 s3 BV | RHS
of1|-1 O 1 0 0 |z =]200
1{0] 0 1 1 0 0 | x2=] 200 200/0 = --
20| 4 0o -3 1 0 | s2=| 680 # 680/4 = 170
310| 4 0O -1 © 1 | s3=| 760 760/4 = 190
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Figure 2.1: LP-mallin kaypa alue.

z | x1 x2 si s2 s3 BV | RHS
o1 0 0] 1/4 1/4 0 z= | 370
10| 0 1 1 0 0 | x2= 200
210 1 0 -3/4 1/4 0 |x1=| 170
310 O 0] 2 -1 1 | s3= 80

Mallin optimikanta on siis BV = {1, s, s3}. Péatosmuuttujien ja tavoitefunktion

optimiarvot ovat

. = 170 .
{x2 ~ g0 T2 =370

Kriittiset resurssit ovat ensimmaéinen ja toinen (s; = 0, s = 0). Kolmatta resurssia

jaa kayttamatta 80 yksikkod (s3 = 80). Redusoidut kustannukset ja varjohinnat ovat

am (D) v=r= (1

LP-mallin kaypa alue on kuvassa 2.1 Mallin ratkaisu LINDO-ohjelmalla tuottaa seu-
raavan raportin

Max x1 + x2

subject to

R1) x2 <= 200
R2) 4x1 + 3x2 <= 1280
R3) 4x1 + x2 <= 960
end

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3
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OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 370.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 170.000000 0.000000
X2 200.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
R1) 0.000000 0.250000
R2) 0.000000 0.250000
R3) 80.000000 0.000000
NO. ITERATIONS= 3

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

0BJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 1.000000 0.333333 1.000000

X2 1.000000 INFINITY 0.250000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE
R1 200.000000 226.666672 40.000000
R2 1280.000000 80.000000 680.000000
R3 960.000000 INFINITY 80.000000

Esimerkki 2.9.2 Kriittinen resurssi muuttuu. Jos esimerkkimme ensimmainen
resurssi kasvaa arvosta 200 arvoon 250, niin kaypa alue laajenee ja tavoitefunktion
optimiarvo paranee. Koska nurkkapiste siirtyy, myos paatosmuuttujien optimiarvot

muuttuvat. Ks. kuva 2.2 Varjohinta

0z z:n muutos

mM=——=—
! 0b;y  by:n muutos

voidaan selvittaa kuvista, mutta helpommin ndemme varjohinna simplex-taulun O-

rivilta tai LINDO-listauksesta (Dual Price).
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Figure 2.2: Esimerkin 2.9.2 alkuperainen ja muuttunut kaypa alue.

Jos resurssi pienenee paljon, ei alkuperainen optimikanta saily kaypana. Missa vai-

heessa tama tapahtuu, eli missa rajoissa b, saa vaihdella ilman, etta kanta vaihtuu jos

kaikki muu mallissa pysyy muuttumattomana?

Toistetaan simplex-algoritmi siten, etta ensimmainen resurssi on nyt b; = 200 + d,

missd d on muutos alkuperéiseen. Simplex-taulut ovat

#
z|x1l x2 sl s2 s3 BV | RHS
of1(-1 -1 O 0 0 z= 0
110]| 0 1 1 0 0 | s1= 200 + d | #
20| 4 3 0 1 0 | s2=| 1280
3|10 4 1 0 0 1 | s3= 960
#
z|x1 x2 sl s2 s3 BV | RHS
of1(-1 © 1 0 0 |z=]200 +d
1{0] 0 1 1 0 0 | x2=| 200 + d
210 4 0O -3 1 0 | s2=|680 - 3d | #
310| 4 O -1 o0 1 |s3=|760 - d
z | x1 x2 si s2 s3 BV | RHS
o1 0 0] 1/4 1/4 0 z= | 370 + 0.25d
1({0] 0 1 1 0 | x2=|200 + d
210 1 0 -3/4 1/4 0 |x1=| 170 - 0.75d
310 O 0 2 -1 1 | s3= 80 + 2d
Ratkaisu on kaypa, jos
200+d > O d > —200
170 -0.75d > 0 &< d < 22667 & —40 < d < 226.67
80+2d > 0 d > —40
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Figure 2.3: Esimerkin 2.9.3 alkuperainen ja muuttunut kaypa alue.

Optimikanta muuttuu siis, jos b; kasvaa enemmaéan kuin 226.67 yksikkoa tai pienenee

enemman kuin 40 yksikkod. (Vertaa LINDO-raporttiin.)

Esimerkki 2.9.3 Ei-kriittinen resurssi muuttuu. Jos esimerkkimme kolmas resurssi
kasvaa arvosta 960 arvoon 1100, niin kdypa alue laajenee, mutta tavoitefunktion op-
timiarvo ei parane. Koska optiminurkka ei siirry, eivat myoskaan paatosmuuttujien

optimiarvot muuttu. Ks. kuva 2.3

Jos resurssi pienenee paljon, ei alkuperainen optimikanta saily kaypana. Missa vai-
heessa tdma tapahtuu, eli missé rajoissa b3 saa vaihdella ilman, etta kanta vaihtuu jos

kaikki muu mallissa pysyy muuttumattomana.

Toistetaan jalleen simplex-algoritmi siten, ettd kolmas resurssi on nyt b3 = 960 + d,

missd d on muutos alkuperaiseen. Simplex-taulut ovat

#

z|x1 x2 sl s2 s3 BV | RHS
of1-1 -1 O 0 0 z= 0
110 0 1 1 0 0 | s1= 200 #
210 4 3 0 1 0 | s2=| 1280
3(0]| 4 1 0 0 1 | s3= 960 + d

#

z|x1 x2 sl1 s2 s3 BV | RHS
oj1]-1 O 1 0 0 |z =1]200
110 0 1 1 0 0 | x2=| 200
20| 4 o -3 1 0 | s2=| 680 #
3(0]| 4 O -1 O 1 [ s3=(760 + d
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Figure 2.4: Esimerkin 2.9.4 alkuperainen ja muuttunut kaypa alue.

z | x1 x2 sl s2 s3 | BV | RHS
0110 O 1/4 1/4 0 z= | 370
110] 0 1 1 0 0 | x2=| 200
2|10 1 0 -3/4 1/4 0 |x1=| 170
310 0 O 2 -1 1 |s3=| 80 +d

Ratkaisu on kéypa, jos

80+d>04d>—80

Optimikanta muuttuu siis, jos bs vdhenee enemmén kuin 80 yksikkod. (Vertaa LINDO-

raporttiin.)

Esimerkki 2.9.4 Tavoitefunktion kerroin muuttuu. Jos tavoitefunktion z =
c1x1 + coxy kerroin ¢ kasvaa arvosta ¢; = 1 arvoon ¢; = 2, niin mallin graafinen
tarkastelu muuttuu (Ks. kuva 2.4.) Kéypé alue ei muutu, mutta tavoitesuoran kul-
makerroin muuttuu niin paljon, etta optiminurkka siirtyy. Haluammekin nyt selvittaa,
miten paljon ¢; saa muuttua ilman, ettd optimikanta vaihtuu. Simplex-ratkaisu muut-

tuu seuraavan kaltaiseksi.

#
z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
oOf1|-1-4d -1 O 0 0 z= 0
110 0 1 1 0 0 | si1= 200 # 200/1 = 200
2|0 4 3 0 1 0 | s2=| 1280 1280/3 = 427
3|0 4 1 0 0 1 | s3= 960 960/1 = 960
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#

Z x1 x2 81 s2 s3 BV | RHS
0]1]|-1-d 0 1 0 0 z = | 200
11]0 0 1 0 0 | x2=1| 200 200/0 = —-
210 4 0 -3 1 0 s2= | 680 # 680/4 = 170
3|0 4 0 -1 0 1 s3=| 760 760/4 = 190

z | x1 x2 si s2 s3 BV RHS
0|1 0 0 (1-3d)/4 (@(1+d)/4 O z= | 370 + 170d
110] O 1 1 0 0 | x2= 200
210 1 0 -3/4 1/4 0 | x1= 170
30 O 0 2 -1 1 s3= 80

Siis Kanta on edelleen kaypa ja se on optimaalinen, jos
((1-3d)/4>0 ja (1+d)/4>0)<= -1<d<1/3

(Vertaa LINDO-raporttiin.)

2.9.3 Herkkyysanalyysia matriisitekniikalla

Seuraavassa tutkimme Mustasaaren Saha Oy:n tuotevalintaongelmaa (esimerkki 2.9.1).

Yleisesti LP-ongelma voidaan esittaa muodossa

Max z = cLyXpy + CnpyXNBY
ehdoin Bxgy + Nxygyr = b
XBv > 0
xypy = 0
missa nyt
I 8 i) 0
Xy = | T3 | = 48 y XNBV — S9 =10 z* = 2560
S1 128 S3 0
c1 80 Co 30 240
Cpy — C3 = 40 CNBYV = Ss2 = 0 ,b = 80
Cs1 0 Cs3 0
8 1 1 6 0 0 0 —
B=|1 15 0|, N=]2 1 0 0 —0 4
2 05 0 3 0 1 1 —4.4
0
W:CBVB ! =(80 40 0)|0 —04 (0 16 32)
1 —4.4
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Esimerkki 2.9.5 Jos toinen resurssi (kriittinen) muuttu méérén d, niin

muuttuu

el muutu

b

c, BN, B! 7 =cz,B™!

XBy = Bilb,

nollariviygy = 7N — ¢y gy

— T

Jos muutos on 10 yksikkod (be = 80 + d = 90), niin kantaratkaisu

0 —02 0.6 240 6 0
xgy =B7'b=[0 08 —04 9 =[5 |>]0
1 08 —4.4 40 136 0

on kaypa, ja koska O-rivi el muutu, se on optimaalinen. Miten paljon b, saa muuttua

ilman kannan vaihtumista, nahdaan ehdosta

0 —-0.2 0.6 240 8 —0.2d 0
xgy = B7'b = 0 08 —-0.4 80+d|=]| 48408 | > 10
1 08 —4.4 40 128 + 0.8d 0
d < 40
& d > —60 < —-60<d<40
d > —160

(Vertaa LINDO-raporttiin) Jos ehto toteutuu ja kanta ei vaihdu, niin muuttunut

tavoitefunktion arvo on

240
z = 7b=(0 16 32)|80+d
40

240 0

= (0 16 32)| 8 |+ (0 16 32)(d

40 0

= 2560 + 16d

Jos kanta ei vaihdu kriittisen resurssin muuttuessa, niin silti paatéosmuut-

tujien optimiarvot ja tavoitefunktion optimiarvo muuttuvat.

Esimerkki 2.9.6 Jos ensimmaéinen resurssi (ei-kriittinen) muuttu méirén d, niin

muuttuu ei muutu
T — _ T p-1
b c, BN, B m=cg,/B
XBy = Bilb, nollariviygy = 7N — cyBy
_ T
2 = CpyXBV
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Jos muutos on 10 yksikkda (b; = 240 + d = 250), niin kantaratkaisu

0 —02 06 250 8 0
xpy =B'b=|0 08 —04 80 | =148 |1 >10
1 08 —44 40 138 0

on kaypa, ja koska O-rivi ei muutu, se on optimaalinen. Miten paljon b; saa muuttua

ilman kannan vaihtumista, nahdaan ehdosta

0 —02 06 240 +d 8 0
xpy =B7'b = 0 08 -04 80 = 48 >10
1 08 —44 40 128 +d 0

& —128<d <0

Jos ehto toteutuu ja kanta ei vaihdu, niin tavoitefunktion arvo on

240 + d
» = 7b=(0 16 32)| 80
40
240 d
= (0 16 32)[ 80 |+(0 16 32)|0
40 0

= 2560

Jos kanta ei vaihdu ei-kriittisen resurssin muuttuessa, niin paatosmuuttu-

jien optimiarvot ja tavoitefunktion optimiarvo pysyvat muuttumattomina.

Esimerkki 2.9.7 Jos kantaan kuuluvan muuttujan kerroin tavoitefunktion lausek-

keessa ¢; muuttu maaran d, niin

muuttuu el muutu
__ 1 —1 —1
Cpy, ™ = cBVB b7CNBV7 B> N7 B )
nollariviygy = 7N — CI,BV xpy = B~ 'b
T
Z2 = CpyXBV

Jos muutos on 10 yksikkdad (c; = 80 + d = 90), niin 0-rivi menee muotoon

nollariviypy = cpyB™'N —cypy
0 —0.2 06 6 0 0
= (90 40 0)|0 08 —04 2 1 0|l—-(30 0 0)
1 08 —44 3 0 1

= (112 14 38)
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Koska kanta on kdypa (xpy > 0), ja koska O-rivilld ei ole negatiivisia lukuja, se
on edelleen optimaalinen. Miten paljon ¢; saa muuttua ilman kannan vaihtumista,

nahdaan ehdosta

nollariviygy = cpyB'N —cypy
0 —02 06 6 0 0
= (80+d 40 0)(0 08 —04 2 1 0]—-(30 0 0)
1 08 —44 3 01

1,4 —02 06

= (80+d 40 0)| 0,4 08 —04]|—(30 0 0)
~56 08 —44

— (128+1,4d 16—0,2d 32+0,6d) >0

128+1,4d > 0 d > —91.43
& 16—-0,2d > 0 &4 d < 80.00 & —53.33<d<80
32+0,6d > 0 d > —53.33

(Vertaa LINDO-raporttiin.) Jos kanta ei vaihdu kantaan kuuluvan paatésmuut-
tujan kertoimen muuttuessa tavoitefunktiossa, niin padtosmuuttujien opti-

miarvot eiviat muutu mutta tavoitefunktion optimiarvo muuttuu.

Esimerkki 2.9.8 Jos kantaan kuulumattoman muuttujan kerroin tavoitefunktion lau-

sekkeessa co muuttu maaran d, niin

muuttuu el muutu
T T @1
CNBV b,cgy, BN, B™, m=cp,B
nollariviNBv =N — C—Z\FIBV Xpy = B~ 'b
T

Jos muutos on 10 yksikkdéd (c2 = 30 + d = 40), niin 0-rivi menee muotoon

nollariviypy = 7N —crnpy
6 0 0
= (0 16 32)|2 1 0]|—(40 0 0)
3 01
= (8 16 32)

Koska kanta on kdypad (xpy > 0), ja koska O-rivilld ei ole negatiivisia lukuja, se

on edelleen optimaalinen. Miten paljon ¢, saa muuttua ilman kannan vaihtumista,
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nahdaan ehdosta

nollariviygy = 7N —cypy
6 0 0
= (0 16 32)|2 1 0|—(30+d 0 0)
3 01

= (128 16 32)—(30+d 0 0)
= (98—d,4d 16 32)>0

S —o0<d<98

(Vertaa LINDO-raporttiin.) Jos kanta ei vaihdu kantaan kuulumattoman pas-
tosmuuttujan kertoimen muuttuessa tavoitefunktiossa, niin paatosmuuttu-

jien optimiarvot ja tavoitefunktion optimiarvo eivat muutu.

Esimerkki 2.9.9 Jos useampi asia muuttuu yhtaikaa, eiviat LP-ohjelmat yleensa anna
mitadn valmista tulosta. Tutkitaan seuraavaksi Mustasaaren Saha Oy:n henkil6stoti-
lannetta. Johtoryhmaéassa on ehdotettu, ettd naulausosaston tyontekijoita koulutet-
taisiin maalaustyohon. Jos kurssi jarjestetddn, niin kertakustannus on 7000 € riip-
pumatta osallistujien maarasta ja koulutetut tyontekijat voivat koulutuksen jalkeen
tehda joko naulaustyotd tai maalaustyotd. Kannattaako koulutus jarjestad jos vaa-
dimme, ettd onvestoinnin tulee maksaa itsensa vuodessa?

Periaatteessa voimme merkita nain koulutettujen tyontekijoiden tyopanosta viikot-

taista tyopanosta maalaamossa d:lla, jolloin rajoitteiden RHS on

240 —d
b= 80 +d
40

ja tarkastella ongelmaa kuten edelld. Nyt kuitenkin emme ole viilaamassa tulosta
pienin askelin, vaan olemme valmiit tekemaan isojakin muutoksia. Tulkitaan d paa-

tosmuuttujaksi ja ratkaistaan optimointiongelma

Max z = 80x; + 30xy + 40x3
ehdoin 8xr1 + bxy + s < 240—d
r1 + 229 + 1bx3 < 80+d
2.]31 + 3.732 + 055(33 < 40
d < 128
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Max z = 80x; + 30xy + 40x;
ehdoin 8r1 + 6xy + rs + d < 240
& r1 + 2z9 + 1bz3 — d < 80
2¢1 + 3x2 + 0.5zs < 40
d < 128

LINDO:n antama ratkaisu on

max 80x1 + 30x2 + 40x3
st 8x1 + 6x2 + x3 + d <= 240
x1 + 2x2 + 1.5x3 - d <= 80
2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40
d <= 128
! __________________________________
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 3200.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.000000 80.000000
X2 0.000000 210.000000
X3 80.000000 0.000000
D 40.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 120.000000 0.000000
3) 0.000000 0.000000
4) 0.000000 80.000000
5) 88.000000 0.000000

Koulutuksen tuoma etu yritykselle on siis 3200 - 2560 = 640 ( €/ viikko), josta kertyy
vuodessa noin 40 x 640 = 25600 €. Koulutus siis kannattaa.
Jos imagosysitd haluamme jatkaa Lady Manhattanien tuotantoa (ainakin 5 vi-

ikossa), niin lisidmme malliin vield yhden rajoitteen

Max z = 80x;y + 30xy + 40x3

ehdoin 8r; + 6xy + zzs + d < 240
z1 + 2z9 + 1bxz3 — d < 80

2r1 + 3x2 + 0.5z3 < 40

d < 128

T Z 5

LINDO:n antama ratkaisu on



max 80x1 + 30x2 + 40x3

st 8x1 + 6x2 + x3 + d <= 240
x1 + 2x2 + 1.5x3 - d <= 80
2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

d <= 128

x1 >= 5

end

! __________________________________

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 2800.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 5.000000 0.000000
X2 0.000000 210.000000
X3 60.000000 0.000000
D 15.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 125.000000 0.000000
3) 0.000000 0.000000
4) 0.000000 80.000000
5) 113.000000 0.000000
6) 0.000000 -80.000000

Koulutuksen tuoma etu yritykselle on siis 2800 - 2560 = 240 (€' / viikko), josta

kertyy vuodessa noin 40 x 240 = 9600 €. Koulutus kannattaa siis tissakin tapauksessa.
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2.9 Duaalimalli

Normaalimuodossa olevan lp-mallin (Primaali)

Max 2 = ¢'x
(2.16) ehdoin Ax < b
x > 0
duaalt on Ip-malli
Min w = by
(2.17) ehdoin A'y > c
y = 0

Jos primaali on maksimointimalli, niin duaali on minimointimalli ( ja p&invastoin).
Jos primaalin resurssirajoitteet ovat tyyppia ”<”, niin duaalin resurssirajoitteet ovat
tyyppid ”>" (ja painvastoin). Siirryttéssé primaalista duaaliin ¢ ja b vaihtavat paikkaa
ja kerroinmatriisi A transponoidaan. Jos primaalissa on n muuttujaa ja m resurssira-

joitetta, niin duaalissa on m muuttujaa ja n resurssirajoitetta. Siis x € R" jay € IR™.

Esimerkki 2.9.1

PRIMAALT DUAALI
T
Max z=(1 2 3)|a Min  w=(10 11)<y1>
T3 Y2
T 4 7 1
ehd (i g g) | < (i?) ehd 5 8 <y1> > |2
3 6 9) ¥ 3
x > 0 y >0
tal perinteisemmin
PRIMAALT DUAALI
Max 2z =x1 + 223 + 323 Min 2z = 10y; + 11ys
ehd 4xq + Sz + 6253 < 10 ehd dyr + Ty > 1
7!E1+8[E2+9[E3 S 11 5?/14’8@/2 2 2
x1,%2,23 = 0 6y1 +9y2 = 3
yi,y2 = 0

Lause 2.9.1 Jos x on primaalin (2.16) kdypa ratkaisu ja y on duaalin (2.17) kidypa

ratkaisu, niin tavoitefunktion vastaaville arvoille patee

w=b'y>z=c'x
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Todistus: Lisataan primaaliin slack-muuttujat ja duaaliin excess-muuttujat
Ax+s = b =b'=x"AT+s" ja
Aly—e = ¢
Nyt
w—z = bly—c'x
= b'y—x'c
x' ATy +s'y —(x"ATy —x'e)

= sTy +x'e

> 0

Viimeinen matriisilauseke on ei-negatiivisten lukujen tulojen summana ei-negatiivinen.

/1]

Erityisesti optimiratkaisuille patee seuraava tulos.
Lause 2.9.2 Jos BV on primaalin (2.16) optimikanta, niin
7T = (cpyBH)T
on duaalin optimiratkaisu, ja tavoitefunktiot z ja w saavat optimeissa samat arvot.

Todistus: Olkoony = 7'. Tiedimme, etti primaalin simplex-ratkaisun optimitaulun
O-rivin kertoimet ovat ei-negatiivisia. Aiemmin johdimme lausekkeen O-rivin NBV-

osalle. Samoin nahdaan helposti, ettad koko O-rivi on
nollarivi = CEVB_IA —c'=7A—-¢c' >0
Nollarivin j:s kerroin (7 = 1,...,n) toteuttaa siis ehdon

TAe; — Cj Z 0
< QY1+ agye + ...+ GnilYn > Cj

Siis y = 7| toteuttaa duaalin resurssirajoitteet.

Seuraavaksi varmistamme, ettd y > 0. Koska oletimme, ettd primaalissa (2.16)

jokaiseen rajoitteeseen j = 1,...,m liittyy slack-muuttuja s;, ja slack-muuttujan ker-
roin O-rivilld on 0, niin nollarivin j:s kerroin (7 = n + 1,...,n + m) toteuttaa siis
ehdon

Ogﬂa.j—cjzwej—()

= y]20
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Siis y = 7 toteuttaa duaalin merkkirajoitteet.

Tavoitefunktioille patee
w = bTy = yTb =7b = Zoptimi-

Koska edellisen lauseen mukaan w ei voi enda saada parempaa arvoa, se on duaalin
tavoitefunktion optimiarvo. ///
Vastaavasti voidaan osoittaa, etta primaalin paatosmuuttujien optimiarvot ovat

samat kuin duaalinmallin varjohinnat.

Xprimaali = Tduaali

Tprimaali = Yduaali
* ok

’Zprimaali = Wayaali

Esimerkki 2.9.2 Olkoon tutkittavana LP-malli ja sen duaali

PRIMAALI DUAALI
Min z = 2021 + 1229 + 2123 Max z = 3y; + 2y
ehd 1+ a0+ 33 > 3 ehd y1+4y, < 20
414+ 209+ 23 > 2 Y1+ 2y, < 12
r1, 22,23 = 0 3yr +y2 < 21
y,y2 = 0

Primaalin ratkaisu simplex-algoritmilla. Ensin muodostetaan alkuratkaisu lisaa-
malla excess-muuttujat ja keinomuuttujat. Ensimmaiset kaksi rivioperaatiota muutta-

vat simplex-taulun kanooniseen muotoon (kantamuuttujien sarakkeet oikean nikoiset).
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#
rivi | -z x1 X2 x3 el e2 al a2 BV RHS
0 1 20 12 21 0 0 M M| -z= 0
1 0 1 1 3 -1 0 1 0 3 #
2 0 4 2 1 0 -1 0 1 2
#
rivi | -z x1 b x3 el e2 al a2 BV RHS
0 1| -M+20 | -M+12 [ -3M+21 M 0 0 M| -z= -3M
1 0 1 1 3 -1 0 1 0| al= 3
2 0 4 2 1 0 -1 0 1 2 #
#
rivi | -z x1 X2 x3 el e2 al a2 BV RHS
0 1 | -BM+20 | -3M+12 | -4M+21 M M 0 0| -z= -5M
1 0 1 1 3 -1 0 1 al= 3
2 0 4 2 1 0 -1 0 1| a2= 2
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3/1=3
# 2/4=0.5

Nyt simplex-taulu on kanoonisessa muodossa. Seuraavaksi edetdaan normaalisti. Keino-

muuttujat hylataan heti, kun ne ovat poistuneet kannasta.

# 0.909

Duaalin ratkaisu simplex-algoritmilla.

simplex-taulun, joka ratkaistaan normaalisti.

#
rivi w| yi y2 si s2 s3 BV | RHS
0 1 -3 | -2 0 0 0|w-= 0
1 0 4 1 0 0| si1= 20
2 0 2 0 1 0 | s2= 12
3 0 1 0 0 1| s3= 21 #

20
12

#
rivi | -z x1 x2 x3 el e2 al a2 BV RHS
0 1 0] -0.5M | -2.75M -0.25M O|1.25M | -z= | -2.5M
+2 +16 +5 -5 -10
1 0 0 0,5 2,75 -1 0,25 1|-0,25 | a1= 2,5
2 0 1 0,5 0,25 0 -0,25 0 0,25 | x1= 0,5
#
rivi | -z x1 x2 x3 el e2 BV RHS
0 1 0] -0,909 05,8182 | 3,5455 | —z= | -24,545
1 0 0]0,1818 1|-0,364 | 0,0909 | x3= 0,9091 5
2 0 1| 0,4545 00,0909 | -0,273 | x1= 0,2727 # 0.6
rivi | -z x1 X2 x3 el e2 BV RHS
0 1 2 0 0 6 3| —z= -24 <-- QOPTIMI
1 0f-0,4 0 1|-0,4 0,2 | x3= 0,8
2 0 2,2 1 0 0,2 -0,6 | x2= 0,6

Duaalimallista saa suoraan kanoonisen
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#
rivi w| yi y2 s1 s2 s3 BV | RHS
0] 1 0 -1 0 0 1|ws= 21
1 0 0| 3,6667 1 0]-0,333 | si1= 13 3.5455
2 0 01,6667 0 11]-0,333 | s2= 5 # 3
3 0 10,3333 0 00,3333 | y1= 7 21
rivi | w| yi y2 sl 82 s3 | BV | RHS
0 1 0 0 0 0,6 0,8 |w= 24 <-- OPTIMI
1 0 0 0 11]1-2,2 0,4 | si1= 2
2 0 0 1 0 0,6 |-0,2 ) y2= 3
3 0 1 0 0] -0,2 0,4 | y1= 6
Tulosten vertailua:
x 0
. . ! , et 6 .
primaalille o | =106 | ja )= ja z=24
5 3
I3 0.8
mé 0
. v\ _ (6 . d | _ . _
duaalille =13 ja |5 | =106 jaw=24
92 md 0.8

Primaalin ratkaisu voidaan siis tassa tapauksessa saada esiin huomattavasti helpommin
ratkaisemalla duaali kuin ratkaisemalla primaali itse. Tata ilmiota kaytetdan eraissa
simplex-algoritmin muunnelmissa, joita emme nyt kuitenkaan lahemmin esittele.
HUOMAUTUS: Eraat tietokoneohjelmat kayttavat varjohinnalle maaritelma m; =
0z/0b;. Silloin minimointitehtdvéin varjohinnat ovat negatiivisia tai nollia.
Koska edelld muutimme primaalin maksimointitehtavaksi ennen simplex-tauluja,
saimme optimitaulun O-riville positiiviset kertoimet. Seuraavassa vertailun vuoksi

LINDO:n ratkaisu primaalille ja duaalille.

IPRIMAALT

Min 20x1 + 12x2 + 21x3

st

rl) x1 + x2 + 3x3 >= 3

r2) 4x1 + 2x2 + x3 >= 2

end

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 24.00000

VARIABLE VALUE REDUCED COST



X1
X2
X3

2.9. Duaalimalli

0.000000
0.600000
0.800000

ROW  SLACK OR SURPLUS

R1)
R2)

NO. ITERATIONS=

rl) yl + 4y2 <=
r2) yl + 2y2 <=
r3) 3yl + y2 <=
end

LP OPTIMUM FOUND

0.000000
0.000000

20
12
21

AT STEP 2

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 24.00000
VARIABLE VALUE

Y1 6.000000

Y2 3.000000

ROW  SLACK OR SURPLUS

R1)
R2)
R3)

NO. ITERATIONS=

LINDO ilmoittaa siis primaalin varjohinnat negatiivisina.

2.000000
0.000000
0.000000

2.000000
0.000000
0.000000

DUAL PRICES
-6.000000
-3.000000

REDUCED COST
0.000000
0.000000

DUAL PRICES
0.000000
0.600000
0.800000
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Tama saattaa aiheuttaa

hamminkia, jos ei tieda asiaa. MUISTA: Ohjelmien toiminnassa on eroja - jotkut

ohjelmat ilmoittavat minimointitehtavan varjohinnat ei-posititvisina, jotkut ei-negatii-

VISING.
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2.10 DEA-analyysi

DEA-malli (Data Envelopment Analysis) kuvaa usean toimintoyksikon tehokkuuksia.
DEA-mallista esitellaédn kaksi versiota CCR-malli Charnes, Cooper ja Rhodes, 1978
ja BCC-malli Banker, Charnes ja Cooper, 198/. Seuraavassa mallit kuvataan melko
nai’villa tavalla. (Lisda tietoa aiheesta 10ytyy esimerkiksi kirjasta: Cooper, Seiford
& Tone (2000). "Data Envelopment Analysis, A Comprehensive Text with Models,
Applications, References and DEA-Solver Software”, Kluver Academic Publishers.)

2.10.1 Tehokkuus suhteena ja graafeina

Yleensa tehokkuutta mitataan suhteena

tput
tehokkuus = outpt

input

Jos pienia korva-leikkauksia tekevalla laakariasemalla, joka suorittaa kuukaudessa 100
leikkausta, on leikkaavia kirurgeja 4, niin leikkaussalin tehokkuutta voidaan kuvata

suhteella.
100 leikkausta

4 kirurgia

= 25 leikkausta kuukaudessa per kirurgi

Jos huomioon otettavia tuotos-komponentteja on useita (korva-leikkausten lisiksi kasvo-
jen kohotus-leikkauksia) ja panos-komponentteja on useita (leikkaavien kirurgien lisdksi

muu leikkaussalihenkilokunta), merkitaan

y1 = korvaleikkausten lkm/kk 1, = kasvojen kohotusten lkm/kk
r1 = kirurgien lkm o = hoitajien lkm.

Nopea arvio laakarikeskuksen leikkaussalin tehokkuudelle on

Y1+ Yo
x1+ 1o

Toisaalta laakarikeskuksen taloudesta vastaavat todennakoisesti nakevat paremmaksi

tehokkuusmitaksi suhteen
y1 + 632

102 + 225
missa tuotosten lukumaaria on painotettu suhteessa yksikkohintoihin ja panoksia on
painotettu suhteessa yksikkokustannuksiin. Tassa on viela suhteellisen helppo loytaa
jarkevat painokertoimet, mutta sitten kun verrataan kahden tai useamman keskenaan
kilpailevan laakarikeskuksen tehokkuuksia keskenaan on lahes mahdotonta loytaa kaikkien

hyvaksymia painokertoimia. Tahan ongelmaan tulemme pian loytaméaan nerokkaan
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B
8 L
=

4 1 ®

= tehokas rintama F
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Figure 2.16: Kauppojen A,...,G tehokkuusvertailu.

ratkaisun. Sita ennen tarkastelemme muutamaa yksinkertaista perustapausta graafis-

esti.

Yksi tuotos yksi panos: Tarkastellaan esimerkkind kauppoja (A,...,G), joiden hen-

kilokunnan lukumaéara ja kuukausimyynti on taulukoitu seuraavaan taulukkoon.

kauppa A B C D E F G
tyovoima (hlo) 3 4 4 5 6 7 8
myynti (10000 €) 2 3 4 4 3 4 5
myynti/tyévoima 0,667 0,75 1 0.8 0,5 0,571 0,625

Taulukosta nahdaan, etta tehokkain kauppa on C. Taulukon tiedot on esitetty graafis-
esti kuvassa (2.16). Kuvaan on merkitty tehokas rintama (Efficient Frontier), jolla
sijaitsevat yksikot ovat yhta tehokkaita, kuin aineiston tehokkain.

Kaupalla A on kaksi luontevaa tapaa péaasta tehokkaalle rintamalle:

1. Siirtya vaakasuorassa suoralle, eli myydéaan yhta paljon kuin ennenkin, mutta

vahennetaan henkilokuntaa yhdella.

2. Siirrytaan pystysuorassa suoralle, eli pidetdan henkilokunna maara ennallaan,

mutta myydéaén yksi yksikko (10000 €') enemmén kuukaudessa.
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Figure 2.17: Kaupan A tehokkuuden parantaminen.

Yksi tuotos kaksi panosta: Tarkastellaan esimerkkind kauppoja (A,....I), joiden
henkilokunnan lukumaara, lattiapinta-ala ja kuukausimyynti on taulukoitu seuraavaan

taulukkoon.

kauppa A-B C D E F G H 1
tyovoima 7 28 16 20 2 15 10 11 24
lattia-ala 6 12 2 10 4 6 3 5 10
myynti 2 4 2 5 1 3 2 2 4

Kun tyovoima ja lattia-ala suhteutetaan myyntiin, saadaan taulukko

kauppa A B CDEVF G H I
tyovoima/myynti 3.5 7 8 4 2 5 5 55 6
lattia-ala/myynti 3 3 1 2 4 2 15 25 25

Taulukon tiedot on esitetty graafisesti kuvassa (2.18).

Kuvaan piirretty tehokas rintama on murtoviiva, joka kulkee havaintopisteiden
(nyt E, D, G ja C) kautta siten, ettd murtoviiva on laskeva ja loiveneva (siis kon-
veksi) ja kaikki havaintopisteet ovat murtoviivalla tai sen yldpuolella (oikealla puolella).
Tehokkaan rintaman vasen jatke on pystysuora ja oikea jatke on vaakasuora.

Suhtaudumme nyt tehokkaan rintaman ylapuolella olevaan alueeseen kuin kdypaan
alueeseen. Koska aineisto sisaltaa useamman kauppiaan tiedot, ja jokainen kauppias
varmasti tekee parhaansa, niin oletamme etta ainakin muutama kauppiaista on saanut
liikkeensé toiminnan niin tehokkaaksi kuin se on mahdollista. Siis murtoviiva (tehokas
rintama) kuvaa melko hyvin mahdollisten toimintapisteiden joukkon reunaa. Miten

tahansa kauppias painottaakin paatosmuuttujia
ry = tybvoima / myynti

xy = lattia-ala / myynti
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45

35 4

25 4

15 4

lattia-ala / myynti

05 4

tydvoima /myynti

Figure 2.18: Kauppojen tehokkuusvertailu. Tehokas rintama EDGC.

niin kauppias pyrkii minimoimaan painotetun panos-tuotos -suhteen
min z = c1x1 + a2

Mitka tahansa kauppiaan valitsemat painokertoimet ¢; ja co ovatkin, niin optimi loytyy
kayvan alueen reunalta eli lahelta tehokasta rintamaa. Nyt emme kuitenkaan korosta
nurkkapisteita, silla murtoviiva on vain karkea estimaatti. Oikea kayvan alueen reuna
on siled, emmeka tunne sen tarkkaa sijaintia.

Kuvassa (2.19) on esitetty havaintopisteen H asema suhteessa tehokkaaseen rinta-
maan. Kaupan H tehottomuutta voidaan kuvata suhteella OP/OH ~ 0.76. Taméa
luku kuvaa nykyisen myynnin suhdetta tehokkaaseen myyntiin, joka nykyisin panoksin
johtaisi graafissa tehokkaalle rintamalle. Jos esimerkiksi kauppias H haluaa parantaa
kauppansa tehokkuuslukuja, niin hanella on kolme perustapaa parantaa tehokkuutta

ja kaikki niiden yhdistelmat:

1. Vahennetaan henkilokuntaa. Jos lattia-ala ja myynti eivat muutu, niin piste

H siirtyy vaakasuorassa pisteeseen Pj.

2. Vahennetaan lattia-alaa. Jos henkilokunta ja myynti eivat muutu, niin piste

H siirtyy pystysuorassa pisteeseen P.

3. Lisataan myyntia. Jos henkilokunta ja lattia-ala eivat muutu, niin piste H

siirtyy janaa HO pitkin pisteeseen P.
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lattia-ala / myynti

tydvoima / myynti

Figure 2.19: aupan H tehokkuuden parantamisen vaihtoehtoja.

4. Tehdaan kaikki voitava. Kaikin tavoin pyritdan lisiamaan myyntia ja karsi-
maan kustannuksia, jolloin lopputulos on yhdistelma edellisista ja lopulta piste

H paatyy lahelle tehokasta rintamaa jonnekin alueelle P, DPGPs.

Yksi panos kaksi tuotosta: Tarkastellaan maahantuojien myyntiedustajia. Seu-
raavaan taulukkoon on kerdtty maahantuojien (A,...,G) asiakkaat, myynti (100000 €')

ja myyntiedustajien lukumaéarat.

kauppa A B C D E F G
asiakkaat 3 4 18 20 4 20 42
myynti 15 14 24 15 6 20 14
myyntiedust. 3 2 6 5 1 4 7

Kun luvut suhteutetaan myyntiedustajien maariin, saadaan taulukko

kauppa A B C D E F G
asiakk./myyntied. 1 2 3 4 4
myynti/myyntied. 5 7 4 3 6

Taulukon tiedot on esitetty graafisesti kuvassa (2.20).  Kuvat (2.18) ja (2.20)
nayttavat erilaisilta koska edellisessa minimoidaan panosten suhdetta tuotokseen ja
jalkimmaisessa maksimoidaan tuotosten suhdetta panokseen. Painokertoimien valinta

maaraa sen, mika osa tehokkaasta rintamasta koetaan parhaana.
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myynti‘myyntied

0 2 4 B g
asiakk/myyntied
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Figure 2.20: Maahantuojien myyntityon tehokkuusvertailu. Tehokas rintama BEFG.

myynti‘myyntied

0 2 4 a] g

asiakk/myyntied

Figure 2.21:

Maahantuojan C' tehokkuuden parantamisen vaihtoehtoja.



96 2. Lineaarinen optimointi

Kuvassa (2.21) on esitetty havaintopisteen C' asema suhteessa tehokkaaseen rin-
tamaan. Maahantuojan C' tehottomuutta kuvaa nyt suhde OC/OP. Jos tuotok-
set olisivat OP/OC-kertaiset, niin havaintopiste olisi tehokkaalla rintamalla. Luku
OC/OP kuvaa siis nykyisten tuotosten suhdetta sellaiseen tehokkaaseen tuotokseen,
joka nykyisella panoksella ja nykyisella tuotossuhteella johtaisi graafissa tehokkaalle
rintamalle.

Huomaa, ettd kummassakin esityksessa edelld tehokkaalla yksikolla tehokkuus on

tasan 1 ja tehottomalla yksikolla tehokkuus on < 1.

2.10.2 CCR-mallin perusmuoto

Vertailtavista yksikoista kdytamme nyt nimityksia DMU7, ..., DMU, (DMU="Decision
Making Unit”), joita on siis n kappaletta. Jokaiselta DM U:lta kirjaamme m panosta

ja s tuotosta, jolloin k:nnelle DMU':lle saamme panosvektorin x;, ja tuotosvektorin yy

Tk Y1k

Lok Yok
X = . ) Y. = .

Tmk Ysk

Panoksista ja tuotoksista vaadimme etta
1. kaikkien tulee olla ei-negatiivisia (z;, > 0, Vi, k, y;r > 0,V], k),
2. kaikista DM U :ista pitaa olla olemassa numeerinen data panoksista ja tuotoksista,

3. tavoittelemme suuria tuotoksia ja pienia panoksia.

4. EMME VAADI, etta kaikki pitaisi mitata rahassa, kunhan kaikkien DMU:iden
osalta kyseinen panos tai tuotos on mitattu samalla tavalla (esim. ”myonteisten

asiakaspalautteiden lukumadra kuukaudessa”).

Kun laskemme tehokkuustunnusluvun laskemme panoksista ja tuotoksista painotetut

summart

tuotossummay ULY1k + Yok + - - . + UsYsk uTyk
tehokkuus, = = = —
panossummay, V1T1g + VoXop + ... + Uy Tonke V' X

siten, etta painokertoimet ovat ei-negatiivisia ja ainakin yksi u; eroaa nollasta ja ainakin
yksi v; eroaa nollasta. Koska DMU:t tuskin paasevat yksimielisyyteen oikeista pain-

okertoimista, toimimme seuraavalla tavalla:
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CCR-mallin suhdemuoto. Tutkitaan DMU:t yksi kerrallaan ja merkitaan tutkit-
tavaa DMU ta indeksilla o. Yksikon DMU, osalta etsimme parhaat mahdolliset pai-

nokertoimet, eli ratkaisemme optimointitehtavan

U1Y1o + U2Y20 + ...+ UsYso

max 0=
V1T1o + V2T2p + ... + U Tomo
ULY1; + UoYai + . oo+ UsYss .
subject to 1Y) sl - ¥ Uslsy <1 (j=1,...,n)
V1215 + VaX2; + ...+ UmTmyj
u#0u > 0
v0,v > 0

Maksimoimme siis DM U,:n tehokkuussuhdetta ehdolla, ettd minkdan DMU:n te-
hokkuussuhde samoin painokertoimin ei ylita arvoa 1. Suurin tavoitefunktion mah-
dollinen arvo on siis 1. Jos tavoitefunktio saa optimissa arvon yksi, loytyy DMU,:lle
sellaiset tuotosten ja panosten painokertoimet, etta D MU, on kiistatta paras nailla pai-
nokertoimilla laskien. Tassa tapauksessa on luontevaa sanoa, etta DMU, on tehokas.
(Jatkossa vaadimme hieman enemmén.)

Jos tavoitefunktion optimiarvo on alle yhden, 10ytyy aina tehokkaampi DMU, va-
litaan painokertoimet miten tahansa. Silloin sanomme, ettda DMU, on tehoton ja

tavoitefunktion optimiarvo (< 1) kuvaa tehottomuuden mééraa.

CCR-mallin LP-muoto. Edella ratkaistu optimointitehtava ei ole lineaarinen. Li-
siksi osoittautuu, ettd vaikka tavoitefunktion # optimiarvo onkin yksikésitteinen, niin
paatosmuuttujien uq, ..., us, v1,. .., v, arvot eivat ole yksikéasitteiset. Siksi asetamme

lisaehdon

VT1o + Vo2 + ... +F UnTimo = 1

ja muutamme optimointitehtavan LP-malliksi

max 0 =u1y1o + ... + UsYso
subject to VT1o+ oo+ UnTme = 1
WY+ Fusys; < vzt Ve, (G=1,....n)
u#0,u > 0
v#0,v > 0

Joskus tama LP-malli kirjoitetaan matriisimuotoon

max u'y,
st v'x,

u'Y vIX

IA I
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Maaritelma 2.10.1 CCR-tehokkuus: DMU, on CCR-tehokas, jos tavoitefunktion

optimiarvo on #* = 1 ja on olemassa ainakin yhdet optimaaliset u* ja v* siten, etta

u* > 0jav>0.

Huomaa, ettd tassa teknisessa maaritelmassa vaaditaan hieman enemman kuin
edella tekstikappaleen luontevassa kuvailussa. CCR-tehokkuus edellyttaa, etta tavoite-
funktio saadaan ykkoseksi positiivisilla painokertoimilla. Téama vaatimus sulkee eraita
erikoistapauksia CCR-tehokkuuden ulkopuolelle.

Jos esimerkiksi DM U, tuottaa tuotosta, jota muut DMU:t tuottavat hyvin pienina
madarina, niin DMU,:n on mahdollista tehda tavoitefunktionsa arvo ykkoseksi, vaikka
DMU, todellisuudessa olisi hyvin tehoton. Jos taméa edellyttaa 0-painoja, ei DMU,
tayta CCR-tehokkuuden ehtoja.

Esimerkki 2.10.1 Tarkastellaan neljaa yritysta, joista kukin kayttaa kahta panosta

ja tuottaa kolmea tuotosta. Olkoon data

DMU1 | DMU2 | DMU3 | DMU4

panosl 5) 8 7 13
panos2 14 15 12 30
DMU1 | DMU2 | DMU3 | DMU4
tuotosl 9 5 4 6
tuotos2 4 7 9 12
tuotos3 16 10 13 20

Silloin yrityksen 1 tehokkuus lasketaan CCR mallin LP-muodosta

(DMU,) max 6 = 9uy + 4us + 16u;

subject to Sv1 + 1dvy = 1
9U1 + 4:U2 + 1GU3 S 51)1 + ]_4:1)2
Sujp + Tug + 10us < 8vy + 150,
dug + Yue + 13us < Tvg + 1209
6uy + 12ug + 20us < 13w + 300y
u#0,u > 0
v£0,v > 0

Taman mallin ja muita DMU:ita koskevien vastaavien mallien ratkaisut ovat seu-
raavassa LINDO-listauksessa

max 9ul + 4u2 + 16u3 ! DMU1
st
psum) 5vl + 14v2 =1



DMU1) 9ul
DMU2) 5ul
DMU3) 4ul
DMU4) 6ul
end

LP OPTIMUM

+ 4u2 +
+ Tu2 +
+ 9u2 +
+ 12u2 +

FOUND AT

2.10. DEA-analyysi

16u3 -
10u3 -
13u3 -
20u3

1

STEP

bvl - 14v2 <
8vl - 15v2 <
Tvl - 12v2 <
3vi 30v2 <=

o on
O O O O

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1.000000 -->

VALUE

0.
.000000
.000000
.200000
.000000

O O O O

111111

DMU1 ON TEHOKAS !!

REDUCED COST
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

16v2 =
4u?2
Tu2
9u2
12u2

+ + + + o+
+ + + +

FOUND AT

20u3 -1

STEP

vl - 14v2 <= 0

8vl - 15v2 <=0

7vl - 12v2 <= 0

3vl - 30v2 <= 0
2

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

0.7733333 ---

VALUE

0.
.0563333
.000000
.000000
.066667

o O O O

080000

> DMU2 EI OLE TEHOKAS

REDUCED COST

0.000000
.000000
.784615
.248205
.000000

O O N O

1)
VARIABLE
U1
U2
U3
Vi
V2
max 5ul
st
psum) 8vl
DMU1) 9ul
DMU2) b5ul
DMU3) 4ul
DMU4) 6ul
end
LP OPTIMUM
1)
VARIABLE
U1
U2
U3
Vi
V2
max 4ul
st
psum) 7vl
DMU1) 9ul

DMU2) b5ul

+ 12v2 =
4u?2
+ Tu2

+

16u3 -
10u3 -

5vl - 14v2 <= 0
8vl - 15v2 <=0

99
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DMU3) 4ul + 9u2 + 13u3 - 7vl - 12v2 <= 0
DMU4) 6ul + 12u2 + 20u3 - 13vl - 30v2 <= 0

end
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 1.000000 ---> DMU3 ON TEHOKAS
VARIABLE VALUE REDUCED COST
U1 0.100000 0.000000
U2 0.066667 0.000000
U3 0.000000 0.000000
Vi 0.000000 0.000000
V2 0.083333 0.000000
! _________________________________________________
max 6ul + 12u2 + 20u3 I DMU4
st
psum) 13vl + 30v2 = 1
DMU1) 9ul + 4u2 + 16u3 - 5vl - 14v2 <=0
DMU2) 5ul + 7u2 + 10u3 - 8vl - 15v2 <=0
DMU3) 4ul + 9u2 + 13u3 - 7vl - 12v2 <=0
DMU4) 6ul + 12u2 + 20u3 - 13vl - 30v2 <= 0
end
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 0.7558528 ---> DMU4 EI OLE TEHOKAS
VARIABLE VALUE REDUCED COST
U1 0.000000 1.217391
U2 0.039298 0.000000
U3 0.014214 0.000000
Vi 0.076923 0.000000
V2 0.000000 4.414716

Siis DMU, ja DMUj; ovat tehokkaita. Lisaksi ne ovat CCR-tehokkaita. Vaikka
LINDO:n antamassa tuloksessa optimipainokertoimissa onkin nollia, niin naiden ker-
toimien redusoidut kustannukset ovat kaikki nollia, joten painokertoimia voidaan hie-

man kasvattaa (pieni muutos riittdd) ilman, ettd tavoitefunktion arvo huononee.



2.10. DEA-analyysi

Esimerkki 2.10.2 CCR-mallin matriisimuoto

max 60 =u'y,
st vix, = 1
'Y < v'X
saa edellisella aineistolla DM U;:n tapauksessa tulkinnan
9
max 0= (u; wus wug)| 14
16
st (vy U2)<154> =1
9 5 4 6
( Ui Uz Us ) 4 7 9 12 < ( (%1
16 10 13 20
eli
max 0 = Yuy + 4duq + 16us
subject to 51 + 14vy =
Qui + 4us + 16uz <
5’LL1 + 7U2 + 10%3 <
duq 4+ Yug 4+ 13ug <
6U1 + 12U2 + 20U3 S

U><5 8 7
27\14 15 12

1

5U1 + 141}2
8uy + 15v9
T + 1209
131}1 + 301)2

13
30

)
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Jokainen CCR-mallin LP-muodon rajoitteista 2,...,n + 1 vastaavat DMUta. Jos

D MUj-rajoite toteutuu yhtalona, eli vastaava slack-muuttuja saa arvon s, = 0, niin
vastaava D MU, on tehokas DMU,:n parhailla painokertoimilla. Jos lisaksi DM U, on

CCR-tehokas niin sanomme, etta se on DM U,:n referenssiyksikko. Referenssiyksikoita

on yleensd useampia ja ne muodostavat referenssijoukon, eli vertaisryhmdn (reference

set, peer group).

Esimerkki 2.10.3 Esimerkkina edella esitellyista kasitteista analysoidaan LINDO:n

avulla uudelleen kauppias-aineisto kappaleesta " yksi tuotos kaksi panosta”. Kauppiasta

A koskeva CCR-mallin LP-muoto on

(DMU,) max 0 = 2u,
subject to vy 4+ 6w
2U1 — 71)1 — 61)2
4U1 — 281)1 — ]_21)2
2U1 — 161)1 — 21)2
Su; — 20v; — 10w,
u, — 21 — 4vs
3u; — 1bvy —  6ws
2U1 - 101)1 - 31)2
2U1 - 111)1 - 51)2
du; — 24v; — 10v
u=#0,u

v#£0,v

IV IV AN IAINAIAINIAIAIAIA
CoO0 000000 OO
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LINDO-ratkaisu DMU 4:n optimointitehtavaan on

max 2ul

st

rl) vl + 6v2 =
dmud) 2ul - 7vl - 6v2 <=
dmuB) 4ul - 28vl - 12v2 <=
dmuC) 2ul - 16vl - 2v2 <=
dmuD) 5ul - 20v1 - 10v2 <=
dmuE) ul - 2vl - 4v2 <=
dmuF) 3ul - 15v1 - 6v2 <=
dmuG) 2ul - 10vl - 3v2 <=
dmuH) 2ul - 11vl - 5v2 <=

O O OO O O O O O =

dmul) 4ul - 24v1 - 10v2 <=
end
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 0.9230769
VARIABLE VALUE REDUCED COST
U1 0.461538 0.000000
Vi 0.076923 0.000000
V2 0.076923 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
R1) 0.000000 0.923077
DMUA) 0.076923 0.000000
DMUB) 1.230769 0.000000
DMUC) 0.461538 0.000000
DMUD) 0.000000 0.246154
DMUE) 0.000000 0.769231
DMUF) 0.230769 0.000000
DMUG) 0.076923 0.000000
DMUH) 0.307692 0.000000
DMUI) 0.769231 0.000000

Tuloksista nahdaan, etta kauppa A ei ole tehokas, § = 0.923 ja slack-muuttujien
arvoista ndhdéaén, ettd mahdollinen referenssijoukko on kaupat D ja F (vield pitda
tarkistaa niiden CCR-tehokkuus). Ratkaisemalla kaikki vastaavat LP-mallit LINDO:lla

saadaan seuraava taulukko
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DMU 0* vertaisryhma

A 0.9230769 D, E
B 0.6153846 D, G
C* 1.0000000 G
D* 1.0000000 G
E* 1.0000000 D
F 0.8888889 D, G
G* 1.0000000 D
H 0.7619048 D, G
1 0.7272727 D, G

* = CCR-tehokas

Kun taulukkoa vertaa kuvaan 2.18 huomaa etta taulukon antama kuva tilanteesta on
hyvin samanlainen kuin kuvan antama. CCR-tehokkaat kaupat muodostavat kuvan
tehokkaan rintaman. Kaupat A ja F' eivit ole kaukana tehokkaasta ja kaikkein tehot-

tomin on B. Myos vertaisryhmat tuntuvat kuvasta katsottuina luontevilta.

2.10.3 CCR-mallin duaali

Matriisimuotoisen CCR-mallin

(2.18) (LP,) max u'y,

(2.19) subject to vix, =1

(2.20) ~—v'X+u'Y <0
v>0,u>0.

duaalimalli on

(2.21) (DLP,) min 0

(2.22) subject to 0x, — XA >0

(2.23) YA >y,
A>0.

Se, etta mallit muodostavat primaali-duaali -parin, on ilmeistd vasta numeerisen esi-

merkin jalkeen.

Esimerkki 2.10.4 Esimerkin (2.10.1) neljan yrityksen panos ja tuotosmatriisit olivat

9 5 4 6
X::(ﬁl_i ]2 ég>5Y:: 4T 912
16 10 13 20
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CCR-mallin matriisimuoto (2.18)—(2.20) saa nyt siis DM U;:n osalta muodon

9
(2.24) (LP,) max (up uy u3)| 4
16
) 5
(2.25) subject to (v vy) (14> =1
5 8 7 13
(2.26) —(n “2)<14 15 12 30)
9 5 6
(2.27) +(up uy wd)| 4 7 121 <0
16 10 13 20
v>0,u>0.
joka on yhtapitava seuraavan LP-mallin kanssa
(LP,) max uy +  4duy + 16us
subject to bvy + 14w, <
— 51}1 — 141}2 + 9U1 + 4U2 + 16U3 S
— 8u; — 1buy + buy + Tux + 10us <
— Ty — 12v9 + 4u; + Yus + 13uz <
— 131}1 — 301}2 + 6U1 + 12U2 + 20U3 S
Taman mallin duaalimalli on
(DLP,) min 0
subject to 50 — bA — 8\ — TA3 — 13\ >
140 — 14X\, — 15Xy — 12X3 — 30N\, >
+ 9\ + B + 4Ny + 6N 2>
+ AN+ Th + 93 + 120\ >
+ 16X + 10Ny + 13X3 + 20N\, >

o O O o

~ o O O

16

Duaalimallin kaksi ensimmaista rajoitetta voidaan kirjoittaa matriisimuotoon

(1)~

Duaalimallin kolme viimeista rajoitetta voidaan kirjoittaa matriisimuotoon

5

8

7

13
14 15 12 30

>/\

v

& 0x, — X\ >

9 5 4 6
4 7 9 12| A
16 10 13 20

< YA

Siis LP-malli (2.21)—(2.23) on LP-mallin (2.18)—(2.20) duaali.

9
4
16

Yo
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Jatkamme esimerkkia ja etsimme duaalille tulkinnan. Olettakaamme, etta sijoittaja
aikoo ostaa osia yrityksista DMU, — DMU,. Sijoittaja ostaa osuuden \; yrityksesta
DMU;, j =1,2,3,4. Silloin sijoittajan omistukseen tulevan virtuaalisen yksikon panos

ja tuotosvektorit ovat

9 5 4 6
Yoirt = M| 4 | +X| 7T +X] 9 [+M]12]=YA
16 10 13 20

xar = (1) e (1) ( 172> (50 ) =X
Nyt sijoittaja haluaa loytaa sellaiset osuuskertoimet \;, etta virtuaaliyksikon tuotos
on vahintadn y, ja virtuaaliyksikon panoskulutus on vahemmaén kuin x,. Koska sijoit-
taja haluaa syntyvasta virtuaaliyksikosta mahdollisimman tehokasta, han ratkaisee

optimointitehtavan

min 0
subject to Xpirt = XA < 0%,
Yoirt = YA 2 ¥
A>0.

joka on sama kuin duaalimalli (2.21)—(2.23).
Koska primaalin ja duaalin tavoitefunktiot saavat optimissa samat arvot, antaa
alkuperainen CCR-malli ja sen duaali DM U':ille samat tehokkuusarvot. Duaalimallin

kertoimet \; antavat kertoimet lineaarikombinaatiolle

n
j=1
joka tuottaa yhta paljon kuin DMU,, mutta mahdollisimman pienin panoksin. Aina ei
tarvitse edes ratkaista duaalimallia erikseen, silla duaalimallin paatosmuuttujien arvot
(Aj:t) saadaan primaalin varjohinnoistal
Duaalimalli sopii hyvin tilanteisiin, joissa on realistista korvata tehoton DMU,

muiden lineaarikombinaatiolla. Aina ei ole mahdollista toimia nain.

Esimerkki 2.10.5 (1) Jos DMU':t ovat keskussairaalan osastoja ja gerontologian asasto
on havaittu tehottomaksi, niin ei ole jarkevaa jakaa osaston potilaita synnytys-, syopa-
ja sisatautiosastoille mallin antaman lineaarikombinaation mukaisesti.

(2) Jos DMU:t ovat autotehtaan alihankkijoita, niin on aivan realistista korvata teho-

ton alihankkija muiden lineaarikombinaatiolla.
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2.10.4 Kaksivaiheinen CCR-analyysi

Tahén asti esitellyn DEA-analyysin suurin heikkous on oletus kaiken datan positii-
visuudesta. Kéaytannossa joudutaan melkein aina tilanteeseen, jossa jonkin DMU:n
jokin panos- tai tuotos-komponentti saa arvon 0. Silloin CCR-tehokkuuden maéaritelméa
kaipaa vahvistusta.

Yksikon DM U, tehokkuusanalyysi tehdaan nyt kaksivaiheisesti seuraavalla tavalla:

CCR-I vaihe: Ratkaistaan normaali CCR duaalimalli (DLP,), josta saadaan tavoite-

funktion optimiarvo #*. Tata lukua voidaan kutsua ”Farrell tehokkuudeksi”.

CCR-II vaihe: Kiinnitetdan arvo 6* ja ratkaistaan optimointitehtava

(2.28) max w=o01+...+0,+6+...4+ 0
(2.29) subject to o =0"x, — X\

(2.30) b=Y\—y,

(2.31) A>0,0>0,6>0,

missa oyq,...,0m,,01,...,0, ovat CCR duaalimallin pelivaramuuttujat.

Maaritelma 2.10.2 Jos edelld kuvatun kaksivaiheisen optimointitehtavan optimirat-
kaisu on 0* =1, 0, =0, =1..m, 6; = 0,7 = 1..s, niin DMU, on CCR-tehokas.

Voidaan osoittaa, ettd CCR-tehokas DMU, on Pareto-optimaalinen siina mielessa,
atta vaihtamalla DMU, toiseen yksikkoon DM Uy, emme voi parantaa mitaan panos-
tai tuotos-komponenttia ilman, etta jokin muu panos- tai tuotos-komponentti samalla

huononee.

2.10.5 BCC-malli

Edella kuvatun CCR duaalimallin kaytto voi olla ongelmallista, jos yksikot ovat hyvin

erikokoisia.

Esimerkki 2.10.6 Sijoittaja omistaa suuren mutta tehottoman yrityksen DMU, ja
haluaa myyda sen ja sijoittaa rahansa tehokkaampaan lineaarikombinaatioon. CCR
duaalimalli antaa selvan sijoitussuosituksen. Olkoon tédssia duaalimallin ratkaisussa
pienen, mutta hyvin tehokkaan yrityksen DM Uy painokerroin Ay = 5. Silloin sijoitta-
jan pitaisi siis ostaa tama yritys viiteen kertaan!? Virtuaaliyksikkoa ei talla kertaa voi

ottaa todesta.
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Edella kuvatut ongelmat voidaan kieltaa lisaaméalla CCR duaalimalliin lisarajoite
AM+X+...+ N, =1

Néin saadaan BCC malli (Banker, Charnes ja Cooper (1984)). Mallin perusmuoto on

(2.32) min 0p
(2.33) subject to Opx, — XA >0
(2.34) YA >y,
(2.35) MA.o A, =1
A>0
BCC mallin duaali on
(2.36) max zZ =uy, — U
(2.37) subject to vx, =1
(2.38) —vx;+uy; —up <0, j=1,...,n
(2.39) v > 0,u > 0, ug vapaal

ja vastaava suhdemuoto on

(2.40) max o~ %o
VX,

(2.41) subject to M, j=1,...,n
VX

(2.42) v > 0,u > 0,u, vapaal

BCC-mallin avulla voidaan maaritella BCC-tehokkuuden kasite vastaavasti kuin
edella. Emme nyt kuitenkaan enaad jatka aihetta, vaan kiinnostunut lukija loytaa
lisdd tietoa esimerkiksi kirjasta: Cooper, Seiford & Tone (2000). ”Data Envel-
opment Analysis, A Comprehensive Text with Models, Applications, References and
DEA-Solver Software”, Kluver Academic Publishers.)

Ennen kuin suljemme taman luvun, tarkistamme viela harjoituksen vuoksi, etta
edella esitetyt BCC-malli ja sen duaali todella ovat toistensa duaaleja. Kirjoitamme

mallit viela kerran hieman muunnettuina.

(2.43) (BCC,) min 05
(2.44) subject to Opx, — XA >0
(2.45) Y\ >y,



108 2. Lineaarinen optimointi

(2.46) B |
(2.47) M4 4N >1
A>0
(2.48) (DBCC,) max Zz=uy, — ug +ug
(2.49) subject to vx, <1
(2.50) —vxjtuy; —ug +uy; <0, j=1,...
(2.51) v>0,u>0,u >0,u; >0

Kirjoitetaan mallit auki, kun

X=(2 3 4), jaY:(

(BCC,) min 05

subject to 208 — 2\
5A1
7A1

-\

A1

(DBCC,) max Suy
subject to 2v1

— 2v1 + oSuy

— 301 + 6U1

— 401 + 7U1

-

+

+
+
+

)
8

32
6A2
9A2
Az
A2

8U2

SUQ
9U2
10U2

Nyt on selvaa, etta mallit ovat toistensa duaalit.

6
9

+ o+

+

- -+

VIV IV IV IV

?

— = 00 Ul O

n

VAN VAR VARVAN

o O O



3.1. Tasapainoinen kuljetusongelmal.P-ongelmana

3. Kuljetus- ja kohdistusongelmat

3.1 Tasapainoinen kuljetusongelma
LP-ongelmana

Esimerkki 3.1.1 Mainio Oy:lla on kaksi tuotantolaitosta, T} ja T3. Tuotan-
tolaitos T pystyy tuottamaan 15 tuhatta jugurttiannosta paivassa ja tuotan-
tolaitos Ty pystyy tuottamaan 20 tuhatta jugurttiannosta paivéssa. Padosa
jugurttia ostavista asiakkaista asuu kolmessa kaupungissa K;, K, ja Kj.
Kaupunkikohtaiset keskimaariiset kysynnét (1000 annosta) ja kuljetuskustan-

nukset (€/1000 annosta) on esitetty seuraavassa kuvassa.

K,-1
3 17 5
4
Tl > Kgi——T_____ TE
15 g 20
6 3
KE
10

Miten tehtaiden tuotanto pitaa jakaa asiakkaille, jotta kuljetuskustannukset

olisivat mahdollisimman pienet?

109
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Esimerkin kuljetusongelma on tasapainossa, koska kysynté ja tarjonta ovat yhtasuuret.
Jos kuljetustehtavén ldahteitd (tarjonta, supply) ja kohteita (kysyntd, demand) on
monta, tulee ongelman esittaminen kuvana hankalaksi. Vakiintunut tapa esittaa tarvit-

tavat asiat on seuraava taulukko

K1 K2 K3
3 [4 E
T i1 12 a3 |15
15 7 E
T2 21 [x22 @3 |20
17 8 10

missa x;; merkitsee tuotantolaitoksesta ¢ kaupunkiin j kuljetettua maaraa. Eras

ratkaisu on

K1 K2 K3
E 4 6
T |15 15
5 7 5
T2 | 2 8 10 20
17 8 10

mutta taméa ei ole optimiratkaisu. Esimerkin kuljetusongelma voidaan ratkaista

ratkaisemalla seuraava lp-ongelma:

min z = 33711 + 43712 + 63713 + 53721 + 73722 + 53723

ehdoin r11 + T2 + T3 = 15
To1 + T + w2z = 20

T11 + 9 = 17

T12 + T = 38

13 + 23 = 10

Lij Z 0

Haluamme nyt muotoilla tasapainossa olevan taulukkomuodossa esitetyn kuljetu-

songelman optimaalisuusehdon. Tarkastelemme tata varten yleista tasapainossa olevaa
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kuljetusongelmaa.
K1 K2 Kn
c11 c12 cln
T1 |x11 ¥12 ¥ 1n 51
%y c22 2N
T2 |32 $22 ¥ 2N 52
cml Cm2 CITIN
Tm [xml X2 XN =1
1 2 dn

jolloin vastaava Ip-malli saa muodon

(3.1) min =z = Y > ¢y
i=1 j=1
(3.2) ehdoin » x;; = s;, (i=1,...,m) tarjontarajoite
=1
(3.3) Y xy; = d;, (j=1,...,n) kysyntérajoite
i=1
(3.4) z; > 0, i=1,....m, j=1,...,n)

Koska kuljetusongelma on tasapainossa eli
m n
> si=2_d;
i=1 j=1

voimme eliminoida yhden rajoiteyhtéldisté (3.2). Normaalisti eliminoidaan ylin tarjon-
tarajoite. Kuljetusmallissa on siten m x n paatosmuuttujaa ja m+n —1 rajoiteyhtaloa.
Mallin kantaratkaisuun liittyy siis m + n — 1 kantamuuttujaa, jotka saavat nollasta
poikkeavan arvon ja muut muuttujat saavat arvon 0. Edella esitetty ratkaisu on es-
imerkkiongelman kantaratkaisu, mutta ei sen optimaalinen kantaratkaisu.

Kantaratkaisun optimaalisuus riippuu viimeisen simplex-taulun O-rivin kertoimista.

(35) C;j = TaAe; — Cij

Koska varjohintamatriisissa 7 on yhta monta elementtia, kuin mallissamme on rajoit-

teita, voimme merkita
7=(0 wy uz ... Uy VI UV ... Uy)

Koska jokainen x;; esiintyy tarjontarajoitteessa i ja kysyntéarajoitteessa j, saa yhtalo
(3.5) muodon

Cij = Uj +v; — ¢y
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missa u; = 0. Pian havaitsemme, etta lukujen u; ja v; keksiminen on tavattoman
helppoa.

Simplex-algoritmin mukaiset keskeiset ideat on nyt todettu. Seuraavaksi tarkastelemme
uudelleen esimerkkia 3.1.1. Taulusta naemme valittomasti, etta se esittada kaypaa

ratkaisua. Lisaksiratkaisu on kantaratkaisu, koska siina on 342 —1 nollasta poikkeavaa

muuttujaa.
K1 K2 K3
E 4 6
T |15 15
5 7 5
T2 | 2 8 10 20
17 g 10
Selvittadksemme ratkaisun optimaalisuuden laskemme kertoimet ¢j;. Kantamuut-
tujille ¢j; = 0, joten saamme yhtéloryhméan
i1 =0 vp—cnn = 0 vy = 3 u =0
cy 0 U2+U1—621 0 U2+U1 = 5 Y2 = 2
21 = = = = 3
5y = 0 Up+v3—¢Cp = 0 U+ vy =7 Zl =5
653 =0 U2+U3—623 =0 U2+U3 = 5 2 .
V3 3
Kantaan kuulumattomille muuttujille saamme
61(2 = U] +Vo—Cl2 = 0+5—4 = 1
61(3 = Uy +v3—C3 = 0+3—-6 = -3

Koska ¢}, > 0, ei ratkaisu ole optimaalinen, vaan tavoitefunktion arvo paranee, kun x12
tuodaan kantaan. (Huomaa, ettd merkkisdéntd on nyt toisinpdin kuin aiemmin, koska
kuljetusongelma on minimointiongelma, kun taas aikaisemmin simplex-algoritmin ko-
hdalla keskityimme maksimointiongelmiin!

Muuttujan x;, tuominen kantaan tarkoittaa sita, ettd sen arvoa suurennetaan
(0 — A). Kun yhtd muuttujan arvoa suurennetaan, taytyy rivi- ja sarakesummien

sdilya, joten x1; pienenee, xy; suurenee ja xo pienenee vastaavan maaran. Saamme

taulun
KA1 K2 K3
3 |4 |6
T |15-A A 15
5 |T |5
T2 |44 BA 10 20
17 8 10
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Kun x5 suurenee, niin x1; ja T pienenevat. Kun A = x5 = 8, niin x4y = 0, eli

muuttuja zgo poistui kannasta ja o tuli kantaan. Uusi kantaratkaisu on

K1 K2 K3
3 4 [E
™ |7 8 15
5 ki 5
T2 |10 10 20
17 8 10

Tutkimme seuraavaksi ratkaisun optimaalisuuden. Yhtaloryhmien sijasta sijoita-

mme luvut u; ja v; taulun rivi- ja sarakeotsikoihin ja kertoimet ¢j; sijoitamme tauluun

kertoimien c;; alle.

Koska kummallekin kantaan kuulumattomalle muuttujalle ¢j; on negatiivinen, ei

niita kannata enaa tuoda kantaan, ja olemme loytaneet optimaalisen kantaratkaisun.

y1=3 v 2= Ww3=3
2 1 [ [ [

7 8 -3 1%
I 5

10 -1 10 20

17 8 10
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3.2 Kuljetusalgoritmi

Ennen kuljetusalgoritmin tasmallisempaé kuvausta, annamme algoritmista karkean ku-
vauksen ja pohdimme muutamaa siihen liittyvaa kysymysta.
Simplex-algoritmin mukaisesti ja edellisen esimerkin ohjaamina lausumme karkean

algoritmin seuraavasti.
1. Muodosta ensimmainen kaypa kantaratkaisu.
2. Tutki optimaalisuus. Jos ratkaisu on optimaalinen, lopeta.
3. Valitse kantaan tuotava muuttuja.

4. Muuta kantaa. Palaa kohtaan 2.

3.2.1 Kuljetusongelman tasapainottaminen

Edella kuvattu menetelma perustui siihen, etta kuljetusongelma oli tasapainossa. Jos

alkuperiinen kuljetuongelma ei ole trasapainossa, se pitaa ensin tasapainottaa.

Tapaus, jossa tarjonta ylittaa kysynnan.
Korjataan ongelmaa siten, ettd muodostetaan uusi kohde (hukka, dummy), joka kat-
taa ylimaaraisen tarjonnan. Kustannukset kaikista lahteistd uuteen kohteeseen ovat

yleensa 0.

Tapaus, jossa kysynta on suurempi kuin tarjonta.
Luodaan uusi ldhde (dummy, puute), joka toimittaa "ei-oota”. Puuteldhteen tarjonta
asetetaan siten, etta kokonaistarjonta ja kysynta tulee tasapainoon. Kustannukset puu-

telahteesta kohteisiin asetetaan vastaamaan puutteesta aiheutuvaa haittaa tai sakkoa

(penalty).

3.2.2 Luoteisnurkkametodi

Ensimmaisen kayvan kantaratkaisun muodostaminen kuljetusongelmalle on helppoa

seuraavalla tavalla (northwest corner method).

1. Sijoita vasemmalla ylhaalla olevaan vapaaseen ruutuun niin suuri luku, kuin rivi-

ja sarakesumma sallivat.
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2. Vahenna luku rivi- ja sarakesummista. Jos rivisumma meni nollaksi, merkitse
rivi kiiytetyksi (riville ei saa endd merkita lisdd lukuja). Jos sarakesumma meni

nollaksi, merkitse sarake kédytetyksi (sarakkeelle ei saa endd merkita lisda lukuja).

3. Jos viela on vapaita ruutuja, palaa kohtaan 1.

Seuraavassa esimerkissa on jatetty c;;-kertoimet pois, koska niita ei menetelmassa

kayteta.
5
2
3
2 4 2 2
2 5
- 2
3
2 4 2 2
2 3 - - |5
- 2
- 3
2 4 2 2
2 3 - - |5
- 1 2
- - 3
2 4 2 2
2 3 - - |5
- 1 1 - |2
- - 3
2 4 2 2
2 3 - - |5
- 1 1 - 12
- - 1 3
2 4 2 2
2 3 - - |5
- 1 1 - |2
- - 1 2 |3
2 4 2 2

Ylla esimerkki on suoritettu selvyyden vuoksi erillisille tauluille, mutta kasin taulua
rakennettaessa ei ole mitaan syyta tehdd montaa taulua, vaan ratkaisu rakennetaan

yhteen tauluun.
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Koska jokainen tauluun sijoitettu luku poistaa yhden rivin tai sarakkeen ja vi-
imeinen sijoitettu luku poistaa seka rivin, etta sarakkeen, tulee tauluun korkeintaan
m+n—1 lukua. Saamme siis kantaratkaisun. On mahdollista, etta lukuja tulee tauluun
jopa vahemman. Silloin jokin kantamuuttujista saa arvon nolla ja ongelmalle on useita

optimiratkaisuja.

Koska luoteisnurkka-menetelmassé ei lainkaan kayteta tavoitefunktion kertoimia
¢ij , voi saatu ratkaisu olla erittain huono. On kehitetty erilaisia menetelmia, joissa
konstruktion aikana suositaan ruutuja, joissa c;; on pieni ja valtellddn niita ruutuja,

joissa ¢;; on suuri. Tyydymme seuraavassa luoteisnurkka-menetelmaan.

3.2.3 Silmukan yksikasitteisyys

Kun edeltavan esimerkin taulussa tuotiin uusi muuttuja kantaan, jouduttiin muut-
tamaan usean ruudun sisaltod. Tallaisessa tilanteessa ruudut, joiden sisalté muut-
tuu, muodostavat silmukan seuraavassa mielessa. Silmukka on taulun ruuduista muo-

dostettu rengas, joka toteuttaa seuraavat ehdot

1. Kaksi perakkiista ruutua ovat samalla rivilla tai samassa sarakkeessa,

2. mitkdan kolme perakkaista ruutua eivat ole samalla rivilla tai sarakkeessa

Silmukan avulla voidaan menetella siten, etta lisataan joka toiseen ruutuun +d ja
joka toiseen ruutuun —d. Silloin maaritelman mukaan rivi- ja sarakesummat eivat
muutu. Uuden muuttujan tuominen kantaan edellyttaa siis, etta loydamme silmukan,
joka kulkee kantaruutujen ja kantaan tuotavan ruudun muodostamassa alueessa. Kun
vuorotellen lisaiamme ja vahenndmme saman vakion silmukan ruutuihin, saamme uu-
den kantaratkaisun silla vakion arvolla, jolla yksi vanhoista kantamuuttujista menee

nollaksi.

Menetelman toimivuuden kannalta keskeista on, etté tarvittava silmukka aina 10ytyy,

ja niita on olemassa vain yksi.
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3.2.4 Algoritmi

1. Jos kysynta ja tarjonta eivat ole tasapainossa, niin tasapainota ongelma.

2. Muodosta kaypa  alkuratkaisu. (Esimerkiksi  luoteisnurkka-
menetelmaélld.)

3. Kantamuuttujien (x;; # 0) osalta muodosta yhtalot
Ti; € BYV: Cij = U; + U

Aseta u; = 0 ja ratkaise saadusta yhtdloryhméstd apumuuttujien u; ja
v; arvot.

4. Kantaan kuulumattomien muuttujien (z;; = 0) osalta laske kertoimet c;;

ri; € NBV: ¢ = u; +vj — ¢y

5. Mikali kaikki kertoimet ¢j; < 0, ollaan optimissa. Lopeta.

6. Valitse suurinta arvoa c;; vastaava muuttuja x;; ja konstruoi sita ja kan-
tamuuttujia vastaavien ruutujen kautta kulkeva silmukka. Lisaa x;;:mn
arvoa niin paljon kuin se on rivi- ja sarakesummat siilyttden mahdol-
lista. Pienin silmukan vahenevassa ruudussa oleva luku maaraa muutok-

sen maaran ja on samalla kannasta poistuva muuttuja. Siirry kohtaan

3.

Esimerkki 3.2.1 Powerco Inc.:11a on kolme voimalaitosta, joista se toimittaa sahkoa
neljaén kaupunkiin. voimalaitosten kapasiteetit (milj. kWh), kaupunkien sdhkon tarve
(milj. kWh) seka kuljetuskustannukset kustakin voimalaitoksesta kuhunkin kaupunkiin

ovat seuraavat:

Cl1 C2 C3 C4 | supply
P1 8 6 10 9 35
P2 9 12 13 50
P3 14 9 16 5 40

demand | 45 20 30 30

\]

Miten tulee mitoittaa eri voimalaitosten eri kaupungeille toimittama siahkoenergia,

jotta kuljetuskustannukset olisivat mahdollisimman pienet?
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Ongelma on tasapainossa. Luoteisnurkkametodi antaa alkuratkaisun

P1

Pz

P3
demand

Kantasoluista saamme

Nollarivin kertoimet ovat siis

s
i3
s
Chy
5

*
C32

Kantaan tuleva solu on siis x3,. Seuraavassa kuvassa on silmukka ja muuttunut taulu.

C1 Cc2 C3 C4 supply
E B 10 E
35 35
9 KE 113 |7
10 20 20 a0
114 9 116 5
10 30 40
45 20 30 30
Uy =
11 - U1+01:8 = v =
Lot . U2+01:9 = U2:1
Too ! Uy + vy = 12 = vy =11
o3 . us + v3 = 13 = vy = 12
33 . us + vz = 16 = U3:4
T34 - U3+U4:5 = U4:1
= U] +Vo—Cl2 = 0+11—6 = 5)
= U1+03—613 0+12—10 2
= U3 U4 —cCyy 0+1-9 = -8
= Utvy—cy = 14+1-7 = =5
= U3+Ul—631 = 4+8—14 = =2
= uz+ve—c3p = 4411-9 = 6 (suurin)

v1=8 v2=11 Yw3=12 we =1 supply
8 6 10 g

35 5 2 & 35
9 112 113 |7

10 20-A 20+A 5 50
[14 E 116 |5
2 |#A 6" |10-A 30 40

45 20 30 30
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C1 Cc2 c3 C4 supply

E E [10 E

P1 35 35
E 112 [13 |7

P2 10 10 30 50
|14 E |16 B

P3 10 30 40

demand |45 20 30 30

Seuraavaksi jalleen tutkimme optimaalisuutta laskemalla wu:t ja v:t.

y1=8 wZ2=11 y3=12 wd=7 supply
u1=0 s 5 10 o
35-A +# 5 z -2 35
u2=1 9 112 113 ki
104A 10-A 30 1 50
u3=-2 114 E 116 5
-5 |10 -G |30 40
demand |45 20 20 20
C1 c2 3 Cc4 supply
E [6 [10 [9
P1 25 10 35
E [12 [13 [7
P2 20 30 o0
|14 E |16 |5
P3 10 30 40
demand |45 20 30 30
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v1=8 W2=6 w3=12 we =2 supply
u1=0 8 6 10 g
25-A 10 2" 7 35
uZ=1 E 112 113 |7
20+A 5 |30-A 4 50
u3=3 |14 E |16 |5
3 |10 1|30 40
demand |45 20 30 30
C1 c2 c3 C4 supply
E E [10 9
P1 10 25 35
E [12 113 |7
P2 45 5 50
114 E 116 5
P3 10 30 40
demand |45 20 20 a0
y1=6 y2=6 w3=10 ya =2 supply
u1=0 E 6 110 E OPTIMI
2 |10 25 7 35
u2=3 E 112 113 |7
45 3 |5 2 50
u3=3 |14 E |16 |5
5 |10 3 |30 40
demand |45 20 20 20

Esimerkki 3.2.2 Toimitamme neljalta tehtaalta tavaraa kolmelle asiakkaalle. Kulje-

tuskustannukset, viikottaiset tarjonnat ja kysynnat ovat seuraavat

c11 =5,
Co1 = 10
C31 = 8

Cq1 = 15

c12 = 8,
Cop = 4,
C32 = 8,
Cap =17,

C13 = 37

C23
C33

11,
12,

C43 = 27

81:50
82:80
83:30

84:40

d1 == 80
d2 == 50
ds = 100
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Johtoryhma on tehnyt paatoksen, ettei tehtaan 3 tuotteita vieda asiakkaalle 1. Lisédksi
on paatetty, etta asiakas 3 on "tarkea” niin, etta asiakkaan kolme kysynta tyydytetaan

kokonaan. Muodostetaan ensimmainen kuljetustaulu

Al A2 A3 supply
E ] b E
T1 50 a0
[0 | 4 [T
T2 30 50 g0
M | |8 KE
T3 0 30 20
15 | 7 2
T4 40 40
0 | | M
dummy 30 20
demand |20 a0 100
kustannus = 1190 + 300

Taulu on tasapainotettu lisaamalla Dummy-rivi, jonka tarjonta on 30 yksikkoa.
Dummy toimittaa nyt ”ei-oota”. Kuljetuskustannukset c3; = M ja cs3 = M on kirjattu
Big-M muodossa, koska haluamme varmistaa ettd optimissa x3; = 0 ja x53 = 0 eli
tehtaalta 3 ei toimiteta tavaraa asiakkaalle 1 ja ettd asiakkaalle 3 ei toimiteta "ei-
oota”. Tassa tapauksessa olisi voinut asettaa c3; = 1000 ja cs3 = 1000, mutta Big-M

-menetelma on ”oikeaoppisempi”.

Alkuratkaisu on saatu luoteisnurkkamenetelmaélla. Luoteisnurkkamentelmé johtaa
alkuratkaisussa siihen, etta x53 = 30. Pienella oveluudella 16ytaa helposti luoteisnurkka-
menetelman muunnelman, jossa ”valtellaan” kiellettyja soluja. Toisaalta algoritmi ty-

hjentaa kylla kielletyt solut, joten luoteisnurkkamenetelma kelpaa.
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Algoritmi tuottaa seuraavat taulut

W1=5 WA= - W3A=3 SUpply
u1=0 15 E E
50 -5 {0 50
u2=5 110 |4 111
30-A SOHA -3 80
u3=9 I E [12
140 |0-A 30+A 30
ug=-1 [15 |7 E
-1 -5 40 40
u5=h-3 [0 [0 W1
dummy [+ 1H+2 -2 | 30-A a0
demand |80 a0 100
kustannus = 1190 + 300
w1=5 W2z - wAsh+5 supply
u1=0 |5 E E
30-A 5 |wA M7 50
u2=5 110 |4 [11
30 50 M- 1 80
U3= -M+7 I E [12
-2+ 12 -M-2 |30 a0
ud= -M-3 [15 |7 |2
SM-13 SM-1 |40 40
us= -5 0 B I
dummy [HA -5 |30-A a0
demand |80 a0 100
kustannus = 1190 + 30K
yl=5 W2z - YW3=3 SUpply
u1=0 E E E
-5 130 50
u2=5 [10 |4 [11
50 -3 80
u3=9 I E [12
{30 30
ug=-1 |15 |7 |2
-11 -5140 40
us=-5 0 0 [
durmmy |30 - 20
demand |80 a0 100
kustannus = 1130 QPTIMI




3.2. Kuljetusalgoritmi 123
Saadaan siis ratkaisu, jonka kokonaiskustannus on
20:05+30-3+30-10+50-4+30-12+40-2+30-0 = 1130

Viimeisessé kuljetustaulussa O-rivin kerroin %, = 0, joten tuomalla solu (3,2) kantaan

ei kokonaiskustannus parane, muttei huononekaan. Saadaan siis yhta hyva ratkaisu

Al A2 A3 supply
E ] B E
T1 0 a0
[0 | [4 [11
T2 0 0 a0
N E |12
T3 20 10 20
s | [7 2
T4 40 40
P | | M
dummy |30 30
demand |50 S0 100
kustannus = 1130 OPTIMI
Todelliset kuljetusmaarat ovat
Tl—b Al 4— T2 Tl Al+— T2
30
\ a2 4 .
/ 50 /
40
A3 4——— T4 A34— T4

1. ratkaisu 2. ratkaisu
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3.3 Kuljetusongelman herkkyysanalyysi

3.3.1 Kantaan kuulumattoman solun kustannus muuttuu

Oletamme nyt, ettd solu (p, k) ei kuulu optimikantaan ja kuljetuskustannus ¢, muut-
tuu maaran d eli

uust __ alkup+d

Coe = Cpp,

Suoritamme vanhan kannan optimaalisuustarkistuksen. w:iden ja v:iden laskeminen
perustuu kantasolujen kuljetuskustannuksii, joista mikaén ei ole muuttunut, joten u:t
ja v:t eiviat ole muuttuneet. Seuraavaksi laskemme O-rivin kertoimet ij = U +Vj — C4j.
Ainoa 0-rivin kerroin joka muuttuu on Cpr. Ja muutos on

* UUST * alkup __ uusi alkupy
Cok  — Cpi; —(UiJFUj_Cz’j )—(UiJFUj_Cij ) =—d

Esimerkki 3.3.1 Tarkastellaan uudelleen edellisen esimerkin 1. ratkaisua.

yl=5 W2z - YW3=3 SUpply

u1=0 E E E
20 9 | 50

u2=5 [10 |4 [11
0 -3 80

u3=9 I E [12
0130 30

ug=-1 |15 |7 |2
11 -540 40

us=-5 0 0 [
durmmy |30 - 20

demand |80 a0 100
kustannus = 1130 OPTIMI

Jos solun (2,3) kuljetuskustannus pienenee viisi yksikk6d, niin solun (2,3) muut-

tunut O-rivin kerroin on

GGy =—3+5=2>0

ja vanha kantaratkaisu ei ole endd optimaalinen. Solu (2,3) tuodaan kantaan (on

tehtava kaksi kierrosta kuljetusalgoritmissal), jolloin uusi taulu ja sen mukainen ratkaisu
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ovat

yl1=5 w2z - y3= SUpply

u1=0 E E E
30 -0 21 580

u2=5 110 E E
0 S0-A A g0

u3= 11 I E 112
+A 2|30-A 20

ud=1 |15 |7 E
-0 -7 140 A0

u5=-5 0 0 I
dumrmey |30 u ] 20

demand |80 a0 100
kustannus = 1070

y1=5 W= -1 y3=1 sUpply
u1=0 Ell E |3
30 -3 e 50
u2=5 10 | |4 E
0 20 a0 80
u3=9 M | [8 |12
30 -2 30
Ud=1 15 | |7 E
-2 -7 |40 40
us= -5 o | [0 [l
dummy |[30 -6 a0
demand |50 50 100
kustannus = 1010 OPTIMI

&0

40
A3 4—T4

Voimme hahmottaa seuraavan sdénnon. Jos kantaan kuulumattoman solun (p, k)

kuljetuskustannus vahenee enemmén kuin |c, |, niin optimikanta vaihtuu. (huomaa,
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ettd uuden optimin méaritys saattaa vaatia useamman askeleen kuljetusalgoritmissa.)

Esimerkki 3.3.2 Jos edellisen esimerkin alkutilanteessa solun (1, 2) kustannus laskee,
niin muutoksen tulee olla enemméan kuin 9 ennen, kuin kanta muuttuu. Siis vaikka
kuljetus lahteesta 1 kohteeseen 2 saataisiin hoidettua ilmaiseksi, niin kantaa ei kannata

vaihtaal

3.3.2 Kantaan kuuluvan solun kustannus muuttuu

Tarkastellaan edellisten esimerkkien tilannetta, jossa ci3 saa arvon 3 4 d. Taulun op-

timaalisuuden testaus saa nyt seuraavan muodon

Wl1=5 Wa= -1 w3=3+d  supply
u1=0 E E [3+d
0 9 |0 50
u2=5 110 E 111
50 _3+d| 80
u3=9-d [l E 112
_d|30 30
ud=-1-d 115 |7 E
{1d 0440 A0
us=-5 10 [0 [l
durmrmy |30 - 20
demand |80 50 100

Vanha kanta on edelleen optimaalinen, jos

-3+d < 0

d <0
1-d < o 2=d=0
—9-d < 0

3.3.3 Tarjonta tai kysynta muuttuvat

Koska joudumme aina tasapainottamaan taulun, tapahtuu muutos seka tarjonnassa
ettd kysynnéssd yhtd suurina. (Sivuutamme, nyt tilanteen, jossa dummy-rivi muute-
taan dummy-sarakkeeksi tai painvastoin.)

Jos muutos tapahtuu tarjonnassa s; ja kysynnassa d; jasolu (4, j) on optimikannassa

eli optimitaulussa on x;; > 0, niin lisédmme z;;:n arvoa d:n verran. Nain saamme rivi-
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ja sarakesummat tasmaamaan eli muutetun ongelman ratkaisun. Koska optimaalisuus-
tarkastelussa ei kayteta paatosmuuttujan arvoja x;; lainkaan, ei kannan optimaalisuus
muutu. Kuljetuskustannukset tietenkin kasvavat, koska nyt kuljetetaan enemman.
Jos optimitaulussa on z;; = 0, niin ne tauluun tehtdavat muutokset, joilla rivi-
ja sarakesummat saadaan tdsmaamaan, saattavat muuttaa kannan. Tilanne on siis

mutkikkaampi ja sivuutamme sen tassa.
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3.4 Kohdistusongelma

Kohdistusongelma syntyy, kun tarjonnat ja kysynnat ovat ykkosia. Tyypillinen es-

imerkki kohdistusongelmasta on seuraava.

Esimerkki 3.4.1 Konepajalla on nelja konetta, joilla se tekee nelja eri tyota. Kukin
tyo tehdaan yhdelld koneella ja tyon kustannukset riippuvat valitusta koneensta. Koneet
eivat voi tehda kuin yhden tyon. Kustannukset kayvat ilmi seuraavasta taulukosta.
tyol tyo2 tyod tyod
konel 14 5 8 7
kone2 2 12 6 5

kone3 7 8 3 9
kone4 2 4 6 10

Miten tyot pitaa kohdistaa koneille, jotta kustannukset olisivat minimissa?

Jos laadimme kuljetusalgoritmin mukaisen alkuratkaisun, tulee ensimmaiseen tauluun
vain nelja ykkosta. Kuljetusalgoritmi perustuu siihen, ettd taulussa on m +n —1 =
4 +4 — 1 = 7 nollasta poikkeavaa lukua. Tasta seuraa, etta kuljetusalgoritmi ei ole
tehokas kohdistusongelman ratkaisemisessa.

Kohdistusongelman ratkaisualgoritmi perustuu seuraaviin ideoihin.

1. Jos taulukoidaan pelkat kustannukset, niin ongelma on ratkaistu kun osaamme
poimia taulukosta nelja kustannusta siten, etta jokaiselta rivilta poimittiin tasan
yksi ja jokaisesta sarakkeesta poimittiin tasan yksi ja poimittujen kustannusten

summa on olenin mahdollinen.

2. Jos jonkin rivin tai sarakkeen kaikista kustannuksista vahennetaan sama luku, ei

optimiratkaisun kanta vaihdu.

Ratkaisualgoritmi (Unkarilainen algoritmi) (m x m taulu)

1. Etsi jokaiselta rivilta pienin luku. Vahenna se kaikista rivin luvuista.
Tee sama sarakkeille.

2. Piirra pienin mahdollinen maara vaaka- ja pystysuoria, jotka peittavat
kaikki nollat. Jos suoria tuli yhtd monta kuin taulussa on riveja, voit
lukea taulusta optimiratkaisun poimimalla taulusta nollia.

3. Etsi pienin luku, jota ei ole yliviivattu. Vahenna tama luku jokaisen
rivin jokaisesta luvusta. Lisaéd edella mainittu luku jokaisen yliviivatun
rivin ja sarakkeen jokaiseen lukuun. Huomaa, etta lisays tehdaan kaksi
kertaa niihin ruutuihin, joissa suorat risteavét. Siirry kohtaan 2.
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Esimerkin 7?7 ratkaisu etenee seuraavin vaihein

4[5 (8] 7 9]0 [3]2 9]0 [3]0
21265 0]10]4]3 01041
dAEBE 4506 4[5 |04
2| 46|10 0] 248 02 [4]6
T E 10]0+][ 4]0
gl10]d[1] [0[o[ 4]0«
L5 ]0]4] [4]4o]3
D] 2 [4]6 0+« 1| 4|5

Tyonjako luetaan viimeisestd taulusta ja kustannukset ensimmaéisesté taulustal

Siis  kone 1 tekee tyon 2
kone 2 tekee tyon 4
kone 3 tekee tyon 3
kone 4 tekee tyon 1

(kustannus = 5)
(kustannus = 5)
(kustannus = 3)
(kustannus = 2)
(kustannus yhteensd = 15)

129
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3.5 Kauttakuljetusongelma

Seuraava esimerkki alkaa olla jo lahella verkko-ongelmia, mutta se luokitellaan kulje-

tusongelmaksi ratkaisutapansa takia.

Esimerkki 3.5.1 Yritys valmistaa tuotteita kahdessa tehtaassa, joista toinen
sijaitsee Memphisissa ja toinen Denverissd. Memphisin tehdas tuottaa 150
tuotetta paivassa ja Denverin tehdas tuottaa 200 tuotetta paivassa. Tuot-
teiden kysyntd on Los Angelesissa 130 tuotetta paivassa ja Bostonissa myos
130 tuotetta paivassa. Tuotteet kuljetetaan lentorahtina joko suoraan tai New
Yorkin kautta. Kuljetuskustannukset on merkitty oheiseen kuvaan.

130

200

Maarita halvin tapa kuljettaa tuotteet asiakkaille, kun
a) New Yorkin kautta voidaan kuljettaa miten suuria tavaraméérié tahansa.

b) New Yorkin kautta voidaan kuljettaa korkeintaan 100 tuotetta paivéssa.

Ratkaisu (a): Rakennetaan tasapainoitettu kuljetusongelma, jossa New York on seké
lahde etta kohde. Tasapainottaminen vaatii dummy-kohteen, jonka kysynta on 90.
New Yorkin tarjonnaksi ja kysynnaksi asetetaan 350, mika takaa sen, etta tarvittaessa
koko kuljetettava méara voi kulkea New Yorkin kautta. Ensimmaéinen kaypa ratkaisu

on esitetty seuraavassa kuljetustaulussa.
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MY LA, Boston Dummy supply
5 [ 25 [ 28 a
Memphis 1al 150
15 | 26 | 22 a
Deny er 110 90 200
0 E EE hyt
Mew York a0 130 130 340
demand a0 130 130 a0
Kuljetusalgoritmi johtaa seuraavaan tulokseen
wl= wE= w3= wd=
ul= a8 S = a
150
u2= 15 | 25 | 22 0
200
u3= | 0 | 16 | 17 I
350
350 130 130 a0
wl= wE= w3= wd=
ul= a8 S = a
150
u2= 15 | 25 | 22 0
200
u3= 0 | 16 | 17 M
350
350 130 130 a0
wl= wE= w3= wd=
ul= | a8 S = | a
150
u2= 15 | 25 | 22 0
200
u3= 0 | 16 | 17 M
350
350 130 130 a0
NY w1=0 LA vZ2=24 Bo v3=22Dum v4=0
ul=0 a8 [ 25 [ 28 a
Memphis | 130 -1 -6 20 150
uz=0 15 [ 2 [ 22 a
Denver -7 -2 130 70 200
u3= -8 0 = [ 17 M
HY 220 130 -3 350
350 130 130 80
z = 5980 OPTIMI

Solun (3,3) kuljetusmadrd zs3; = 220 tulkitaan nyt siten, ettd New Yorkin kaut-
takuljetuskapasiteetista jaa kayttamatta 220 yksikkod. A-kohdan kuljetusméaarét ovat
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siis

150 w

120 @ 130

130

200  Demver )

Ratkaisu (b): New Yorkin tarjonnaksi ja kysynniksi merkitdéan nyt 100. Edellistd ko-

htaa mukaillen otamme alkuratkaisuksi

NY LA Boston Dummy
g | 25 | 28 0
Memphis | 100 30 20 150
15 | 26 [ 22 a
Denver 130 70 200
a L [ 17 il
NY 100 100
100 130 130 90
z=E010

Tama on optimitaulu joten vastaavat kuljetusmaarat ovat

30

100

130

200 @
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4. Verkkomallit

Verkkomallit muodostavat esitystapansa mukaan nimetyn ratkaisualgoritmeiltaan
kirjavan joukon malleja. Tarkeimmat taloudelliset sovellukset liittyvat projektinhallintaan.
Ennen projektinhallintaa esittelemme verkkomallien termiston ja muutaman erilaisen

ongelmatyypin.

4.1 Verkkomallin termit

Verkkomalli koostuu solmujen (node) ja kaarien (arc) muodostamasta verkosta (net-
work). Solmut numeroidaan ja niihin viitataan joko pelkélld numerolla j tai kirjaimella
N;. Kaaren maaraé alkusolmu ¢ ja loppusolmu j, ja siihen viitataan lukuparilla (4, j).
Kaari on siis suunnattu, ja se piirretdan nuolena. Jos solmujen ¢ ja j valinen yhteys on
kaksisuuntainen, piirretdén kaksi kaarta (i, j) ja (j,4) tai yksi kaari ilman nuolenkérkes.

Kun verkko esitetaan graafisesti, merkitdan kuvaan solmut numeroin, mutta kaaria
ei yleensa erikseen merkita koska se on tarpeetonta. Kaaren viereen yleensa merkitaan
ongelman kannalta tarkedta tietoa (esim. kuljetuskustannus tai kapasiteetti). Joissakin
ongelmissa on luonnollista nimeta kaaret erikseen. Silloin kaaret nimetaan kirjaimin ja
solmut numeroin.

Jono kaaria muodostaa polun (paht), kun edeltdvén kaaren loppusolmu on sama
kuin seuraavan kaaren alkusolmu. Kuvan 4.22 verkko sisédltaa polun (1,3)-(3,4)-(4,5)
(eli polun BDE mutta ei polkua (1,3)-(3,5) eikd polkua (1,3)-(3,2). Vaikka polku muo-
dostuu kaarista, se on yleensa luonteva ilmaista solmujen avulla. Edella mainittu polku
(1,3)-(3,4)-(4,5) on solmujen avulla lausuttuna 1-3-4-5.

Sovelluksesta riippuen kaareen liittyva tieto on etaisyys, kesto, kustannus tai jokin

muu tavoitefunktioon liittyva tekija. Jos haluamme puhua yleisesti verkoista, niin val-
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Figure 4.23: Suuntaamaton verkko

itsemme puhetavan, jossa kaareen liittyva tieto d;; on kaaren (i,7) pituus tai solmujen
1 ja j etaisyys. Voimme siis sanoa, etta kuvan 4.22 verkossa lyhin polku alkusolmusta
1 loppusolmuun 6 on BDEF), eli 1-3-4-5-6, ja sen pituus on 8 +6 + 5 + 7 = 26.

Verkon 4.22 solmujen etaisyydet d;; voidaan esittaa etaisyysmatriisina

09 8 =z =z =«
xr 0 » x 12 =«
r x 0 6 =z =z
D= xr z x 0 5 =x
r x x x 0 7
r x x x x 0

Puuttuva kaari on edella esitetty matriisissa x:1la. Kaytannon toteutuksessa voidaan
asettaa x = —1, jos etdisyys ei voi olla negatiivinen (muista ettei "etdisyys” aina ole
etaisyys!)

Jos osa kaarista on kaksisuuntaisia, on myos diagonaalin alapuolella lukuja. Jos
kaikki kaaret ovat kaksisuuntaisia, niin etaisyysmatriisi on symmetrinen. Jos verkosta
4.22 poistetaan suuntaus (nuolista kérjet pois), niin saadaan kuvan 4.23 verkko, jonka

etaisyysmatriisi saa muodon
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Figure 4.24: Etsitty polku: 2-1-3-4 eli ABD.

0 9 8 =z =z =x
9 0 z =z 12 =z
8 0 6 =z =z
D= xr x 6 0 5 =x
r 12 = 5 0 7
r x x x 7 0

Solmu j on solmun i naapuri, jos verkko sisiltda kaaren (4,7). Solmuun j padstain
solmusta ¢ (reachable), jos on olemassa polku, jonka alkusolmu on i ja loppusolmu on j.
Edelld kuvattu polku yhdistdd solmun ¢ solmuun j. Verkko on yhtendinen (connected)
jos kahta solmua aina yhdistaa polku (ainakin toiseen suuntaan).

Jos polun loppusolmu on sama kuin sen alkusolmu, niin polku on silmukka. Yhtenaista
verkkoa, jossa ei ole silmukoita, sanotaan puuksi.

Verkkojen ominaisuuksia tutkiva matematiikan ala on graafiteoria (graph theory),
jota kasitellaan enemman diskreetin matematiikan kurssilla.

Seuraavassa muutama hyodyllinen algoritmi graafisena seka puolialgoritmina.

Polun etsiminen. Etsitaan verkosta, jonka solmut ovat 1,. .., n ja jonka etaisyysmatriisi
on D = (d;;), polku solmusta (p) solmuun (q).

Tarkastellaan esimerkkiné verkkoa kuvassa 4.23, josta etsimme polkua solmusta (2)
solmuun (4). Aloitetaan merkitsemalld alkusolmu (2) indeksilld *. Otetaan seuraavan
kaaren alkusolmuksi solmu (2). Merkitddn kaikki sen naapurit indeksilld 2 ja allevi-
ivataan solmu (2). Etsitdén pienin indeksilla merkitty, mutta alleviivaamaton solmu
(talla kertaa se on solmu (1)). Merkitddn kaikki sen indeksilla merkitseméttomét naa-
purit indeksilld 1 ja alleviivataan solmu (1). Toistetaan menettelyéd kunnes loppusolmu
(4) tulee merkittyd tai kaikki merkityt solmut ovat alleviivattu. Polku voidaan nyt
lukea indekseisté takaperin. (Ks. kuva 4.24.)

Sama menettely puoliohjelmana:
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1. Alkutiedot: alkusolmu (p), loppusolmu (q), etiisyysmatriisi D.
Apumuuttujat: taulukko M, johon tehddén indeksimerkinndt. Alussa M(j) =
0,7 =1,...,n. Osoitinindeksit k, j.

2. Aseta M(p) = *.

3. Toista kunnes M (q) > 0 tai kaikki merkityt solmut on alleviivattu:
(I) Etsi pienin k, jolle solmu (k) on merkitty mutta alleviivaamaton.
(IT) For j =1 to n: jos di; > 0 ja M(j) = 0, niin aseta M(j) = k.
(III) Alleviivaa M (k).

4. Jos M(q) > 0, niin etsitty polku $1-so-.. .-s; voidaan lukea takaperin rekursiolla
Sk = M(Sk+1).

Esimerkki 4.1.1 Kun edellinen algoritmi suoritetaan verkon 4.23 solmuja (2) ja (4)

yvhdistavan polun 16ytamiseksi, saa M-taulukko seuraavat sisallot

k| M

—~

1) [ M(2) | M(3) | M(4) | M(5) | M(6)

( (
2 0 2 0
1 0 2 0
3 3 2 0

o o o
| % %1 %
= = O

Siis polun solmut takaperin lueteltuina ovat (4)-(3)-(1)-(2)

Esimerkki 4.1.2 Kun edellinen algoritmi suoritetaan verkon 4.22 solmuja (2) ja (4)

yvhdistavan polun 16ytamiseksi, saa M-taulukko seuraavat sisallot

% [ M(1) | M(2) [ M(3) | M(4) [ M(5) | M(6)
5 0 | = | 0 [ 0 | 2 [0
sl o | = | o] o | 2|5
6l o | = | o | o | 2| s

Koska solua (4) ei merkitty, ei etsittyd polkua ole olemassa.

Minimivirittava puu. (Minimum Spanning Tree.) Oletamme seuraavassa, etta
verkko on suuntaamaton, eli kaaret ovat kaikki kaksisuuntaisia. Eraissa sovelluksissa
haluamme yhdistaa kaikki verkon solmut yhtenaiseksi aliverkoksi mahdollisismman ly-
hyella kaaristolla. Tata varten maarittelemme, etta verkon V' virittaja W on yhtenainen
verkko, jonka solmut ovat tasmalleen samat kuin V:n solmut ja jonka kaaret ovat V:n
kaaria. (Toisin sanoen W on saatu aikaan karsimalla osa V:n kaarista pois.) Naista

virittajista valitsemme sen, jonka kaarien yhteenlaskettu pituus on mahdollisimman
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pieni. On helppo osoittaa, ettad tdma minimaalinen virittaja on puu. Siksi kaytamme
nimitysta minimivirittdvd puu (Minimum Spanning Tree).

Algoritmi, jolla minimivirittava puu konstruoidaan voidaan kuvata sanallisesti seu-
raavasti. Aloitetaan mistd tahansa solmusta (vaikkapa solmusta (1)). Vairitd alku-
solmu. Olkoon kaari (7, 7) lyhin niistd kaarista, jotka yhdistdvéat véritetyn solmun va-
rittAmattoméadn solmuun. Liitd kaari (7, j) virittdvaan puuhun ja véritd kaaren toinen
paa. Toista edella kuvattua askelta kunnes kaikki solmut on varitetty. Kuvassa 4.25

on esimerkki verkosta ja sen minimivirittavasta puusta.

Figure 4.25: Verkko ja sen minimivirittava puu.
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Figure 4.26: Lyhimman polun ongelma.

4.2 Lyhimman polun ongelma

Lyhimman polun ongelma on verkko-ongelmien perusasioita. Dijkstra esitti jo 1959
algoritmin, joka on erittain tehokas kaytannon ongelmissa. Esitdmme ensin esimerkki-

tilannetta kayttaen kuvallisen perustelun algoritmin esitystavalle.

Ihmiselle verkon kuvan varittaminen on helpoin tapa saada ongelma hallintaan,
mutta tietokone rakentaa taulukoita. Dijkstran algoritmin vakiintunut esitystapa on

syntynyt haettaessa tietokoneen muistin tehokasta kayttotapaa.

Tutkitaan seuraavassa kuvan 4.26 esittamaa verkkoa. Etsimme lyhimman polun

solmusta (1) solmuun (8).

Merkitaan L(j):11a4 solmusta (1) solmuun (j) vievén lyhimméan polun pituutta ja

merkitddn F(7):114 solmun (j) edeltajaa talla polulla.

Viritetddn alkusolmu (1) ja asetetaan L(1) = 0, E(1) = 0. Etsitdén kaari (4, 7)
viritetystd solmusta vérittdimattomadan solmuun niin, ettd luku L(7) + d;; on mahdol-

lisimman pienin. Nyt voimme vérittda solun (j) ja asettaa

L(j) = L(i) + dij, ja E(j)=1.

Kaikkia polkuja solmusta (1) solmuun (j) ei toki ole vield tutkittu, mutta jokainen
tutkimaton polku kulkee varittaméattoméan solmun kautta ja on siis pidempi kuin L(7)+

d;;. Edella kuvattua askelta toistetaan, kunnes loppusolmu tulee véritettya. Taman
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jalkeen lyhin polku sq-so-. . .-s; voidaan lukea takaperin rekursiolla sy = E(sg11).

(16,7

(2,1) (6,2)

Dijkstran algoritmin kirjanpito esitetaédn seuraavasti: Jokaiselta algoritmin kier-
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rokselta kirjataan taulukko L, johon talletetaan lyhimpien polkujen pituudet. Sol-
mun varittminen korvataan L-taulukon alkion alleviivaamisella ja edeltdja ilmaistaan
L-taulukon alkion alaindeksina. L-taulukkoa paivitettaessa riittaa tutkia viimeksi
varitetysta solusta lahtevat kaaret. Siksi L-taulukon viereen joka kierroksella kirjataan
viimeksi varitettya solmua vastaava etaisyysmatriisin rivi.

Nailla merkinnoilla edellisen esimerkin kulku on

L =] 0 o0 o0 00 © o© oo oo |
de = [ 0] 2 3 = =« 15 = =z |
L =10 2 3 o0 o 15 oo oo |
dee = [ 2 0] 2 4 =z 12 z x|
L =10 2 3 63 c0 149 o0 oo |
dse = [ =z =« [0] 8 5 = = x |
L = [ 0 2, 31 6, 8 14y o0 o0 ]
dye = [ =z 4 8 [0] = 7 x 15 ]
L =10 2 35 6, 8 134 oo 21y |
dse = [ = 11 5 =z [0 1 6 =z ]
L = [ 0 2 3 6, & 95 145 214 ]
de = [ 15 12 2 7 =z [0] 3 9 ]
L = [ Q 21 31 @2 §3 9 QG 186 ]
die = [ =z x 2« x 6 =z [0 4 ]
L = [ 0 2, 3 6, 8 95 126 167 ]

Iyhin polku: (1)-(3)-(5)-(6)-(7)-(8) polun pituus 16
Puoliohjelma:

1. Alkutiedot: alkusolmu (p), loppusolmu (q), etdisyysmatriisi D.
Apumuuttujat: taulukko L, johon talletetaan etdisyydet ja taulukko E, johon
talletetaan edeltdjat. Alussa L(j) = 00,7 = 1,...,nja E(j) =0,j =1,...,n.
Osoitinindeksit k, 7.

2. Aseta L(p) =0, E(p) = 0, alleviivaa L(p) ja aseta k = p.

3. Toista kunnes L(q) on alleviivattu:
(I) For j=1ton
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jos dyj # x ja L(k) + di; < L(j), niin
aseta L(j) = L(k) + dy; ja E(j) = k.
(IT) Etsi alleviivaamattomista solmuista se, jolla L on pienin. Aseta 10ytdmaési
solun numero k:n arvoksi.

(I11) Alleviivaa L(k).

4. Jos L(q) on alleviivattu, niin etsitty polku (p)-(s1)-(s2)-. . .-(s¢)-(¢) voidaan lukea

takaperin rekursiolla sy = F(sg11) ja polun pituus on L(q).
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4.3 Maksimivirtauksen ongelma

Esimerkki 4.3.1 (Maximum flow) Kaupunki haluaa siirtdd vettd vedenotta-
molta rakenteilla olevaan kaupunginosaan. Vesijohtoverkosto on rakennettu
useassa vaiheessa ja sen eri osien kapasiteetit eroavat toisistaan. Oheiseen ku-
vaan on merkitty verkon rakenne ja sen eri osien kaytettivissa oleva vapaa
vedensiirtokapasiteetti.(m? /min)

Mika on suurin mahdollinen vesimaara, joka voidaan pumppaamolta siirtaa
kaupunginosaan? Mita vesijohtoverkon osia tulisi parantaa, jotta siirrettavaa
vesimaaraa voitaisiin kasvattaa?

Madritetdan jokin polku alkusolmusta (1) loppusolmuun (5). Erés téllainen polku
on P, =(1)-(2)-(5). Polun P, kapasiteetti on sen kaarien kapasiteettien minimi, eli
Ky = min{10,2} = 2. Kirjataan muistiin, ettd P;:& pitkin kuljetamme 2 yksikkoa ja

vahennetaan kuvan vastaavien kaarien kapasiteetteja. Uusi kuva on

tz, [P=D-2)-(5)]

C kaup.
12 osa

Seuraava polku on P, =(1)-(2)-(4)-(5) ja sen kapasiteetti on Ky = min{8,5,12} = 5.

Poistetaan tama kapasiteetti kuvasta. Uusi kuva on

amp- 3 +2, [Py=(1)-(2)(5)]
ﬁamfu 5 B

Seuraava polku on Py =(1)-(3)-(4)-(5) ja sen kapasiteetti on K3 = min{4,6,7} = 4.

Poistetaan tama kapasiteetti kuvasta. Uusi kuva on
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ump- M +2, [P=()-(2)5)]
paamo +5, [PADA2-H-3)]

kaup.
5 (D) =F 4 PAOGH@G)]
2

Enempaa ei vetta voi siirtaa verkoston lapi. Viimeisesta kuvasta nahdaan yk-
sittaisten kaarien kayttamaton kapasiteetti, kun systeemin lapi virtaa maksimaalinen
virtaus. Kaupunginosaan voidaan siis siirtaa vetta 11 yksikkoa minuutissa.

Ongelma voidaan myos muotoilla LP-malliksi. Olkoon z;; virtaus solmusta (7)

solmuun (7). Silloin ongelman ratkaisee LP-malli

max v
st v = Zi2+213  (solmu (1))
Ty = g+ x5 (solmu (2))
T3 = xr34  (solmu (3))
T34+ Loy = x45  (solmu (4))
Tos + Tys = v (solmu (5))
T2 < 10 (kaari (1,2)
T3 < 4 (kaari (1,3)
Tog < 5  (kaari (2,4)
Tos < 2 (kaari (2,5)
T < 6 (kaari (3,4)
Ty < 12 (kaari (4,5)
Lindon antama ratkaisu on
! ______________________________________________
max v
st
solmul) v - x12 - x13 =0
solmu2) x12 - x24 - x25 =0
solmu3) x13 - x34 =0
solmu4) x34 + x24 - x45 =0
solmub) -v + x25 + x45 =0
1-2) x12 <= 10
1-3) x13 <= 4
2-4) x24 <= 5
2-5) x25 <= 2
3-4) x34 <= 6
4-5) x45 <= 12
end

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 4



144

4. Verkkomallit

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1

VARIABLE
v

X12

X13

X24

X25

X34

X45

ROW
SOLMU1)
SOLMU2)
SOLMU3)
SOLMU4)
SOLMU5)

1-2)
1-3)
2-4)
2-5)
3-4)
4-5)

11.00000

SLACK

VALUE

11

© >N O

OR SURPLUS
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

WNOOOWOO O O o

.000000
7.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

000000

REDUCED COST

0.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

O O O O O O

DUAL

OO P, P Pk OO OO~ K~

000000

PRICES

.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

Yleisesti maksimivirtauksen alkusolmusta (1) loppusolmuun (n) ratkaisee LP-malli

max v

st

v o=

n
Zﬂfik =
=1
n
Zmin =
=1

Tij <

n
E:ﬂhj
j=1

n
Z Ty,
j=1

()

k

©]

k=2....n—1

1<i<n,1<53<n

Aiheutukoon putken (i, j) kdytosta kustannus ¢;; per virtausyksikko. Jos v* on edelld

maaritetty maksimivirtaus ja v, < v*, niin on tavallista kysya: “miten virtaus v,

kannattaa ohjata verkoston lapi, jotta kuljetuskustannus olisi mahdollisismman pieni?”

Ongelman ratkaisee LP-malli

min Z Cij T4
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st Vy = Zmlj

7=1

n n

ink = Zxkj, k=2,....n—1

i=1 Jj=1

n

inn = Y

=1

Xij S kija 1<Z<TL,1<]§TL

Jos esimerkiksi edeltavan esimerkin kuljetuskustannukset ovat

r 5 8 x =z
r x x 7 4
C=|z =z =z 6 =z
r r x x 2
r r r T x

niin LINDOn antama edullisin jarjestely virtauksella v, =9 on

min 5x12 + 8x13 + 7x24 + 4x25 + 6x34 + 2x45

st

solmul) x12 + x13 = 9

solmu2) x12 - x24 - x25 = 0

solmu3) x13 - x34 = 0

solmu4) x34 + x24 - x45 = 0

solmub5) x25 + x45 = 9

1-2) x12 <= 10

1-3) x13 <= 4

2-4) x24 <= 5

2-5) x25 <= 2

3-4) x34 <= 6

4-5) x45 <= 12

end

! ______________________________________________

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 5

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 324.0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST

X12 5.000000 0.000000
X13 4.000000 0.000000
X24 3.000000 0.000000
X25 2.000000 0.000000
X34 4.000000 0.000000
X45 7.000000 0.000000

145
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ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
SOLMU1) 0.000000 0.000000
SOLMU2) 0.000000 -45.000000
SOLMU3) 0.000000 -46.000000
SOLMU4) 0.000000 -52.000000
SOLMU5) 0.000000 -54.000000

1-2) 5.000000 0.000000
1-3) 0.000000 38.000000
2-4) 2.000000 0.000000
2-5) 0.000000 5.000000
3-4) 2.000000 0.000000
4-5) 5.000000 0.000000

Esimerkin ensimmainen ratkaisu antoi kolme reittivaihtoehtoa: Py, P, ja P3. Jokainen
siirrettava yksikko vetta kulkee jonkin naista reiteista. Reittivaihtoehtojen yksikkokustannukset

ovat

cpt = Ci2t+Cp=5+4=9
Cpa = 012+CQ4+C45:5+7+2:14
cps = Ci3t+czat+cys=8+6+2=16

Jos kaupunginosa on vasta rakenteilla, eika kulutus heti ole maksimissa, kannattaa
aluksi vesi kuljettaa pitkin edullisinta reittia, eli P;:ta. Kun kulutus kasvaa, ei reitti P,
enaa riita, vaan joudumme ottamaan kayttoon kalliimpia vaihtoehtoja. Koska reitti-
vaihtoehtojen kapasiteetit ovat kpy = 2, kps = 5 ja kpy = 4, niin kustannus virtauksen

funktiona on

v, kuin 0 <ov <2
c(v) =< 9-2+14(v —2) kun 2 <o <7
9-2414-5+16(v—7) kun7<0v <11



civ)

160
140
120

4.3. Maksimivirtauksen ongelma

= T

— 4

g 9

111

2

147



148 4. Verkkomallit
4.4 Projektinohjaus

Projektilla tarkoitetaan nyt suurehkoa monivaihesta tehtavaa, jota suorittamassa on

suurehko joukko eri alan tyontekijoita. Projekti voi olla
e rakennusprojekti
e uuden tuotteen suunnittelu, testaus ja markkinointi
e uuden tietojarjestelméan suunnittelu ja kayttoonotto
e hallinnon uudistus
e laivan rakentaminen, tms.

Projekti koostuu osatehtavista, joista osa voidaan aloittaa vasta, kun tietyt edeltavat
osatehtavit on saatettu paatokseen. Siten projekti voidaan luontevalla tavalla ku-
vata verkkona, jossa kaaret ovat osatehtavia ja solmut ovat osatehtavien alkamis- tai

paattymishetkia.
Projektia suunniteltaessa tulee varmistaa, etta
e osatehtavit ovat hyvin maariteltyja
e projektiin osallistuvat henkilot pystyvat kommunikoimaan keskenaan
e osataan arvioida osatehtavien vaatimat resurssit ja niiden kestot
e osatehtavien keskinainen jarjestys on oikein maaritetty

e projekti pystyy tarvittaessa suuntaamaan lisaresursseja osatehtavaan, joka ei su-

jukaan ennakoidulla tavalla
e pystyyko projekti joustamaan, jos jokin osatehtava epaonnistuu?

1950-luvun lopulla kehitettiin kaksi projektinhallintatekniikkaa, jotka ovat 30 vuoden
kuluessa vakiinnuttaneet asemansa. CPM-tekniikan (Critical Path Method) kehitti
Du Pont ja Sperry Rand ja PERT-tekniikan (Probabilistic Evaluation and Review
Technique) kehittivéat Polaris-ohjus projektissa olleet konsultit. Menetelmien piirteita

on koottu seuraavaan taulukkoon
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CPM PERT
lahtokohta
tunnetaan osatehtavien tarkat tunnetaan osatehtavien kestoille
kestot ja edeltaja-seuraaja optimistiset, todennakoiset ja
-suhteet pessimistiset arviot, seka
edeltaja-seuraaja -suhteet
tulokset

e koko projektin kesto e projektin keston odotusar-

o o Vo ja varianssi
e kriittiset osatehtavat

: . el e kriittiset osatehtavét
e miten paljon ei-kriittinen

osatehtava saa myohastya
ilman, etta koko projekti
myohastyy

e mihin osatehtaviin pitaa
osoittaa lisaresursseja, jos
projektin halutaan valmis-
tuvan laskettua nopeammin

4.4.1 Kriittisen polun menetelma, CPM

CPM-tekniikassa tiedetaan tehtavien tarkat kestot seka tehtavien edeltajat. Tehtavia
kuvataan kaarilla, ja solmut ovat tehtavien alkamis- ja paattymishetkia. Projektia

kuvaava verkko laaditaan seuraavien saantojen mukaisesti

1. Solmu (1) kuvaa projektin alkua ja jokainen tehtévé, jolla ei ole edeltajéa, ku-

vataan solmusta (1) alkavalla kaarella.

2. Verkossa tulee olla projektin loppumista kuvaava solmu. Loppusolmu on ainoa

solmu, josta ei lahde kaarta.

3. Solmut numeroidaan siten, ettda kaaren loppusolmun numero on aina suurempi
kuin kaaren alkusolmun numero. (Tamé& sdanto ei vield méaéritd numerointia

yksikésitteisesti!)
4. Kukin tehtava kuvataan vain yhdella kaarella.

5. Jos tehtavalla on edeltdja, niin kaaren alkusolmuksi valitaan edeltdjan loppu-

solmu. Néennéistehtdvien (dummy arc, kesto 0) avulla varmistetaan, ettd kahta
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solmua yhdistaa korkeintaan yksi kaari.

Esimerkki 4.4.1 Kuljetusliike paattaa hankkia uuden siirtolavakuorma- auton. Koska
tarvittavaa siirtolavatyyppia ei ole valmiina saatavana, paiatetdan tehda siirtolava ja
autoon tarvittavat muutos- ja asennustyot yrityksen omalla pajalla. Koska vastaavaa
asennusta ei aiemmin ole tehty, kay tyonjohtaja ja kaksi tyontekijaa opintomatkalla

selvittamassa tarvittavat tekniset yksityiskohdat.

Projektin tehtavat ja niiden kestot paivind ovat seuraavat

tehtava edeltajat | kesto
A = tyontekijoiden koulutus - 6
B = materiaalihankinnat — 9
C = autoon tehtavat asennukset | A, B 8
D = siirtolavan rakentaminen A B 7
E = siirtolavan testaus D 10
F = ajoneuvon katsastus C,E 12

Tee projektista verkkomalli.

Ratkaisu:

F 1z

E 10
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Maaritelma 4.4.1

tij = tehtdvén (,7) kesto
ET(7) = wvarhaisin aika solmulle i (earliest event time)
ET(1)=0

ET(i) = max{ET(j) + t;:}

LT (i) = mydhéisin aika solmulle ¢ (latest event time)
LT (loppusolmu) = ET (loppusolmu)
LT (i) = min{LT(j) — t;;}

S(i,j) = tehtdvén (i, 7) kokonaispelivara (total float)
— LT() - ET() — t,

Kokonaispelivara S(i, j) ilmoittaa sen aikamadran, jonka tehtavén (i, j) suorit-
taminen saa korkeintaan pidentyé ilman, etta koko projektin kestoaika kasvaa.

Kriittinen polku muodostuu niista tehtavista, joiden kokonaispelivara on nolla.

Jos yksikin kriittisen polun tehtavista myohastyy aikataulustaan, koko projekti myohéastyy.
Resursseja pyritaan allokoimaan siten, etta kriittisella polulla sijaitsevat tehtavat saadaan

suoritettua aikataulun mukaan.

Esimerkki 4.4.2 Maaritamme siirtolavaesimerkin kriittisen polun.

ET(1) = 0
ET(2) = ET(1)4+tp=0+9=09

B ET(1)+t3=0+6 ) _
ET(3) = max{ ET(2) + tss = 940 =9
ET(4) = ET3)+ta=9+7=16

B ET(3)+t5=9+8 | _
ET(®) = maX{ ET(4) + tys = 16410 [ 20
ET(6) = ET(5)+ tss = 26+ 12 = 38

LT(6) = ET(6) =33
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LT(5) = LT(6)—t56:38—12:26
LT4) = 5—t45_26—10—16
B —t34=16—-7 |
LT(3) = mln{ —t35:26—8}_9
LT2) = 3—2523—9 0=9
o 2—t12:9—9 o
Lr1) = n{ 3—t13:9—6}_0
S(1, = LT2)—FET(1)—t13=9—-0—-—9=0  kriittinen

= LT(3)—-ET(1
= LT3)—-ET(2

(1,2) (2) (1)

(1,3) (3) (1) —ti3=9-0-6=3

(2,3) (3) (2)
S(3,4) = LT(4)—FET3)—t34=16—9—7=0 kriittinen
(3,5) () (3)
(4,5) (5) (4)
(5,6) (6) ()

- t23 =9-9-0=0 kriittinen

= LT(B)—-ET3) —1t35=26—9—-8=9
= LT(B)—-ET4) —1t45=26—16—-10=0  kriittinen
= LT(6)— ET(5) —ts56 =38—26—12=0  kriittinen

Kriittinen polku on siis 1-2-3-4-5-6 ja projektin kokonaiskesto on 38 vuorokautta.

Projektin kokonaiskesto saadaan myos ratkaisemalla Ip-malli, jossa x; = solmun ¢
tapahtumahetki (x; = 0).

min zZ = Tg

st z3 > 6
) 2 9
x5 > x3+38
Ty = x3+7
Trs > x4+ 10
Tg > x5+ 12
r3 = X3

Mallin ratkaisu antaa z:lle arvon 38, joka on siis kriittisen polun pituus. Yksittaiset
x;:t saadaan kokonaispelivaran puitteissa, eika Ip-mallin ratkaisu siis kokonaan korvaa

edella tehtya laskelmaa.
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4.4.2 Projektin lyhentaminen

Esimerkki 4.4.3 Kuljetusliike haluaa kiirehtia projektin valmistumista siten, etta
projekti valmistuu 25 paivassa. Kutakin tehtavaa voidaan kiirehtia korkeintaan 5
paivaa ja kunkin tehtavan lyhentaminen paivalla aiheuttaa seuraavan taulukon mukaiset

kustannukset

tehtava  kust/pv
10
20
3
30
40
50

HEHOQW =

Merkitadn solmun 7 toteutumishetkea x;:1l& ja tehtavian A kestosta vahennettyjen
paivien lukuméarad dy (B,C,... vastaavasti). Projektin lyhentdmisen edullisin tapa

selvida ratkaisemalla lp-malli

st dgy < 5 max lyhennys tehtavalle A

dg < 5 -"- B

de < 5 -7-C

dD S 5 -7 - D

dE S 5 -7 - F

dF S 5 -7 F

e > 9—dp teht. B

r3 > 6—dy teht. A

rs > r3+8—do teht. C

T4 Z T3 + 7T — dD teht. D

T Z T4+ 10 — dE teht. E

T3 > X940 dummy

e < 25 —— !l proj. pituus < 25

Ti,digy = 0

Ratkaisuksi tulee z = 390, 21 =0, 22 =4, 23 =4, x4 =6, 25 = 13, 26 = 25, dy = 2,
dg=5,dc=0,dp=5,dg =3, dr =0.
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Esimerkki 4.4.4 Jos tyonjohtaja saa omistajalta 500 rahaa kateensa ja ohjeet ly-

hentda projektia niin paljon kuin pystyy, niin tata varten ratkaistaan lp-malli

min z
st dA
dp

dc

dp

dp

dr

T2

T3

Ts

Ty

Ts

Te

T3

500

i, d(i, )

VIV IVIVIVIVIVIVIVIAIANIANIANIAIA

Te

5 max lyhennys tehtavalle A
5 -7- B
5 -7 C
5 -7- D
5 -7 - F
5 -7 - F
9 — dB teht. B

6 — dA teht. A
r3+ 8 —dp teht. C
T3+ 7 — dD teht. D

xo+0 dummy
10d4 + 20dg + 3dc + 30dp + 40dg + 50d ¢
0

Mallin ratkaisu on z = 22.46, 21 =0, 22 =4, 23 =4, x4 =6, 25 = 11, 26 = 22.46,
dy=2,dg =5,dc=1,dp=5,dg =5, dp = 0.54.

Kuvassa 4.27 on esitetty alkuperédinen ja sen kaksi lyhennettya versiota. Kuvaan

on ensin piirretty kriittisen polun osatehtévit (mittakaavassa) ja ndiden rinnalle ei-

kriittiset tehtavat. Pelivarat nakee tasta kuvasta hyvin. Isompien projektien kohdalla

nuolikuva ei valttamétta esitd selkesti edeltdja-seuraaja suhteita. Silloin on syyta

varustaa nuolikaavio selvalla edeltajataulukolla. Huomaa, etta lopulta kaikki tehtavat

tulevat kriittisiksi, kun projektia kiirehditaan riittavasti.

4.4.3 PERT

Project Evaluation and Review Technique, PERT. Tekniikan kehittivat Polaris ohjus-

projektissa tyoskennelleet konsultit. Tekniikka huomioi osatehtavien kestoihin liit-

tyvan epavarmuuden siten, etta kunkin osatehtavan kestolle arvioidaan optimistinen,

todennakoisin ja pessimistinen arvio. Sovitaan merkinnoista:

a;; = tehtdvén (i, j)suorittamiseen kuluva lyhin mahdollinen aika

(optimistinen arvio)

m;; = tehtdvén (¢, j)suorittamiseen kuluva todennékéisin aika

b;; = tehtévén (i, j)suorittamiseen kuluva pisin mahdollinen aika

(pessimistinen arvio)
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Ivhenneity prajelti 22,5 vuorokautta, Kustannus S00,

Figure 4.27: Projekti ja kaksi sen lyhennettya versiota.

Tehtévén (7, j) kestoa kuvaavan satunnaismuuttujan ¢;; jakauma on yleensé vino. Olkoon
esimerkiksi tehtavan todennakoinen kesto 4 paivaa. Optimistinen arvio on, etta tehtavan
suoritusaika voi olla paivan verran todennakoista kestoa lyhyempi. Pessimistinen arvio
lahtee siita, etta pahimmassa tapauksessa tehtavan suoritus venyy 7 paivalla. Nama
arviot eivat riitda maarittamaan tehtavan keston jakaumaa, mutta varsin lahelle osuva

arvaus jakauman muodosta on seuraavassa kuvassa.

Fy
todenmn.

7

i -
leesto

5 -
3+
o

Keston odotusarvo ja varianssi lasketaan beta-jakaumasta saaduilla kaavoilla
Q5 + 4mij + bij
6

bi' — Q45 2
(42) VCL?“(tZ'j> = O-i2j: —( J 36 J>

(4.1) E(ti;) =

Odotusarvoja kayttaen maaritetdan kriittinen polku ja tehtavien pelivarat samoin kuin
CPM-tekniikassa edell’a. Projektin kestoon liittyva todennakoisyyslasku esitetaan

seuraavan esimerkin avulla.
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Esimerkki 4.4.5 Tarkastellaan uudelleen esimerkin 4.4.1 siirtolavaprojektia. Ole-

tamme, etta osatehtavien kestoarviot ovat

(4,) aij | mij | bi; ¥) E(ty;) | Var(t;)

A (1.3) 2 [ 6 |10 A (1.3) 6 1.78
B(12) |6] 8 [16] @) | B(@12) 9 2.78
c35 3] 8 [13] @2 | c@Bs 8 2.78
D34 |36 |15] = D (3.4) 71 4.00

E (4.5) 8 |10 |12 E (4,5) 10 0.4

F (5.6) 91215 F (5.6) 12 1.00
Dummy (2,3) | 0 | 0 | O Dummy (2,3) 0 0.00

Tehtavien kestojen odotusarvoja kayttiaen lasketaan tehtavien pelivarat ja kriittinen

polku CP.
2 Z 8
A& F1z
A D E 10
R

Kriittinen polku on CP = B-Dummy-D-E-F. Kriittisen ploun keston odotusarvo

on siihen sisaltyvien tehtavien kestojen odotusarvojen summa. Kriittisen polun keston

varianssi on kriittiseen polkuun kuuluvien osateht” avien varianssien summa.

E(tep) = Y, E(ty)=9+0+7+10+12=38
(i,j)eCP
oep = Y, 05 =278+0.00+4.00+ 0.44 + 1.00 = 8.22
(i,j)eCP

= ocp = VB22=287

PERT-tekniikan keskeiset oletukset ovat nyt seuraavat:
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a) Projektin kesto = kriittisen polun kesto tcp. T&méi on totta, jos
mitaan kovin poikkeuksellista ei satu. Jos kriittiseen polkuun kuulumaton
tehtava venahtaa, niin kriittinen polku saattaa muuttua. Kaytannossa
ensimmainen oletus on riittavan hyvin voimassa.

b) Projektin kesto on normaalisti jakautunut. Jos satunnaismuuttuja
on monen pienen riippumattoman satunnaismuuttujan summa, niin sen
jakauma on lahella normaalia. Joskus projektissa on rinnakkaisia kriittisia
tehtavia. Projekti pitkittyy, jos yksikin rinnakkaisista kriittisista tehtavista
viivastyy. Tama muuttaa todennakoisyyslaskujen luonnetta. Kaytannossa
toinenkin ehto on riittavan hyvin voimassa.

Kriittisen polun kesto on esimerkissi jakautunut normaalisti tcp ~ N(38;2.87). Kysytty

todennakoisyys katsotaan normituksen jalkeen tilastollisista taulukoista

35— 38
Pltep <35) = P(z<
(tep < 3) <Z— 2.87)

= P(z<—1.05)=1—U(1.05)
— 1-0.8531 =0.147

Siis 14.7 prosentin todennikoisyydelld projekti valmistuu 35 vuorokaudessa tai no-

peammn.



158 5. Johdatus epélineaariseen optimointiin

5. Johdatus epalineaariseen opti-
mointiin

Epalineaarista optimointia tullaan kasittelemaan tarkemmin optimoinnin jatko-
kurssilla, mutta nyt kaydaan lapi perusteet. Rajoitumme téassa johdannossa jatkuvien
ja sileiden funktioiden optimointiin. Toisin sanoen funktiota voidaan derivoida niin
monta kertaa kuin on tarvetta.

Koska emme voi kerrata kaikkea, on tarkeata, etta opiskelija tarvittaessa kertaa

sen, mita on aiemmin oppinut derivoinnista ja osittaisderivaatoista.

5.1 Aﬁrkwvontyyppi

Aloitamme tutusta asiasta eli suljetulla valilla maaritellysta yhden muuttujan funk-

tiosta. Kuvassa 7?7 on funktion

(5.1) f@0:5ji4+3@—3f—3x+5

kuvaaja vélilla [1,4]. Kuvasta nikee, ettd funktiolla on kaksi lokaalia minimié ja kolme
lokaalia maksimia. Vélin paatepisteissa on talld kertaa lokaalit maksimit. Globaalit
aariarvokohdat ovat maksimikohta x; = 1.000 ja minimikohta x5 = 1.252. Vastaavat

globaalit dériarvot ovat maksimiarvo f(z;) = 3.000 ja minimiarvo f(zy) = —3, 717.

Maaritelma 5.1.1 (A) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva valilld [a,b] = I mééritelty
funktio. Madrittelyvélin piste 2* € I on globaali maksimi(minimi)-kohta, jos f saa

suurimman(pienimmén) arvonsa vélilla I kohdassa z*.
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glabaali

4 |

J makmmlxﬁ\- lakaali maksimi i

X J N\

\ N

e~

- 7 b
»

—_— ]

globaali S
- minirmi : [akaali minimi

Figure 5.28: Funktion aariarvot.
(A’) Globaali maksimi(minimi) -kohta on siis optimointitehtévan

max(min) z = f(x)

chdolla  z2>a ehdolla  z €1

max(min) z = f(x) {
x<b
optimipiste.
(B) Avoin véli J = («, 8) on x:n avoin ympdristd, jos a < x < .

(C) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva vililla I = [a, b] madritelty funktio. M&arittelyvélin
piste x* € I on lokaali maksimi(minimi)-kohta, jos on olemassa x*m avoin yméristd J

niin, ettd f saa suurimman(pienimmén) arvonsa joukossa J N I kohdassa z*.

(C’) Voimme yhtépitévésti maaritelld, ettd 2* € I on lokaali maksimi(minimi) -kohta,

jos on olemassa z*:n avoin ymparisto J siten, etta x* on optimointitehtavan

max(min) z = f(x)

max(min) z = f(x) chdolla  z>a
ehdolla r el & r<b
rxeJ T >

x<p

optimipiste.

(C”) Vield voimme yhtépitavasti maaritelld, ettd 2* € [a, b] on lokaali maksimi(minimi)

-kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymparisto J siten, etta kaikille x € JNI on voimassa
(5.2) r#at = fr) < (2)f(27)

(D) Jos epayhtélossa (77) erisuuruus on aito kaikilla z € (JN1I)\ {z*} (eli 2* on ainoa

optimikohta J N I:ssé) niin sanomme, ettd &ériarvo on vahva ddriarvo. Jos dériarvo ei
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Figure 5.29: y = f'(x).

ole vahva, niin se on heikko.

Esimerkki 5.1.1 Kuvasta 7?7 nékee helposti funktion (?7) dériarvojen tyypit, mutta
aariarvokohtia on usein vaikea nahda tarkasti. Lukiossa ongelma ratkaistiin etsimalla
derivaattafunktion nollakohdat, f’(x) = 0. Nyt ratkaistavaksi tuleva yhtalo on neljattéa
astetta, joten emme osaa ratkaista sitd tarkasti. Hieman paremmin airiarvokohta
nakyy derivaattafunktion kuvaajasta, jonka voi piirtaa vaikkapa Excelilla. Lokaalissa
maksimikohdassa derivaatan merkkikaaviossa on ”+|—" ja minimikohdassa on deri-
vaatan merkkikaaviossa " —|+". Kuvassa ?? on derivaattafunktion kuvaaja. Kuvasta
nidemme, ettd funktiolla on lokaali maksimikohta kohdassa x ~ 2.22. Jos haluamme
tietdaa aariarvokohdan tarkemmin, tulee kuvaajan tutkiminen tyolaaksi. Jatkamme

esimerkin kéasittelya numeerisesti luvussa 5.4.

Seuraavaksi tarkastelemme optimointitehtavaa, jossa paatosmuuttujia on n kap-
paletta, x = (z; ... x,)". Olkoon kiypi alue K € IR" ja olkoon epilineaarinen
tavoitefunktio z = f(x) hyvin méiritelty K:ssa. Voimme siis kirjoittaa optimoin-

titehtavamme muotoon
max z = f(x)
st x € K.
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Kahden ratkaisuvektorin valinen etéisyys on tavallinen euklidinen

I —x*|| = /(21 — 202 + ..+ (2, — a)?

Ratkaisuvektorin x* r-siteinen avoin palloympéristé B, (x*) muodostuu niisté ratkaisu-

vektoreista, jotka ovat lahempéana kuin r:n etaisyydella x*:sta
B (x") = {x e R" | [|x = x"[| <}

Joukko U C IR" on awvoin, jos sen jokaisella pisteella w € U on U:hun sisaltyva pal-

loympéristo, B, (w) C U. (Toisin sanoen: mikéén U:n piste ei ole U:n reunapiste.) Jos

U C IR" on avoin ja x € U, niin sanomme ettd U on x:n avoin ymparisto.
Maarittelemme seuraavaksi adriarvon tyypit monen muuttujan funktion tapauk-

sessa. (Huomaa, ettd méaritelmét ovat lihes sanasta sanaan samat kuin edella.)

Maaritelma 5.1.2 (A) Olkoon f: K — R jatkuva kdyvissad alueessa K madritelty
funktio. Kaypa z* € K on globaali maksimi(minimi)-kohta, jos f saa suurimman(pienimmén)

arvonsa K :ssa kohdassa x*.

(A’) Globaali maksimi(minimi) -kohta on siis optimointitehtévan

max(min) z = f(x)
ehdolla re Kk

optimipiste.
(B) Avoin joikko U on x:n avoin ympdristd, jos x € U.
(C) Olkoon f : K — IR jatkuva funktio. Kaypa piste z* € K on lokaali maksimi(minimsi)-

kohta, jos on olemassa z*:n avoin yméristé U niin, ettd f saa suurimman(pienimmén)

arvonsa joukossa U N K kohdassa z*.

(C") Voimme yhtéapitavasti méaritelld, ettd 2* € K on lokaali maksimi(minimi) -kohta,
jos on olemassa z*:n avoin ymparisto U siten, ettd z* on optimointitehtavan
max(min) z = f(x)

ehdolla re K
zelU

optimipiste.
(C”) Vield voimme yhtéapitavésti maaritella, ettd * € K on lokaali maksimi(minimi)

-kohta, jos on olemassa x*:n avoin ymparisto U siten, etta kaikille z € U N K on

volmassa

(5:3) r#at = flx) < (2)f(x7)



162 5. Johdatus epélineaariseen optimointiin

(D) Jos epayhtalossa (?77) erisuuruus on aito kaikilla z € (UNK)\ {«*} (eli 2* on ainoa
optimikohta U N K:ssé) niin sanomme, ettd ddriarvo on vahva ddriarvo. Jos ddriarvo

ei ole vahva, niin se on heikko.
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Figure 5.30: (a) Konveksi funktio (b) konkaavi funktio.

5.2 Konveksisuus ja konkaavisuus

5.2.1 Yhden muuttujan tapaus

Yhden muuttujan funktio f(x) on Konveksi (konkaavi), jos mitd tahansa kahta funktion
kuvaajan pistettd yhdistdvd jana ei missddn ole kuvaajan alapuolella (ylapuolella).

Tasmallisempi maaritelmé on seuraavassa:

Maaritelma 5.2.1 (A) Funktio f : [a,b] — IR on konveksi, jos kaikilla z,y € [a,b] ja

t € [0,1] on voimassa

fltz+ (1 =t)y) <i(f(z)+ (1 =1)f(y)

(B) Funktio f : [a,b] — IR on konkaavi, jos kaikilla z,y € [a,b] jat € [0,1] on voimassa

fltz+ (1 =t)y) = t(f(z) + (1 =1)f(y)

(C) Funktio f: IR — IR on lineaarinen, jos kaikilla z,y € IR ja o, 8 € IR on voimassa

flax + By) = af(z) + 8f(y)

Huomautus: Lineaarinen funktio on seka konveksi, ettd konkaavi. Kaanteinen tulos
ei kuitenkaan pida paikkaansa, silla funktio on yhtaikaa konveksi ja konkaavi jos sen

kuvaaja on suora, mutta lineaarisuus edellyttaa lisdksi, ettd f(0) = 0.
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Lause 5.2.1 (A) Jos f : [a,b] — IR on konveksi funktio ja z* on sen lokaali minimiko-
hta valilla [a, b], niin 2* on f:n globaali minimikohta valilla [a, b].
(B) Jos f : [a,b] — IR on konkaavi funktio ja x* on sen lokaali maksimikohta valilla

[a, b], niin 2* on f:n globaali maksimikohta valilla [a, b].

Todistus: (A) Koska z* on lokaali minimikohta on olemassa vili («, ) 5 x* siten,

etta
f(x) = f(2"),Vz € [, ]
Jos y > (3, niin on olemassa t € [0, 1] siten, ettd § = tx* + (1 — t)y. Konveksisuudesta

seuraa nyt, etta
f@)
= f(@") < [fy)

Jos y < a ndhdéén vastaavalla tavalla, ettd f(x*) < f(y).
(B) Mutatis mutandis. /]

IN
=
=
I
~
~
8
*
+
—
I
=
NP
IN
=
=
8
N
+
—
I
=
=
s

Lause 5.2.2 (A) Jos f : [a,b] — R on konveksi funktio ja 2* on sen vahva lokaali

maksimikohta valilla [a, b], niin 2* = a tai 2* = b.

(B) Jos f : [a,b] — R on konkaavi funktio ja z* on sen vahva lokaali minimikohta
valilla [a, b], niin 2* = a tai * = b.
Todistus: HT ///

Konveksi (konkaavi) funktio on jatkuva, mutta sen ei tarvitse olla derivoituva. Jos
kuitenkin funktio on jatkuvasti derivoituva, niin voimme antaa uuden tavan tutkia

funktion konveksisuutta.
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Y Val= S (E ) 2y
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Figure 5.31: Silean funktion konveksisuus

Idea perustuu siihen, etta alkuperainen konveksisuuden maaritelmé on yhtapitava
sen ominaisuuden kanssa, ettd funktion kuvaaja ei missadn jad minkéaan tangenttinsa

alapuolelle.

Lause 5.2.3 Olkoon f : [a,b] — R funktio.

(A) Jos f ja f’ ovat jatkuvia, niin f on konveksi, jos ja vain jos
f(x) > f(xo) + f'(x0)(x — xo), Vo, x € [a,b]
(B) Jos f” on jatkuva, niin f on konveksi, joss
f"(x) > 0,Va € [a,b]
(C) Jos f ja f" ovat jatkuvia, niin f on konkaavi, joss
f(@) < f(zo) + f'(20)(x — x0), Yo, 2 € [a, ]
(D) Jos f” on jatkuva, niin f on konkaavi, joss
f"(x) <0,Va € [a,b]
Todistus: HT ///
Esimerkki 5.2.1 Maaritetaan funktion

f:0,7/2] = R, f(x) = 2* — sinx
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leonvels e1-beoneloa

Figure 5.32: Alueen konveksisuus
suurin arvo. FEras tapa lahestyad asiaa on tehda derivaatan merkkikaavio, mutta nyt
tarkistamme ensin konveksisuuden. Koska
f'(z) =2x —cosz = f"(x) =2+sinz >0, Vz

Siis f on konveksi ja se saa maksimiarvonsa madarittelyvalin padtepisteessia. f(0) =0
ja f(m/2) = 7%/4 — 1, joten kysytty maksimi on 72/4 — 1.

5.2.2 Usean muuttujan tapaus

Kun siirrymme yhden muuttujan reaaliarvoisesta funktiosta f : [a,b] — IR monen
muuttujan funktioon f: K — R, K C R", joudumme yleistamaén edellda maariteltyja

termeja. Perusideat ovat tasmalleen samat kuin edella.

Maaritelma 5.2.2 Joukko K C IR"™ on konveksi, jos kahta K:n pistettd a ja b

yhdistéva jana [ab] kokonaan kuuluu K:hon valitaan a ja b miten tahansa.

Esimerkkeja konvekseista joukoista on; kuutio, pallo, LP-mallin kiaypa alue. Olkoon

jatkossa K C IR" konveksi joukko. Jos a € K ja b € K, niin kuvaus
€:00,1] =R, &(t)=(1—t)a+tb

on janan [ab] parametrisointi. Jokaista parametrin t arvoa 0 < ¢t < 1 vastaa yk-

sikésitteinen janan [ab] piste. (£(0) = a ja (1) =b.)

Maaritelma 5.2.3 Olkoon f : K — IR" funktio ja £ : [0,1] — R janan [ab]

parametrisointi. Kuvaus

fab 1 [0,1] = R, fan(t) = f(£(1))
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on funktion f rajoittuma janalle [ab).

Esimerkki 5.2.2 Olkoon K = {x € R* |0 < ; <3,i=1,2,3} C R?,

1 1 0
X)=a1894+——+22, a=|0]|, jab=]1].
f(x) = z122 T, % 1 ] :

Silloin janan [ab] parametrisointi on

0 1 1-t
w)t(l)m_t)(o)( : )
2 1 144

ja funktion f rajoittuma janalle [ab] on

1 1
@) =1 —tt+—4+ 1+t =3t+1+—
Fab(t) = (L= 1)t 4 ot (L) = 3041

Koska fap(t) on yhden muuttujan funktio, sen kuvaaja on helppo piirtaa.

74()

a .
a 05 £

Kuvan perusteella rajoittuma nayttaa konveksilta. Asia varmistuu laskemalla toinen

derivaatta
]‘ /i

Ft) =8 = e = fabll) = (i

Maaritelma 5.2.4 Olkoon K C IR" konveksi joukko.

> 0,Vt

(A) Funktio f : K — R" on konveksi, jos kaikilla a,b € K ja kaikilla ¢t € [0,1] on

voimassa
ftb+ (1 —t)a) <tf(b)+ (1 —t)f(a)
(B) Funktio f : K — IR" on konkaavi, jos kaikilla a,b € K ja kaikilla ¢t € [0,1] on

volmassa

ftb+(1—t)a) > tf(b)+ (1 —t)f(a)
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(AB’) Funktio f : K — R" on konveksi (konkaavi), jos f:n rajoittuma mille tahansa

janalle [ab] on konveksi (konkaavi).

Lause 5.2.4 Olkoon K C R" konveksi joukko.

(A) Jos f: K — IR on konveksi funktio ja x* on sen lokaali minimikohta K:ssa, niin

x* on f:n globaali minimikohta K:ssa.

(B) Jos f: K — IR on konkaavi funktio ja x* on sen lokaali maksimikohta K:ssa, niin

x* on f:n globaali maksimikohta K':ssa.

Todistus: (A) Koska x* on lokaali minimikohta, on olemassa avoin ympéristé U > x*
siten, etta
f(x) > f(x*),Vxe U

Jos y € K, niin on olemassa t € [0, 1] siten, ettd z = tx* + (1 — t)y € U. Konveksisu-

udesta seuraa nyt, etta

f&) < flz)=fitx"+ (1= t)y) <t(f(x)+ (1 —-1)f(y)
= f(x) < f(y)
(B) Mutatis mutandis. ///

Lause 5.2.5 Olkoon K C R" konveksi joukko.

(A) Jos f : K — IR on konveksi funktio ja x* on sen vahva lokaali maksimikohta K :ssa,

niin x* on A:n reunan piste.

(B) Jos f: K — IR on konkaavi funktio ja x* on sen vahva lokaali minimikohta K :ssa,

niin x* on K:n reunan piste.

Todistus: HT ///

Konveksisuus tai konkaavisuus, ei edellyta derivoiduvuutta. Kaytannossa olemme
useimmiten tekemisissa sileiden funktioiden kanssa, jolloin kaikki osittaisderivaatat
ovat olemassa ja jatkuvia.

Oletamme seuraavassa, etta funktio f : K — IR on ainakin kaksi kertaa jatkuvasti
osittaisderivoituva ja ettd K € IR® on konveksi. Rajoittuminen kolmen muuttujan
funktioon yksinkertaistaa lausekkeita, mutta asioiden yleisempi tarkastelu on helppo

yleistad kolmiulotteisesta.
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Olkoon a,b € K kaksi pistettéd ja £() niiden vélisen janan parametrisointi. Merk-

ay by by —a; (41
a = as 7b: bg ,u:b—a: bg—(lg = U9 ja
as bs by — a3 us3

61 (t) a + ult
fg(t) as + Ugt

Nyt voimme ketjusédénnolla laskea derivaatat rajoittumalle fiap)(t).

itsemme

fap(t) = f(£(1))

S () = o (E(0))&() + far (§()) (1) + faa (§(1))€5(8)
= urfa, (€(1)) +uafe, (§(1)) + usfe, (§()) = u' VE

S () = 1 fara, (§(0))ur + U faray (§(8) Juz + v fo,0, (€() s
oot u2f1’21’1 (6@))“1 + u2fx2x2 (g(t))u2 + u2f12:€3 (§(t))u3
co u3fmgm1(€(t)>u1 + u3f:133:v2 (g(t))u2 + u3f$3333 (g(t))u?:

f.Z‘l.Z‘l fxlmg fCClctg ul T
= (ul U2 ’LL3) flCQlUl fmrz fmzrs uz | =u Hu
f:vsll?l fxsmz frsrs us
missd VI on funktion f gradientti ja H on funktion f Hessin matriisi,

fCE1 fxlxl f-Z'I-Z'Q fI1€U3
Vi = fCL‘Q ) H = fxle fmm foCL‘S >
fms f:cg:cl f:ESJEQ f:ESIS

ja kaikki osittaisderivaatat lasketaan pisteessé £(t) = a + tu.
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Lineaarialgebran kirjoista luemme: n x n-matriisia A sanotaan
positiivisesti definiitiksi, jos

viIAv>0, YWW#0
ja negatiivisesti definiitiksi, jos

viAv <0, Yv #0.
Jos merkitsemme k-rivista alideterminanttia

air ... Qg
(Al =1 1 o

ar1 ... Qgk
niin A on positiivisesti definiitti jos
a1 >0, ja|Ag| >0, VE=2,...,n
ja A on negatiivisesti definiitti jos

|Ap| >0, k=24,...

ap; <0, Ja{|Ak|§O, k—3.5...

Yhdistdmalla edellinen tarkastelu ja méértitelma (?? (AB’)) ja lause (?7(BD)) saadaan

tulos

Lause 5.2.6 Olkoon K C R" ja f : K — IR kahdesti jatkuvasti osittaisderivoituva
funktio. f on konveksi (konkaavi), joss funktion f Hessin matriisi on positiivisesti

(negatiivisesti) definiitti K :ssa.
Esimerkki 5.2.3 Tutkitaan funktion
f(x) = 2% + 323 + a3 + 273,

konveksisuutta joukossa K = {x € R* | 0 < z; < 3,i = 1,2,3} C R®. Nyt

Jo, = 211 = e =2, feye =0, Jrres =0
fmz = 6wy + 656% = f:}cgm =0, fmrz = 6 + 1225, fx2x3 =0
fms = 2563 = fmm = 07 fmrz = O? fx?xiﬂ =2
Siis
2 0 0 hi1=2>0
H=|0 6(14+2x) 0] =< |Hs|=12(1+4225) >0 (K:ssa)
0 0 2 |Hs| = 24(1 4 225) > 0 (K':ssa)

joten H on positiivisesti definiitti K:ssa ja f on konveksi K:ssa.
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5.3 Valttamaton ja riittava ehto

5.3.1 Yhden muuttujan tapaus

Olkoon seuraavassa f : IR — IR kahdesti jatkuvasti derivoituva funktio. Maarittelyjoukko
on nyt IR, joten reunapisteet eivat aiheuta ongelmia. Seuraavat vaitteet on helppo

todistaa.

Valttamaton ehto:

Jos x* on lokaali maksimi- tai minimikohta, niin| f’(z*) =0 |

Riittava ehto minimille:

Jos| f'(2*) =0 ja f”(z*) > 0 | niin 2* on lokaali minimikohta.

Riittava ehto maksimille:
Jos| f'(2*) =0 ja f”(x*) <0 | niin 2* on lokaali maksimikohta.

5.3.2 Usean muuttujan tapaus

Olkoon seuraavassa funktiolla f : R" — IR jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaatat.

Valttamaton ehto:

Jos x* on lokaali maksimi- tai minimikohta, niin | Vf(x*) =0 |

Riittava ehto minimille:

Jos | VE(x*) = 0 ja H on positiivisesti definiitti |, niin 2* on lokaali minimikohta.

Riittava ehto maksimille:

Jos | VE(x*) = 0 ja H on negatiivisesti definiitti |, niin 2* on lokaali maksimikohta.

Esimerkki 5.3.1 Tarkastellaan varastomallia, jossa varaston kautta toimitetaan tuot-
teita asiakkaille. Asiakkaiden kysyntd on D tuotetta vuodessa. Tuotteet tuodaan
varastoon x; tuotteen erissa. Jos asiakas ei saa haluamaansa tuotetta, niin asiakas jaa
odottamaan. Kun seuraava taydennyserd saapuu, toimitetaan ensin odottavien asi-

akkaiden tarve ja loput sijoitetaan varastoon. Tilaukset ajoitetaan siten, etta varaston



172 5. Johdatus epélineaariseen optimointiin

maksimikoko on x5. Jos kysyntd on tasaista, niin varaston koko ajan funktiona on

seuraavan kuvan mukainen.

| £

xf 0

Keskimaérainen varaston koko on z3/(2z1). Keskiméérainen puutteen maara on (x, —

12)?/(2x1). Ja tilauksia tehtdaan D/x; (per vuosi). Kustannukset ovat:
e varaston yllapitokustannus h (€ /tuote/vuosi),
e puutekustannus s (€ /tuote/vuosi),
o tilauskustannus K (€'/tilaus)

Vuotuinen kokonaiskustannus on nyt

A= g g = o= ()
(s +h)a3+2KD)/ad (s + h)ra/a?
= H= (T o)

Haluamme nyt maarittaa paatosmuuttujien x, ja xo optimiarvot, joilla f saa minimi-

arvonsa. Valttaméaton ehto on

Vf:0:>{ 5/2 = (s + h)a3/(2a3) = KD /a2 = 0 :){ i = /2K D(s + h)/(sh)

(s+h)as/z1 —s =0 x5 = \/2KDs/((s + h)h)

Koska paatosmuuttujat x; ja xo sekd parametrit K, D, h, s kaikki saavat positiiviset

arvot, voimme paatella
hin = ((s +h)xs +2KD)/a% >0 ja |Hs| = |H|=2(s+h)KD/z} >0

joten H on positiivisesti definiitti ja piste x* toteuttaa riittavan ehdon minimille.
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5.4 Optimin etsiminen numeerisesti

Valttamaton ehto johtaa epalineaariseen yhtaloryhmaan, jonka ratkaiseminen on usein
litan tyolasta. Silloin voidaan menetelld seuraavasti. (Taas kdymme ldpi perustelut
kolmen muuttujan tapauksessa, mutta johtopdatokset on helppo yleistaa.)

Olkoon padtésmuuttujien alkuarvovektori & = (g, Yo, 20) . Jos seuraava likiarvo

on & = (x1,y1,21)" ja merkitsemme

dx

w =5 —-6§=|dy
dz

niin kokonaisdifferentiaalin mukaan vastaavien funktion f : R* — R arvojen erotus on

f&) = f(&) = fa(&0)dx + fy(&)dy + f-(€o)dz = VETwy
Olkoon A > 0. Jos nyt valitsemme u; = AVf, niin
f(&1) = f(&) = hVETVE >0
Jos vastaavasti valitsemme u; = —hV{, niin
f(&) = f(&) = —hVETVE <0

Siis:

Etsittaessa maksimia otetaan askelia gradientin suuntaan.

Etsittaessa minimia otetaan askelia gradientin vastavektorin suuntaan.

Karkea algoritmi maksimin etsimiseksi on seuraava:
e Valitse alkuarvo &, ja parametrit h > 0, € > 0.
e Toista kunnes [|{p11 — &l <
$pr1 = & + RVE(E)

Ongelmaksi muodostuu joskus se, etta epalineaarisen funktion osittaisderivaatat
saattavat saada itseisarvoltaan melko suuria arvoja, jolloin gradienttivektori on pitka.
Edella kuvattu rekursio ”"karkaa helposti kasista.” FEras mahdollisuus on korjata algo-

ritmi muotoon

e Valitse alkuarvo &, ja parametrit h > 0, ¢ > 0.
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e Toista kunnes ||VE(&p11)| < €

VE(Ex)

Eprr = & + WVE(&) = & + hm

Kolmas versio samasta naivista ideasta on
e Valitse alkuarvo &, ja parametrit h > 0, ¢ > 0.

e Toista kunnes h < ¢

Ug41 = Vf(§k>
Er1 = & + hujl,

jos u,Lrluk < 0, niin pienenna h:ta

Kun numeerinen optimin etsinta tehdaan oikeaoppisesti, suoritetaan niin sanottu
“viivahaku”. Tama menettely kasitellaan optimoinnin jatkokurssilla. Edella esitellyt

algoritmit ovat hyodyllisia siksi, etta ne on helppo toteuttaa vaikkapa excelilla.

Esimerkki 5.4.1 Mairitd funktion f(x,y) = 2% +4y*— 3z — 2y minimikohta. Valitaan

To\ 1 . .
<y0> B <1>’ Ja h=0.1

Rekursio yhtalo on

Yk41 Yk 8Yk — T 0.1zy + 0.2y
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ja excelin antama likiarvopisteiden jono tasossa lahestyy pistetta
< T, > < 1.6 >
—

12

0.4 \
05
02 \.\
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5.5 Rajoitettu epalineaarinen optimointi

Tassa luvussa rajoitumme tutkimaan optimointiongelmia, jotka ovat muotoa

min  f(x)
st 9i(x) <0,i=1,...,n
hij(x)=0,j=1,....m
Oletamme siis, etta

1. ongelma on minimointiongelma,
2. epayhtalorajoitteet ovat tyyppia ”<” ja

3. liséksi oletamme, ettd kaikki funktiot (f, g;, h;) voidaan derivoida jatkuvasti niin

monta kertaa kuin kulloinkin haluamme.

Oletukset 1 ja 2 saadaan aina jarjestettya, mutta sileysvaatimus 3 ei ole aina

jarjestettavissa. Sivuutamme nyt tamén ongelman.

5.5.1 Graafinen ratkaisu

Kun x = (2,9)" € IR? voidaan ongelmaa tutkia graafisesti (x,7)-tasossa. Ongelman

min  f(x)
st 9i(x) <0
(h;(x) = 0)

graafisen ratkaisemisen vaiheet voidaan kuvata karkeasti seuraavasti.

(1) Piirra kaypa alue K

(1.1) Kaikilla i: Piirrd kdyrd ¢;(z,y) = 0 ja piirrd kyrén pisteeseen x pieni nuoli
suuntaan —Vg;. (Nuoli osoittaa kdyvin puolen.) (1.3) Piirrd kdayra h(x,y) = 0. (1.4)
Merkitse kuvaan K

(2) Piirra kuvaan tasa-arvokayria

Muutamalla z:n arvolla: Piirrd kiyra f(z,y) = z ja piirrd kdyréille —V f

(3) Tee johtopaatos

Esimerkki 5.5.1 Tutkitaan ongelmaa

min  2x +y
st 22—y —3<0
224+ y—-3<0
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=0 g=0

optimi
x=-1
y=-2

Figure 5.33: Esimerkin 5.5.1 graafinen ratkaisu.

—2 2 —4
gile,y) =2 -y =3 = _V91:< 1x> - —Vg1(1>:< 1 )
2 1 2
golz,y)=—2>+y—3 = —%:(_ﬁ) = —Vgl(4> :(_1>

flz,y)=22+y = —Vf= (j)

Kuvasta 5.33 ndemme, etta optimipiste on paikassa, jossa tavoitesuora sivuaa kayraa

g1(z,y) = 0. Siis

Vf = =Vg
<2> _ <2x> N {x: -1
1)~ \1 y=—2
Esimerkki 5.5.2 Tarkastellaan yritystéa, joka toimittaa varastonsa kautta tuotteita
asiakkaille. Vuotuinen kysyntd on D = 1000 (tuotetta/vuosi), varaston yksikkoyllapitokustannus
on h =9 (€/tuote/vuosi), puutekustannus on s = 16 (€/tuote/vuosi) ja tilauskustan-
nus on K =5 (€/tilaus). Yritys médrittad tilauserdn koon 2 ja maksimivaraston koon

xo puutteen sallivan varastomallin (5.3.1) mukaisesti. Padtosmuuttujien optimiarvoiksi

saadaan

¥y = \J2KD(s+h)/(sh) = \/2-5-1000 - (16 +9)/(16 - 9) = 500/12 ~ 42
w5 = J2KDs/((s+h)h) =/2-5-1000 - 16/((16 + 9) - 9) = 400/15 ~ 27
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100 100
W2 "
an

g0

70

G0

an

40

30

0 20 40 B0 80 1 100

20 40 £0 80 4 100

Figure 5.34: Esimerkin 5.5.2 graafinen ratkaisu a) alkuperéinen ja b) lisdehdolla xy <

20.

Yrityksen kéytettavissa olevaan varastoon mahtuu vain 20 tuotetta. Alkuperiisen op-

timointimallin

x3h N (11 — x9)%s N KD

min f(2y,) =

ehdolla To—x1 <0

2!171

1,22 >0

sijasta on siis ratkaistava rajoitettu versio

2!171 X1

x3h N (11 — 19)%s N KD

min flxy,z0) = o
ehdolla To—x1 <0
T9—20<0
x1,w9 >0

2!171 X1

Kummankin mallin graafinen tarkastelu on kuvassa (5.34). Kuvasta ndhdéén, ettd

ratkaisu on xo = 20 (tasan) ja x; ~ 35. Asia varmistuu kokeilemalla

400-9 142-16

2000

34;20) = ~ 246.12
£(34;20) 63 68 34
400-9 15%-16 5000

35;20) = ~ 245.71
£(35:20) 0 70 35
400-9 16%-16 5000

£(36;20) = + + ~ 245, 78

72 72
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5.5.2 Laskeva ja kaypa suunta

Kun ratkaistaan numeerisesti optimointitehtavaa

min  f(x)

st 9i(x)<0,i=1,...,n
lahdetaan liikkeelle alkuratkaisusta xy. Parannetaan ratkaisua siirtymalla askelen d
verran uuteen ratkaisuun

X1:X0+d

Oletamme nyt, etta askel d on nyt niin lyhyt, ettd voimme arvioida funktioiden arvojen

muutoksia kokonaisdifferentiaalin avulla

0 0
df = f(x1) = f(xo) = a—£d1+...+ axidn _v'a
ja
dgz = gz(Xl) g,(xo) = axl dl + ...+ amndn = ng d

Mahdollinen askelvektori d on laskeva suunta, jos
vEi'd <0

ja aktiivisen rajoitteen g; kannalta kaypd suunta, jos
Vg 'd <o0.

Jos xy on kiyvan alueen sisdpiste (ei aktiivisia rajoitteita), niin kannattaa
valita

d = —V£(xo).

Jos f:n gradientti pisteessa x( ei ole nolla, niin uusi ratkaisu x; on edellista parempi.
Jos f:n gradientti pisteessa xy on nolla, niin prosessi pysahtyy valttamattoman ehdon
(Vf(xg) = 0) toteuttavaan pisteeseen. (Huom: TAma4 ei todista, ettd xq olisi optimi-
ratkaisu!).

Jos xy on kdyvian alueen reunapiste (aktiiviset rajoitteet g;(x) < 0, i =
1,...,p), niin edelld tehty askelvalinta ei valttdméatta ole kdypd. Nyt on valittava
mahdollisimman hyva kaypa suunta. Ratkaistaan siis tehtava

Min z=Vf'd
st. Vg/d<0, i=1,...,p
lde| < h, k=1,...,n
missa h > 0 on valittu askelpituus. Jos LP-mallin tavoitefunktion optimiarvo z* < 0,
niin d* on laskeva kaypa askelsuunta ja asetamme x; = xg+d*. Jos 2z* > 0, niin emme

loyda laskevaa kaypéaa askelsuuntaa, ja xy on lokaali minimikohta.
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35

Figure 5.35: Esimerkin 5.5.3 kaypa alue.

Esimerkki 5.5.3

Min  f(x,22) = —x1 — 29

st. g1(x1,22) = 1 — X9 < 0
g2<ZC1,ZC2> = 31’1 -+ To — 6 S 0
g3(xy,m0) = —dry + w9 + 23 < 0

Tutkimme nyt kidyvén alueen nurkkapisteet (ks. kuva (5.35))
(o) == (15) == (3)
= \o) 7 \15) ¢T3

Pisteessa A:

o= (3). v (). v (13- ()

Paras kaypa laskeva askelsuunta l10ytyy mallilla

Min z = —d1 - 2d2

st. dl — dg < 0 « « 1
4dy+dy, < 0 Mpo #=-3d :<1>
ldi] < 1 Siis A ei ole minimipiste.
da| < 1

Pisteessa B:
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Paras kaypa laskeva askelsuunta l0ytyy mallilla

Min VAR —d1 - 2d2

t. di—dy < 0 —1/3

S S +dy < 0 MNRO = _1'67’d*:< 1/ )
|4 | ; 1 Siis B ei ole minimipiste.
|do] < 1

Pisteessa C:

o (). e (), wee(3) ()

Paras kaypa laskeva askelsuunta loytyy mallilla

Min Z = —d1 - 2d2

st. 3d;+dy < 0 . N 0
6dy+dy < 0 Mvpo #=0d :<0>
ldi| < 1 Siis C on lokaali minimipiste.
|do] < 1

5.5.3 Yhtalorajoite

Jos optimointitehtavassa on yhtalorajoite, ja jokin muuttuja voidaan ratkaista ra-
joiteyhtalosta, niin sijoitetaan saatu lauseke muuttujan paikalle funktioon ja muihin

rajoitteisiin.

Esimerkki 5.5.4
Min 2z + 29 + x%
st 3+ 23+ 123 <10
X1+ Ty + T3 = 1

Viimeisesta rajoitteesta voimme ratkaista
T3 — 1— r1 — X2

jolloin malli menee muotoon

Min $%+$%+2I1$2—I2+1
st x%+x§—x1—x2§9
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Esimerkki 5.5.5 Esimerkin (5.5.2) rajoitetun (z2 < 20) ongelman graafinen esitys os-
oittaa, ettd toinen rajoite on optimissa aktiivinen (toteutuu yhtélénd). Jotta saisimme

paatosmuuttujien optimiarvot tarkasti, voimme siis ratkaista ongelman

923 + 16(z1 — 22)% + 10000

min f(w1,20) = 21

ehdolla To—x1 <0
To — 20=0

zo= . 6800 + 8(z; — 20)?

=20 min Flar, m2) = + ;$1 )

1
ehdolla x> 20
josta derivaatan nollakohtana saadaan optimiksi
100
r] = —= ~ 35.36

2v/2

Esimerkki 5.5.6 Sijoituskeino ei aina ole helppo ratkaisu. Esimerkiksi ongelma

Min 2561 + X9 + CE%

st 3+ a3+ 123 <10

P4ai+ai=1
on hankala. Yhtalorajoitteen kasittely vaatii huolellisuutta. Tarjolla oleva ”helpon
tuntuinen” temppu
Min 2z + 2o + x%

st 3423+ x3 <10

22 +ad=1-a3 { Min 2y + 29 + 73
-—
i+ a3+ ai=1

st —x§+$3§9

on suorastaan harhaanjohtava. Saatujen ratkaisujen mielekkyys kannattaa aina tark-
istaa alkuperaisten rajoitteiden avulla. Sijoituskeinoa parempi menetelma on La-

grangen kertojat, jotka esitellaan seuraavassa.

5.5.4 Lagrangen kertojat

Lahestymme paatulosta useassa vaiheessa ja aloitamme melko yksinkertaisesta ongel-

masta.

Tapaus: yksi yhtalorajoite

Tarkastellaan ensin perusongelmaa, jossa on yksi yhtalorajoite

min  f(x), x=(T1,72,...,7,)"

st h(x) =0
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(Huomaa: Vaikka yhtédlorajoite tasossa merkitsee sité, ettd kidypa alue rajoittuu jonkin
kéyréan pisteiksi, niin useamman péadtosmuuttujan tilanteessa (n > 3) kidypéa alue ei ole
kiyrén osa vaan silld on vapausasteita enemmaén kuin yksi. Vrt. esim. 5.5.4)

Olkoon x* = (%, 2%, ...,2%)" optimipiste ja olkoon differentiaali dx = (dx1, dxs, . .., dz,)"

rn

sellainen, etta

X'+dx € K& h(x*+dx)=0

Silloin koska x* on optimipiste, niin
_9f

of of

5.4 df = ——d —d dz, =0
(5.4) f gy x1+8x2 To + +8xn xr
ja koska x* 4+ dx € K, niin
oh oh oh
: dh = —d —d oo+ —dx, =0.
(5 5) axl X1+ axQ To + + axn Tn 0

Toisin sanoen

Vf(x*)Tdx =0 ja Vh(x*)Tdx =0

Yhtalon (5.5) takia differentiaalia dx ei voi valita miten tahansa. Oletamme, nyt ettd
optimipisteessa

(5.6) oh

ox,, 70

(Tarvittaessa vaihdetaan muuttujien jarjestysta.)

Differentiaalin dx komponentit dzq, dzs, ..., dx,_; voidaan nyt valita vapaasti.

h:n sileys

ehto (5.6) } = dx,, voidaan ratkaista ehdosta (5.5)

Olkoon A € R. Ehdoista (5.4) ja (5.5) seuraa, ettd

(5.7) i(aer/\ah)d:ci:O

i—1 8:61 (9:61

Valitaan A siten, etta

(5.8) Of , \Oh

=0
ox,, + oxy,

Siis yhtélo (5.7) voidaan kirjoittaa

Y )
(5.9) ; <8xi + Aax) dz; = 0
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Koska dzxq,dzs, . .., dx, voidaan valita vapaasti, voi yhtélo (5.9) olla tosi vain ehdolla
of oh
1 = =1,2,...,n—1
(5.10) oz, +/\8xi 0, Vi ,2,...,m

Saadut n + 1 yhtéloa (h(x) = 0, (5.8),(5.10)) muodostavat ryhmén, josta ratkaistaan

n + 1 tuntematonta
I T D

? n’

Maaritelma 5.5.1 On tapana madritella Lagrangen funktio (engl. Lagrangian)

L = f(x) + A(x) = L(z1,29,...,2n, \)

Lause 5.5.1 Jos optimointitehtavalla

{ Min  f(x)
st h(x)=0

on minimipiste x*, niin on olemassa \* € IR siten, ettd pisteessa (x*, \*) La-
grangen funktio

L(x,\) = f(x) + M(x)
toteuttaa ehdot

oL af ok

= =0,t=1,...
8!1%‘ @xl * Aaﬂfl O’Z ’ a
oL
B —— — h * —
0 (x*)=0

(eli VL =0)

Huomaa, etta tama on valttamaton mutta ei riittava ehto. Yleensa saadaan monta

ehdokasta, joista yksi on optimi.
Esimerkki 5.5.7

Min 2$1+£U2+CE§
st. 24 as+a5—10=0

Lagrangen funktio on
L =2z + x9 + 25 + MNaF + 23 + 23 — 10)

Valttamaton ehto optimille on

2 + 2)\[171 =

1+ 22,

2x3 + 213
i+t -10 =

o O OO

VL=0%
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Kolmannen yhtalon perusteella joko z3 = 0 tai A = —1.

| Tapaus 3 =0 |

1+2)\ZE2
r3+23-10 = 0(3)

I
e}
—
[\
~—

{ 2+2\r; = 0(1) (DN&(?2) = o =-A"'=22-2(4)

Saamme kaksi valttamattomat ehdot toteuttavaa pistetta

ehdokas #1:
2v/2
xo1 = | V2 | = —1/(2V2), flxm) = 5(/(2)
0
ehdokas #2:
_2\/§
xpp= | —VZ | A2 =1/(2V2), flxpe) = —5\/(2)
0
| Tapaus A = —1 |
2—2$1 =0 — X1 =
1—2$2 =0 —>ZE2:1/2
4as+ai—10 = 0 — x3 = +v/35/2

Saamme viela kaksi valttamattomat ehdot toteuttavaa pistett’a

ehdokas #3:
1
X3 = 1/ /\#3 —17 f(X#g) = 45/4
1/35
ehdokas #4:
1
Xppa = 1/2 ,/\#4: —1, f(X#4) :45/4

Paras ehdokas on #2 eli

_2\/§
-
0
1

22
flx) = —5V2
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Tapaus: monta yhtalorajoitetta

Vastaavalla tavalla kuin edella voidaan perustella seuraava lause

Lause 5.5.2 Jos optimointitehtavalla

Min  f(x)
st hij(x)=0, j=1,....,m

on minimipiste X*, niin on olemassa reaaliluvut A},j = 1,...,m siten, etta
pisteessd (x*, \*) Lagrangen funktio

Lix. ) = f(x) +§:1Ajhj<x>

toteuttaa ehdot

oL of . ok |

= ; = =1,...
. axi+;Aﬂaxi 0, i=1,....,n
oL

a—)\j = hj(X*):O, j:L...,m

(eli VL =0)

Huomaa, ettd tama on valttamaton mutta ei riittava ehto. Yleensa saadaan monta

ehdokasta, joista yksi on optimi.

Esimerkki 5.5.8
Min 2%1 + 22 + CE%
st. 2422 —-10=0
T1+a3+23—1=0

Lagrangen funktio on
L= 2$1+x2+$§+)\1(x%+$§— 10) + Aoy + 20 + 23 — 1)

Valttamaton ehto optimille on

2+2)\1$1+/\2 =

14+ X

VL=0& 223 + 2 113 + Ao
2+ 22 -10

T +ro+a3—1 =

I
cooc oo
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Toinen yhtalo — Ay = —1 =

Moy = —1 — 1z =—1/(2)\)
(14+X)xs = 1/2  —ax3=1/(2+2)\)
422 = 10
T +I’2+ZE3 = ]_

Kun sijoitetaan x; ja x3 kolmanteen yhtaloon ja tehddan muuttujan vaihto A\ = u—1/2,

saadaan

L 1
403 4(1+ )2
S 14+ M)2+ A2 = 40X3(1+ \)?
S (u+1/2%+ (u—1/2) = 40(u—1/2)*(u+1/2)?
S2u?+1/2 = 40(u® —1/4)
S40u* —22u* +2 = 0

= 10

1 11+ v41
N = oV
s > 10
Saamme nelja ehdokasta minimipisteeksi
)\1 I T3 To f(X)

0.1596 -3.1327 0.4312 3.7016 -2.3780
-0.1610  3.1056  0.5939 -2.7016  3.8648
-1.1596  0.4312 -3.1327 3.7016 14.3780
-0.8390 0.5959 3.1056 -2.7016  8.1352

Paras ehdokas on ensimmainen, joten minimi on

—3.1327
x*=| 37016 |, A" = <_01‘10509060> . f(x*) = —2.3780
0.4312 :

Tapaus: epayhtalorajoitteet

Seuraavaksi tutkimme yleista ongelmaa. Muotoilemme ensin lauseen ja annamme es-

imerkin. Todistus jatetaan jatkokurssille.
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Lause 5.5.3 Jos optimointitehtavalla

Min f(x), x € R"
st 9:i(x) <0, i=1,...,p

hj(X) 0, j: s, M
on minimipiste x*, niin on olemassa reaaliluvut p; > 0, i =1,...,pja A},j =
1,...,m siten, ettd optimipisteessd (x*, u*, \*) Lagrangen funktio

Lix,\) = f(x) + imgxx) T f’:lAjhj(x)

toteuttaa ehdot

of & Bg . b
oL _ 91 i AN o k=1,
dxy, axﬁ;“axﬁ; ! Oy, !

g > O, ’L:l,,p
0, :=1,....p

0, :=1,....p

N
ARV
\_/\_)/"\_/
IA

0, 7=1,....m

Kaytamme ehdoille nimityksia

ViL=0 optimaalisuus (optimality)
>0 ei-negatiivisuus (non-negativity)
w'g=0 komplementtaarisuus (complementarity)

g<0, h=0 kaypyys (feasibility)

Komplementaarieuusehto sanoo, etté jos rajoite g;(x) < 0 ei ole aktiivinen optimissa,
niin p; = 0. Vastaavasti, jos optimissa p; > 0, niin g;(x*) = 0 eli ollaan silld kiyéan

alueen reunan osalla, jossa g;(x) = 0.

Esimerkki 5.5.9

Min  f(z,y) =2z +y
st. gi(z,y) =2 —y—4<0
go(2,y) =2 +y—4<0

L=2z+y+m(® —y—4) + pa(a® +y —4)
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Valttamaton ehto minimille saa muodon

1-— 1+ e = 0
p(a®—y—4) = 0 (g =0)
po(2* +y—4) = 0
mo> 0 (i =0)
e > 0
?-y—-4 <0 (<0
?+y—4 < 0
Tapaus 11 = ps = 0 eli kayvan alueen sisapisteet.
Valttaméaton ehto saa muodon
{ 2 =0 T
Tapaus ji; =0, 12 > 0 (g2 on aktiivinen).
Valttamaton ehto saa muodon
24 2pur = 0
1 + [1,2 = 0 d [1,2 = —1
?+y—4 = 0
e > 0 rr
?—y—4 <0
Ei siis ehdokaspisteita tassa reunan osassa.
Tapaus 1 > 0,12 =0 (g1 on aktiivinen).
Valttamaton ehto saa muodon
242 = 0 —xr=-—1
1— H1 = 0 — U1 = 1
SL'Q—y—Zl = 0 —>y:_3
ny > 0 ok
?+y—4 <0 ok
Saadaan ehdokaspiste x = —1, y = =3, f(—1,-3) =2 (—-1) + (-3) = —5.

Tapaus p; > 0,0 > 0 (g1 ja go aktiivisia).

Valttamaton ehto saa muodon

24 2ux 4+ 2uxr = 0 — = 3/2
l—pp1+p2 = 0 — 2 =1/2
2 —y—4 =0 —y=0
P+y—4 = 0 —x=-2
ny > 0 ok
Mo > 0 ok



190 5. Johdatus epélineaariseen optimointiin
Saadaan ehdokaspiste z = —2, y =0, f(—2,0) =2-(-2) + (0) = —4.

Valitsemalla ehdokkaista paras, saamme

() =(55) w=(y) for="s

Esimerkki 5.5.10 Seuraavaa esimerkkid emme ratkaise loppuun saakka, vaan kir-
joitamme vain valttamattomat ehdot minimille.

Tarkastellaan tuotevalintaongelmaa, kun yhden tuotteen kysynta riippuu voimakkaasti
myyntihinnasta (eli tuotteesta saatava kate riippuu valmistusméérasta).

Yritys valmistaa kolmea tuotetta seuraavalla tavalla

tuote 1  tuote 2 tuote 3 resurssi

valmistusmaéaarat r1 =25 a29=20 x35="70
kate / tuote 4 5 3
valmistusaika / tuote 2 4 1 200
raaka-ainel / tuote 10 6 12 1210
raaka-aine2 / tuote 20 15 10 1500

tuotteen 1 myyntihinta on nyt 20 ja valmistuskustannus 16, joista erotuksena saadaan
kate 4. Kysynnan hintajousto on markkinointiosaston arvion mukaan —0.2, joten

voimme arvioida hinnan muutosta, jos tuotannon méaaraa muutetaan

_0.2:£ dvy 20 dxy d_p

—=—— = =—0.25
r1 dp 25 dp dxy

Jos mallinnamme kysynnan lineaarisella kysyntafunktiolla, niin

p = 20— 0.25(zy — 25) = 26.25 — 0.25x
= kokonaiskate = (p— 16)z; = 10.25z; — 0.2527

Kun otamme huomioon tuotteen 1 hintajouston, saamme optimoitavaksi tuotevalin-

taongelman
max 10.25x1—0.25x% 4+  dry 4+ 33
st. 201 +  4dxs + s < 200
10z + 6x9 + 1223 < 1210
20z + 1bze + 10z3 < 1500
X1 Z 0
i) Z 0
T3 Z 0
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min 2z = —10.25z; + 0.252% — by — 33
st. 201 +4xo + 23— 200 < 0
10z + 629 + 12253 — 1210 < 0
= 20z, 4+ 1529 + 1023 — 1500 < 0
—I S 0
— X2 S 0
—XI3 < 0

Lagrangen funktio on

L = —10.25z; + 0.252% — 529 — 323 + 1 (22, + 429 + 23 — 200)
+,u2(10:1:1 + 6[172 + 12[173 — 1210) + [L3(20$1 + 15[172 + 101’3 — 1500) — U411 — U5T2 — UeI3

ja minimin valttamattomat ehdot saavat muodon

—10.25 + 0.521 + 2p11 + 10pg + 203 — g
=5+ 4p1 + 6o + 15u3 — s
=3+ p1 + 1200 + 103 — 16

w1 (221 + 4o + 23 — 200)
41

M52

HeT3

231

M2

M3

g

Hs

He

2x1 + 4x9 + 23 — 200
1021 + 629 + 1225 — 1210
—1

— Ty

— 23

| R N | B
COoOO0O0O 0000000000000 OO

INIAININININIV IV IV IV IVIVI

Vaihtoehtoisia tapauksia (g; = 0/ p; > 0) on 2° = 64 tapausta, joista erdit
nakee helposti mahdottomiksi. Jos esimerkiksi gy = po = pg = 0, niin toinen ja
kolmas ehto ovat epétosia (tdmé poistaa listalta 8 tapausta.) Tapausten lapikdynti on
suoraviivainen, mutta tyolas tehtava, jonka nyt jatamme kesken.

Tutkitaan kuitenkin yrityksen nykyinen toimintapiste, jossa kaikki resurssirajoitteet

ovat aktiivisia (p1 > 0, s > 0,3 > 0) ja kaikki merkkirajoitteet ovat epédaktiivisia
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(pta = ps = p6 = 0). Minimin vilttimttomit ehdot menevit silloin muotoon

0.521 4+ 211 + 10ps + 203 = 10.25
4,u1 + 6#2 + 15[113 = 5
p1 + 12[112 + 10[113 = 3
201 +4x9 +23 = 200
10z + 629 + 1225 = 1210
20z + 1529 + 1023 = 1500
pr > 0
p2 > 0
ps > 0
r; > 0
ro > 0
z3 > 0

T
T3
x3
1
H2
3

25

20

70

3.03

0.59

—0.71 — EI OPTIMI

Siis toteamme, etta yrityksen nykyinen toimintatapa, joka on lineaarisen mallin mukainen

optimiratkaisu, ei ole epalineaarisen mallin optimiratkaisu.
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5.6 Epalineaarisen mallin resurssin varjohinta

Tutkitaan ongelmaa

min  z = f(x,p)
st gi(x,p) < 0, i=1,...,p
hij(x,p) = 0, j=1,...,m

missa p € IR on mallin reaaliarvoinen parametri.

Kun parametrin arvo muuttuu hieman, muuttuu myos optimikohta ja tavoitefunk-
tion optimiarvo.
x* — x* + Ax*

p—ptap = {z*—>z*+Az*

Raja-arvo
Az dz*

1 = e R
A;JIEO Ap dp

on reaaliluku ja raja-arvo

dzy/d
. Ax* dx* xl./ b n
Al;glo Ap  dp : el
b b dxr /dp

on vektori.
Kokonaisdifferentiaalin mukaan optimipisteessa

dzr Of dvy ~ Of dxj of dx N af

dp  Oxydp  Oxs dp " Ox, dp  Op

dx* Of
5.11 = Vf' —
(5.11) o oy
Vastaavasti
dg; +dx* dg; ,

5.12 i— = Vg, i— =0, 1=1,...,
(5.12) g VB 5 i i p

dh; dx* Oh;
5.13 A—= = NVh —+\—2L=0, j=1,...
( ) J dp J 7 dp + J ap ) ’ m
Optimipisteessa patee edellisen kappaleen mukaan

VL = 0

p m
& Vi (f+z /ﬁz’gi—i-z)\jhj) =0
i=1 j=1

P m
(5.14) & VE=-> Vg —> \Vh;
j=1

i=1
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Yhdistdmalla kaavat (5.11), (5.14), (5.12) ja (5.13) saadaan tavoitefunktion opti-

miarvon muutosherkkyys

(5.15)

df (x*,p)  0Of ’. Oy o Ohy
AL Y - i) P W
dp Ip Z{M dp ; 7 op

Esimerkki 5.6.1

min Z = —XI1To
S T R b R S S |
pry—x2 < 0

Kun p = 1 saamme Lagrangen funktioksi
L= —m29 + 1 (23 — 4z1 + 29) + pio(1 — 29)

ja valttamattomat ehdot minimille

—Z2 + 2y —4pg +p2 = 0
—x1 4+ —p2 = 0

(3 —4ry +29) = 0

po(r1 —x3) = 0

o >0

e > 0

l’% — 4561 + X2 < 0

Ty —1x2 < 0

Tapaus 1 = e =0

Toinen ja ensimmainen ehto antavat suoraan z; = 19 =2 =0

Tapaus 1 > 0,0 =0

—T9 + 2M1$1 - 4,u1 =0 xr = 2.5
—x1 + H1 = 0 Lo = 3.75
23 —dr+a, = 0 = pr = 2.5
pr > 0 p2 =0
r1—22 < 0 z=-9.375
Tapaus g1 = 0,2 >0
—xo+p2 = 0
—x1—pg = 0 = e = 0 ei kay
r1 — T2 = 0
po > 0
l’% — 4561 + X2 < 0
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Tapaus 1 > 0,9 >0

—Tg + 21 — 4y + po
—T1 + {1 — e

23— 4xy + 2o

Ty — T2

231

— x1 =3 (tai z; =0)
— X2 =171

S oo O o O

(ARVARI

Siis

2p1 + po 3
i — o 3
nr > 0

o > 0

Kun p = 1 optimiratkaisu on siis

xy =25

x5 = 3.75
py = 2.5
py =0
2* = —9.375

dz* of dg1 092

i Ry e
_ O0(—m129) O(x? — 4xy + x9) A(pry — x2)
- Op ap o
= pry =0

5.6.1 Resurssin varjohinta

Tarkastellaan erityisesti resurssia parametrina.

min  f(x) min  f(x)
st gi(x) < b e st.  gi(x)=gi(x)—b; < 0
hi(x) = 1 hj(x) = hj(x) =5; = 0
Kaavan (5.15) avulla saamme resurssin by, varjohinnan.
dzx _ 0f 09;

p
By o 2 abﬁjszab -

Vastaavasti

dr 0f & Ogi
+
dBr ~ OBy z; 'O

)

I Ohy
o Ngg =

J=1
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Siis

5. Johdatus epélineaariseen optimointiin

; on epayhtéalorajoitteen g¢;(x) < b; varjohinta

A; on yhtélorajoitteen hj(x) = ; 'varjohinta’
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6. Jonoteoriaa (Queueing theory)

Tarinan mukaa erés torimyyjé tarjosi joka aamu naapureilleen ilmaisen kyydin kaupunkiin.
Vastapalvelukseksi naapurit muodostivat torimyyjén kojun eteen jonon, jota hiukan
hidasteleva myyja yritti pitdd ylld. Jono houkutteli lisdd asiakkaita ja hyvind pdivind kauppa

saatiin kdyntiin vauhdikkaasti.

Tarkastellaan toiseksi esimerkkid, jossa yrityksen oma huoltoyksikko korjaa
tuotantolaitoksen vioittuneet koneet. Oletamme, ettd huoltoyksikko voi korjata vain yhti
konetta kerrallaan. Vioittuneen koneen korjaus kestdé ajan, joka riippuu vian laadusta.
Korjauksen kuluessa saattaa muihin koneisiin tulla uusia vikoja. Vioittuneet koneet

"alkavat jonottaa" huoltoyksikdn palveluja.

Kustannuksia aiheutuu huoltopalvelun ylldpidosta, korjaustyon aiheuttamasta materiaali- ja
varaosakulutuksesta seka siitd, ettd jonottaessaan korjausta kone on pois tuottavasta
toiminnasta. Jos huoltopalvelu ylimitoitetaan, ovat huoltomiehet suuren osan ajasta jouten,
mika aiheuttaa turhia kustannuksia. Jos huoltopalvelu alimitoitetaan, ovat huoltomiehet
suuren osan ajastaan tydssd. Silloin palvelukustannus per korjausoperaatio saadaan alas.
Mutta samalla korjausta odottavat koneet joutuvat jonottamaan kauan, ja tistd aiheutuva

tuotannon menetys saattaa olla suuri.

Optimaalinen jono huomioi palvelun ylldpidon kustannukset seké jonotuksesta aiheutuvat

kustannukset ja minimoi ndiden summan.

Eréitd esimerkkejé jonotuksesta ovat
* kassajono valintamyymaéldssé,
* autojono liikkennevaloissa,
* potilasjono terveyskeskuksessa,
* 1dhtovuoroa jonottavat lentokoneet,
* korjausta jonottavat koneet (edelld),
* puhtaaksikirjoitusta odottavat kirjeet,

* tietokoneen resursseja jonottavat prosessit (esim. kirjoitinjono).
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Kuvatessamme jonosysteemid kdytimme seuraavaa kaaviota.

JONOSYSTEEMI
F PALVELIJAT

saapumis- jono- palvelu- ‘

. | .
prosessi ‘ rakenne Prosessi >

Saapumisprosessi (Arrival process) :

Asiakkaiden saapuminen jonosysteemiin on yleensi satunnaista. (Asiakkaat voivat nyt olla
paitsi ihmisid, my0s koneita, tilauksia, sanomia, anomuksia tms.) Kahden peridkkiin
saapuneen asiakkaan saapumisaikojen aikaviéli vaihtelee. Aikavélin odotusarvosta voimme

laskea keskiméddrdisen palvelutarpeen.

Mitd enemmén aikavilit vaihtelevat, sitd useammin jonot vendhtévit, vaikka
palveluprosessi olisikin mitoitettu yli keskimédrdisen palvelutarpeen. Jonoa optimoitaessa
ei siis riitd tuntea keskiméirdinen aikavéli, vaan on tunnettava aikavélin jakauma.

Yleisesti mallia luotaessa kdytetdéin eksponenttijakaumaa tai Poisson-jakaumaa.

Lihde, josta asiakkaat tulevat voi olla ddrellinen (vikautuvia koneita dérellinen mééra) tai

niin suuri, ettd sitd sanotaan darettdméksi (kaupan asiakaskunta).

Jonorakenne (queue structure) :

Jonoja voi olla yksi tai useampi rinnakkainen. Jonossa ei saa etuilla, mutta joskus voi
siirtyd viereisen jonon hénnille. Jonon pituus on rajallinen, mutta tilanteesta riippuu, onko
talla merkitysté. (Jos jonon rajallisella pituudella ei ole merkitystd, sanomme, ettd jonon

pituus on ddreton.)

Jonokuri eli palvelujérjestys (service discipline) :
Jonokuri kertoo, miten palvelija(t) valitsee seuraavan palveltavan asiakkaan. Yleisin
jonokuri on FIFO (first-in-first-out) josta jonomallien yhteydessé joskus kdytetdin

nimitystd FCFS (first-come-first-serviced). Tietojenkésittelyssd voidaan kéyttdd vastaavaa
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pino-kuria LIFO (tai LCFS). Voidaan my0s jakaa asiakkaat tirkeysluokkiin, jolloin tirkeét

asiakkaat lapdisevit jonot muita nopeammin.

Palvelijat (service facility, server) :
Palveluprosessissa voi olla rinnakkaisia kanavia ja/tai perdkkéisid palveluasemia.
Palveluaika voi olla vakio tai satunnainen. Satunnaisen palveluajan jakaumana kiytetdan

yleensi eksponenttijakaumaa tai ns. Erlang-jakumaa.

Keskiarvosuureet:
Kus systeemin toimintaa seurataan tietty aika (1 min, 1 h tms.) ja tarkastelu toistetaan

riittdvan monta kertaa, saadaan mééritettyd erditd systeemié kuvaavia keskiarvolukuja

Saapumistiheys (arrival rate, input rate) =

_ saapuvien asiakkaiden keskiméarainen lukuméira

p) : (1)
tarkastelun kesto
% = saapumisten keskimaardinen aikavili, (2)
palvelukanavan palvelutiheys (service rate, throughput rate) =
palveltavien asiakkaiden keskimddrdinen lukumaara
H= . : ; 3)
palveluun kéytetty aika

L keskimddrdinen palveluaika, 4)
U

Huomaa, ettd saapumistiheyttd maaritettdessd kellot kdyvit koko ajan, ja suure siis kuvaa
todellista asiakasvirtaa koko systeemin ldpi. Palvelutiheyttd maaritettidessa kello
pysdytetddn joutoajaksi, joten suure kuvaa yhden palvelukanavan kapasiteettia (suurinta

mahdollista keskimaaraista asiakasvirtaa kanavan 1api).

Jos palvelukanavien lukuméérd on m, niin systeemin kuormituskerroin (facility utilization)

p=— ()
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Kuormituskertoimen tulee olla ykkostd pienempi, muuten systeemi ei suoriudu
tehtdvistiddn vaan tukkiutuu. Jos kuormituskerroin on pieni, on palvelijoilla runsaasti
joutoaikaa. Kohtuullisena pidetddn arvoa vililld 0.6 < p < 0.8.

Jonomalleja tutkittaessa olemme kiinnostuneita seuraavista tilastomuuttujista ja erityisesti

niiden odotusarvoista (keskimairaisistd arvoista).

muuttuja odotusarvo
* perakkdin saapuvien asiakkaisen aikavili ¢, 1/2
* asiakasmdaard - jonossa n, N,
- palveltavana n, AMu=mp
- koko systeemissd  n N
viipymisaika- jonossa w, W,
- palveltavana w, 1/ u
- koko systeemissd ~ w /4

Jos todennékdisyys, ettd koko systeemissd on n asiakasta on p, ja palvelukanavien

lukumé&éara on m, niin

N=Ymp, ja ©)
Nq=i(n—m)pn (7)
W=N/A )

Wy =N,/ ©)

6.1 Eksponenttijakauma

Olkoon /4 seuraavassa "hyvin lyhyt" aikavéli. Oletamme, ettd asiakkaiden saapuminen on

satunnaisilmid, jolla on seuraavat ominaisuudet.

Ehto 1: Todennékoisyys, ettd asiakas saapuu lyhyen aikavilin [7,7 + /] kuluessa riippuu

vain aikavélin pituudesta 4.
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Ehto 2: Todenndkdisyys, ettd asiakas saapuu lyhyen aikavilin [¢,¢ + /] kuluessa on
positiivinen mutta pienempi kuin 1.
Ehto 3: Lyhyen aikavélin [¢,7 + /] kuluessa voi saapua korkeintaan yksi asiakas.

Merkitsemme

p, (¢) = todenndkoisyys, ettd n asiakasta saapuu ajassa t. (10)

Nyt #n et tarvitse olla "lyhyt aika". Ehdosta 1 seuraa, ettd p, (¢ +h) = p,(t)p,(h). Tastd

voidaan péételld, ettd

-t

p,(t)=e " (=todenndkoisyys sille, ettd ajassa ¢ ei tule yhtdédn asiakasta) (11)

missd A on positiivinen vakio. Vastaavasti voidaan hyvin lyhyen aikavilin /4 tapauksessa

padtelld, ettd
p,(h)= Ah (= todenndkoisyys sille, ettd ajassa / tulee yksi asiakas) (12)

(Edeltava kaava, p, (h) ~ Ah, tulkitaan usein sanomalla, ettd asiakkaiden saapuminen on

"Poisson-prosessi".)

Jos merkitsemme kahden perékkéin saapuneen asiakkaan tuloaikojen erotusta (aikaeroa)
tilastomuuttujalla ¢ , niin sen kertyméfunktio on

F(I)=P(t<T)=1-P(t>T)=1-p,(T)=1-e". (13)

Aikaeron tiheysfunktio (eksponenttijakauma) on

f(T)=%F(T)=2,e“T (14)
ja aikaeron odotusarvo on
E(@) = [tf()dt = [Me™dt = % . (15)
0 0

Merkintd on siis yhteensopiva kaavan (2) kanssa.
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6.2 Poisson-jakauma

Seuraavaksi toteamme kaavan todennikoisyydelle, ettd n asiakasta saapuu ajassa ¢.

Tarkastelu perustuu seuraavaan itsestdanselvyyteen.

n n 0 n—1 1
P| ajassa | = P| || ajassa |ja| ajassa | [tai|| ajassa |ja| ajassa (16)
t+h t h t h

Edellisen kappaleen merkinndin sama asia voidaan ilmaista kaavalla

p,(t+h)=p,(Op,(W)+p, ,(Dp (h) n=12,.. (17)
po(t+h)=p0(t)p0(/’l) n=0 (18)

Koska lyhyelle aikavilille / patee kaavat p, (h) ~ Ah ja p,(h)=1— Ah, voidaan edeltdvit

yhtil6t saattaa muotoon
p,(t+h)—p, ()

N ~=Ap,(1)+ Ap,., (1) (19)
pO(t+h2_p0(t)N—/1p0(t) (20)
Kun 4 — 0, saadaan
p,()==Ap,(t)+ Ap, (1) (21)
P (1) =—=Ap, (1). (22)

Téstd saamme lopulta induktiolla kaavan

(Xt)" e™

' ( = todennékoisyys, ettd ajassa ¢ saapuu n asiakasta) (23)
n!

p,(0)=

Kaavat (11), (12), (14) ja (23) ovat keskenddn yhtépitdvit. Jos ne ovat voimassa, sanomme
asiakkaiden saapumisen olevan Poisson-prosessi (joskus sanotaan myos Markovin

prosessiksi).
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6.3 Jonomallien luokittelu

Jonomallien luokittelussa on tapana kéyttdd Kendallin merkintétapaa
A/B/C/D/E

jossa

A esittdd saapumisprosessin jakaumaa
M = Poisson-prosessi (Markov)
D = deterministinen prosessi
E = Erlangin prosessi (gamma-jakauma)
G = yleinen jakauma

B esittid palveluprosessin jakaumaa

C esittdd palvelukanavien lukumiiraa

D esittdd jonokapasiteettid

E esittdé jonokuria

Yhden palvelukanavan klassinen perusmalli on tilld merkintdtavalla
M /M / 1/ 00/ FIFO. Tarkastelemme titd seuraavassa.

6.4 Yhden kanavan perusmalli (M /M / 1 / 90/ FIFO)

jono palvelu

A= —

A H

Olkoon saapumisprosessi Poisson-prosessi parametrina A ja palveluprosessi Poisson-
prosessi parametrina g Tarkastellaan "hyvin lyhyttd" aikavilid 4. Tarkastellaan systeemiin

saapuvia asiakkaita ja systeemistd poistuvia (palveltuja) asiakkaita.

P(0 saapumista ajassah) =e ™ ~1- 1h (24)
P(1 saapuminen ajassa h) =1-e " ~ Ah (25)
P(0 poistumista ajassa h) = e ™ ~1— uh (26)
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P(1 poistuminen ajassa h) =1—e ™™ ~ uh (27)

Merkitddn
p, (t) = todenndkoisyys, ettd systeemissd on n asiakasta hetkelld 7. (28)

Jos hetkelld 7 + & systeemissé on n asiakasta, niin tdimi on mahdollista kolmella tavalla.

1. "hetkelld ¢ systeemissé n asiakasta, 0 sisddn ja O ulos ajassa A",
2. "hetkelld ¢ systeemissd n — 1 asiakasta, 1 sisdén ja 0 ulos ajassa 4",

3. "hetkelld ¢ systeemissd n + 1 asiakasta, O sisdén ja 1 ulos ajassa A".

(Oletamme, ettd / on niin lyhyt aikavéli, ettd voimme jittd4 huomioimatta sen
mahdollisuuden, ettd ajass / tapahtuisi sekd saapuminen ettd poistuminen.)

Kéyttden merkintdd (28) saamme ehdon

p,(t+h) = p, ()1 =Ah) (1= ph) + p,_ ()(Ah)(1 = ph) + p, ., ()(A = Ah)(ph) — (29)
po(t+h) = py (1)1 = Ah) + p, (£)(1 = Ah)(uh) (30)

Sivuutamme yksityiskohdat, jotka muistuttavat kaavoja (14) - (18) ja toteamme, etti

edeltdvistd kaavoista voidaan péételld, ettd

pAp

pn=(1—&j[&j =(1-p)p", n=0,1,2... (31)

missd p= A/u on jo sivulla 144 mainittu kuormitusaste. Lasketaan seuraavaksi systeemissi

olevien asiakkaiden lukuméddrdn odotusarvo kaavalla (6).

0

N=2 nmp, =3 n(l-p)p'
n=0

n=0

d (<
—(l—p)pd—p(;p j

d( 1
0ol

__P
“1op (32)
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Palveltavina olevien asiakkaiden lukuméaran odotusarvo on N, = A/u = p. Lopulta

saamme seuraavat keskiarvosuureet.

N=Em="L ot (33)
l—-p u—41
N, =2u=p (34)
2 2
N,=N-N, = P _ A (3%5)
l-p  pu(u-2)
A wl-p) u-4
N
==L -1 (37)
A u(l=p)  pu(u-2)
missd
A = saapumistiheys,
1 = palvelutiheys,
p = A/ = kuormituskerroin.
6.5 Usean palvelukanavan malli (M / M / m/ OO / FIFO)
Usean palvelukanavan systeemille
- Al )" 2,
g = (A1 W)" Au _P, (38)
(m-D)(mu—2)
n=n, A (39)
7,
Wy =ng/ A (40)
w=w,+1/u (41)

misséi
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-1
m-1 k m
o k' u m!\ u mu—A
on todenndkdisyys sille, ettd systeemi on tyhja.

Pn:i(ij P, josl<n<m
n!\ u

1o(aY, .
P =— (—J F, josn>m
m" " "m!\ u

6.6 Jonosysteemin optimoinnista (M /M / 1/ OO/ FIFO)
Optimaalinen palvelutiheys (M /M / 1/ 00/ FIFO)
Oletetaan nyt, ettd palvelun ylldpitokustannus on suoraan verrannollinen palvelutiheyteen,

ja jonotuskustannus on suoraan verrannollinen systeemisséd olevien asiakkaiden mééraén.

Talloin ndiden summa on

TC() = Gt N = s €= (38)
ﬂ_

Derivoimalla zzn suhteen ja ratkaisemalla derivaatan nollakohta 16ytyy lauseke
palvelutiheyden optimiarvolle. (Huomaa, ettd x> 1).

Optimaalinen palvelukanavien méiria m (M /M / m/ OO/ FIFO)
Oletetaan nyt, ettd palvelun ylldpitokustannus on suoraan verrannollinen palvelukanavien

madrdin, ja jonotuskustannus on suoraan verrannollinen systeemissé olevien asiakkaiden

madraan. Talloin ndiden summa on
TC(m)=Cm+ C,N(m) (39)

Systeemissé olevien asiakkaiden maaré riippuu mutkikkaalla tavalla padtésmuuttujasta m.

Koska m voi saada vain kokonaislukuarvoja, on yleensd kohtalaisen helppo laskea
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kokonaiskustannus 7C(m) riittdvéin monella m:n arvolla ja valita se m:n arvo, jolla

kustannus on pienin.
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7. Oditajarajoita menetelma (Branch-and-bound)

Kun LP-malliin lisdtdan vaatimus, etta muuttujien tulee saada kokonaislukuarvot, saadaan IP-malli.
IP-mallin LP-relaksaatio on LP-malli, jolla on muuttujien kokonaisarvoragjoitusta lukuunottamatta
samat rgjoitteet kuin IP-mallissa.

K oska L P-relaksaation kadypien ratkaisujen alue sisltda kaikki IP-mallin kéyvét ratkaisut, ei 1P-
mallin optimiratkaisu voi olla parempi kuin LP-relaksaation optimiratkaisu.

Jos L P-relaksaation optimiratkai sun muuttujat ovat kokonaislukuarvoisia, on ratkaisu myos | P-
mallin optimiratkaisu.

Ositajarajoita menetel massa alkuperéisen IP-mallin LP-rel aksaation kéypien ratkaisujen aluetta
aletaan pilkkoa, kunnes |0ydetaén kokonaisl ukuratkaisu, joka on ainakin yhta hyva kuin
alkuperdisen IP-mallin optimiratkaisu.

Esimerkki 7.1: Telfa Oy valmistaa poytia ja tuolegja . Poyta vaatii yhden tunnin tyoté ja 9 yksikkda
puuta, ja tuoli vaatii yhden tunnin tyota ja 5 yksikkoa puuta. Kaytettavissa on 6 tuntia tyota ja 45
yksikkda puuta. Jokainen poyta tuottaa $8 voittoa ja jokainen tuoli tuottaa $5 voittoa. Muodosta I P-
malli ja ratkaise se.

Ratkaisu: olkoon x1 = valmistettujen poytien lukumaéré ja xo = vamistettujen tuolien lukumaara.
IP-malli on nyt

max z = 8x1 +5xp
st. X1+ X2< 6 (tyOrgoite)
9x1 +5x92 <45 (puurgjoite)
X1, X2 >0, X1, X2 kokonaislukuja

V astaavan LP-rel aksaation

max z = 8x1+5x2
st. X1+ X2< 6 (tyOrgoite)
9x1 +5x9 <45 (puurgjoite)
X1, X2>0

optimiratkaisu on z = 165/40 = 41,25, x1 = 15/4 = 3,75 jaxp = 9/4 = 2,25.
(Katso kuvaa 7.1 seuraavallasivulla,)
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Kuva7.1l

Tama e tietenkadan ole alkuperédisen IP-mallin ratkaisu. Koska IP-mallin kayville ratkaisuille on
voimassajoko x1 > 4 tai X1 < 3, muodostamme L P-relaksaatiosta (aliongelma 1) kaks aliongelmaa

adiongelma2 = aliongelmal + rgjoite: x1 > 4
aiongelma3 = aliongelmal + rgoite: X1 <3

Aliongelmia 2 ja 3 vastaavat kayvét alueet on piirretty kuvaan 7.2. Aliongelmien ratkaisut ovat

aliongelma1

z =165/4

X1 =15/4

X2 =9/4

X1>4 X1<3

aliongelma 2 aliongelma 3
z =41 z =39
X1=4 X1=3
X2 =9/5 X2 =3

Kuva7.2
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Aliongelman 3 ratkaisu on kokonaislukuratkaisu ja se antaa alargjan alkuperaisen IP-mallin
ratkaisulle. Aliongelman 2 ratkaisu e ole kokonaislukuratkaisu, joten ositamme sen seuraaviksi
aliongelmiksi (AO)

AO4=A02+rgoitexp>2
AO5=A02+rgoitexo<1

Né&in jatkaen ssamme lopulta seuraavan puun

a0l
z =165/4
X1 =15/4
X2 =9/4
X1>4 X1<3
ao 2 ao 3
z =41 z =39
X1=4 X1=3
X2 =9/5 X2=3
X2>2 X2<1
a4 a0 5
el ratkaisua z =365/9
X1 =40/9
Xo=1
X1>5 X1<4
a6 a7
z =40 z =37
X1:5 X1:4
x2=0 x2=1

Mika tahansa a kuperéisen |P-mallin kaypa ratkaisu on nyt jonkin aliongelman AO3, AO4, AOG6 tai
AQO7 kaypa ratkai su. Jokaiselle mainituista aliongel mista ldytyy IP-optimi tai sitten silléaei ole
kaypiaratkaisujalainkaan (kuten AO4:l1a). IP-mallin optimiratkaisu on z = 40, x1 = 5, x2 = 0, silla
mikaan kdypa ratkaisu ei voi olla sita parempi.

Tarkastellaan uudelleen esimerkkia 4 kappaleesta 2.6.4

Esimerkki 4 Dorian Auto valmistaa urheiluautoja ja kuorma-autoja. Yhtion johto uskoo, etté
yrityksen potentiaalisimpia asiakkiata ovat varakkaat miehet ja naiset. Saavuttaakseen mainitut
kohderyhmét Dorian Auto suunnittelee laajaa TV-mainos-kampanjaa. Yhti6 on paattényt ostaa
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minuutin mittaisia mainoksia kahta eri tyyppia oleviin TV-ohjelmiin: perhesarjoihin ja jalkapallo-
otteluihin.

Katsojatutkimusten perusteella yhtio tietdd, etté perhesarjan keskelle sijoitetun mainoksen nékee
keskima@arin 7 miljoonaa varakasta naista ja 2 miljoonaa var akasta miesta. Jalkapallo-ottelun
keskelle sijoitetun mainoksen ndkee puolestaan keskimaarin 2 miljoonaa varakasta naista ja 12
miljoonaa varakasta miesta.

Minuutin mittainen mainos keskell& perhesarjaa maksaa keskimaarin 50 000€, kun taas jalkapallo-
ottelun keskelle sijoitettu mainos maksaa keskimaarin 100 O00€.

Dorian Auto haluaa, etta mainoksen ndkee ainakin 28 miljoonaa varakasta naista ja 24 miljoonaa
varakasta miesta. Miten yhti6 kykenee saavuttamaan tavoitteensa minimikustannuksin?

Paétbsmuuttujat ovat
x1 = perhesarjoihin sijoitettavien mainosten lukumaara
x2 = jakapallo-otteluihin sijoitettavien mainosten lukuméara
LP-malli:
min z= 5x; + 10x,
ehdoin 7x;+ 2%, =28
2 +12%, 224
X1, X2 = 0 kokonaislukuja

Ongelman LP-relaksaation (AOL) optimiratkaisuon z=32,x1=3.6 jax2=1.4.
Jaamme tdman aliongelmiin

AQO2 =AO01 +rgoite: x1 < 3 ratk: z=50, x1 =3 jax2 = 3.5 (jaetaan)[ ]

AO3 =AO01l +rgoite: x1 >4 ratk: z=33.33,x1 =4 jax2 =133 (jaetaan)[ |
AO2:n jaamme edelleen

AO4 =A02 + rgoite: x2 < 3 e ratkaisua (lopeta oksan kasvu)

AO5=A02 +rgoite: x2 > 4 ratk: z=54.29, x1 = 2.86, x2 = 4 (jaetaan)[ |
AQO3:n jaamme edelleen

AO6 = AO3 +rgoite: x2< 1 ratk: z=40, x1 = 6, x2 = 1 (IP, lopeta oksan kasvu)

AO7 = AO3 +rgoite: x2= 2 ratk: z =40, x1 = 4, x2 = 2 (IP, lopeta oksan kasvu)
Aliongelmaa AO5 e enda kannata jakaa, silla olemme jo |6ytaneet paremman |P-ratkaisun kuin
aliongelman AO5 ratkaisu.
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Saatiin siiskaksi optimiaz=40,x1=6,x2=1ja z=40,x1=4,x2=2.
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mn 5x1 + 10x2 I AOL

st 1 z=32, x1=3.6, x2=1.4
rl) 7x1 + 2x2 >= 28 I -> AQ2(x1<=3)

r2) 2x1 + 12x2 >= 24 I -> AQ3(x1>=4)
end

mn 5x1 + 10x2 I A2 <- ACL

st I z=50, x1=3, x2=3.5
rl) 7x1 + 2x2 >= 28

r2) 2x1 + 12x2 >= 24

ao2) x1 <=3

end

mn 5x1 + 10x2 I A8 <- ACL

st 1 z=33.33, x1=4, x2=1.33
rl) 7x1 + 2x2 >= 28

r2) 2x1 + 12x2 >= 24

ao3) x1 >= 4

end

mn 5x1 + 10x2 I AM <- A2

st ! ei ratkaisua

rl) 7x1 + 2x2 >= 28 ! |opeta

r2) 2x1 + 12x2 >= 24

ao2) x1 <=3

ao4) x2 <= 3

end

mn 5x1 + 10x2 I ACb <- A2

st 1 z=54.29, x1=2.86, x2=4
rl) 7x1 + 2x2 >= 28

r2) 2x1 + 12x2 >= 24

ao2) x1 <=3

aob) x2 >= 4

end

mn 5x1 + 10x2 I A6 <- A8

st I z=40, x1=6, x2=1
rl) 7x1 + 2x2 >= 28 ! |P-ratkaisu

r2) 2x1 + 12x2 >= 24

ao3) x1 >= 4

aoB) x2 <=1

end

mn 5x1 + 10x2 I AO7 <- AGB

st I z=40, x1=4, x2=2
rl) 7x1 + 2x2 >= 28 ! |P-ratkaisu

r2) 2x1 + 12x2 >= 24
ao3) x1 >= 4

ao7) x2 >= 2

end
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