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2.9 Herkkyysanalyysi

Kun LP-mallin optimiratkaisu on löydetty (Simplexillä tai jollakin tietokoneohjel-

malla), halutaan yleensä myös tietää miten herkkä saatu ratkaisu on mallin kertoimissa

tapahtuville muutoksille. Tämän asian tutkimista sanotaan herkkyysanalyysiksi. Tyy-

pillisiä herkkyysanalyysin kysymyksiä ovat esimerkiksi:

• ”Miten paljon tavoitefunktion optimiarvo kasvaa, jos niukka resurssi bj kasvaa
yhdellä yksiköllä” (Huom: niukkuus tarkoittaa, että sj = 0.) Arkisemmin ilmais-

tuna:

”Mitä yhdestä lisäkuormasta bj:tä kannattaa enintään maksaa?”

• ”Miten paljon tulee kantaan kuulumattoman muuttujan xi kertoimen tavoitefunk-
tiossa (ci) kasvaa, jotta muuttuja kannattaa tuoda kantaa?” (Eli optimikanta

vaihtuu.) Arkisemmin ilmaistuna:

”Hilanippeliä ei ole viime aikoina kannattanut valmistaa, kun sen myyntihinta

on liian pieni. Miten paljon hinnan pitäisi kasvaa, että hilanippeliä kannattaisi

taas valmistaa?”

• ”Miten paljon tulee kantaan kuuluvan muuttujan xi kertoimen tavoitefunktiossa
vähetä, jotta optimikanta vaihtuu?” Arkisemmin ilmaistuna:

”Kiertokangen myyntihinta on jatkuvasti laskenut. Missä vaiheessa sen valmis-

taminen kannattaa lopettaa?”

• Seuraava ei ole oikeastaan kysymys, vaan herkkyysanalyysin aikana esiin tuleva
ajatus:

”Ei-kriittisen resurssin bj kasvattaminen ei laajenna käypää aluetta, eikä siis

muuta optimiratkaisua!” (Ei-kriittisyys: sj > 0.) Arkisemmin ilmaistuna:

”Käyttämätöntä kuorihaketta on jo nyt kaikki nurkat täynnä? Mitä järkeä ostaa

lisää!?”
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2.9.1 Varjohinta ja redusoitu kustannus

Simplex-algoritmin aikana tutkitaan simplex-taulun 0-riviä, jotta saataisiin selville

parantaako kannan vaihto tavoitefunktion arvoa. Kun on löydetty optimikanta, ei

kannanvaihto enää kannata.

Jaetaan seuraavassa kantaratkaisuun (ei välttämättä optimikantaan) liittyvän simp-

lextaulun 0-rivi kahteen osaan

u = nollariviX = päätösmuuttujien kertoimet 0-rivillä

v = nollariviS = pelivaramuuttujien kertoimet 0-rivillä

Simplex-algoritmista ja edellisen kappaleen kaavoista tiedämme, että

Kun xj ∈ BV, niin uj = 0

Kun xj ∈ NBV, niin uj = πa•j − cj

Kun si ∈ BV, niin vi = 0

Kun si ∈ NBV, niin vi = πa•(n+i) = πi

Viimeisen simplex-taulun 0-rivi voidaan kirjoittaa muotoon

z +
n3
j=1

ujxj +
m3
i=1

visi = z(2.1)

Tehdää seuraavaksi optimiratkaisuun muutos siten, että optimikantaan kuulumaton

muuttuja xk saa arvon xk = 1. Tämä tietenkin edellyttää kantaan kuuluvien muuttu-

jien arvojen muuttamista, mutta oletamme nyt tämän olevan mahdollista. 0-rivi (2.1)

ottaa nämä muutokset huomioon sillä se on konstruoitu lisäämällä rajoiteyhtälöiden

lineaarikombinaatio alkuperäiseen 0-riviin. Jos nyt jätämme 0-rivistä (2.1) pois kaikki

termit, joiden arvo on 0, niin saamme

z + ukxk = z(2.2)

eli tavoitefunktion arvo pienenee optimista määrällä uk.
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Määritelmä 2.9.1 Redusoitu kustannus (Reduced Cost) uj ilmoittaa miten monta yk-

sikköä tavoitefunktion arvo huononee, kun optimikantaan kuulumattoman päätösmuuttujan

xj arvoa kasvatetaan yhdellä yksiköllä (eli uj = |∂z/∂xj|).

Seuraavaksi tutkimme tilannetta, jossa resurssia bk on onnistuttu saamaan yksi ylimääräinen

yksikkö (buusik = balkupk + 1). Koska cBV ja B−1 eivät ole muuttuneet, on myös

π = cdBVB
−1 muuttumaton. Siis

zuusi = πbuusi = zalkup + πk = z
alkup + vk

Tavoitefunktion arvo kasvaa siis määrällä vk = πk.

Määritelmä 2.9.2 Varjohinta (Shadow Price, Dual Price) vi = πi ilmoittaa miten

monta yksikköä tavoitefunktion arvo paranee, kun niukkaa resurssia bi kasvatetaan

yhdellä yksiköllä ( eli vi = πi = |∂z/∂bi|).

Redusoitu kustannus uj löytyy viimeisen simplex-taulun 0-riviltä kantaan kuu-

lumattoman päätösmuuttujan xj sarakkeesta ja varjohinta vi löytyy viimeisen simplex-

taulun 0-riviltä resurssia vastaavan pelivaramuuttujan si sarakkeesta.

Esimerkki 2.9.1 Mustasaaren Saha Oy valmistaa kolmenlaisia puulaitureita. Yksin-

kertaisin perusmalli on suomalaiseen metsämaisemaan hyvin sopiva ponttooniratkaisu

”Forest Brut” (fb), hieman järeämpi on jäänkestävä ”Ultima Thule” (ut) ja vaativille

asiakkaille on suunniteltu ”Lady Manhattan” (lm). Ensin raakalauta höylätään ja

katkotaan määrämittaan höyläämössä, sitten höylätyt laudat lahosuojataan maalaa-

mossa ja lopuksi laiturielementit kootaan naulaamossa. Kunkin tuotteen myyntihinta,

raaka-ainekustannus ja työn määrät eri osastoilla on koottu seuraavaan taulukkoon.

Lady Manhattan Ultima Thule Forest Brut
myyntihinta (C-- ) 400 310 130
rakaa-ainekust (C-- ) 100 60 30
naulaamo (h) 8 6 1
höyläämö (h) 1 2 1,5
maalaamo (h) 2 3 0,5
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Työn hinnaksi (sivukuluineen) laskemme 20C-- /h. Näin saamme tuotteiden katteiksi

80C-- jokaiselta Lady Manhattanilta, 30C-- jokaiselta Ultima Thulelta ja 40C-- jokaiselta

Forest Brutilta. Naulaamossa työskentelee kuusi työntekijää, höyläämössä kaksi ja

maalaamossa yksi. Kukin työntekijä työskentelee viikossa 40 tuntia. Päätösmuuttujat

ovat

x1 = viikossa valmistettavat Lady Manhattanit

x2 = viikossa valmistettavat Ultima Thulet

x3 = viikossa valmistettavat Forest Brutit

LP-malli
Max z = 80x1 + 30x2 + 40x3
ehdoin 8x1 + 6x2 + x3 ≤ 240

x1 + 2x2 + 1.5x3 ≤ 80
2x1 + 3x2 + 0.5x3 ≤ 40

Simplex taulut ovat
#

rivi -z x1 x2 x3 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -80 -30 -40 0 0 0 z = 0

1 0 8 6 1 1 0 0 s1= 240

2 0 1 2 1.5 0 1 0 s2= 80

3 0 2 3 0.5 0 0 1 s3= 40

240/8 = 30

80/1 = 80

# 40/2 = 20

#

rivi -z x1 x2 x3 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 0 90 -20 0 0 40 z = 1600

1 0 0 -6 -1 1 0 -4 s1= 80

2 0 0 0.5 1.25 0 1 -0.5 s2= 60

3 0 1 1.5 0.25 0 0 0.5 x1= 20

80/(-1) = -80

# 60/1.25 = 48

20/0.25 = 80

rivi -z x1 x2 x3 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 0 98 0 0 16 32 z = 2560

1 0 0 -5,6 0 1 0,8 -4,4 s1= 128

2 0 0 0,4 1 0 0,8 -0,4 x3= 48

3 0 1 1,4 0 0 -0,2 0,6 x1= 8

<-- OPTIMI

Optimiratkaisu on siis valmistaa 8 Lady Manhattania ja 48 Forest Brutia viikossa,

jolloin kate on 2560C-- viikossa. Naulaamon työresurssista jää 128 tuntia muuhun

käyttöön (noin 3 työntekijää).
Seuraavassa on vertailun vuoksi LINDO-ohjelman antama ratkaisu ja ”sensitivity

report”:
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!==================================

!Malli:

!==================================

Max 80x1 + 30x2 + 40x3

subject to

naulaamo) 8x1 + 6x2 + x3 <= 240

hoylaamo) x1 + 2x2 + 1.5x3 <= 80

maalaamo) 2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

end

!=========================================================

!Sensitivity Report:

!=========================================================

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 2560.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST

X1 8.000000 0.000000

X2 0.000000 98.000000

X3 48.000000 0.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

NAULAAMO) 128.000000 0.000000

HOYLAAMO) 0.000000 16.000000

MAALAAMO) 0.000000 32.000000

NO. ITERATIONS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

COEF INCREASE DECREASE

X1 80.000000 80.000000 53.333332

X2 30.000000 98.000000 INFINITY

X3 40.000000 80.000000 20.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE

NAULAAMO 240.000000 INFINITY 128.000000

HOYLAAMO 80.000000 40.000000 60.000000

MAALAAMO 40.000000 29.090908 13.333333

!=========================================================
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A) Höyläämön työntekijä on tarjoutunut tekemään ylityötä 30C-- :n tuntipalkalla. Kan-

nattaako ylityötä teettää?

Ratkaisu: Höyläämön työaikaresurssin varjohinta voidaan lukea viimeisen simplex-

taulun 0-riviltä s2:n sarakkeesta: π2 = 16. (ks. myös LINDO:n listaus, josta varjohinta

löytyy nimellä ’Dual Price’.) Yrityksen kokonaishyöty yhdestä ylityötunnista on

varjohinta− ylityölisä = 16C-- − 10C-- = 6C--

Siis ylityötä kannattaa teettää! Kun päätös on tehty, neuvotellaan työntekijän kanssa
ylityön määrästä. Jos työntekijä suostuu 10 ylityötuntiin viikossa, niin uusi ratkaisu
LINDO:lla on

!--------------------------------------------

Max 80x1 + 30x2 + 40x3

subject to

naulaamo) 8x1 + 6x2 + x3 <= 240

hoylaamo) x1 + 2x2 + 1.5x3 <= 90 ! = 80 + 10

maalaamo) 2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

end

!--------------------------------------------

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 2720.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST

X1 6.000000 0.000000

X2 0.000000 98.000000

X3 56.000000 0.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

NAULAAMO) 136.000000 0.000000

HOYLAAMO) 0.000000 16.000000

MAALAAMO) 0.000000 32.000000

!--------------------------------------------

Malli ei nyt huomioi ylityölisää 10 · 10C-- = 100C-- , joten todellinen kate on 2720C-- −
100C-- = 2620C-- .

B) Markkinointiosasto vaatii, että sahan on tuotettava kaikkia tuotteita. Viikkopala-

verissa ehdotetaan, että myös Ultima Thulea valmistettaisiin viisi kappaletta viikossa.
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Mitä tämä ehdotus maksaisi yritykselle?

Ratkaisu: x2:n redusoitu kustannus (Reduced Cost) löytyy viimeisen simplex-taulun 0-

riviltä muuttujan x2 sarakkeesta: u2 = 98 (C-- ). Jos ehdotus toteutetaan, niin kustannus

on 5 · 98C-- = 490C-- viikossa. (Eli noin 19% kokonaiskatteesta.) Suhdetestillä voimme

tarkistaa, että ehdotus on mahdollista toteuttaa.

128/(−5.6) < 0 ei rajoita
48/0.4 = 120
8/1.4 = 5.71 ⇒ x2 < 5.17

Ehdotus on siis mahdollinen, mutta kustannuksesta pitää keskustella johtoryhmässä!

Uusi ehdotuksen mukainen ratkaisu ilman (ylityötä) olisi

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 1
x2 = 5
x3 = 46
s1 = 156
z = 2070

2.9.2 Perustapaukset graafisesti ja simplexillä

Seuraavissa esimerkeissä kaikissa on lähtökohtana LP-malli

maksimoi x1 + x2
ehdoin x2 ≤ 200 (1. rajoite)

4x1 + 3x2 ≤ 1280 (2. rajoite)
4x1 + x2 ≤ 960 (3. rajoite)

Mallin ratkaisu simplex algoritmilla on
#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1 -1 0 0 0 z= 0

1 0 0 1 1 0 0 s1= 200

2 0 4 3 0 1 0 s2= 1280

3 0 4 1 0 0 1 s3= 960

# 200/1 = 200

1280/3 = 427

960/1 = 960

#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1 0 1 0 0 z = 200

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200

2 0 4 0 -3 1 0 s2= 680

3 0 4 0 -1 0 1 s3= 760

200/0 = --

# 680/4 = 170

760/4 = 190
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Figure 2.1: LP-mallin käypä alue.

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 0 0 1/4 1/4 0 z= 370

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200

2 0 1 0 -3/4 1/4 0 x1= 170

3 0 0 0 2 -1 1 s3= 80

Mallin optimikanta on siis BV = {x1, x2, s3}. Päätösmuuttujien ja tavoitefunktion
optimiarvot ovat l

x1 = 170
x2 = 200

⇒ z = 370

Kriittiset resurssit ovat ensimmäinen ja toinen (s1 = 0, s2 = 0). Kolmatta resurssia

jää käyttämättä 80 yksikköä (s3 = 80). Redusoidut kustannukset ja varjohinnat ovat

u =
w
0
0

W
,v = π =

⎛⎜⎝ 1/41/4
0

⎞⎟⎠
LP-mallin käypä alue on kuvassa 2.1 Mallin ratkaisu LINDO-ohjelmalla tuottaa seu-
raavan raportin

!-------------------------------------------

Max x1 + x2

subject to

R1) x2 <= 200

R2) 4x1 + 3x2 <= 1280

R3) 4x1 + x2 <= 960

end

!-------------------------------------------

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3
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OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 370.0000

VARIABLE VALUE REDUCED COST

X1 170.000000 0.000000

X2 200.000000 0.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

R1) 0.000000 0.250000

R2) 0.000000 0.250000

R3) 80.000000 0.000000

NO. ITERATIONS= 3

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:

OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

COEF INCREASE DECREASE

X1 1.000000 0.333333 1.000000

X2 1.000000 INFINITY 0.250000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE

R1 200.000000 226.666672 40.000000

R2 1280.000000 80.000000 680.000000

R3 960.000000 INFINITY 80.000000

!-------------------------------------------

Esimerkki 2.9.2 Kriittinen resurssi muuttuu. Jos esimerkkimme ensimmäinen

resurssi kasvaa arvosta 200 arvoon 250, niin käypä alue laajenee ja tavoitefunktion

optimiarvo paranee. Koska nurkkapiste siirtyy, myös päätösmuuttujien optimiarvot

muuttuvat. Ks. kuva 2.2 Varjohinta

π1 =
∂z

∂b1
=
z:n muutos

b1:n muutos

voidaan selvittää kuvista, mutta helpommin näemme varjohinna simplex-taulun 0-

rivilta tai LINDO-listauksesta (Dual Price).
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Figure 2.2: Esimerkin 2.9.2 alkuperäinen ja muuttunut käypä alue.

Jos resurssi pienenee paljon, ei alkuperäinen optimikanta säily käypänä. Missä vai-

heessa tämä tapahtuu, eli missä rajoissa b1 saa vaihdella ilman, että kanta vaihtuu jos

kaikki muu mallissa pysyy muuttumattomana?

Toistetaan simplex-algoritmi siten, että ensimmäinen resurssi on nyt b1 = 200 + d,

missä d on muutos alkuperäiseen. Simplex-taulut ovat
#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1 -1 0 0 0 z= 0

1 0 0 1 1 0 0 s1= 200 + d

2 0 4 3 0 1 0 s2= 1280

3 0 4 1 0 0 1 s3= 960

#

#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1 0 1 0 0 z = 200 + d

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200 + d

2 0 4 0 -3 1 0 s2= 680 - 3d

3 0 4 0 -1 0 1 s3= 760 - d

#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 0 0 1/4 1/4 0 z= 370 + 0.25d

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200 + d

2 0 1 0 -3/4 1/4 0 x1= 170 - 0.75d

3 0 0 0 2 -1 1 s3= 80 + 2d

Ratkaisu on käypä, jos⎧⎪⎨⎪⎩
200 + d ≥ 0

170− 0.75d ≥ 0
80 + 2d ≥ 0

⇔
⎧⎪⎨⎪⎩
d ≥ −200
d ≤ 226.67
d ≥ − 40

⇔ −40 ≤ d ≤ 226.67
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Figure 2.3: Esimerkin 2.9.3 alkuperäinen ja muuttunut käypä alue.

Optimikanta muuttuu siis, jos b1 kasvaa enemmän kuin 226.67 yksikköä tai pienenee

enemmän kuin 40 yksikköä. (Vertaa LINDO-raporttiin.)

Esimerkki 2.9.3 Ei-kriittinen resurssi muuttuu. Jos esimerkkimme kolmas resurssi

kasvaa arvosta 960 arvoon 1100, niin käypä alue laajenee, mutta tavoitefunktion op-

timiarvo ei parane. Koska optiminurkka ei siirry, eivät myöskään päätösmuuttujien

optimiarvot muuttu. Ks. kuva 2.3

Jos resurssi pienenee paljon, ei alkuperäinen optimikanta säily käypänä. Missä vai-

heessa tämä tapahtuu, eli missä rajoissa b3 saa vaihdella ilman, että kanta vaihtuu jos

kaikki muu mallissa pysyy muuttumattomana.

Toistetaan jälleen simplex-algoritmi siten, että kolmas resurssi on nyt b3 = 960 + d,

missä d on muutos alkuperäiseen. Simplex-taulut ovat
#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1 -1 0 0 0 z= 0

1 0 0 1 1 0 0 s1= 200

2 0 4 3 0 1 0 s2= 1280

3 0 4 1 0 0 1 s3= 960 + d

#

#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1 0 1 0 0 z = 200

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200

2 0 4 0 -3 1 0 s2= 680

3 0 4 0 -1 0 1 s3= 760 + d

#
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Figure 2.4: Esimerkin 2.9.4 alkuperäinen ja muuttunut käypä alue.

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 0 0 1/4 1/4 0 z= 370

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200

2 0 1 0 -3/4 1/4 0 x1= 170

3 0 0 0 2 -1 1 s3= 80 + d

Ratkaisu on käypä, jos

80 + d ≥ 0⇔ d ≥ −80

Optimikanta muuttuu siis, jos b3 vähenee enemmän kuin 80 yksikköä. (Vertaa LINDO-

raporttiin.)

Esimerkki 2.9.4 Tavoitefunktion kerroin muuttuu. Jos tavoitefunktion z =

c1x1 + c2x2 kerroin c1 kasvaa arvosta c1 = 1 arvoon c1 = 2, niin mallin graafinen

tarkastelu muuttuu (Ks. kuva 2.4.) Käypä alue ei muutu, mutta tavoitesuoran kul-

makerroin muuttuu niin paljon, että optiminurkka siirtyy. Haluammekin nyt selvittää,

miten paljon c1 saa muuttua ilman, että optimikanta vaihtuu. Simplex-ratkaisu muut-

tuu seuraavan kaltaiseksi.

#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1-d -1 0 0 0 z= 0

1 0 0 1 1 0 0 s1= 200

2 0 4 3 0 1 0 s2= 1280

3 0 4 1 0 0 1 s3= 960

# 200/1 = 200

1280/3 = 427

960/1 = 960
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#

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 -1-d 0 1 0 0 z = 200

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200

2 0 4 0 -3 1 0 s2= 680

3 0 4 0 -1 0 1 s3= 760

200/0 = --

# 680/4 = 170

760/4 = 190

z x1 x2 s1 s2 s3 BV RHS

0 1 0 0 (1-3d)/4 (1+d)/4 0 z= 370 + 170d

1 0 0 1 1 0 0 x2= 200

2 0 1 0 -3/4 1/4 0 x1= 170

3 0 0 0 2 -1 1 s3= 80

Siis Kanta on edelleen käypä ja se on optimaalinen, jos

((1− 3d)/4 ≥ 0 ja (1 + d)/4 ≥ 0)⇔ −1 ≤ d ≤ 1/3

(Vertaa LINDO-raporttiin.)

2.9.3 Herkkyysanalyysiä matriisitekniikalla

Seuraavassa tutkimme Mustasaaren Saha Oy:n tuotevalintaongelmaa (esimerkki 2.9.1).

Yleisesti LP-ongelma voidaan esittää muodossa

Max z = cdBV xBV + cdNBV xNBV
ehdoin BxBV + NxNBV = b

xBV ≥ 0
xNBV = 0

missä nyt

xBV =

⎛⎜⎝x1x3
s1

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 8
48
128

⎞⎟⎠ ,xNBV =
⎛⎜⎝x2s2
s3

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 00
0

⎞⎟⎠ , z = 2560

cBV =

⎛⎜⎝ c1c3
cs1

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 8040
0

⎞⎟⎠ , cNBV =
⎛⎜⎝ c2ss2
cs3

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 300
0

⎞⎟⎠ ,b =
⎛⎜⎝ 24080
40

⎞⎟⎠

B =

⎛⎜⎝ 8 1 1
1 1.5 0
2 0.5 0

⎞⎟⎠ ,N =

⎛⎜⎝ 6 0 0
2 1 0
3 0 1

⎞⎟⎠ ,B−1 =
⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠

π = cdBVB
−1 = ( 80 40 0 )

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠ = ( 0 16 32 )
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Esimerkki 2.9.5 Jos toinen resurssi (kriittinen) muuttu määrän d, niin

muuttuu ei muutu
b c, B, N, B−1, π = cdBVB

−1

xBV = B
−1b, nollariviNBV = πN− cdNBV

z = cdBV xBV

Jos muutos on 10 yksikköä (b2 = 80 + d = 90), niin kantaratkaisu

xBV = B
−1b =

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 24090
40

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 6
56
136

⎞⎟⎠ ≥
⎛⎜⎝ 00
0

⎞⎟⎠
on käypä, ja koska 0-rivi ei muutu, se on optimaalinen. Miten paljon b2 saa muuttua

ilman kannan vaihtumista, nähdään ehdosta

xBV = B
−1b =

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 240
80 + d
40

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 8− 0.2d
48 + 0.8d
128 + 0.8d

⎞⎟⎠ ≥
⎛⎜⎝ 00
0

⎞⎟⎠
⇔
⎧⎪⎨⎪⎩
d ≤ 40
d ≥ −60
d ≥ −160

⇔ −60 ≤ d ≤ 40

(Vertaa LINDO-raporttiin) Jos ehto toteutuu ja kanta ei vaihdu, niin muuttunut

tavoitefunktion arvo on

z = πb = ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 240
80 + d
40

⎞⎟⎠
= ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 24080
40

⎞⎟⎠+ ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 0d
0

⎞⎟⎠
= 2560 + 16d

Jos kanta ei vaihdu kriittisen resurssin muuttuessa, niin silti päätösmuut-

tujien optimiarvot ja tavoitefunktion optimiarvo muuttuvat.

Esimerkki 2.9.6 Jos ensimmäinen resurssi (ei-kriittinen) muuttu määrän d, niin

muuttuu ei muutu
b c, B, N, B−1, π = cdBVB

−1

xBV = B
−1b, nollariviNBV = πN− cNBV

z = cdBV xBV
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Jos muutos on 10 yksikköä (b1 = 240 + d = 250), niin kantaratkaisu

xBV = B
−1b =

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 25080
40

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 8
48
138

⎞⎟⎠ ≥
⎛⎜⎝ 00
0

⎞⎟⎠
on käypä, ja koska 0-rivi ei muutu, se on optimaalinen. Miten paljon b1 saa muuttua

ilman kannan vaihtumista, nähdään ehdosta

xBV = B
−1b =

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 240 + d80

40

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 8

48
128 + d

⎞⎟⎠ ≥
⎛⎜⎝ 00
0

⎞⎟⎠
⇔ −128 ≤ d ≤ ∞

Jos ehto toteutuu ja kanta ei vaihdu, niin tavoitefunktion arvo on

z = πb = ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 240 + d80
40

⎞⎟⎠
= ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 24080
40

⎞⎟⎠+ ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ d0
0

⎞⎟⎠
= 2560

Jos kanta ei vaihdu ei-kriittisen resurssin muuttuessa, niin päätösmuuttu-

jien optimiarvot ja tavoitefunktion optimiarvo pysyvät muuttumattomina.

Esimerkki 2.9.7 Jos kantaan kuuluvan muuttujan kerroin tavoitefunktion lausek-

keessa c1 muuttu määrän d, niin

muuttuu ei muutu
cBV , π = c

d
BVB

−1 b,cNBV , B, N, B
−1,

nollariviNBV = πN− cdNBV xBV = B
−1b

z = cdBV xBV

Jos muutos on 10 yksikköä (c1 = 80 + d = 90), niin 0-rivi menee muotoon

nollariviNBV = cdBVB
−1N− cdNBV

= ( 90 40 0 )

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 6 0 0
2 1 0
3 0 1

⎞⎟⎠− ( 30 0 0 )

= ( 112 14 38 )
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Koska kanta on käypä (xBV ≥ 0), ja koska 0-rivillä ei ole negatiivisia lukuja, se

on edelleen optimaalinen. Miten paljon c1 saa muuttua ilman kannan vaihtumista,

nähdään ehdosta

nollariviNBV = cdBVB
−1N− cdNBV

= ( 80 + d 40 0 )

⎛⎜⎝ 0 −0.2 0.6
0 0.8 −0.4
1 0.8 −4.4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 6 0 0
2 1 0
3 0 1

⎞⎟⎠− ( 30 0 0 )

= ( 80 + d 40 0 )

⎛⎜⎝ 1, 4 −0.2 0.6
0, 4 0.8 −0.4
−5, 6 0.8 −4.4

⎞⎟⎠− ( 30 0 0 )

= ( 128 + 1, 4d 16− 0, 2d 32 + 0, 6d ) ≥ 0

⇔
⎧⎪⎨⎪⎩
128 + 1, 4d ≥ 0
16− 0, 2d ≥ 0
32 + 0, 6d ≥ 0

⇔
⎧⎪⎨⎪⎩
d ≥ −91.43
d ≤ 80.00
d ≥ −53.33

⇔ −53.33 ≤ d ≤ 80

(Vertaa LINDO-raporttiin.) Jos kanta ei vaihdu kantaan kuuluvan päätösmuut-

tujan kertoimen muuttuessa tavoitefunktiossa, niin päätösmuuttujien opti-

miarvot eivät muutu mutta tavoitefunktion optimiarvo muuttuu.

Esimerkki 2.9.8 Jos kantaan kuulumattoman muuttujan kerroin tavoitefunktion lau-

sekkeessa c2 muuttu määrän d, niin

muuttuu ei muutu
cNBV b,cBV , B, N, B

−1, π = cdBVB
−1

nollariviNBV = πN− cdNBV xBV = B
−1b

z = cdBV xBV

Jos muutos on 10 yksikköä (c2 = 30 + d = 40), niin 0-rivi menee muotoon

nollariviNBV = πN− cdNBV

= ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 6 0 0
2 1 0
3 0 1

⎞⎟⎠− ( 40 0 0 )

= ( 88 16 32 )

Koska kanta on käypä (xBV ≥ 0), ja koska 0-rivillä ei ole negatiivisia lukuja, se

on edelleen optimaalinen. Miten paljon c2 saa muuttua ilman kannan vaihtumista,
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nähdään ehdosta

nollariviNBV = πN− cdNBV

= ( 0 16 32 )

⎛⎜⎝ 6 0 0
2 1 0
3 0 1

⎞⎟⎠− ( 30 + d 0 0 )

= ( 128 16 32 )− ( 30 + d 0 0 )

= ( 98− d, 4d 16 32 ) ≥ 0
⇔ −∞ ≤ d ≤ 98

(Vertaa LINDO-raporttiin.) Jos kanta ei vaihdu kantaan kuulumattoman pää-

tösmuuttujan kertoimen muuttuessa tavoitefunktiossa, niin päätösmuuttu-

jien optimiarvot ja tavoitefunktion optimiarvo eivät muutu.

Esimerkki 2.9.9 Jos useampi asia muuttuu yhtaikaa, eivät LP-ohjelmat yleensä anna

mitään valmista tulosta. Tutkitaan seuraavaksi Mustasaaren Saha Oy:n henkilöstöti-

lannetta. Johtoryhmässä on ehdotettu, että naulausosaston työntekijöitä koulutet-

taisiin maalaustyöhön. Jos kurssi järjestetään, niin kertakustannus on 7000C-- riip-

pumatta osallistujien määrästä ja koulutetut työntekijät voivat koulutuksen jälkeen

tehdä joko naulaustyötä tai maalaustyötä. Kannattaako koulutus järjestää jos vaa-

dimme, että onvestoinnin tulee maksaa itsensä vuodessa?

Periaatteessa voimme merkitä näin koulutettujen työntekijöiden työpanosta viikot-

taista työpanosta maalaamossa d:llä, jolloin rajoitteiden RHS on

b =

⎛⎜⎝ 240− d80 + d
40

⎞⎟⎠
ja tarkastella ongelmaa kuten edellä. Nyt kuitenkin emme ole viilaamassa tulosta

pienin askelin, vaan olemme valmiit tekemään isojakin muutoksia. Tulkitaan d pää-

tösmuuttujaksi ja ratkaistaan optimointiongelma

Max z = 80x1 + 30x2 + 40x3
ehdoin 8x1 + 6x2 + x3 ≤ 240− d

x1 + 2x2 + 1.5x3 ≤ 80 + d
2x1 + 3x2 + 0.5x3 ≤ 40

d ≤ 128
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⇔

Max z = 80x1 + 30x2 + 40x3
ehdoin 8x1 + 6x2 + x3 + d ≤ 240

x1 + 2x2 + 1.5x3 − d ≤ 80
2x1 + 3x2 + 0.5x3 ≤ 40

d ≤ 128

LINDO:n antama ratkaisu on

!----------------------------------

max 80x1 + 30x2 + 40x3

st 8x1 + 6x2 + x3 + d <= 240

x1 + 2x2 + 1.5x3 - d <= 80

2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

d <= 128

!----------------------------------

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 3200.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST

X1 0.000000 80.000000

X2 0.000000 210.000000

X3 80.000000 0.000000

D 40.000000 0.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

2) 120.000000 0.000000

3) 0.000000 0.000000

4) 0.000000 80.000000

5) 88.000000 0.000000

Koulutuksen tuoma etu yritykselle on siis 3200 - 2560 = 640 (C-- / viikko), josta kertyy

vuodessa noin 40× 640 = 25 600 C-- . Koulutus siis kannattaa.
Jos imagosysitä haluamme jatkaa Lady Manhattanien tuotantoa (ainakin 5 vi-

ikossa), niin lisäämme malliin vielä yhden rajoitteen

Max z = 80x1 + 30x2 + 40x3
ehdoin 8x1 + 6x2 + x3 + d ≤ 240

x1 + 2x2 + 1.5x3 − d ≤ 80
2x1 + 3x2 + 0.5x3 ≤ 40

d ≤ 128
x1 ≥ 5

LINDO:n antama ratkaisu on
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!----------------------------------

max 80x1 + 30x2 + 40x3

st 8x1 + 6x2 + x3 + d <= 240

x1 + 2x2 + 1.5x3 - d <= 80

2x1 + 3x2 + 0.5x3 <= 40

d <= 128

x1 >= 5

end

!----------------------------------

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 2800.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST

X1 5.000000 0.000000

X2 0.000000 210.000000

X3 60.000000 0.000000

D 15.000000 0.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

2) 125.000000 0.000000

3) 0.000000 0.000000

4) 0.000000 80.000000

5) 113.000000 0.000000

6) 0.000000 -80.000000

Koulutuksen tuoma etu yritykselle on siis 2800 - 2560 = 240 (C-- / viikko), josta

kertyy vuodessa noin 40×240 = 9600 C-- . Koulutus kannattaa siis tässäkin tapauksessa.
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6. Jonoteoriaa (Queueing theory) 
 
Tarinan mukaa eräs torimyyjä tarjosi joka aamu naapureilleen ilmaisen kyydin kaupunkiin. 
Vastapalvelukseksi naapurit muodostivat torimyyjän kojun eteen jonon, jota hiukan 
hidasteleva myyjä yritti pitää yllä. Jono houkutteli lisää asiakkaita ja hyvinä päivinä kauppa 
saatiin käyntiin vauhdikkaasti.  
 
Tarkastellaan toiseksi esimerkkiä, jossa yrityksen oma huoltoyksikkö korjaa 
tuotantolaitoksen vioittuneet koneet. Oletamme, että huoltoyksikkö voi korjata vain yhtä 
konetta kerrallaan. Vioittuneen koneen korjaus kestää ajan, joka riippuu vian laadusta. 
Korjauksen kuluessa saattaa muihin koneisiin tulla uusia vikoja. Vioittuneet koneet 
"alkavat jonottaa" huoltoyksikön palveluja.  
 
Kustannuksia aiheutuu huoltopalvelun ylläpidosta, korjaustyön aiheuttamasta materiaali- ja 
varaosakulutuksesta sekä siitä, että jonottaessaan korjausta kone on pois tuottavasta 
toiminnasta. Jos huoltopalvelu ylimitoitetaan, ovat huoltomiehet suuren osan ajasta jouten, 
mikä aiheuttaa turhia kustannuksia. Jos huoltopalvelu alimitoitetaan, ovat huoltomiehet 
suuren osan ajastaan työssä. Silloin palvelukustannus per korjausoperaatio saadaan alas. 
Mutta samalla korjausta odottavat koneet joutuvat jonottamaan kauan, ja tästä aiheutuva 
tuotannon menetys saattaa olla suuri.  
 

Optimaalinen jono huomioi palvelun ylläpidon kustannukset sekä jonotuksesta aiheutuvat 
kustannukset ja minimoi näiden summan. 

 
Eräitä esimerkkejä jonotuksesta ovat  

* kassajono valintamyymälässä, 
* autojono liikennevaloissa, 
* potilasjono terveyskeskuksessa, 
* lähtövuoroa jonottavat lentokoneet, 
* korjausta jonottavat koneet (edellä), 
* puhtaaksikirjoitusta odottavat kirjeet, 
* tietokoneen resursseja jonottavat prosessit (esim. kirjoitinjono). 
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Kuvatessamme jonosysteemiä käytämme seuraavaa kaaviota. 
 

 

jono-
rakenne

palvelu-
prosessi

saapumis-
prosessi

jonokuri

JONOSYSTEEMI

PALVELIJAT

 
 
 
Saapumisprosessi (Arrival process) : 
 
Asiakkaiden saapuminen jonosysteemiin on yleensä satunnaista. (Asiakkaat voivat nyt olla 
paitsi ihmisiä, myös koneita, tilauksia, sanomia, anomuksia tms.) Kahden peräkkäin 
saapuneen asiakkaan saapumisaikojen aikaväli vaihtelee. Aikavälin odotusarvosta voimme 
laskea keskimääräisen palvelutarpeen.  
 
Mitä enemmän aikavälit vaihtelevat, sitä useammin jonot venähtävät, vaikka 
palveluprosessi olisikin mitoitettu yli keskimääräisen palvelutarpeen. Jonoa optimoitaessa 
ei siis riitä tuntea keskimääräinen aikaväli, vaan on tunnettava aikavälin jakauma. 
Yleisesti mallia luotaessa käytetään eksponenttijakaumaa tai Poisson-jakaumaa. 
 
Lähde, josta asiakkaat tulevat voi olla äärellinen (vikautuvia koneita äärellinen määrä) tai 
niin suuri, että sitä sanotaan äärettömäksi (kaupan asiakaskunta). 
 
Jonorakenne (queue structure) : 
Jonoja voi olla yksi tai useampi rinnakkainen. Jonossa ei saa etuilla, mutta joskus voi 
siirtyä viereisen jonon hännille. Jonon pituus on rajallinen, mutta tilanteesta riippuu, onko 
tällä merkitystä. (Jos jonon rajallisella pituudella ei ole merkitystä, sanomme, että jonon 
pituus on ääretön.) 
 
Jonokuri eli palvelujärjestys (service discipline) : 
Jonokuri kertoo, miten palvelija(t) valitsee seuraavan palveltavan asiakkaan. Yleisin 
jonokuri on FIFO (first-in-first-out) josta jonomallien yhteydessä joskus käytetään 
nimitystä FCFS (first-come-first-serviced). Tietojenkäsittelyssä voidaan käyttää vastaavaa 
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pino-kuria LIFO (tai LCFS). Voidaan myös jakaa asiakkaat tärkeysluokkiin, jolloin tärkeät 
asiakkaat läpäisevät jonot muita nopeammin. 
 
 
Palvelijat (service facility, server) : 
Palveluprosessissa voi olla rinnakkaisia kanavia ja/tai peräkkäisiä palveluasemia. 
Palveluaika voi olla vakio tai satunnainen. Satunnaisen palveluajan jakaumana käytetään 
yleensä eksponenttijakaumaa tai ns. Erlang-jakumaa.  
 
 
Keskiarvosuureet: 
Kus systeemin toimintaa seurataan tietty aika (1 min, 1 h tms.) ja tarkastelu toistetaan 
riittävän monta kertaa, saadaan määritettyä eräitä systeemiä kuvaavia keskiarvolukuja 
 
Saapumistiheys (arrival rate, input rate) = 
 

 � �

saapuvien asiakkaiden keskimääräinen lukumäärä
tarkastelun kesto

, (1) 

 1
�

 = saapumisten keskimääräinen aikaväli, (2) 

 
palvelukanavan palvelutiheys (service rate, throughput rate) = 
 

 � �

palveltavien asiakkaiden keskimääräinen lukumäärä
palveluun käytetty aika

, (3) 

 1
�

 = keskimääräinen palveluaika, (4) 

 
Huomaa, että saapumistiheyttä määritettäessä kellot käyvät koko ajan, ja suure siis kuvaa 
todellista asiakasvirtaa koko systeemin läpi. Palvelutiheyttä määritettäessä kello 
pysäytetään joutoajaksi, joten suure kuvaa yhden palvelukanavan kapasiteettia (suurinta 
mahdollista keskimääräistä asiakasvirtaa kanavan läpi). 
 
Jos palvelukanavien lukumäärä on m, niin systeemin kuormituskerroin (facility utilization)  
= 
 

 �
�

�
�

m
 (5) 
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Kuormituskertoimen tulee olla ykköstä pienempi, muuten systeemi ei suoriudu 
tehtävästään vaan tukkiutuu. Jos kuormituskerroin on pieni, on palvelijoilla runsaasti 
joutoaikaa. Kohtuullisena pidetään arvoa välillä 0 6 0 8. .� �� . 
 
Jonomalleja tutkittaessa olemme kiinnostuneita seuraavista tilastomuuttujista ja erityisesti 
niiden odotusarvoista (keskimääräisistä arvoista). 
 
       muuttuja odotusarvo 
 * peräkkäin saapuvien asiakkaisen aikaväli ta   1 �   
 * asiakasmäärä - jonossa  nq   Nq   
    - palveltavana  ns   � � �� m  

    - koko systeemissä n   N   
 * viipymisaika - jonossa   wq   Wq   
    - palveltavana  ws   1 �   

    - koko systeemissä w   W   
 
 
Jos todennäköisyys, että koko systeemissä on n asiakasta on pn  ja palvelukanavien 

lukumäärä on m, niin 

 N npn
n

�

�

�

�
0

   ja (6) 

 N n m pq n
n m

� �

�

�

� ( )  (7) 

 W N� �  (8) 

 W Nq q� �  (9) 

 
 
6.1 Eksponenttijakauma  
 
Olkoon h seuraavassa "hyvin lyhyt" aikaväli. Oletamme, että asiakkaiden saapuminen on 
satunnaisilmiö, jolla on seuraavat ominaisuudet. 
 
Ehto 1: Todennäköisyys, että asiakas saapuu lyhyen aikavälin t t h, �  kuluessa riippuu 
vain aikavälin pituudesta h. 



 201

Ehto 2: Todennäköisyys, että asiakas saapuu lyhyen aikavälin t t h, �  kuluessa on 
positiivinen mutta pienempi kuin 1. 
Ehto 3: Lyhyen aikavälin t t h, �  kuluessa voi saapua korkeintaan yksi asiakas. 
 
Merkitsemme  
 
 p tn ( ) = todennäköisyys, että n asiakasta saapuu ajassa t. (10) 

 
Nyt  t:n  ei tarvitse olla "lyhyt aika". Ehdosta 1 seuraa, että p t h0 ( )� �  p t p h0 0( ) ( ). Tästä 

voidaan päätellä, että 
 
 p t e t

0 ( ) � ��   (= todennäköisyys sille, että ajassa t ei tule yhtään asiakasta) (11) 

 
missä � on positiivinen vakio. Vastaavasti voidaan hyvin lyhyen aikavälin h tapauksessa 
päätellä, että 
 
 p h h1 ( ) � �    (= todennäköisyys sille, että ajassa h tulee yksi asiakas) (12) 
 
(Edeltävä kaava, p h h1 ( ) � � , tulkitaan usein sanomalla, että asiakkaiden saapuminen on 
"Poisson-prosessi".) 
 
Jos merkitsemme kahden peräkkäin saapuneen asiakkaan tuloaikojen erotusta (aikaeroa) 
tilastomuuttujalla t , niin sen kertymäfunktio on 
 
 F T P t T P t T p T e T( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � �

�1 1 10
� . (13) 

 
Aikaeron tiheysfunktio (eksponenttijakauma) on 

 f T d
dT

F T e T( ) ( )� �
�

�
�  (14) 

 
ja aikaeron odotusarvo on 

 
�

���� ��
�

��

� 1)()(
00

dttedttfttE t . (15) 

 
Merkintä on siis yhteensopiva kaavan (2) kanssa. 
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6.2 Poisson-jakauma 
 
Seuraavaksi toteamme kaavan todennäköisyydelle, että n asiakasta saapuu ajassa t. 
Tarkastelu perustuu seuraavaan itsestäänselvyyteen.  
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�
�
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�

�

�

�
�
�

�

�

� ht

n

ht

n
P

ht

n
P ajassa

1
jaajassa

1
taiajassa

0
jaajassaajassa  (16) 

 
Edellisen kappaleen merkinnöin sama asia voidaan ilmaista kaavalla 
 
 p t h p t p h p t p hn n n( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �

�0 1 1  n � 1 2, ,� (17) 
 p t h p t p h0 0 0( ) ( ) ( )� �  n � 0 (18) 

 
Koska lyhyelle aikavälille h pätee kaavat p h h1 ( ) � �  ja p h h0 1( ) � � � , voidaan edeltävät 

yhtälöt saattaa muotoon 

 
p t h p t

h
p t p tn n

n n
( ) ( )

( ) ( )
� �

� � �
�

� � 1  (19) 

 
p t h p t

h
p t0 0

0
( ) ( )

( )
� �

� ��  (20) 

 
Kun h � 0 , saadaan 
 � � � �

�

p t p t p tn n n( ) ( ) ( )� � 1  (21) 
 � � �p t p t0 0( ) ( )� . (22) 

 
Tästä saamme lopulta induktiolla kaavan 

 � �
!

)(
n

ettp
tn

n

��
�

�  ( = todennäköisyys, että ajassa t saapuu n asiakasta) (23) 

 
Kaavat (11), (12), (14) ja (23) ovat keskenään yhtäpitävät. Jos ne ovat voimassa, sanomme 
asiakkaiden saapumisen olevan Poisson-prosessi (joskus sanotaan myös Markovin 
prosessiksi). 
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6.3 Jonomallien luokittelu 
Jonomallien luokittelussa on tapana käyttää Kendallin merkintätapaa  
 
 A / B / C / D / E 
 
jossa  
 A esittää saapumisprosessin jakaumaa  
    M = Poisson-prosessi (Markov) 
    D = deterministinen prosessi 
    E = Erlangin prosessi (gamma-jakauma) 
    G = yleinen jakauma 
 B esittää palveluprosessin jakaumaa  
 C esittää palvelukanavien lukumäärää 
 D esittää jonokapasiteettiä 
 E esittää jonokuria 
 
Yhden palvelukanavan klassinen perusmalli on tällä merkintätavalla  
M / M / 1 / � / FIFO. Tarkastelemme tätä seuraavassa. 
 
 
6.4 Yhden kanavan perusmalli (M / M / 1 / � / FIFO) 
 
 

 

jono palvelu

� �  
 
Olkoon saapumisprosessi Poisson-prosessi parametrina � ja palveluprosessi  Poisson-
prosessi parametrina �. Tarkastellaan "hyvin lyhyttä" aikaväliä h. Tarkastellaan systeemiin 
saapuvia asiakkaita ja systeemistä poistuvia (palveltuja) asiakkaita. 
 
 P h e hh( )0 1 saapumista ajassa � � �

��
�  (24) 

 P h e hh( )1 1 saapuminen ajassa � � �
��

�  (25) 
 P h e hh( )0 1 poistumista ajassa � � �

��
�  (26) 
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 P h e hh( )1 1 poistuminen ajassa � � �
��

�  (27) 
 
Merkitään  
 p tn ( ) = todennäköisyys, että systeemissä on n asiakasta hetkellä t. (28) 

 
Jos hetkellä t h�  systeemissä on n asiakasta, niin tämä on mahdollista kolmella tavalla. 
 
1.  "hetkellä t systeemissä n asiakasta, 0 sisään ja 0 ulos ajassa h", 
2.  "hetkellä t systeemissä n �1 asiakasta, 1 sisään ja 0 ulos ajassa h", 
3.  "hetkellä t systeemissä n �1 asiakasta, 0 sisään ja 1 ulos ajassa h". 
 
(Oletamme, että h on niin lyhyt aikaväli, että voimme jättää huomioimatta sen 
mahdollisuuden, että ajass h tapahtuisi sekä saapuminen että poistuminen.) 
Käyttäen merkintää (28) saamme ehdon 
 
 p t h p t h h p t h h p t h hn n n n( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )� � � � � � � �

� �
1 1 1 11 1� � � � � �  (29) 

 p t h p t h p t h h0 0 11 1( ) ( )( ) ( )( )( )� � � � �� � �  (30) 

 
Sivuutamme yksityiskohdat, jotka muistuttavat kaavoja (14) - (18) ja toteamme, että 
edeltävistä kaavoista voidaan päätellä, että 
 

 � � n
n

np ������
�

�
��
�

	


�

��
�

�
��
�

	


�

�� 11 ,    n � 0 1 2, , � (31) 

 
missä � � ��  on jo sivulla 144 mainittu kuormitusaste. Lasketaan seuraavaksi systeemissä 
olevien asiakkaiden lukumäärän odotusarvo kaavalla (6). 
 

   N npn
n

�

�

�

�
0

 � �

�

�

�n n

n

( )1
0

� �   

  �
�

�
�
�

�
	

	
		�
 �

�

�0

)1(
n

n

d
d  

  ��
�

�
��
�

�

���
���	

1
1)1(

d
d  

 
��

�
�

1
 (32) 
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Palveltavina olevien asiakkaiden lukumäärän odotusarvo on Ns 
 
� � �. Lopulta 

saamme seuraavat keskiarvosuureet. 
 
 
 

 

 N E n� �

�

�

�

( ) �

�

�

� �1
 (33) 

 Ns 
 
� � � (34) 

 N N Nq s
 � 

�



�

�

�

�

� � �

2 2

1 ( )
 (35) 

 W N
� �

�

�

�� � � � �

1
1

1
( )

 (36) 

 W
N

q
q

� �

�

�

��

�

� �

�

� � �( ) ( )1
 (37) 

missä  
 � = saapumistiheys, 
 � = palvelutiheys, 
 � = �/� = kuormituskerroin. 
 

 
6.5 Usean palvelukanavan malli (M / M / m / � / FIFO) 
Usean palvelukanavan systeemille 
 

 

 02

( / )
( 1)!( )

m

qn P
m m

� � ��

� �
�

� �

 (38) 

 

 qn n �

�

 �   (39) 

 
 /q qw n ��   (40) 

 
 1qw w �� �  (41) 

  

missä   
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1
1

0
0

1 1
! !

k mm

k

mP
k m m

� � �
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on todennäköisyys sille, että systeemi on tyhjä. 
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6.6 Jonosysteemin optimoinnista (M / M / 1 / � / FIFO) 
 
Optimaalinen palvelutiheys � (M / M / 1 / � / FIFO) 
 
Oletetaan nyt, että palvelun ylläpitokustannus on suoraan verrannollinen palvelutiheyteen, 
ja jonotuskustannus on suoraan verrannollinen systeemissä olevien asiakkaiden määrään. 
Tällöin näiden summa on 
 

 TC C C N C C( )� � �
�

� �
� � � �

�
1 2 1 2  (38) 

 
Derivoimalla �:n suhteen ja ratkaisemalla derivaatan nollakohta löytyy lauseke 
palvelutiheyden optimiarvolle. (Huomaa, että � �� ). 
 
Optimaalinen palvelukanavien määrä m (M / M / m / � / FIFO) 
 
Oletetaan nyt, että palvelun ylläpitokustannus on suoraan verrannollinen palvelukanavien 
määrään, ja jonotuskustannus on suoraan verrannollinen systeemissä olevien asiakkaiden 
määrään. Tällöin näiden summa on 
 
 TC m C m C N m( ) ( )� �1 2  (39) 
 
Systeemissä olevien asiakkaiden määrä riippuu mutkikkaalla tavalla päätösmuuttujasta m. 
Koska m voi saada vain kokonaislukuarvoja, on yleensä kohtalaisen helppo laskea 
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kokonaiskustannus TC(m) riittävän monella m:n arvolla ja valita se m:n arvo, jolla 
kustannus on pienin. 
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7. Osita ja rajoita menetelmä (Branch-and-bound) 
 
Kun LP-malliin lisätään vaatimus, että muuttujien tulee saada kokonaislukuarvot, saadaan IP-malli. 
IP-mallin LP-relaksaatio on LP-malli, jolla on muuttujien kokonaisarvorajoitusta lukuunottamatta 
samat rajoitteet kuin IP-mallissa. 
 
Koska LP-relaksaation käypien ratkaisujen alue sisältää kaikki IP-mallin käyvät ratkaisut, ei IP-
mallin optimiratkaisu voi olla parempi kuin LP-relaksaation optimiratkaisu. 
 
Jos LP-relaksaation optimiratkaisun muuttujat ovat kokonaislukuarvoisia, on ratkaisu myös IP-
mallin optimiratkaisu. 
 
Osita ja rajoita menetelmässä alkuperäisen IP-mallin LP-relaksaation käypien ratkaisujen aluetta 
aletaan pilkkoa, kunnes löydetään kokonaislukuratkaisu, joka on ainakin yhtä hyvä kuin 
alkuperäisen IP-mallin optimiratkaisu. 
 
Esimerkki  7.1: Telfa Oy valmistaa pöytiä ja tuoleja . Pöytä vaatii yhden tunnin työtä ja 9 yksikköä 
puuta, ja tuoli vaatii yhden tunnin työtä ja 5 yksikköä puuta. Käytettävissä on 6 tuntia työtä ja 45 
yksikköä puuta. Jokainen pöytä tuottaa $8 voittoa ja jokainen tuoli tuottaa $5 voittoa. Muodosta IP-
malli ja ratkaise se.  

 
Ratkaisu: olkoon  x1 = valmistettujen pöytien lukumäärä ja x2 = valmistettujen tuolien lukumäärä. 

IP-malli on nyt 
 
  max z  =  8x1 + 5x2 

  s.t.    x1 +   x2 <   6  (työrajoite) 

    9x1 + 5x2 < 45 (puurajoite) 

    x1, x2 > 0, x1, x2 kokonaislukuja 

 
Vastaavan LP-relaksaation  
 
  max z  =  8x1 + 5x2 

  s.t.    x1 +   x2 <   6  (työrajoite) 

    9x1 + 5x2 < 45 (puurajoite) 

           x1, x2 > 0 

 
optimiratkaisu on z = 165/40 = 41,25, x1 = 15/4 = 3,75 ja x2 = 9/4 = 2,25.  

(Katso kuvaa 7.1 seuraavalla sivulla.) 
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       Kuva 7.1 
 
 
Tämä ei tietenkään ole alkuperäisen IP-mallin ratkaisu. Koska IP-mallin käyville ratkaisuille on 
voimassa joko x1 > 4 tai x1 < 3, muodostamme LP-relaksaatiosta (aliongelma 1)  kaksi aliongelmaa  

 
 aliongelma 2 = aliongelma 1 + rajoite: x1 > 4 

 aliongelma 3 = aliongelma 1 + rajoite: x1 < 3 

 
Aliongelmia 2 ja 3 vastaavat käyvät alueet on piirretty kuvaan 7.2. Aliongelmien ratkaisut ovat  
 
 

 aliongelma 1 
z   = 165/4 
x1 = 15/4 

x2 = 9/4 

 

 
 
           x1 > 4 

  
 
x1 < 3 

aliongelma 2 
z   = 41 
x1 = 4 

x2 = 9/5 

 aliongelma 3 
z   = 39 
x1 = 3 

x2 = 3 

 
      Kuva 7.2
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Aliongelman 3 ratkaisu on kokonaislukuratkaisu ja se antaa alarajan alkuperäisen IP-mallin 
ratkaisulle. Aliongelman 2 ratkaisu ei ole kokonaislukuratkaisu, joten ositamme sen seuraaviksi 
aliongelmiksi (AO) 
 
 AO 4 = AO 2 + rajoite x2 > 2 

 AO 5 = AO 2 + rajoite x2 < 1 

 
Näin jatkaen saamme lopulta seuraavan puun 
 

  ao 1 
z   = 165/4 
x1 = 15/4 

x2 = 9/4 

 

  
 
          x1 > 4 

  
 
x1 < 3 

 ao 2 
z   = 41 
x1 = 4 

x2 = 9/5 

 ao 3 
z   = 39 
x1 = 3 

x2 = 3 

 
 
       x2 > 2 

  
 
x2 < 1 

 

ao 4 
ei ratkaisua 
 

 ao 5 
z   = 365/9 
x1 = 40/9 

x2 = 1 

 

  
 
         x1 > 5 

  
 
x1 < 4 

 ao 6 
z   = 40 
x1 = 5 

x2 = 0 

 ao 7 
z   = 37 
x1 = 4 

x2 = 1 

 
Mikä tahansa alkuperäisen IP-mallin käypä ratkaisu on nyt jonkin aliongelman AO3, AO4, AO6 tai 
AO7 käypä ratkaisu. Jokaiselle mainituista aliongelmista löytyy IP-optimi tai sitten sillä ei ole 
käypiä ratkaisuja lainkaan (kuten AO4:lla). IP-mallin optimiratkaisu on z = 40, x1 = 5, x2 = 0, sillä 

mikään käypä ratkaisu ei voi olla sitä parempi. 
 
 
Tarkastellaan uudelleen esimerkkiä 4 kappaleesta 2.6.4 

Esimerkki 4 Dorian Auto valmistaa urheiluautoja ja kuorma-autoja. Yhtiön johto uskoo, että 
yrityksen potentiaalisimpia asiakkiata ovat varakkaat miehet ja naiset. Saavuttaakseen mainitut 
kohderyhmät Dorian Auto suunnittelee laajaa TV-mainos-kampanjaa. Yhtiö on päättänyt ostaa 
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minuutin mittaisia mainoksia kahta eri tyyppiä oleviin TV-ohjelmiin: perhesarjoihin ja jalkapallo-
otteluihin.  
Katsojatutkimusten perusteella yhtiö tietää, että perhesarjan keskelle sijoitetun mainoksen näkee 
keskimäärin 7 miljoonaa varakasta naista ja 2 miljoonaa varakasta miestä. Jalkapallo-ottelun 
keskelle sijoitetun mainoksen näkee puolestaan keskimäärin 2 miljoonaa varakasta naista ja 12 
miljoonaa varakasta miestä.  
Minuutin mittainen mainos keskellä perhesarjaa maksaa keskimäärin 50 000����������	�
��������
-
ottelun keskelle sijoitettu mainos maksaa keskimäärin 100 000��� 
Dorian Auto haluaa, että mainoksen näkee ainakin 28 miljoonaa varakasta naista ja 24 miljoonaa 
varakasta miestä. Miten yhtiö kykenee saavuttamaan tavoitteensa minimikustannuksin?  

Päätösmuuttujat ovat  
 x1 = perhesarjoihin sijoitettavien mainosten lukumäärä 
 x2 = jalkapallo-otteluihin sijoitettavien mainosten lukumäärä 

LP-malli:  
 min  z =  5x1 + 10x2 

 ehdoin    7x1 +   2x2 ≥ 28 
               2x1 + 12x2 ≥ 24  
   x1, x2 ≥ 0 kokonaislukuja 
 

Ongelman LP-relaksaation (AO1) optimiratkaisu on z = 32, x1 = 3.6  ja x2 = 1.4.  
Jaamme tämän aliongelmiin  
 AO2 = AO1 + rajoite: x1 ≤ 3  ratk: z = 50, x1 = 3  ja x2 = 3.5 (jaetaan)[  ] 
 AO3 = AO1 + rajoite: x1 ≥ 4  ratk: z = 33.33, x1 = 4  ja x2 = 1.33 (jaetaan)[  ] 
AO2:n jaamme edelleen  
 AO4 = AO2 + rajoite: x2 ≤ 3  ei ratkaisua (lopeta oksan kasvu) 
 AO5 = AO2 + rajoite: x2 ≥ 4  ratk: z = 54.29, x1 = 2.86, x2 = 4 (jaetaan)[  ] 
AO3:n jaamme edelleen  
 AO6 = AO3 + rajoite: x2 ≤ 1  ratk: z = 40, x1 = 6, x2 = 1 (IP, lopeta oksan kasvu) 
 AO7 = AO3 + rajoite: x2 ≥ 2  ratk: z = 40, x1 = 4, x2 = 2 (IP, lopeta oksan kasvu) 
Aliongelmaa AO5 ei enää kannata jakaa, sillä olemme jo löytäneet paremman IP-ratkaisun kuin  
aliongelman AO5 ratkaisu.  

    
Saatiin siis kaksi optimia z = 40, x1 = 6, x2 = 1 ja  z = 40, x1 = 4, x2 = 2. 
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min 5x1 + 10x2         ! AO1 
st                     ! z=32, x1=3.6, x2=1.4 
r1) 7x1 +  2x2 >= 28   ! -> AO2(x1<=3) 
r2) 2x1 + 12x2 >= 24   ! -> AO3(x1>=4) 
end  
 
min 5x1 + 10x2         ! AO2 <- AO1 
st                     ! z=50, x1=3, x2=3.5 
r1)  7x1 +  2x2 >= 28 
r2)  2x1 + 12x2 >= 24 
ao2) x1 <= 3 
end 
 
min 5x1 + 10x2         ! AO3 <- AO1 
st                     ! z=33.33, x1=4, x2=1.33 
r1)  7x1 +  2x2 >= 28 
r2)  2x1 + 12x2 >= 24 
ao3) x1 >= 4 
end 
 
min 5x1 + 10x2         ! AO4 <- AO2 
st                     ! ei ratkaisua 
r1)  7x1 +  2x2 >= 28  ! lopeta 
r2)  2x1 + 12x2 >= 24 
ao2) x1 <= 3 
ao4) x2 <= 3 
end 
 
min 5x1 + 10x2         ! AO5 <- AO2 
st                     ! z=54.29, x1=2.86, x2=4 
r1)  7x1 +  2x2 >= 28  !  
r2)  2x1 + 12x2 >= 24 
ao2) x1 <= 3 
ao5) x2 >= 4 
end 
 
min 5x1 + 10x2         ! AO6 <- AO3 
st                     ! z=40, x1=6, x2=1 
r1)  7x1 +  2x2 >= 28  ! IP-ratkaisu 
r2)  2x1 + 12x2 >= 24 
ao3) x1 >= 4 
ao6) x2 <= 1 
end 
 
min 5x1 + 10x2         ! AO7 <- AO3 
st                     ! z=40, x1=4, x2=2 
r1)  7x1 +  2x2 >= 28  ! IP-ratkaisu 
r2)  2x1 + 12x2 >= 24 
ao3) x1 >= 4 
ao7) x2 >= 2 
end 
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