Pienimman neliGsumman menetelma (PNS)
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Pienimman Nelissumman menetelma (PNS)

Kysyntafunktio uudelleen.



Perusongelman kuvaus

Tarkastellaan neljaa pitkda aikasarjaa

g1
G =
Gz =

P =

paivan aikana ja

p-aikasarja on raaka-aineen 1 hinta paivittdin kymmenen

paivan aikana.

Etsimme sellaista kysyntafunktiota

p1=ca+cC1q1+ 2q2 + 303,

ettd mallin antamat arvot hinnalle ovat mahdollisimman

(q11,q21,~--
(q12,q22, e
(CI137€I23, e

(P117P21,---

g-aikasarjat ovat kolmen osittain toisiaan korvaavien
raaka-aineiden 1, 2 ja 3 myydyt maarat paivittdin kymmenen

lahelld havaittuja arvoja

.q101)
.q102)
,q103)

RS

7P10,1)T-

Ongelman
madrittely ja
merkintdja



Perusongelman kuvaus 2

S||S Ongelman
madrittely ja
merkintdja

ca-quu + ©o-q2 + -qi3 + a-l = pu~pi
ci-qx1 + ©@-q2 + &-q3 + a-l = pa=ps
€1-q101 + C-Qo2 + ¢€3-qu3 + -1 = pio1~pioi

Kertoimet onnistuvat sitd paremmin, mitd pienempi on

nelidsumma
10

NS =Y (pj1—pj1)>

j=1
Tasta tulee menetelman nimi: "Pienimman NeliosSumman”
menetelm3 (PNS). (englaniksi "Ordinary Least Square”

(OLS).)



Perusongelman kuvaus 3

Ongelman

Muotoillaan edellinen yhtdloryhma matriisikielella. Sita :zj:i‘;tgjgia
varten muodostamme vektoreista §11, g11 ja gi1 seka
ykosvektorista 1 = (1,1,...,1)7. matriisit

g1 G2  qi3 gin qi2 quiz 1

Q21 G2 g3 _ Q1 G2 g3 1
V= _ _ , ja W= . . . \

dio,1 4d10,2 4103 dio,1 4q102 4di103 1

N3&illa merkinnoilla etsimme vektoria ¢
¢ =p1~p1, =|p—p1]° = cC—p1

niin, ettd NS on niin pieni kuin mahdollista.



Vektoreiden kohtisuoruus 4

Kahden vektorin @ = (u1,uo,...,un)" ja v=(vi,va,...,vs)
. Vektoreiden
pIStetU|O on kohtisuoruus

—

'V:U1'V1+U2'V2+"‘+Un'vn

<

ja vektorin T pituus on
ITIIZ\/uf+u§+---+u,%:\/Z/'E.

Kaksi vektoria ovat kohtisuorassa, jos niiden pistetulo on
nolla

ulveu-v=0.



Pythagoran lause 5

Pistetulonm3airitelmista seuraa valittdomasti, ettd

3-(b+2) = ai(bi+c)+ax(ba+c)+--+an(bn+cn)
= aihit+aia+tabyt+axc+---+apby+ancy)
= 3-b+3-c

Pythagoran lause

Edellisen seurauksena saamme klassisen lauseen

(Pythagoran lause 1.) Jos vektorit U ja v ovat
kohtisuorassa, niin

o+ = (o] + [v[? itv 1y
]
Perustelu on suora lasku
G+ = (@+V)-(1+V)=0-04+0L-V+V G+ V



Matriisin Pseudoinverssi 6

(Moore-Penrose)

Tarkastellaan uudelleen alkuperdisen ongelman kaltaista
mutta yksinkertaisempaa ongelmaa

2 4 2

-1 2 ( ; ) —| -5

3 - 1 HC—/ 10 mizgi;ii:verssi
—A - -3

Jos olemme varmoja siitd, ettd yhtaloryhmalla on
yksikasitteinen ratkaisu, ja AT A on siinndllinen, niin
yhtdloryhman ratkaisu saadaan laskettua kaavalla

x=(ATA)IATH
Perustelu:

(ATA)IAT b =(ATA) Y{(ATA)R =%
=AX



Matriisin Pseudoinverssi 6

(Moore-Penrose)

Jos matriisi AT A on s3inndllinen, niin sanomme, etta
. - . . . - Matriisin
matriisin A pseudoinverssi (Moore-Penrosen pseudoinverssi) iy
on
A"=(ATA) AT

Jos A on siinnéllinen nelidmatriisi, niin AT = A~1.

Jos AT on olemassa, niin ATA =1.



Matriisin Pseudoinverssi 7

(Moore-Penrose)

Esimerkki 1. Ratkaistaan pseudoinverssin avulla edell3
esiintynyt yhtaloryhma

2 4 N 2
-1 2 ( y > = -5 Mar:;is_in )
pseudoinverssi

3 -1/ o 10

=A - iy

octave:2> A
octave:3> b
octave:4> x
X =
3.0000
—1.0000

[2 4; -1 2; 3,-1];
[2; —-5; 10];
=(A"xA)"(—1)*A'xb



Matriisin Pseudoinverssi

(Moore-Penrose)

Esimerkki 2. Jos yritimme ratkaista yhtdloryhmaa

2 4 N
- 1 2 ( y ) = - 5 ’ Matriisin
3 1 5 pseudoinverssi
=X -
=b

niin osoittautuu, ettei t3smallistd ratkaisua ole olemassa!
Seuraavaksi pyrimme 16ytamaan sellaisen vektorin X, etta

|A% — b|?

tulee niin pieneksi kuin mahdollista.
Ratkaisu on X = A"b. Perustelemme asian seuraavassa.



Matriisin Pseudoinverssi 9

(Moore-Penrose)

Viite: Lauseke |AX — b|? saa pienimmin arvonsa, kun
X =ATh.
Perustelu: Olkoon W # X jokin toinen ratkaisuehdokas. Nyt

AW —b> = |(AW—AX)+(Ax—Db)|?
SN——— N—— Matriis.in _
=0 —v pseudoinverssi

Suora lasku osoittaa, ettd vektorit T ja v ovat kohtisuorassa

i'v = (A(w—x))"(A(ATA)*ATb—b)
(w—%)T{ATA(ATA)'ATH—ATH} =0

Pythagoran lauseen mukaan siis
Aw—BP = [0+ [0 =[G+ |Ax— B2

- %= A"h on kaikista ehdokkaista NelisSumman kannalta
paras.



Pienimman Nelidsumman menetelma (PNS) 10

Haetaan esimerkin 2 yhtiléryhmalle pienimman neliGsumman
ratkaisu

octave:2> A= [2 4; -1 2; 3 —1J;

octave:3> b = [2; —5; 5];

octave:d> x = (A'xA)"(—1)*xA’'xb

X = Pienimmin
1.84211 )
—0.59649

octave:5> Axx
ans =
1.2982
—3.0351
6.1228



Kysyntafunktion estimointi.

11

Tarkastellaan uudelleen kolmen tuotteen myynti- ja

hinta-aikasarjoja

g1
G2
g3
p1
P2
P3

qi1,921,- .-

qi2,4922,--.

P11,pP21,---
P12,p22; .- -
P13, P23, ...

(
(
(913,23, - -
(
(
(

»d10,1

)

,d10,2

9

- o o

» P10,1

)

» P10,2

)

BN

» P10,3

Muodostetaan vastaavat matriisit

ai1 qi12
qo1 q22

dio,1  di1o,2

q13
qz23

qd10,3

P11
P21

p10,1

)

)
,q103) " Ja
)

)

)

P12
P22

p10,2

P13

P10,3

Kysyntafunktio
uudelleen.



Kysyntafunktion estimointi. 12

g1 g2 qiz 1
@1 G2 g3 1
W = . . . .
gio1 G102 g3 1

Etsimme sellaista kysyntafunktiota

qk1C1j + qkaCoj + qk3csj + 1 - caj = pyj,

.. . . L. Kysyntafunktio
ettd mallin antamat arvot hinnalle ovat mahdollisimman uudelleen.

Iahelld havaittuja arvoja eli

g g2 qi3 1 €11 C12 Ci3 pii p12 P13
q21 CI22 Q23 ]- Co1 Coo C23 p21 p22 p23
: : : : 1 €32 €33 : : :
g0l q102 Go3 1 Ca1 Ca2 €43 P01 P02 P103



Kysyntafunktion estimointi. 13

g g2 qu3 1 ci1 C12 C3 pi1 p12 P13
q21 C/22 ‘3’23 1 21 C22 C23 P21 p22 p23
: : : : 1 €32 (33 : : ;
g0l 9102 Qq03 1 €41 Ca2 €43 P01 P102._ P103

PNS-mielessd parhaat kertoimet malliin saadaan kaavalla
Kysyntafunktio
uudelleen.

C=W'P
Nyt on odotettavissa, ettd pdivana t patee relaatio

(qtl Gr2 qr3 1 )C ~ (Pt71 Pt2 Pt73)



Kysyntafunktion estimointi.

( a1

(5§
C12
C13

11
C12
€13

aqt2

@1
22
23

@1
€22
3

gi3 1 )
C31  Ca1
€32 C42
C33 (43
31

C32

C33

€13
23
(33
C43

%

Ca1
C42
Ca3

14

~ ( Pt.1

Pt.1
Pt2
Pt3

Q

Pt
Pt,2
Pt 3

Pt2 Pt3 )

Kysyntafunktio
uudelleen.



Kysyntafunktion estimointi. 15

Ci1 €1 ¢C31 ge,1 €41 pt.1
Cl2 C» (32 gr2 |+ | ca2 ~ Pt2
C13 (23 (33 a3 C43 Pt;3

Myyntitulo paivana t on

gt1Pt1 + ge2Pt2 + G313
K tafunkti
Pr1 wdelleen.
= ( qt1 qr2 Q3 ) pt,2
Pt3
Cl1 €1 G31 at,1
= ( g:1 g2 q:3 ) Ci2 C2 (32 g2 | +--.
C13 €3 (33 at,3
-+ qr1€Ca1 + Gr2Ca2 + Gr3€43
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