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Esimerkki 1 kvadraattinen yhtaléryhma 1

Kvadraattinen
yhtéléryhma

Haluamme ratkaista yhtaloryhman

4 + y — z = 2
x 4+ 2y + z =5
—2x 4+ 2y + 2z = 4

4 1 -1 X 2
& 1 2 1 y |=125
-2 2 2 z 4

4 1 -1 2

& X 1 +y-|l 2 | +z 1 =5



Esimerkki 1 kvadraattinen yhtaléryhma 2

Yhtaloryhma on kvadraattinen, koska kerroinmatriisi on

Kvadraattinen

nelidmatriisi. yhtaléryhms
4 1 -1
A= 1 2 1
-2 2 2

Ratkaisujen olemassaoloa ja lukumaaraa voidaan tutkia
kerroinmatriisin determinantin avulla.

4 1 -1
det(A) = | 1 2 1
-2 2 2

-3 L e n 2
(

= 4(2:2-1-2)—(1-2—1-(=2)) = (1-2—=2-(=2))
= 8-4-6=-2



Esimerkki 1 kvadraattinen yhtaloryhma 3

Kvadraattinen
yhtéléryhma

Lause 1: Kun kvadraattisen yht&lryhman kerroinmatriisin
determinantti on erisuuri kuin nolla, niin yhtaloryhmalla on
yksi yksik3sitteinen ratkaisu.

Esimerkin tapauksessa on siis olemassa yksikasitteinen
ratkaisu, joka voidaan ratkaista

> rivioperaatioin,
> tai kdanteismatriisia kayttden,

» tai Cramerin kaavoilla.



Esimerkki 2 kvadraattinen homogeeninen YR 4

Haluamme ratkaista yhtaloryhman Kvadraattinen

homogeeninen YR

4 + y — z =0
x + 2y + z =0
—-2x 4+ 2y + 2z = 0

4 1 -1 X 0
& 1 2 1 y |=1020
-2 2 2 z 0

4 1 -1 0

& X 1 +y-|l 2 | +z 1 =| 0



Esimerkki 2 kvadraattinen homogeeninen YR 5

Kvadraattinen

Homogeenisella yhtaléryhmalla on aina triviaali ratkaisu homogeeninen YR
x=0,y=0,z=0.

Koska kerroinmatriisi on sama kuin edellisessa esimerkissa,
tieddmme ettd det(A) = —2 # 0, joten yht&loryhman
ratkaisu on yksikasitteinen.

Ei siis ole olemassa muuta ratkaisua, kuin triviaali

x=0,y=0,z=0.



Esimerkki 3 kvadraattinen homogeeninen YR 6

Haluamme ratkaista yhtaloryhman Kvadraattinen
homogeeninen YR
4 + y — z =0
x + 2y + z =0
3x — y — 2z =0
4 1 -1 X 0
& 1 2 1 y |=1020
3 -1 -2 z 0
4 1 -1 0
S X 1 |+y 2 +z- 1 =10



Esimerkki 3 kvadraattinen homogeeninen YR 7

Nyt kerroinmatriisin determinantti on 0, joten |5ytyy e R
ei-triviaali ratkaisu, joka voidaan ratkaista

> rivioperaatioilla

» tai asettamalla yhdelle muuttujalle arvo (esim. z=1) ja

ratkaisemalla ndinsaatu (ei-kvadraattinen)
yhtaloryhma

4 + y — 1 =0 4x + y = 1
x + 2y + 1 = 0 & x + 2y = -1
3x — y — 2 =20 3x — y = 2



Vapaa tai sidottu matriisi

Seuraavan maaritelman alakohdat 1,2,3 ovat kesken3an
yhtapitavat:

. : e : . Vapaa tai sidottu
Maar:(a) Matriisi A on lineaarisesti riippuva (sidottu), jos matriis
1. jokin matriisin sarake voidaan muuttaa

sarake-operaatioilla nollasarakkeeksi. (Jokin sarake
voidaan lausua muiden sarakkeiden
lineaarikombinaationa), tai

2. jokin transpoosin AT rivi voidaan muuttaa
rivi-operaatioilla nollariviksi, tai

3. AX :5, jollakin ei-triviaalilla vektorilla X.

(b) Matriisi A on lineaarisesti riippumaton (eli vapaa), jos se
ei ole lineaarisesti riippuva (eli ei ole sidottu).



Vapaa tai sidottu matriisi 9

Lause 2: Neliématriisi A on vapaa, jos ja vain jos sen
determinantti ei ole nolla (det(A) # 0).

Lause 3: (a) Jos yhtaléryhmilla AX = b on enemmin kuin
yksi ratkaisu (kaksi tai enemmaén), niin kerroinmatriisi on
sidottu.

(b) Jos yhtaléryhman A% = b kerroinmatriisi on vapaa, niin
ryhmélla on korkeintaan yksi ratkaisu. (Yksi ratkaisu tai
Ri=0.)

Perustelu: Jos I0ytyy kaksi erilaista ratkaisua ¢ ja Vv, niin
niiden erotus W = U — Vv on ei-triviaali vektori ja

Al =A(li—V)=Ali—Av=b—b=0

joten A on méaaritelman nojalla sidottu.

Vapaa tai sidottu
matriisi



Vapaa tai sidottu matriisi 10

Lause 4: m x n matriisin A vapaus vapaus voidaan tutkia

seuraavasti:

(1) Jos m < n (riveja vdhemman kuin sarakkeita), niin

matriisi on sidottu.

(2) Jos m= n (A on nelidmatriisi), niin A on vapaa, jos ja

vain jos det(A) # 0. Vapauer
(3) Jos m > n (riveja enemman kuin sarakeita), niin A on

vapaa, jos ja vain jos det(AT A) # 0.

Perustelu

AZ=0=>ATAx=0=%"ATAx=0= (AX)TAx=0= A% =0
N——
|| Ax|>2
Siis Ax=0 < ATAX =0, eli A on sidottu, jos ja vain jos

AT A on sidottu. Mutta AT A on nelidmatriisi, jonka vapaus
voidaan tutkia kohdan (2) mukaisesti.



Yhteenvetoa 11

Tarkastellaan yhtdléryhmaa Ax = b. Muodostetaan
taydennetty (augmented) apumatriisi W siten, ettd
yhtdloryhman RHS lisdtdan viimeiseksi sarakkeeksi A:n
sarakkeiden jalkeen.

Esimerkki
x + y =7
X 4+ 2y =7
—2x + 2y = 4
4 1 7
o 1 2 ( x ) —| 7
2 2 y 4
4 1 4 1 7
A= 1 2|, ja W= 1 2 7
-2 2 -2 2 4

Yhteenvetoa



Yhteenvetoa 12

Lause 5: Tarkastellaan yhtdloryhm3a Ax = b, jonka
taydennetty (augmented) kerroinkaavio on W, niin

(1) Jos A on vapaa, niin ryhmilla on enintdén yksi ratkaisu.

(2) Jos A on vapaa ja W on sidottu, niin ryhmalld on
yksikasitteinen ratkaisu, joka saadaan kvadraattiselle
ryhma”e kaaVa”a Yhteenvetoa
x=A"1h
ja ei-kvadraattiselle ryhmalle kaavalla
x=Ab=(ATA)AThH

(3) Jos A on vapaa ja W on vapaa, niin ryhmilla ei ole
tarkkaa ratkaisua, mutta pienimman nelidGsumman
approksimaatio (PNS-ratkaisu) saadaan kaavalla

—»

A'h=(ATA)ATH
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