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Derivaatta 2

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg+ h. Kuvaajan
pisteiden (xp,f(x0)) ja (xo+ h,f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xp.
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Derivaatta
Funktion f(x) derivaatta kohdassa xg on funktion
erotusosamaaran raja-arvo

y . f(xo+h)—f(x0)
f(XO):flrLrpo (io—i-h)—xoo'

Derivaatalle kiytetdan monia merkintgja. Jos y = f(x), niin
merkinndn f'(x) lisiksi kdytetddn myds merkintdja

, dy df d

— Df Df, —f
y’dx’dx’ (%), " dx (x)



Polynomifunktion derivaatta, esimerkki 1. 4

Mairitetdan funktion f(x) = ax? derivaatta. Polynomifunktion
derivaatta
. flo+h) —f(x) .. alxo+h)?—ax
f/ = | = | 0
(o) hILnO h hTo h
. axg+2axh+2h*—ax? . h(2axg+ah)
= lim = lim ——=
h—0 h h—0 h
= lim(2axp+ ah) = 2axp
h—0

Siis

% (ax2) = 2ax



Polynomifunktion derivaatta, apulause* 5

Apulause:Jos n > 0 on kokonaisluku, niin

(x+h)" = x"+ nhx""t + hP,(x, h),

Polynomifunktion
derivaatta

missa limp_,0 Pn(x,h) =0.

Todistus: (1) Viite pitaa paikkansa, kun n=1, sill
(x+h)t=x'+1-h-x°+h-0.

(2) Toiseksi oletamme, etta viite pitdd paikkansa, kun
n=1,2,...,k, ja osoitamme, ettad se pitda silloin myds
paikkansa, kun n=k+1. Nyt

(X+h)k+1 = (X+h)(Xk+thk_1+th(X7h))
XK (k4 1)hxK + hlkhx* "1 + (x+ h)Pi(x,h)] O

=Py i1(x,h)—0, kun h—0



Polynomifunktion derivaatta, esimerkki 2. 6

Maéaritetaan funktion f(x) = ax” derivaatta.

Polynomifunktion

f/(XO) — l!'l_% f(XO + hi)1 f(XO) _ I|1|_r')no a(xo + h/3 axg i —
_ ax§ + anhx§~ ' + ahP,(xo, h) — ax§
h—0 h
= lim h(naxg " + aPn(x0, h))
h—0 h

: -1 -1
= fl)l_rn)(nax(’)’ +aPp(x0, h)) = naxy

Siis J
— (ax") = nax""!

dx
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On helppoa ja suoraviivaista osoittaa, ettd

9 (70 +80) = 1) +8/(x)

Perustelu. Olkoon s(x) = f(x) + g(x). Silloin

s(xo+ h) —s(xo)

s'(x) = lim

h—0 h
_ iy G0t h) +g(xo+h)) — (F(x0) +g(x0))
h—0 h
_ o (ot h)—f(x0) | g(x0+h)—g(x)
- lﬁ”o( T T 0)

= f'(x0)+g&'(x0)

Polynomifunktion
derivaatta
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Polynomifunktion

Siis: Polynomifunktio derivoidaan termi kerrallaan ja jokainen| derivaatta
termi derivoidaan kaavoilla

(peruskaava) % (ax™) = nax"?
. d
(vakio-x) a(ax) = a
. d
(vakio) —(@) =0




Polynomifunktion derivaatta, esimerkkeja 9

Polynomifunktion
derivaatta

(1) f(x) =3x*+7x+15
= f(x)=6x+7+0=6x+7 O

2 X —2X5—3X4+X3+7X2—20X+1
4
/(X) = ].OX4 — 12X3 —|—3X2 + 14x —20 O

I3
0q

(3) h(x) = —x3 +4x* +2x + 11
= g(x)=-3x°+8x+2 O



Derivointikaavoja 10
Funktioita

Potenssifunktio:

d n n—1 Derivointikaavoja
—(ax") = nax
dx

Eksponentin n ei tarvitse olla kokonaisluku, vaan se voi olla
murtoluku tai desimaaliluku!
NeliGjuuri:

d

d d
VX = a(\/g\/;() = a(\/gxl/z) =

Palutui edeltavdan kaavaan (El OMAA KAAVAA)



Linkkeja

. . Deri
Eksponenttifunktio: SNVEELE
Polynomifunktion
derivaatta
d X X d ax ax B .
—€ =€, —C = ag-€ Derivointikaavoja
dX dX Interpolointi

Logaritmifunktio:
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Derivointikaavoja 12

Yleisia

Tulon derivaatta:

%(f(C) -8(x)) =f'(x) g(x) +£(x)-&'(x)

Derivointikaavoja
Eli lyhyesti

(f-g)=f-g+f-g
Osamadran derivaatta:

d (f(X)> _ f1(x)-8(x) = f(x)-g'(x)
dx \ g(x) (g(x))?

g g2

Eli lyhyesti



Aiheet
Linkkeja
Yhdistetyn funktion derivaatta: DEEEEE

Polynomifunktion
derivaatta

d . . . .
d_(g(f(X))) = g/(f(X)) . f,(X) Derivointikaavoja
X Interpolointi
Esimerkki 1: Olkoon e>* = g(f(x)), miss3
f(x) = 5x — f'(x)=5
g(z2) = & — g(z)=¢

Silloin

dii(ef’x) =g (f(x))-f/(x) =) . F(x) =5
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Aiheet

Linkkeja

Derivaatta
d olynomifunktion
5 (8(f(x))) = g'(f(x)) - '(x) i

Derivointikaavoja

Interpolointi

Esimerkki 2: Olkoon (5+x2)3 = g(f(x)), missa

f(x) = 5+4x2 — f(x)=2x
glz) = 22 — g(2)=32

Silloin

6 = £ =3 00P ()
= 3(5+x%)% 2x = 6x(5+x%)?
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v =8()=8(/()

f g
d _dy _ dy &z
AP

g(2) () =g (F()F(x)
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Polynomifunktion
derivaatta

Derivointikaavoja

Interpolointi
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Olkoon y = f(x) funktio, jonka kuvaaja on "melkein suora”.
Tieddmme funktion f arvot kahdessa kohdassa: y1 = f(x1) ja
y» = f(x2). Haluamme arvioida (estimoida) funktion arvoa
kohdassa xp, joka on kohtien x1 ja xp valissa.

Interpolointi

y
y2

y1

X1 X0 X2 X




Interpolointi

Piirretaan suora pisteiden (x1,y1) ja (x2,y2) kautta ja

luetaan arvio suoralta

17

y
Y2
Yo
n
X1 X0 X2

o= _y2—y

X0 — X1 X2 — X1

N Yo—Wn

f(x0) = Yo =y1+ (x0 —x1)
Xp — X1

Interpolointi
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Y2—n (Xo —X1)
X2 — X1

f(xo)=yo=y1+

Interpolointi

» Jos x; < xg < Xp, niin kaavan soveltamista sanotaan
interpoloinniksi.

» Jos xp ei ole kohtien xj ja xo vilissa (eli xp < x1 < x tai
x; < x2 < Xp), niin kaavan soveltamista sanotaan
ekstrapoloinniksi.

» Kaava on sama.

» Ekstrapoloinnissa syntyva virhe saattaa olla suuri!
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Linearinen kysyntafunktio

Se hinta p, jolla tuotteen koko tuotanto saadaan myyty3,
riippuu tuotteen tarjotusta maarasta q. Kysyntafunktion

p = f(q) lauseketta ei tunneta, eikd se ole pysyvana edes
olemassa. Jos tiedimme vastaavat arvot kahdessa
nykyhetkeen verrattavassa tilanteessa (g1, p1) ja (g2, p2), niin
voimme estimoida kysyntafunktiota seuraavasti.

Interpolointi

Olkoon tunnetut arvot (g1, p1) = (200kpl/kk,12.50¢) ja
(g2, p2) = (250kpl/kk,10.00e). Jos g1 < g < g2, niin

Q

P2 —p1
p=1f(q) p1+ 1(q—ql)

q2—4q
10.00 —12.50

= 22.50-0.05q
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