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JOHDANTO

1.1 Laskemisen historiaa

Tässä matematiikan kehitysvaiheessa kaiken käytännöllisen laskemisen mallina on re-
aalilukujen laskutoimitukset. Eri lukualueet yleensä esitetään loogisessa järjestyksessä
(N⊂ Z⊂Q⊂ R⊂ C), mutta niiden keksiminen ja käyttöönotto ei Euroopassa tapah-
tunut tässä järjestyksessä.

Jo tuhansia vuosia on kaupankäynnin yhteydessä laskettu lukumäärillä (N) ja painoilla
(R+). Käytännön laskut pakottivat kehittämään murtoluvun käsitteen. Sumerilaiset ja
babylonialaiset oppineet ryhtyivät käyttämään 60-järjestelmää lukujen ilmaisemiseen.
Järjestelmä sopi hyvin heidän tarpeisiinsa, koska he jakoivat vuoden 360 päivään. Li-
säksi 60 on jaollinen luvuilla 2, 3, 5, 6, 10, 12, 15, 20 ja 30. Tämä oli varsin hyödyllistä
laskettaessa murtoluvuilla ja taito laskea murtoluvuilla kehittyi hämmästyttäväksi.
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2 Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita

Vanhimmat tunnetut varsinaiset matemaattiset tekstit ovat nuolenpääkirjoituksella laa-
ditut Tell-Harmalin savitaulut. Ne löydettiin Bagdadin seudulta 1970-luvulla ja ne ovat
kirjoitetut ennen vuotta 2000 eKr. Ne sisältävät euklidisen geometrian pääperiaatteet
(mm. myöhemmin Pythagoraan mukaan nimetyn lauseen). Algebran alalta niissä on
esitetty mm. toisen asteen yhtälön ratkaisumenettely. Kirjoitusasusta on päätelty, että
taulut ovat kopioita varhaisemmista sumerilaisista teksteistä, joten mainitut matemaat-
tiset tehtävät on hallittu jo muinaisessa Sumerissa n. 2500 eKr.

Babylonialaiset katsoivat, että mitattavia suureita (pituuksia, painoja, yms.) voidaan
mielivaltaisen tarkasti approksimoida murtolukujen avulla. Tämä on varsin lähellä ny-
kyistä reaaliluvun käsitettä. Antiikin kreikkalainen Pythagoras (n. 580–500 eKr), jo-
ka oli keksinyt sävelasteikon lukusuhteet, julisti puolestaan tämän innoittamana, että
kaikki olevainen on ilmaistavissa kokonaislukujen suhteina. Pythagoras perusti Etelä-
Italian Krotoniin uskonnollis-siveellisen veljeskunnan, joka harrasti tieteellistä tutki-
musta ja tavoitteli poliittista valtaa. Pythagoraan opit tulivat laajalti tunnetuiksi. Siksi
lienee ollut kiusallista, kun pythagoralaiset itse havaitsivat kokonaislukusuhteiden riit-
tämättömyyden.

Asia voidaan todeta seuraavasti: olkoon a neliön lävistäjä, kun neliön sivu on 1. Silloin
Pythagoran lauseen nojalla a2 = 2. Jos nyt kaikki voidaan ilmaista kokonaislukujen
suhteina, niin a voidaan kirjoittaa supistettuun murtolukumuotoon a=m/n, missä m:llä
ja n:llä ei ole yhteisiä tekijöitä. Nyt(m

n

)2
= 2 (1.1)

⇔ m2 = 2n2 (1.2)

Siis m on parillinen, joten merkitsemme m = 2k. Nyt

(2k)2 = 2n2 (1.3)

⇔ n2 = 2k2 (1.4)

Siis n on parillinen! tämä on ristiriita, sillä m:llä ja n:llä ei pitänyt olla yhteisiä tekijöitä.

Pythagoran erehdys ja antiikin kreikkalaisten ankara loogisuus teki täysin selväksi, et-
tä lukuja on kahdenlaisia; rationaalisia (Q eli murtoluvut) ja irrationaalisia (R−Q eli
luvut, jotka eivät ole murtolukuja).
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Kymmenjärjestelmän mukainen lukujen merkitsemistapa kehitettiin ensin Intiassa n.
vuonna 500. Arabialainen matemaatikko al-Khowarizmi Bagdadilainen kehitti n. vuon-
na 825 tätä järjestelmää ottamalla käyttöön nollaa merkitsevän symbolin. Kesti noin
200 vuotta, ennen kuin järjestelmä saapui Espanjaan, jossa se alkoi yleistyä eurooppa-
laisten kauppiaiden käytössä. Oppineet pitivät yhä 60-järjestelmää parempana ja siirty-
mäaika lienee ollut hankala. 1200-luvun lopulla Firenzen kaupunkivaltio sääti lakeja,
jotka kielsivät suosituiksi tulleiden kymmenkantaisten lukujen käytön. Tällä suojattiin
vanhaan tottuneita kunnon kansalaisia sekaannuksilta, joita uuden järjestelmän käyttö
aiheutti.

Tieteen maailmaan kymmenjärjestelmä murtautui kahden uuden keksinnön seurauk-
sena. Samarkandin astronomisen tutkimuslaitoksen johtaja al-Kashi oli ensimmäisiä,
joka 1400-luvulla havaitsi, että negatiivinen eksponentti voidaan ilmaista kymmenkan-
taisessa järjestelmässä yhtä hyvin kuin 60-järjestelmässäkin. (Siis 23

100 = 2
10 +

3
100 .) Toi-

nen ratkaisevan nerokas innovaatio tapahtui, kun Skotlantilainen John Napier vuonna
1617 (!) otti käyttöön desimaalipilkun sen nykyisessä merkityksessä. (Siis 23

100 = 0.23)

Desimaalipilkun käyttöönoton jälkeen 1600-luvulla laskeminen muuttui helpoksi, mikä
välittömästi näkyy nopeana edistymisenä luonnontieteen historiassa. Murros on täysin
verrattavissa tietokoneen vaikutukseen viime vuosisadalla.

Seuraava lukukäsitteen laajennus tapahtui, kun opittiin käsittelemään kompleksiluku-
ja. Käsite muotoutui, kun tutkijat etsivät yksinkertaista tapaa osoittaa, että lukua

√
−1

ei ole olemassa. Vakiomenettely haluttaessa osoittaa, että jotakin ei ole olemassa, on
olettaa sen olemassaolo ja johtaa tästä ristiriita (kuten Pythagoraan periaatteen falsi-
fioinnissa yllä). Tutkijat siis olettivat, että on olemassa luku i =

√
−1 ja alkoivat etsiä

ristiriitaa. Ristiriitaa ei löytynyt!!! Kompleksilukujen, lukujen a+ ib, a,b ∈ R, jouk-
ko osoittautui erittäin hyödylliseksi. Koska ajatus luvusta i =

√
−1 oli järjenvastainen,

kehitettiin tulkinta, jossa kompleksiluku on lukupari (a,b) ja kompleksilukujen lasku-
toimitukset määritellään kaavoilla:

(a,b)+(c,d) = (a+ c,b+d) (1.5)

(a,b) · (c,d) = (ac−bd,ad +bc) (1.6)

Tällöin ”järjetön käsite” muuttui ”melko yksinkertaisiksi” olioiksi, joille on määritelty
”aika erikoiset” laskutoimitukset. Havaittiin, että löytyi muitakin laskutoimituksilla va-
rustettuja oliojoukkoja (funktiot, vektorit, matriisit yms.). Syntyi tarve systematisoida
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olioilla laskemista.

Tutkiessaan korkeamman asteen yhtälöiden ratkeavuutta ranskalainen Evariste Galois
(1811–32) ja norjalainen Niels Henrik Abel (1802–29) ottivat käyttöön ryhmän käsit-
teen. Abel onnistui osoittamaan, että viidennen asteen yhtälöä ei voi ratkaista juuri-
lausekkeiden avulla. Tämä oli lopullinen ratkaisu jo sumerilaisia vaivanneeseen tuhan-
sia vuosia vanhaan ongelmaan. Matematiikan nopea edistyminen ja Galois’n ja Abelin
henkilöhahmot ovat pitäneet yllä myyttiä siitä, että matemaatikot ovat nuoria.

Abelin ryhmää seurasi nopeasti uusia käsitteitä: renkaat, algebrat, lineaariavaruudet,
operaattorialgebrat. Nämä ovat joukkoja, joissa on määritelty tietyt ehdot toteuttavia
laskutoimituksia. Kyse on siis edellä mainitusta ”olioilla laskemisesta”. Nämä abstrak-
tit konstruktiot saivat 1900-luvun alussa erittäin käytännöllisiä sovelluksia, kun fyysi-
kot niiden avulla kehittivät kvanttifysiikan (→ ydinvoima, elektroniikka, aineen raken-
ne) ja yleisen suhteellisuusteorian (→ atomipommi). Varsinkin Einstein tutki matema-
tiikkaa kuin tavarataloa löytääkseen yleiselle suhteellisuusteorialle itseään tyydyttävän
esitystavan.

Saksalaisen George Cantor (1845–1918) kehitti joukko-opin perusteet. Joukko-opin
käsitteet sekä äärettömän käsite synnyttivät syvällisiä paradokseja, jotka vaivasivat ma-
tematiikan perusteiden teoriaa. Seuraavassa on esitetty kaksi paradoksia.

Semanttinen paradoksi. Määritellään luku a siten, että ”se on pienin kokonaisluku,
jota ei voi määritellä vähemmällä kuin 13 sanalla”. Koska kielessä on äärellinen mää-
rä sanoja, on myös vain äärellinen määrä tapoja asettaa 13 sanaa peräkkäin. On siis
olemassa lukuja, joita ei voi määritellä 13 sanalla. On helppo perustella, että tässä jou-
kossa on pienin. Siis luvun a määritelmä näyttäisi olevan kunnossa. Paradoksi syntyy
siitä, että tulimme edellä määritelleeksi luvun a käyttäen vain 12 sanaa! (⇒ Johtopää-
tös: matematiikassa tulee arkikielen sijasta käyttää formaalia kieltä.)

Russellin paradoksi. Voiko joukko olla itsensä alkio? Ilmeisesti ”kaikkien joukkojen
joukko” on itsensä alkio. Bertrand Russel määritteli joukon Ru = {x|x /∈ x} (eli Ru
muodostuu kaikista niistä olioista, jotka eivät ole itsensä alkioita). Russell kysyy nyt,
onko Ru itsensä alkio? Jos Ru on itsensä alkio, niin se toteuttaa joukon määrittelevän
ehdon eli Ru ei ole itsensä alkio. Jos Ru ei ole itsensä alkio, niin se ei toteuta joukon
määrittelevää ehtoa eli Ru on itsensä alkio. Kumpikin vaihtoehto johtaa ristiriitaan. (⇒
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Johtopäätös: kaikkien joukkojen joukko on mieletön ajatus. )

Paradoksit on kierretty kehittämällä joukko-opille formaali aksiomaattinen esitys. Ny-
kyinen matematiikka perustuu joukko-oppiin, mutta silti on muodikasta välttää ope-
tuksessa joukko-opin merkintöjä. Myös tässä kurssissa sivuutetaan joukko-oppi varsin
vähällä. Emme perehdy nyt matematiikan perusteiden ongelmiin, vaan matematiikan
soveltamiseen. On kuitenkin syytä opetella matematiikan käyttämä kieli ja sen puheta-
vat, jotka ovat osa nykytieteen "peruslatinaa". Matematiikan puhetapa on usein selvää
joukko-oppia (esimerkiksi "yhtälön ratkaisujoukko", yms.).
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2 KERTAUSTA LISÄYKSIN

2.1 Joukko-oppia ja logiikkaa

Joukko muodostuu alkioista. Joukkoa merkitään isolla kirjaimella ja joukon alkiota pie-
nellä kirjaimella. Jos a on joukon A alkio, merkitsemme a ∈ A. Vastaavasti, jos a ei ole
joukon A alkio, niin merkitsemme a /∈ A. Luontevin tapa määritellä joukko, on luetella
sen alkiot. Tämä tehdään ns. joukkosulkeiden avulla. Voimme esimerkiksi määritellä
joukot.

F = {a,b,c}
G = {1,2, . . . ,100}

Joskus alkioiden luetteleminen on työlästä tai mahdotonta. Silloin joukkosulkeilla il-
maistaan perusjoukko, jonka alkiosta on kyse ja ehto, jonka määriteltävän joukon alkiot
toteuttavat. Voimme esimerkiksi määritellä joukot.

A = {x ∈ R | −1 < x < 1}
B = {x ∈Q | −1 < x < 1}
C = {Turku}
D = {k | k on Suomen kaupunki}
E = {z ∈ D | z on entinen pääkaupunki}

Seuraavia merkintätapoja käytetään jatkossa melko harvoin. Silti niitä tarvittaessa käy-
tetään ja varsinkin kirjallisuudessa merkinnät voivat tulla esiin. Kun myöhemmin pu-
humme epäyhtälöiden ratkaisujoukoista ja niiden leikkauksista, kannattaa uudelleen
lukea seuraavat määritelmät.

Jos perusjoukko on asiayhteydestä selvä, sitä ei merkitä. Joukot A ja B ovat samat eli
identtiset, jos niissä on täsmälleen samat alkiot. Merkitään tällöin A = B. Päinvastai-
sessa tapauksessa on olemassa alkio, joka kuuluu toiseen joukkoon mutta ei toiseen ja
merkitsemme A 6= B.

Joukkoa A sanotaan joukon B osajoukoksi, jos jokainen A:n alkio on myös B:n alkio.
Merkitsemme silloin A ⊆ B. Jos A on B:n osajoukko, mutta joukot eivät ole identtiset,
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sanomme, että A on B:n aito osajoukko. Merkitsemme silloin A ⊂ B. Edellä määritel-
lyille joukoille voimme siis merkitä, että

A 6= B, B⊂ A, E ⊂ D, C = E

Tyhjä joukko, /0 = { }, on joukko, jossa ei ole yhtään alkiota. Jokainen joukko sisältää
tyhjän joukon osajoukkonaan.

Koulukurssista tuttuja joukkoja (lukualueita) ovat

N = {1,2,3, . . .}= luonnollisten lukujen joukko,

Z = {. . . ,−2,−1,0,1,2,3, . . .}= kokonaislukujen joukko,

Q = {m
n
|n 6= 0,m,n ∈ Z}= rationaalilukujen joukko,

R = reaalilukujen joukko.

Seuraavaksi määrittelemme eräitä joukkooperaatioita joukkosulkeiden avulla. Määri-
telmän ohessa on ns. Venn-diagrammi, joka havainnollistaa operaatiota. Viivoitettu alue
vastaa määriteltävää joukkoa. Venn-diagrammit ovat erittäin hyödyllisiä, kun toden-
näköisyyslaskennassa jaetaan kaikki alkeistapaukset suotuisiin ja ei-suotuisiin. Perus-
joukkoa merkitään seuraavassa E:llä.

Yhdiste: Joukkojen A ja B yhdiste (union), A∪B on joukko, joka voidaan kuvailla
seuraavilla tavoilla:

• Yhdisteen alkioita ovat kaikki A:n alkiot ja kaikki B:n alkiot. (Katso kuva 2.1)

• Alkio x ∈ E on yhdisteen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio tai x on B:n alkio.

• A∪B = {x ∈ E | x ∈ A tai x ∈ B}

Edellinen luonnehdinta on arkikielelle tyypillinen, ja toinen taas arkikielelle vieras.
Edellinen lause kuvailee joukkoa, kun taas toinen lause kuvaa joukon alkiota.

Leikkaus: Joukkojen A ja B leikkaus (intersection), A∩B on joukko, joka voidaan
kuvailla seuraavilla tavoilla:

• Leikkaukseen kuuluvat A:n ja B:n yhteiset alkiot. (Katso kuvaa (Katso kuva 2.2))

7
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E A

B
A ∪B

Kuva 2.1: Yhdiste A∪B

E A

B
A ∩B

Kuva 2.2: Leikkaus A∩B

• Alkio x ∈ E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio ja x on B:n alkio.

• A∩B = {x ∈ E | x ∈ A ja x ∈ B}

Komplementti: Joukon A komplementti, A on joukko, joka voidaan kuvailla seuraa-
villa tavoilla:

• A:n komplementtiin kuuluvat kaikki ne perusjoukon alkiot, jotka eivät ole A:n
alkioita. (Katso kuva 2.3.)

• Alkio x ∈ E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x /∈ A.

• A = {x ∈ E | x /∈ A}

Erotus: Joukkojen A ja B erotus , A \B on joukko, joka voidaan kuvailla seuraavilla
tavoilla:

• Erotuksen alkiot saadaan, kun A:n alkioista poistetaan A:n ja B:n yhteiset alkiot.
(Katso kuva 2.4.)

8
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E A

A

Kuva 2.3: Komplementti A

E A

B
A \B

Kuva 2.4: Erotus A\B

• Alkio x ∈ E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio ja x ei ole B:n

alkio.

• A\B = {x ∈ E | x ∈ A ja x /∈ B}

• A\B = A∩B

2.2 Merkintöjä ja kaavoja

Sovimme seuraavaksi joistakin merkintätavoista, ja kertaamme joukon aikaisemmasta

tuttuja kaavoja.

9
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Muuttujat, yhtälöt ja lausekkeet

Kurssin aikana tulemme käyttämään paljon kirjainlaskentaa. Ratkaisemme yhtälöitä ja
epäyhtälöitä, joissa esiintyy kirjainmuuttujia. Totuttele muokkaamaan yhtälöitä kirjain-
muodossa ennen kuin sijoitat numeroarvot yhtälöön. Vaikka tämä saattaa tuntua vai-
kealta, se kuitenkin on hyvä tapa oppia käsittelemään kirjainyhtälöitä. Koulukurssissa
muutuja on yleensä x, mutta nyt kirjain tulee vaihtumaan usein. Laskemisen periaatteet
eivät ole kiinni käytetystä kirjaimesta.

On hyödyllistä pyrkiä noudattamaan seuraavaa eroa:

Lausekkeet. Kun lasketaan lausekkeen arvoa tai sievennetään lauseketta, kirjoitetaan
lähtökohtana oleva lauseke rivin vasempaan reunaa ja sievennetty muoto ’=’-merkin
jälkeen sen oikealle puolelle. Jos lausekkeen käsittely vaatii useamman välimuodon,
jatketaan riviä oikealle niin pitkälle, kuin riviä riittää. Jos rivi ei riitä, jatkamme seuraa-
valta riviltä ensimmäisen ’=’-merkin kohdalta. Lausekkeen käsittely etenee vasemmal-
ta oikealle.

Yhtälöt. Yhtälöt kirjoitetaan allekain. Yhtälön ratkaisu etenee ylhäältä alaspäin.

Esimerkki 1 Lausekkeen (x+1)2− (x−2)2 sieventäminen etenee seuraavasti:

(x+1)2− (x+2)2 = (x2 +2x+1)− (x2−4x+4) = 6x−3

- -

tai seuraavasti

(x+1)2− (x+2)2 = (x2 +2x+1)− (x2−4x+4)
-

↓ = x2 +2x+1− x2 +4x−4

↓ = (x2− x2)+(2x+4x)+(1−4

↓ = 6x−3

10
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Esimerkki 2 Yhtälön (x+1)2 = (x−2)2 ratkaiseminen etenee seuraavasti:

↓ (x+1)2 = (x+2)2

↓ ⇔ x2 +2x+1 = x2−4x+4

↓ ⇔ 6x = 3 | : 6

↓ ⇔ x = 1
2

Kerrattavia kaavoja

Seuraavat kaavat ovat koulukurssista tuttuja. Kertaa ne ja laske itse testitehtävät. Jos
saat oikeat tulokset, niin voit sivuuttaa tämän kappaleen nopeasti. Jos saat vääriä vas-
tauksia laskiessasi itse, niin kertaa kyseiset asiat joko vanhojen koulukirjojesi avulla,
osallistumalla tukikurssin harjoituksiin tai etsi vastaavaa materiaalia verkosta.

Laskujärjestys. Merkityt laskutoimitukset suoritetaan järjestyksessä: (1) sulkeiden si-
sällä oleva lauseke, (2) kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle, (3) yhteen- ja vähen-
nyslasku vasemmalta oikealle.

Esimerkki 3

5 ·2+4−3 ·3 = 10+4−3 ·3 (2.1)

= 10+4−9

= 14−9

= 5

4 ·3/6 ·5 = 12/6 ·5 (2.2)

= 2 ·5
= 10

3−2 · (−2)− (−2) · (4−2 + 3 ·10/15) (2.3)

= 3−2 · (−2)− (−2) · (4−2+30/15)

= 3−2 · (−2)− (−2) · (4−2+2)

= 3−2 · (−2)− (−2) ·4
= 3−(−4)−(−8)

= 3+4+8

= 20

11
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Taitava laskija oppii tekemään useamman laskun kerralla.

3−2 · (−2)−(−2) · (4−2 + 3 ·10/15) (2.4)

= 3+4+2 · (4−2+2)

= 3+4+2 ·4
= 3+4+8

= 20

Monen asian tekeminen kerralla vähentää välimuotojen määrää ja siten nopeuttaa las-
kemista. Toisaalta liian monen asian tekeminen kerralla usein tekee merkinnöistä vai-
keammin luettavia ja aiheuttaa virheitä. Eri ihmisille sopii erilaiset laskutyylit. Kun haet
omaa tyyliäsi, niin aseta tavoitteeksi, että käytät niin yksinkertaisia askelia ja niin mon-
ta välimuotoa, että vastauksiin ei tule huolimattomuusvirheitä. Jos voit tehdä useampia
asioita kerralla ilman huolimattomuusvirheitä, niin tiivistä laskujasi. Muista kuitenkin,
että välimuotoja tulisi olla niin paljon, että myös toiset ymmärtävät laskujesi välivai-
heet.

Laskimen käyttö. Eri laskinten välillä on suuria eroja. On tärkeätä, että opettelet oman
laskimesi käytön. Laske seuraavien lausekkeiden arvot laskimella, vertaa saamiasi vas-
tauksia oikeisiin. Jos olet laskenut jonkin arvon väärin, niin selvitä laskuvirheesi syy.
Tarvittaessa löydät lisämateriaalia verkosta. (http://www.oph.fi/etalukio/)

(a)
8−2 · (−3)

7
=

(b) (20−2 · (5+10/3)+2/3)/5+2 =

(c)
0.0325 ·1.032510

1.032510−1
=

(d) 32/3 =

(e) ln1.00123 =

(f)
1
4
− 1

5
=

Vastauksia: (a) 2 (b) 2.8 (c) 0.118731 (d) 2.08008382 (e) 0.001229244 (f) 0.05

12
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Murtoluvut. Jatkossa oletetaan, että murtoluvuilla osataan laskea. Jos huomaat epä-
varmuutta laskemisessasi, kertaa asia.

Olkoon A mitattavissa olevan suureen arvo (luku, rahamäärä, massa, pituus, tms.) ja
olkoot n ja m kokonaislukuja. Sovitaan seuraavat sanonta-tavat:

A
n

= ”A:n n:nnäs osa”

(Esim: 1kg
10 = kilogramman kymmenesosa = 100g, 1h

4 = tunnin neljäsosa = 15min.)

m
n
·A = ”m n:nnäs osaa A:sta”

(Esim: 3
10 ·1kg = kolme kymmenesosaa kilogrammasta = 300g, 3

4 ·1h = kolme neljäs-
osaa tunnista = 45min.)

A
100

= ”sadasosa A:sta = prosentti A:sta”

p
100
·A = ”p sadasosaa A:sta = p prosenttia A:sta”

1
n

= ”yksi n:nnäs osa”

(Esim: 1
10 = yksi kymmenesosa = 0.1, 1

4 = yksi neljäsosa = 0.25.)

m
n

= ”m n:nnäs osaa”

(Esim: 3
10 = kolme kymmenesosaa = 0.3, 3

4 = kolme neljäsosaa = 0.75.)

Olkoon seuraavassa n 6= 0. Tärkeimmät murtolukukaavat ovat :

p
n
+

m
n

=
p+m

n
saman nimiset murtoluvut lasketaan yhteen

p ·m
p ·n =

m
n

yhteinen tekijä voidaan supistaa pois

13
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p
q
+

m
n

=
n · p
n ·q +

q ·m
q ·n =

np+mq
nq

p
q
· m

n
=

p ·m
q ·n

p =
p
1

kokonaisluku voidaan tulkita murtoluvuksi

p · m
n

=
p
1
· m

n
=

p ·m
n

m
n

:
p
q

=
m
n
· q

p

m
n

: p =
m
n
· 1

p
=

m
n · p

Seuraavassa on joukko testitehtäviä.
(A) Laske ne ilman laskinta ja vertaa saamiasi tuloksia vastauksiin. Lopputulos yleen-
sä supistetaan niin yksinkertaiseksi kuin mahdollista. Jos tämä tuloksen siistiminen jää
tekemättä, niin tämä ei ole vakava virhe, koska numeroarvo desimaalilukuna on oikein.
Kun vertaat vastuksiasi oikeisiin, tarkista myös laskimella desimaaliarvo.
(B) Lopuksi testaa lausekkeiden laskeminen laskimella niin, että lasket lausekkeiden
arvot suoraan laskimella.

Jos testitehtävissä tulee virheitä, niin selvitä virheiden syy. Suhtaudu nyt virheisiisi va-
kavasti, koska ne ennakoivat vaikeuksia myöhemmin.

Testitehtäviä:

a)
1
4
+

1
5
=

b)
3
4
− 4

5
=

c)
3
7
·
(
1− 1

3

)
1
4

=

d)
3+1

7
:

7
3+9

=

e)
3+1

7
· 7

3+9
=

f)
3
4
− 3

2
: 6 =

14
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Vastauksia:

a)
9

20
∼ 0.45 b) − 1

20
∼−0.05 c)

8
7
= 1

1
7
∼ 1.142857142857142857 . . .

d)
48
49
∼ 0.979591836734693877551020408 e)

1
3
∼ 0.333333 . . . f)

1
2
∼ 0.5

Prosentti. Prosenttikäsitteen ydin on jo edellä esiintynyt kaava

”x on p prosenttia a:sta” ⇔ x =
p

100
a

Tästä voi helposti johtaa lähes kaiken prosenttilaskennan. Jos olet koulussa oppinut
käsittelemään prosenttiongelmia ”pilkkua siirtelemällä” ja kertomalla sopivalla desi-
maaliluvulla, niin tämä ei jatkossa riitä. Lukion matematiikan kurssilla usein opetetaan
juuri sen verran, että tietyt ylioppilastehtävissä mahdolliset tyyppitehtävät osataan. Jos
kuitenkin tutkittavaksi tulee ongelma, jossa perusarvo (edellä a eli se luku, josta sadas-
osat otetaan) ei ole heti näkyvillä, niin nämä kikat eivät monestikaan riitä.

Prosenteista on myöhemmin oma kappaleensa ja silloin kannattaa esimerkit käydä huo-
lellisesti läpi. Yleissääntö on: ’Muodosta yhtälö, ratkaise tuntematon ja tulkitse tulos.’

Potenssikaavat. Sovitaan merkintä:

a ·a · . . . ·a︸ ︷︷ ︸
n kpl

= an

Määritelmän perusteella voidaan helposti osoittaa tosiksi seuraavat kaavat.

samankantaisten potenssien tulo ja osamäärä

an ·am = an+m, kaikille a ∈ R, n,m ∈ N
an

am = an−m, kaikille a 6= 0, a ∈ R, n > m, n,m ∈ N

samaa astetta olevien potenssien tulo ja osamäärä

an ·bn = (ab)n, kaikille a,b ∈ R, n ∈ N
an

bn =
(a

b

)n
, kaikille b 6= 0, a,b ∈ R, n ∈ N

potenssin potenssi

(an)m = an·m

Tekemällä sopimuksen ja merkintäsopimuksen

a0 = 1,kaikilla a 6= 0,a ∈ R (2.5)

a−n =
1
an ,kaikilla a 6= 0,a ∈ R (2.6)

15
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saamme poistettua suurimman osan edellä olleiden kaavojen lisäehdoista. Kun muistaa,
että 00 ja 0/0 eivät ole hyvin määriteltyjä ja nollalla ei saa jakaa, niin kaavat voidaan
kirjoittaa muotoon:

sopimukset

a0 = 1, kaikilla a 6= 0

a−n =
1
an , kaikilla a 6= 0

samankantaisten potenssien tulo ja osamäärä

an ·am = an+m,
an

am = an−m, kaikille a 6= 0

samaa astetta olevien potenssien tulo ja osamäärä

an ·bn = (ab)n,

an

bn =
(a

b

)n
, kaikille b 6= 0

potenssin potenssi

(an)m = an·m

Testitehtäviä:

a)
27

23 =

b)
32

22 −
1
4
=

c)
(33)2

92 =

d)
32 +1

5
:

5
2−2 =

Vastauksia:
a) 16 b) 2 c) 9 d)

1
10
≈ 0.1

Juurikaavat. Luvun a neliöjuurella
√

a tarkoitetaan yhtälön x2 = a ei-negatiivista juur-
ta. Määritelmä edellyttää, että a≥ 0. Tavalliset juurikaavat ovat:

tulon juuri
√

a ·b =
√

a ·
√

b, kaikilla a,b≥ 0

16
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osamäärän juuri
√

a
b

=

√
a√
b
, kaikille a≥ 0,b > 0

neliön juuri
√

a2 = |a|, kaikille a ∈ R
juuren neliö (

√
a)2 = a, kaikille a≥ 0

2.3 Välimerkinnät ja itseisarvo

Välimerkinnät

Jos x on suurempi kuin 3 ja x on pienempi kuin 5, niin merkitsemme 3 < x < 5. Sovim-
me seuraavista joukkomerkinnöistä:

{x ∈ R | a < x < b} = ]a,b [= (a,b) (2.7)

{x ∈ R | a≤ x≤ b} = [a,b ] (2.8)

{x ∈ R | a < x≤ b} = ]a,b ] = (a,b ] (2.9)

{x ∈ R | a≤ x < b} = [a,b [= [a,b) (2.10)

Yleisin ratkaisu tässä yhteydessä on käyttää kaarisulkeita aidon erisuuruuden tapauk-
sessa, mutta myös hakasulkeita käytetään. Me tulemme käyttämään hakasulkeita, kos-
ka siten saadaan aikaan riittävä ero tason pisteen merkinnälle ja välimerkinnälle.

Välit tulee osata merkitä myös lukusuoralle. Välin päätepisteet merkitään lukusuoral-
le. Jos päätepiste ei sisälly väliin merkitään avoin pallo, jos päätepiste sisältyy väliin,
merkitään suljettu pallo. Päätepisteiden väliin jäävä jana korostetaan.

-
]3,5[c

3
c
5

-
[3,5]t

3
t
5

-
[3,5[t

3
d
5

-
]3,5]d

3
t
5

HUOMAA, että on eri asia yhdistää joukkoja ja toinen asia yhdistää ehtoja.

17
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Esimerkki 4 (1) Jos ratkaisujoukko muodostuu välistä [1,4[ ja välistä [3,6], niin yh-
distämällä VÄLIT saamme ratkaisujoukoksi

-t1 d4
-t3 t6
-t1 t6

R j = [1,4[∪[3,6] = [1,6]

(2) Jos ratkaisujoukko muodostuu niistä x:n arvoista jotka toteuttavat ehdon 1≤ x < 4
ja ehdon 3≤ x≤ 6, niin yhdistämällä EHDOT saamme kokonaisehdoksi

(1≤ x < 4) ja (3≤ x≤ 6)

⇔ (1≤ x) ja(3≤ x) ja(x < 4) ja(x≤ 6)

⇔ 3≤ x < 4

⇔ R j = [3,4[

Piirtämällä välit lukusuorille, näemme, että tapauksessa (2) ratkaisujoukko on R j =
[1,4[∩[3,6] = [3,4].

-t1 d4
-t3 t6
-t3 d4

R j = [1,4[∩[3,6] = [3,4[

Esimerkki 5 Otamme vielä vastaavan esimerkin, mutta hieman erilaisilla numeroilla.
(1) Jos ratkaisujoukko muodostuu välistä [1,2[ ja välistä [4,6], niin yhdistämällä VÄLIT
saamme ratkaisujoukoksi

-t1 d2
-t4 t6
-t1 d2 t4 t6

R j = [1,4[∪[3,6]

18
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(2) Jos ratkaisujoukko muodostuu niistä x:n arvoista jotka toteuttavat ehdon 1≤ x < 2
ja ehdon 4≤ x≤ 6, niin yhdistämällä EHDOT saamme kokonaisehdoksi

(1≤ x < 2) ja (4≤ x≤ 6)

⇔ (1≤ x) ja(4≤ x) ja(x < 2) ja(x≤ 6)

⇔ (4≤ x) ja(x < 2) (mahdotonta!)

⇔ R j = /0

Piirtämällä välit lukusuorille, näemme, että tapauksessa (2) ratkaisujoukko on R j =
[1,2[∩[4,6] = /0.

-t1 d2
-t4 t6
-

R j = [1,2[∩[4,6] = /0

Sovimme myös seuraavista muodollisista merkintätavoista (∞ = ”ääretön”)

{x ∈ R | a < x} = ]a,∞ [ = (a,∞) (2.11)

{x ∈ R | a≤ x} = [a,∞ [ = [a,∞) (2.12)

{x ∈ R | x≤ b} = ] −∞,b ] = (−∞,b ] (2.13)

{x ∈ R | x < b} = ] −∞,b [ = (−∞,b) (2.14)

Lukusuoralla

-x < b
(−∞) db -x≥ ata (+∞)

Itseisarvo

Luvun itseisarvolla tarkoitetaan luvun numero-osaa ilman mahdollista etumerkkiä. Siis

|−7|= 7, |2|= 2, |−100|= 100, jne...

19
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Niin kauan kun puhutaan yksittäisistä luvuista, asia on aika selvä, mutta nyt meidän on
selvitettävä, mitä tarkoitetaan lausekkeen itseisarvolla!

Määritelmä 6 Lausekkeen a itseisarvo on

|a |=
{

a, kun a≥ 0,
−a, kun a < 0.

Siis

|−7| = −(−7) = 7 (alemman kaavan mukaan),
|2| = 2 (ylemmän kaavan mukaan),

|−100| = −(−100) = 100 (alemman kaavan mukaan).

Jos tiedämme varmasti lausekkeen merkin, niin pystymme kirjoittamaan lausekkeen il-
man itseisarvomerkkejä. Esimerkiksi |x2 +1|= x2 +1.

Kahden luvun a ja b etäisyys lukusuoralla on |a−b|, sillä

|a−b|=
{

a−b kun a−b≥ 0 ⇔ a≥ b
b−a kun a−b < 0 ⇔ a < b ,

joten kummassakin tapauksessa tapauksessa isommasta vähennetään pienempi ja näin-
päin laskettu erotus on järkevä mitta etäisyydelle.

-

c
t

d
t� -

|c−d|

-

b
t

a
t� -

|a−b|

Erityisesti luvun a itseisarvo voidaan tulkita a:n ja nollan etäisyydeksi |a|= |a−0|

-

0
t

a
t� -

|a|
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2.4 Yhtälöt ja epäyhtälöt

Yhtälöiden ratkaiseminen on hyvin keskeinen taito, joka tällä kurssilla tulee hankkia
ja harjoittaa. Yhtälöt eivät ole vaikeita, mutta oleellista on se, että tulet tarkastelemaan
yhtälöitä, jotka syntyvät hieman yllättäen ja varoittamatta.

Koulussa olet useimmiten kotilaskua laskiessasi jo valmiiksi tiennyt, millainen yhtälö
ratkaistavaksesi tulee. Nyt on tärkeätä tottua siihen, ettei alussa tiedä, mitä laskun ai-
kana tapahtuu. Laskuun tulee uskaltaa heittäytyä luottaen siihen, että joka käänteessä
osaa toimia oikein. Tämä luottamus syntyy harjoittelun kautta. Tässä tarkoitettua taitoa
ei opi lukemalla seuraavat kolme sivua, vaan harjoittelemalla ahkerasti seuraavat kol-
me kuukautta.

Kaikkien yhtälöiden käsittelyssä on samat perusaskeleet:

• Termi saa vaihtaa yhtälön puolta, jos se samalla vaihtaa merkkiä.

• Yhtälön saa jakaa nollasta eroavalla luvulla (muista jakaa jokainen termi).

• Yhtälön voi kertoa nollasta poikkeavalla luvulla (muista kertoa jokainen termi).

Epäyhtälöiden käsittelyssä on yksi tärkeä ero edelliseen:

• Yhtälön saa jakaa ja kertoa nollasta eroavalla luvulla, mutta kerrottaessa tai jaet-
taessa negatiivisella luvulla erisuuruus-merkki kääntyy.

• Epäyhtälön saa myös kertoa (jakaa) lausekkeella, jos varmasti tiedämme kertojan
(jakajan) merkin.

Tarkastelemme seuraavaksi yhtälöitä ja epäyhtälöitä tyypeittäin. Osa materiaalista on
koulusta tuttua, mutta osa voi olla uutta.
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I asteen yhtälö

Ensimmäisen asteen x:n yhtälö ratkaistaan seuraavasti.

1. Poista tarpeettomat sulut ja nimittäjät.

2. Perusaskelten avulla muunna yhtälö muotoon x = lauseke.

3. Edeltävä vaihe voi epäonnistua vain, jos x häviää pois yhtälöstä. Jos näin syn-
tynyt yhtälö on tosi, on alkuperäinen yhtälö identtisesti tosi, eli aina tosi (rat-
kaisujoukko sisältää silloin kaikki reaaliluvut (R j = R)). Jos syntynyt yhtälö on
epätosi, ei yhtälöllä ole juurta (ratkaisujoukko on silloin tyhjä (R j = /0)).

Esimerkki 7 Kaksi erillistä yhtälöesimerkkiä

a)

5(x−1) = x+7
⇔ 5x−5 = x+7
⇔ 5x− x = 7+5
⇔ 4x = 12 | : 4
⇔ x = 3

b)

2x+1
2

+1 = x | ·2

⇔ 6 2 · (2x+1)
6 2 +2 ·1 = 2 · x
⇔ 2x+1+2 = 2x
⇔ 2x−2x = −1−2

⇔ 0 = −3 epätosi!
⇔ R j = /0

Vastaus a) yhtälön juuri on 3, b) yhtälöllä ei ole juurta (R j = /0).

Edellä ei erillisen vastauksen kirjoittaminen tunnu kovin tarpeelliselta. Jokainen luki-
ja varmasti osaa tulkita yhtälön juuret yhtälön ratkaisun viimeisen rivin merkinnöistä.
Jatkossa kuitenkin ongelmat muuttuvat vähitellen mutkikkaammiksi, ja vastauksen kir-
joittaminen täsmällisesti on tärkeä taito.

PERIAATE: Jos ratkaisin yhtälön, koska esimieheni kysyi minulta erästä seikkaa, niin
jos mahdollista kirjoitan ratkaisuni perään vastauksen, joka vastaa esitettyyn kysymyk-
seen.
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Esimerkki 8 Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa x kappaletta. Tällä hetkellä x =

200kpl/kk. Tuotteen myyntihinta on 18.00e. Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa
kustannuksia 8.50e ja viikossa kiinteät kustannukset ovat 250e. Miten paljon pitää
tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta myyntitulo on sama kuin valmistuskustannukset
kuukaudessa?

Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtälö, jonka vasen puoli on myyntitulo kuukauden ajalta ja oi-
kea puoli on valmistuskustannukset samalta ajalta.

x ·18.00
e

kpl
= x ·8.50

e

kpl
+4

vko
kk
·250

e

vko

⇔ x ·9.50
e

kpl
= 1000.00

e

kk

⇔ x =
1000.00

9.50
· e

kk
· kpl
e
≈ 105.29

kpl
kk

Vastaus: Tuotteita tulee valmistaa kuukaudessa vähintään 105 kappaletta, jotta myynti-
tulo vastaa kustannuksia.

II asteen yhtälö

Toisen asteen yhtälön normaalimuoto on

ax2 +bx+ c = 0 (2.15)

ja se ratkaistaan kaavalla

x =
−b±

√
b2−4ac

2a
. (2.16)

Jos juurrettava eli diskriminantti D = b2− 4ac on positiivinen, niin juuria on kaksi.
Jos diskriminantti on nolla, saadaan yksi juuri. Jos diskriminantti on negatiivinen, niin
yhtälöllä ei ole reaalisia juuria.

D > 0 −→ x1 =
−b+

√
D

2a
ja x2 =

−b−
√

D
2a

D = 0 −→ x =
−b
2a

D < 0 −→ R j = /0
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Esimerkki 9 Edellisessä esimerkissä (8) oletettiin myyntihinnan pysyvän vakiona. Usein
kuitenkin on niin, että lisättäessä tuotantoa on myyntihintaa laskettava, jotta tuotanto
saadaan myytyä. Nyt on arvioitu, että myyntihinta riippuu valmistusmäärästä seuraa-
vasti

p = 20.00
e

kpl
−0.01

e · kk
kpl2

· x.

Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa kustannuksia 8.50e ja kuukaudessa kiinteät
kustannukset ovat 1000e. Miten paljon nyt pitää tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta
myyntitulo on sama kuin valmistuskustannukset kuukaudessa?

Ratkaisu: Vastaavasti kuin edellä kirjoitamme taas yhtälön, jonka vasemmalla puolella
on kuukauden myyntitulo ja oikealla puolella vastaavan ajan valmistuskustannukset

p · x = x ·8.50
e

kpl
+1000

e

kk

⇔
(

20.00
e

kpl
−0.01

e ·kk
kpl2

· x
)
· x = x ·8.50

e

kpl
+1000

e

kk

⇔ 11.50
e

kpl
· x−0.01

e ·kk
kpl2

· x2 = 1000
e

kk

⇔−0.01
e ·kk
kpl2

· x2 +11.50
e

kpl
· x−1000

e

kk
= 0

Yhtälö on nyt normaalimuodossa, joten teemme sijoitukset ratkaisukaavaan.

⇔ x =

−11.50 ekpl ±
√

11.502 e
2

kpl2 −4 ·
(
−0.01e·kk

kpl2

)
·
(
−1000 ekk

)
2 ·
(
−0.01e·kk

kpl2

)
Nyt juurrettavassa yksikkö on (e2)/(kpl2) joten koko osoittajan yksikkö on e/kpl.
Silloin ratkaisukaavan mukaisen juuren yksikkö on

e

kpl
· kpl2

e ·kk
=

kpl
kk

kuten pitääkin. Nyt voimme keskittyä numerolaskuun.

⇔ x =
−11.50±

√
11.502−4 · (−0.01) · (−1000)

2 · (−0.01)
kpl
kk

=
−11.50±√92,25

−0.02
kpl
kk

⇔ x1 = 94,77
kpl
kk
≈ 95

kpl
kk

, ja x2 = 1055,23
kpl
kk
≈ 1055

kpl
kk

24



Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 25

Juuria tuli nyt kaksi. Asia saa luonnollisen selityksen, kun otamme vastaavat ongelmat
uudelleen käsittelyyn voitonmaksimoinnin yhteydessä. Jos valmistusmäärä on pieni, ei
myyntituloa kerry riittävästi. Jos valmistusmäärä on iso, niin kysyntäfunktion mukaan
myyntihinta painuu pieneksi ja myyntitulo on taas liian pieni kustannusten kattamiseen.
On siis olemassa rajat järkevan tuotannon määrälle.

Vastaus: Myyntitulo kattaa valmistuskustannukset, jos 95kpl
kk ≤ x≤ 1055kpl

kk .

Testitehtäviä: Ratkaise seuraavat toisen asteen yhtälöt

a) 3x2−2x+1 = 0

b) x(x+6) = 7

c) 3x2−1 = x(x−4)

d) (x−2)(x+4) = 7

e) (x−2)(x−2) =−1

f) 2x2− x(x+1) = x(x−2)+1

Vastauksia:
a) x1 = 1, x2 =−1/3 b) x1 = 1, x2 =−7

c) x1 = 0.224745, x2 =−2.24745

d) x1 = 0.414214, x2 =−2,414214 e) R j = /0 f) x = 1

Korkeamman asteen yhtälöt

Kolmannen ja neljännen asteen yhtälöt voidaan ratkaista niihin liittyvillä ratkaisukaa-
vakokoelmilla. Kaavat ovat sen verran mutkikkaita, ettei niitä tällä kurssilla opetella.
Seuraavassa opimme käsittelemään kolmannen asteen yhtälöä, kun yksi juuri tunne-
taan. Menettely yleistyy helposti vielä korkeampiulotteisille yhtälöille.

Olkoon tarkasteltavana yhtälö

x3 +a2x2 +a1x+a0 = 0. (2.17)

Jos tiedämme, että yksi juuri on x = z, niin silloin yhtälö (2.17) voidaan kirjoittaa muo-
toon

(2.17)⇔ (x− z)(x2 +b1x+b0) = 0 (2.18)
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missä b1 ja b0 voidaan valita siten, että yhtälöiden (2.17) ja (2.18) vasemman puolen
lausekkeet ovat identtiset. Siis

x3 +a2x2 +a1x+a0 = (x− z)(x2 +b1x+b0)

= x3 +(b1− z)x2 +(b0− zb1)x−b0z

⇔


b1 = a2 + z
−zb1 + b0 = a1

− zb0 = a0

+z
←

⇔


b1 = a2 + z

b0 = a1 +a2z+ z2

− zb0 = a0

+z
←

⇔


b1 = a2 + z
b0 = a1 +a2z+ z2

0 = a0 +a1z+a2z2 + z3︸ ︷︷ ︸
=0

⇔
{

b1 = a2 + z
b0 = a1 +b1z

Esimerkki 10 Ratkaise yhtälö

x3−3x2−6x+8 = 0.

Yksi yhtälön juuri on x =−2. (Tämän näkee suoraan sijoittamalla x:n paikalle−2, jol-
loin yhtälö tulee todeksi.)

Silloin b1 = a2 + z =−3+(−2) =−5 ja b0 = a1 +b1z =−6+(−5) · (−2) = 4. Siis

x3 +3x2−3x−10 = 0 ⇔ (x+2)(x2−5x+4) = 0

⇔ (x+2)(x−1)(x−4)) = 0

⇔ x =−2 tai x = 1 tai x = 4

Edellä esietty on erikoistapaus seuraavasta yleisemmästä tuloksesta.

Lause 11 Jos Pn(x) on astetta n oleva polynomi, ja Pn(x1)= 0, niin on olemassa astetta
n−1 oleva polynomi Qn−1(x), jolle

Pn(x) = (x− x1)Qn−1(x), kaikilla x ∈ R.
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Jos polynomilla Qn−1(x) on edelleen reaalinen nollakohta x2 siten, että Qn−1(x2) = 0,
niin on olemassa polynomi Qn−2(x) siten, että

Pn(x) = (x− x1)(x− x2)Qn−2(x), kaikilla x ∈ R.

Toistamalla tätä menettelyä niin kauan, kuin reaalisia nollakohtia löytyy, saamme seu-
raavan tuloksen.

Lause 12 (1) Jos Pn(x) on astetta n oleva polynomi, niin se voidaan aina kirjoittaa
muotoon

Pn(x) = (x− x1)(x− x2) · · ·(x− xk)Q(x), kaikilla x ∈ R,

missä luvut x1,x2, . . . ,xk ovat polynomin P(x) reaaliset nollakohdat ja astetta n−k ole-
valla polynomilla Q(x) ei ole reaalisia nollakohtia.

(2) n:nnen asteen yhtälöllä on enintään n kappaletta reaalisia juuria.

Korkeamman asteen yhtälöitä emme tällä kurssille juurikaan ratko. Aina kun mallin-
namme jotakin taloudellista ilmiötä, pyrimme korkeintaan astetta kaksi oleviin yhtälöi-
hin. Jos kuitenkin joudut opintojesi aikana ratkaisemaan kolmatta tai korkeampaa as-
tetta olevan yhtälön, niin tässä kannattaa käyttää hyväksi Newtonin menetelmää, joka
opetellaan derivoinnin yhteydessä tai jotakin symbolisen laskennan ohjelmistoa (Mat-
hematica, Matlab, tms.).

Jotta osaisimme oikein tulkita ohjelmien antamat tulosteet, on osattava kompleksilu-
kujen perusteet. Tätä varten palaamme tähän aiheeseen uudelleen kappaleessa, jonka
pääaihe on kompleksiluvut.

Hankalat yhtälöt

Jos yhtälö ei sijoitu mihinkään edellä mainituista ryhmistä, sitä voi pitää hankalana
tai ainakin ylimääräistä huolellisuutta vaativana. Eräitä tapauksia tullaan käsittelemään
myöhemmin. (Itseisarvoyhtälöt, juuriyhtälöt, eksponenttiyhtälöt, Newtonin menetel-
mä.)
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Hankalan tuntuinen yhtälö kannattaa usein muokata uuteen muotoon siirtämällä kaikki
termit samalle puolelle (yleensä vasemmalle puolelle eli LHS:iin). LHS määrittelee nyt
x:n funktion y = f (x) = LHS(x). Jos tämän funktion kuvaajan pystyy selvittämään ja
erityisesti löytää kaikki sen nollakohdat, niin silloin yhtälökin on saatu ratkaistua.

Esimerkki 13 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (9) yritystä. Kysyntäfunktio on

p = 20,00
e

kpl
−0.,01

e · kk
kpl2

· x.

Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa kustannuksia 8.50e ja kuukaudessa kiinteät
kustannukset ovat 1000e. Lisäksi nyt huomioidaan lopputuotevaraston kokonaiskus-
tannukset

√
cq, c = 2e2/kk/kpl. Varastointikustannusten vaikutus ei ole suuri, mutta

se kuitenkin vaikuttaa ratkaisuun. Varastointikustannusten lauseke
√

cq on teorian mu-
kainen. Myöhemmin tutustumme varastomalleihin omassa luvussaan.

Miten paljon nyt pitää tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta myyntitulo on sama kuin
valmistuskustannukset kuukaudessa?

Merkitään nyt seuraavasti

valmistusmäärä = x
kpl
kk

,

myyntihinta = p
e

kpl
.

Silloin kysyntäfunktio menee muotoon

p
e

kpl
= 20,00

e

kpl
−0,01

e ·kk
kpl2

· xkpl
kk

⇔ p = 20,00−0,01x

Tehtävässä tarkoitettu yhteys myyntitulon ja kustannusten välillä saa muodon

myyntitulo(e/kk) = kustannukset(e/kk)

⇔ p
e

kpl
· xkpl

kk
= 8,50

e

kpl
· xkpl

kk
+1000

e

kk
+

√
2
e2

kk ·kpl
· x · kpl

kk
(2.19)

⇔ (20,00−0,01x)x = 8,50x+1000+
√

2x (2.20)

⇔ −0,01x2 +11,50x−1000−
√

2x = 0.

Saatu yhtälö on hankala, sillä sen ratkaisemisaan ei ole olemassa mitään suoraa kaavaa.
Piirtämällä LHS:in kuvaajan, saamme ongelman ratkaisuksi: 96≤ x≤ 1050.
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I asteen epäyhtälö

Ensimmäisen asteen epäyhtälöä käsitellään muuten samoin kuin yhtälöä, mutta kerrot-
taessa tai jaettaessa negatiivisella luvulla, erisuuruusmerkki kääntyy.

Huomaa, että taloudellisissa sovelluksissa usein epäyhtälö on luonnollisempi kuin yh-
tälö. Yleensä yritys haluaa, että sen tulot ovat suuremmat kuin sen menot. Jos ratkai-
semme yhtälön ”tulot = menot” ja toimimme ratkaisun ohjaamina, saatamme toimia
vähemmän kannattavasti kuin jos olisimme tutkineet epäyhtälön ”tulot > menot” rat-
kaisua luovasti.

Esimerkki 14 Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa määrän x(kpl/kk). Tuotteen myyn-
tihinta on 18.35e. Jokaisen tuotteen valmistaminen aiheuttaa muuttuvia valmistuskus-
tannuksia 15.50e. Kiinteät kustannukset ovat 8500e/kk. Edellisen kuukauden aikana
yritys valmisti 5000 tuotetta, jolloin kate oli

kate = myyntitulo−muuttuvat kustannukset

= 5000
kpl
kk
·18.35

e

kpl
−5000

kpl
kk
·15.50

e

kpl
= 91750e/kk−77500e/kk

= 14250e/kk

ja vastaavasti kuukauden tulos oli

tulos = kate−kiinteät kustannukset

= 14250
e

kk
−8500

e

kk
= 5750e/kk.

Tulos on nyt positiivinen, eli yritys tekee voittoa. Voitto (tulos) oli 6.3% myynnistä, sillä

voitto
myynti

·100% =
5750e/kk
91750e/kk

·100% = 6.267%≈ 6.3%

Miten suuri pitää valmistusmäärän olla, jotta voitto olisi vähintään 10% myynnistä?
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Kirjoitetaan vastaava epäyhtälö, kun tuotantomäärä on x.

voitto≥ 10
100
·myynti

⇔ x · (18.35−15.50)e/kpl−8500e/kk≥ 0.1 · x ·18.35e/kpl

⇔ x ·1.015e/kpl≥ 8500e/kk | : 1.015e/kpl

⇔ x≥ 8375kpl/kk

Vastaus: Jos tuotantomäärä on vähintään 8375kpl/kk, niin voitto on vähintään 10%
myynnistä.

Epäjatkuvuuden huomiointi

Usein epäyhtälössä esiintyvät lausekkeet sisältävät epäjatkuvuuksia. Silloin epäyhtälö
ei enää olekaan oikea ensimmäisen asteen epäyhtälö.

Kun epäjatkuvuuskohdat merkitään lukusuoralle (x-akselille), niin nämä kohdat jakavat
lukusuoran väleihin siten, että kullakin välillä epäyhtälö voidaan kirjoittaa yksinkertai-
seen muotoon. Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

Esimerkki 15 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (9) yritystä. Yritys valmistaa tuotetta
kuukaudessa määrän x(kpl/kk). Tuotteen myyntihinta on 18.35e. Jos tuotantomäärä
on riittävän suuri, on mahdollista saada raaka-ainehankintojen yhteydessä määräalen-
nuksia. Määräalennuksista johtuen muuttuvat kustannukset ovat

muuttuvat kustannukset =
{

x ·15.50e/kpl, kun x≤ 12000
x ·14.75e/kpl, kun x > 12000

Vastaavasti kiinteät kustannukset ovat

kiinteät kustannukset =
{

8500e/kk, kun x≤ 9000
10500e/kk, kun x > 9000 .

Tämä epäjatkuvuus kiinteissä kustannuksissa on (esimerkiksi) seurausta siitä, että laa-
jennettaessa tuotantoa, yrityksen on pakko ottaa käyttöön uusia tuotantotiloja, mikä
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puolestaan lisää lämmitys-, vuokra-, vakuutus-, vartiointi-, siivous-, ym. kustannuksia.

Miten suuri pitää valmistusmäärän olla, jotta voitto olisi vähintään 10% myynnistä?

Jaamme tarkastelun kolmeen osaan:

Tapaus 1 (x≤ 9000)

voitto≥ 0.1 ·myynti

⇔ x · (18.35−15.50)e/kpl−8500e/kk≥ 0.1 · x ·18.35e/kpl

⇔ x ·1.015e/kpl≥ 8500e/kk | : 1.015e/kpl

⇔ x≥ 8375kpl/kk

−→ [8375; 9000]⊂ R j

Tapaus 2 (9000 < x≤ 12000)

voitto≥ 0.1 ·myynti

⇔ x · (18.35−15.50)e/kpl−10500e/kk≥ 0.1 · x ·18.35e/kpl

⇔ x ·1.015e/kpl≥ 10500e/kk | : 1.015e/kpl

⇔ x≥ 10345kpl/kk

−→ [10345; 12000]⊂ R j

Tapaus 3 (12000 < x)

voitto≥ 0.1 ·myynti

⇔ x · (18.35−14.75)e/kpl−10500e/kk≥ 0.1 · x ·18.35e/kpl

⇔ x ·1.765e/kpl≥ 10500e/kk | : 1.765e/kpl

⇔ x≥ 5949kpl/kk

−→ ]12000; ∞[⊂ R j

Lukusuoralla ratkaisujoukko näyttää seuraavalta:

-

9000 12000
t8375 t t10345
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Vastaus: Voitto on vähintään kymmenen prosenttia myynnistä jos valmistusmäärä kuu-
kaudessa x toteuttaa ehdon

8375≤ x≤ 9000 tai x≥ 10345.

II asteen epäyhtälö

Seuraavassa sanomme, että epäyhtälön vasen puoli on LHS (Left Hand Side) ja epäyh-
tälön oikea puoli on RHS (Right Hand Side). Pienen tovin saa #-merkki edustaa kaikkia
erisuuruusmerkkejä≤,<,>,≥, 6=. Tällä halutaan nyt korostaa sitä, että erisuuruusmer-
kin tyyppi astuu kuvaan vasta aivan algoritmin loppuvaiheessa.

Toisen asteen epäyhtälön normaalimuoto on ax2 +bx+ c # 0. Toisin sanoen normaali-
muodon LHS on toisen asteen polynomi ja RHS on nolla.

Toisen asteen epäyhtälön ratkaisualgoritmi voidaan tiivistää seuraaviin askeliin:
(1) vie epäyhtälö normaalimuotoon,
(2) ratkaise LHS:n nollakohdat,
(3) muodosta LHS:n merkkikaavio,
(4) päättele ratkaisujoukko merkkikaavion ja #:n perusteella.

Laadimme kohdassa (3) mainitun merkkikaavion siten, että hahmottelemme x-akselin
päälle paraabelin y=LHS, joka leikkaa x-akselia LHS:n nollakohdissa. Merkkikaavion
muoto riippuu nyt kertoimesta a, joka määrää paraabelin aukeamissuunnan ja diskri-
minantista D = b2− 4ac, joka määrää paraabelin ja x-akselin leikkauspisteiden luku-
määrän. Eri vaihtoehdot on esitetty taulukossa 2.1.

Esimerkki 16 Ratkaise epäyhtälö (x+1)x≥ 5−3x2.
Viedään ensin epäyhtälö normaalimuotoon:

(x+1)x ≥ 5−3x2

⇔ x2 + x ≥ 5−3x2

⇔ 4x2 + x−5︸ ︷︷ ︸
=LHS

≥ 0
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Taulukko 2.1: Toisen asteen epäyhtälön LHS:n merkkikaavio.

par. aukeamissuunta juuret merkkikaavio

a > 0 → ylöspäin D > 0 → x1 ja x2
-+ − +s

x1
s
x2

a > 0 → ylöspäin D = 0 → x1 -+ +s
x1

a > 0 → ylöspäin D = 0 → R j = /0 -+ + +

a < 0 → alaspäin D > 0 → x1 ja x2
-− + −s

x1
s

x2

a < 0 → alaspäin D = 0 → x1
-− −s

x1

a > 0 → alaspäin D = 0 → R j = /0 -− − −

Toisen asteen termin kerroin a= 4> 0, joten paraabeli aukeaa ylöspäin. Diskriminantti
on D = b2−4ac = 12−4 ·4 · (−5) = 81 > 0, joten juuria on kaksi.

x1 =
−1−

√
12−4 ·4 · (−5)

2 ·4 =−1.25 ja

x2 =
−1+

√
12−4 ·4 · (−5)

2 ·4 = 1

Merkkikaaviosta

-+ − +s
x1

s
x2

näemme, että
LHS≥ 0 ⇔ x≤−1.25 tai x≥ 1

Esimerkki 17 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (9) yritystä. Yritys valmistaa tuotetta
kuukaudessa määrän x(kpl/kk). Tuotteen myyntihinta on

p = 25.00e/kpl−0.00133
e · kk
kpl2

· x.

Jokaisen tuotteen valmistaminen aiheuttaa muuttuvia valmistuskustannuksia 15.50e.
Kiinteät kustannukset ovat 8500e/kk.
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Miten suuri pitää valmistusmäärän olla, jotta voitto olisi vähintään 10% myynnistä?

Kirjoitetaan vastaava epäyhtälö, kun tuotantomäärä on x.

voitto≥ 0.1 ·myynti

⇔ x · (p−15.50e/kpl)−8500e/kk≥ 0.1 · x · p
⇔ 0.9 · x · p−15.50e/kpl · x−8500e/kk≥ 0

⇔ 0.9 · x · (25.00e/kpl−0.00133
e · kk
kpl2

· x)−15.50e/kpl · x−8500e/kk≥ 0

⇔ −0.001197
e · kk
kpl2

· x2 +7.00e/kpl · x−8500e/kk≥ 0

Koska toisen asteen termin kerroin on negatiivinen on LHS:n kuvaaja alaspäin aukeava
paraabeli, ja ratkaisujoukkoon kuuluvat yhtälön LHS = 0 juurten välissä olevat x:n
arvot. Ratkaistaan seuraavaksi nämä juuret

LHS = 0

⇔ −0.001197
e · kk
kpl2

· x2 +7.00e/kpl · x−8500e/kk = 0

⇔ x =
−7.00e/kpl±

√
(7.00e/kpl)2−4 · (−0.001197e·kk

kpl2 ) · (−8500e/kk)

2 ·
(
−0.001197e·kk

kpl2

)
⇔ x =

(
7.00±

√
8.302

0.002394

)
kpl
kk

⇔ x1 = 1720.4kpl/kk ja x2 = 4127.5kpl/kk

Vastaus: Jos tuotantomäärä x on välillä 1720kpl/kk ≤ x ≤ 4130kpl/kk, niin voitto on
vähintään 10% myynnistä.

Kun vastausta vertaa esimerkin (9) vastaukseen, niin ero tuntuu suurelta. Esimerkkien
yhteinen lähtökohta on nykyinen tuotannon laajuus x = 5000kpl/kk ja nykyinen hinta
18.50e/kpl. Esimerkin (9) vastaus merkitsee sitä, että yrityksen tulee kasvattaa tuo-
tantoaan saadakseen voiton haluamakseen, ja edellisen esimerkin mukaan yrityksen
tulee pienentää tuotantoaan, jos se haluaa voiton olevan 10% myynnistä. Esimerkkien
välinen ero on siinä, että esimerkissä (9) oletetaan tuotteista saatavan sama myynti-
hinta vaikka tuotantoa kasvatetaan. Tämä ei yleensä ole totta. Esimerkki (17) antaakin
todemman kuvan siitä, miten tuotantoa joudutaan mitoittamaan. Joskus tuotantoa su-
pistetaan kannattavuussyistä!
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Testitehtäviä: Ratkaise seuraavat toisen asteen epäyhtälöt

a) 3x2−2x≥−1

b) x(x+6)< 7

c) −3x2 +2 > 5x

d) (2− x)(x+4)< 0

e) (x−2)(x−2)>−1

f) x2−2(x+1)≤−3

Vastauksia:

a) x≤−1/3 tai x≥ 1 b) −7 < x < 1 c) −2 < x < 1/3

d) x≤ 2 tai x≥ 4 e) R j = R f) x = 1

2.5 Prosentti

Prosentti tarkoittaa yhtä sadasosaa (latinaksi ’pro centum’, englanniksi ’per cent’, es-
panjaksi ’por ciento’). p prosenttia, p%, on p sadasosaa. Seuraavat lauseet sanovat siis
saman asian.

”Maksu on 5 prosenttia 600 eurosta.”

⇔ ”Maksu on 5 sadasosaa 600 eurosta.”

⇔ ”Maksu on 5 · 600e
100

⇔ ”Maksu on
5

100
·600e

⇔ ”Maksu on 0.05 ·600e

Sovimme ensin seuraavista termeistä.

Jos b on p prosenttia a:sta, eli
b =

p
100
·a, (2.21)

joka voidaan myös kirjoittaa, myös muotoon

b
a
·100% = p%, (2.22)

35



36 Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita

niin sanomme, että

a = perusarvo (mihin verrataan?)(minkä sadasosista on kysymys?)

p = prosenttiluku (miten monta sadasosaa?)

b = prosenttiarvo (mitä verrataan?)
p

100
= prosenttikerroin (millä kerrotaan)

Esimerkki 18 Olkoon tuotteen alkuperäinen hinta 23.00e. Jos se myydään 20% alen-
nuksella, niin alennettu hinta on 80% alkuperäisestä. Mikä tämä alennettu hinta on?

Ratkaisu: merkitään

perusarvo = 23.00e

prosenttikerroin =
80
100

= 0.80

prosenttiarvo = x = alennettu hinta

Siis
x =

80
100
·23.00e= 18.40e

Esimerkki 19 Erään tuotteen valmistuskustannus on 123.00e ja sen myyntihinta on
141.00e. Silloin kate (myyntitulo- valmistuskustannus) on 141.00e−123.00e= 18.00e.
Kate on silloin 12.77% myyntihinnasta, sillä

18.00e
141.00e

·100% = 12.77%.

Millä myyntihinnalla kate olisi 10% myyntihinnasta?

Ratkaisu: merkitään myyntihintaa x:llä.

perusarvo = x = myyntihinta

prosenttikerroin =
10

100
= 0.10

prosenttiarvo = x−123.00e= kate

Siis

x−123.00e =
10

100
· x

∣∣∣∣ LHS: kate
RHS: 10% myynnistä (2.23)

⇔ x−0.1x = 123.00e

⇔ x =
123.00e

0.9
= 136.67e (2.24)
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Edellisen esimerkin tapaisissa ongelmissa kokematon laskija yleensä ajattelee, että nyt
pitäisi opetella miten lauseke (2.24) muodostetaan. Ei ole vaikeata keksiä, millä valmis-
tuskustannus pitää jakaa lausekkeessa (2.24). Tämän kaltaiset yksinkertaiset ”temput”
toimivat hienosti niin kauan, kuin kaikilla tehtävässä esiintyvillä prosenttiluvuilla on
sama perusarvo. Kun perusarvoja on monta, tulee temppujen hallinta raskaaksi.

HELPOMMALLA PÄÄSEE seuraavalla periaatteella.

1. Selvitä ratkaistava suure ja merkitse sen arvoa x:llä.

2. tulkitse perusarvo, prosenttiluku ja prosenttiarvo.

3. Kirjoita prosenttiyhtälö käyttäen tehtävässä esiintyviä lukuja ja x:ää.

4. Ratkaise x yhtälöstä.

5. Tulkitse tulos niin, että vastaus on hyvää suomen kieltä ja vastaa tehtävässä esi-
tettyyn kysymykseen.

Kahden luvun vertaaminen

Jos y on p% suurempi kuin x, niin eroa verrataan ”kuin”-arvoon. Siis

perusarvo = x = (”kuin”-arvo)

prosenttiluku = p

prosenttiarvo = y− x = ero

y− x =
p

100
· x ⇔ y =

(
1+

p
100

)
· x

Jos y on p% pienempi kuin x, niin eroa verrataan ”kuin”-arvoon. Siis

perusarvo = x = (”kuin”-arvo)

prosenttiluku = p

prosenttiarvo = x− y = ero

x− y =
p

100
· x ⇔ y =

(
1− p

100

)
· x
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Arvon muuttuminen

Olkoon seuraavassa alkuperäinen arvo x ja muuttunut arvo X .

Jos x kasvaa p%, niin muutosta verrataan alkuperäiseen arvoon

perusarvo = x = alkuperäinen arvo

prosenttiluku = p

prosenttiarvo = X− x = muutos

X− x =
p

100
· x ⇔ X =

(
1+

p
100

)
· x

Jos x pienenee p%, niin muutosta verrataan alkuperäiseen arvoon

perusarvo = x = alkuperäinen arvo

prosenttiluku = p

prosenttiarvo = x−X = muutos (plus-merkkisenä)

x−X =
p

100
· x ⇔ X =

(
1− p

100

)
· x

Olkoot seuraavassa alkuperäiset arvot x ja y ja muuttuneet arvot X ja Y .

Jos x on p% arvosta y ja x kasvaa d prosenttiyksikköä, niin X on (p+d)% Y :stä.

alkuperäinen muuttunut
perusarvo = y perusarvo = Y

prosenttiluku = p prosenttiluku = p+d
prosenttiarvo = x prosenttiarvo = X

x =
p

100
· y

X =
p+d
100

·Y

⇔ d =
X
Y
·100− x

y
·100

Jos x on p% arvosta y ja x pienenee d prosenttiyksikköä, niin X on (p−d)% Y :stä.
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alkuperäinen muuttunut
perusarvo = y perusarvo = Y

prosenttiluku = p prosenttiluku = p−d
prosenttiarvo = x prosenttiarvo = X

x =
p

100
· y

X =
p−d
100

·Y

⇔−d =
X
Y
·100− x

y
·100

Esimerkki 20 Leipuri leipo0 pullia ja myy ne torilla. Kes-̈ ja heinäkuun katelaskelmat
ovat seuraavat

kesäkuu heinäkuu
myyntitulo 10000e myyntitulo 13200e
palkkakustannus −2500e palkkakustannus −2300e
raaka-ainekust. −6000e raaka-ainekust. −9000e
kate 1500e kate 1900e

Nyt katteen muutos prosentteina on

1900−1500
1500

·100% = 26,7%,

ja kateprosentin muutos on

1900
13200

·100%− 1500
10000

·100% =−0,61%.

Voimme siis sanoa, että kate kasvoi 26,7 prosenttia ja kate pieneni 0,61 prosenttiyk-
sikköä. (Eli kateprosentti pieneni.)

2.6 Kompleksiluvut

Yhtälöiden ratkaisujen aikana saattaa tulla tilanne, jossa toisen asteen yhtälöllä ei ole
reaalisia juuria, mutta yhtälölle löytyy silloin aina kompleksiset juuret. Tavallisten ra-
halaskujen yhteydessä kompleksisia juuria ei yleensä tuoda esiin juurina, koska niil-
le ei löydy reaalista tulkintaa. On kuitenkin kaksi tilannetta, jolloin on syytä ainakin
tietää mitä kompleksiset luvut ovat. (1) Kun käytetään differentiaaliyhtälöitä muutosil-
miöiden kuvaamisessa, muodostetaan karakteristinen yhtälö. Jos karakteristisen yhtä-
lön juuret ovat kompleksiset, se merkitsee käytännössä heilahtelevaa ratkaisufunktiota.
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(2) Jos ratkaistaan yhtälö tietokoneohjelmalla, niin ohjelmat usein antavat reaalijuur-
ten puuttuessa kompleksiset juuret. Tämä aiheuttaa hämminkiä, jos ei tiedä mitä tulos
merkitsee.

Kompleksilukujen esitys imaginääriyksikön avulla. Sovimme seuraavasta merkin-
nästä √

−1 = i = imaginääriyksikkö.

Lukua z = x+ iy = x+ y
√
−1 sanomme kompleksiluvuksi, jonka reaaliosa on x ja

imaginaariosa on y. Imaginääriyksikön tärkein ominaisuus, on

i2 = −1 (2.25)

Kun muistaa kaavan (2.25), kompleksiluvuilla laskeminen sujuu automaattisesti oikein.

Määritelmä 21 Kompleksiluvun z = x+ iy ∈ C reaaliosa on

Rez = x.

Kompleksiluvun z = x+ iy ∈ C imaginaariosa on

Imz = y.

Kompleksiluvun z = x+ iy ∈ C liittoluku on

z∗ = x− iy.

Kompleksiluvun z = x+ iy ∈ C moduli on

|z|=
√

x2 + y2 =
√

zz∗.

Kompleksiluvun z = x+ iy ∈ C argumentti on

argz = arctan
(y

x

)
.

Kompleksitaso. Kompleksiluku z = x+ iy ”sijoitetaan” xy-tasoon pisteeseen (x,y). Jos
nyt r = |z| ja α = argz, niin suoraan kuvasta nähdään, että r on pisteen etäisyys origosta
ja α on pisteen paikkavektorin ja x-akselin välinen kulma. Silloin
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-

Rez

6
Imz

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

α

r

tz = x+ iy

?
x

�y

x = r cosα ja y = r sinα

Esimerkki 22 Ratkaistaan yhtälö 2x2 + 4x+ 4 = 0. Juuret saadaan toisen asteen yh-

tälön ratkaisukaavalla.

2x2 +4x+4 = 0

⇔ x =
−4±

√
42−4 ·2 ·4
2 ·2 =

−4±
√
−16

4

⇔ x =
−4±

√
16 ·
√
−1

4
=−1± i

Ratkaisukaava siis antoi kompleksiset juuret x1 =−1+ i ja x2 =−1− i. Juuret toteut-

tavat yhtälön, sillä

2x2
1 +4x1 +4 = 2(−1+ i)2 +4(−1+ i)+4

= 2((−1)2−2i+ i2)+4(−1+ i)+4

= (2−4i−2)+(−4+4i)+4 = 0

2x2
2 +4x2 +4 = 2(−1− i)2 +4(−1− i)+4

= 2((−1)2 +2i+ i2)+4(−1− i)+4

= (2+4i−2)+(−4−4i)+4 = 0
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2.7 (x,y) -taso ja suoran yhtälö

Koulusta tuttu (x,y)-taso syntyy, kun taso varustetaan koordinaattiakseleilla eli ristik-
käin olevilla lukusuorilla. x-akseli on yleensä vaakasuora ja sen suunta on vasemmal-
ta oikealle. y-akseli on yleensä pystysuora ja sen suunta on alhaalta ylöspäin. Akselit
sijoitetaan siten, että ne ovat kohtisuorassa toistensa suhteen. Akselien leikkauspiste
on origo. Origo on akselien ainoa yhteinen piste ja se on kummankin akselin mitta-
asteikon nollakohta.

Jokaisen tason pisteen P0 paikka voidaan yksikäsitteisesti ilmaista seuraavasti. Piirre-
tään pisteen P0 kautta pystysuora suora, joka leikkaa x-akselin kohdassa x0 ja piirretään
pisteen P0 kautta vaakasuora suora, joka leikkaa y-akselin kohdassa y0. Merkitsemme

P0 = (x0,y0),

ja sanomme, että piste P0 on kohdassa x0 ja korkaudella y0.

x

y

P0

x0

y0

merkintä: P0 = (x0,y0)
sanotaan: ”P_nolla on x_nolla y_nolla”

Suoran yhtälö

Suoralle on koulussa käytetty kahta perusformaattia.

y = ax+b, ja (2.26)

Ax+By+C = 0. (2.27)
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Yhtälö (2.26) on helppo muistaa siitä, että funktion f (x) = ax+ b kuvaaja on suora.
Toinen suoran yhtälön muoto (2.27) ei ole yhtä tuttu, mutta usein suoran yhtälö tulee
esiin juuri tässä muodossa. Siksi on tärkeätä tunnistaa se suoran yhtälöksi.

merkintä: y = ax+b
sanotaan: ”y on a_x plus b”

merkintä: Ax+By+C = 0
sanotaan: ”A_x plus B_y + C on nolla”

Esimerkki 23

Piste (x,y) = (4,9) on suoran y =
3
2
· x+3 piste,

sillä 9 =
3
2
·4+3.

Esimerkki 24

Piste (x,y) = (4,9) on suoran −3x + 2y−6 = 0 piste,

sillä −3 ·4+2 ·9−6 = 0.

Suoran jyrkkyys, kulmakerroin

Tarkastellaan ensin suoraa
y = ax+b. (2.28)

Suoralla on suuri määrä pisteitä. Pisteen P0 = (x0,y0) kohta x0 voidaan valita vapaasti
ja sitä vastaava suoran pisteen korkeus y0 saadaan sijoittamalla x0 yhtälöön (2.28) ja
ratkaisemalla siitä y.

Esimerkki 25 Lasketaan joukko pisteitä suoralta y = 0,5x+1.

xk yk = 0,5xk +1 (xk,yk)

x0 = 0 y0 = 0,5 ·0+1 = 1 (0,0; 1,0)
x1 = 1 y1 = 0,5 ·1+1 = 1,5 (1,0; 1,5)
x2 = 2 y2 = 0,5 ·2+1 = 2 (2,0; 2,0)
x3 = 3 y3 = 0,5 ·3+1 = 2,5 (3,0; 2,5) x

y

0 1 2 3

1

2
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Kun katsomme esimerkin kuvaa, niin välittömästi huomaa, että kun yhdestä suoran
pisteen kohdasta xi siirrymme 1:n verran oikealle kohtaan xi+1, niin uudessa kohdassa
suoran pisteen korkeus on 0,5:n verran isompi kuin lähtökohdassa. Suoran pisteestä
pääsee uuteen suoran pisteeseen, kun siirtyy ”yhden oikealle ja 0,5 ylös”.

Määritelmä 26 Jos suoran yhtälö muutetaan muotoon

y = ax+b, (2.29)

niin sanomme kerrointa a suoran kulmakertoimeksi. Jos suoran kulmakerroin on posi-
tiivinen, niin sanomme, että suora on nouseva. Jos suoran kulmakerroin on negatiivi-
nen, niin sanomme, että suora on laskeva.

Mitä suurempi nousevan suoran kulmakerroin on, sitä jyrkemmin suora nousee. Vas-
taavasti mitä suurempi laskevan suoran kulmakertoimen itseisavo on, sitä jyrkemmin
suora laskee. Seuraavassa on todettu kaksi suoran kulmakertoimen ominaisuutta. Kum-
pikin niistä voisi olla kulmakertoimen määritelmä.

Lause 27 Olkoon suoran yhtälö
y = ax+b.

(1) Jos (x0,y0) on suoran piste, niin myös (x0 + 1,y0 + a) on suoran piste. Toisin sa-
noen: kun suoran pisteestä siirrytään

”yksi oikealle ja a ylös”,

niin ollaan taas suoralla.
(2) Jos (x0,y0) ja (x1,y1) ovat kaksi suoran pistettä (x0 6= x1), niin kulmakerroin a ja
vakiotermi b saadaan lausekkeista

a =
y1− y0

x1− x0
,

b = y0−ax0.

(1) Kohdassa x1 = x0 +1 pisteen y-koordinaatti on

y1 = ax1 +b = a(x0 +1)+b = (ax0 +b)+a = y0 +a.

(2)
y1− y0

x1− x0
=

(ax1 +b)− (ax0 +b)
x1− x0

=
ax1−ax0

x1− x0
= a.
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Suora kahden pisteen kautta

Jos tiedämme kaksi suoran pistettä P0 = (x0,y0) ja P1 = (x1,y1), niin voimme helposti
määrittää yhtälön suoralle, joka kulkee annettujen pisteiden kautta.

Sijoittamalla suoran yhtälön perusmuotoon y= ax+b lauseen (27) mukaiset lausekkeet
saadaan

y = ax+b,

⇔ y = ax+(y0−ax0)

⇔ y = y0 +a(x− x0) (2.30)

⇔ y = y0 +
y1− y0

x1− x0
(x− x0). (2.31)

Esimerkki 28 Maanviljelijä M. V. tuo tuotteitaan torille myytäväksi. Porkkanan ky-
syntä riippuu sen hinnasta. Eri aamuina torilla on eri määrä tuottajia ja heidän torille
tuomansa porkkanan kokonaismäärä vaihtelee. Tarkastellaan aamua, jolloin porkka-
nan kokonaistarjonta torilla on q (kg). Toripäivä alussa maanviljelijä M. V. miettii oi-
keata kilohintaa p (e/kg) porkkanalle.

Eilen oli ollut hyvä toripäivä. Porkkanaa oli ollut tarjolla q0 (kg) ja viimeinenkin pork-
kana saatiin myytyä hintaan p0 (e/kg) juuri ennen toripäivän päättymistä. Eilinen tar-
jonta oli reippaasti isompi kuin tänään, eli q0 > q. Tänään ei kannata myydä samal-
la hinnalla kuin eilen, sillä jos myytäisiin pienempää määrää samalla hinnalla, niin
porkkana loppuisi jo iltapäivällä. Maanviljelijän kannalta on hyvä, että kaikki porkka-
na saadaan myytyä, mutta hieman suuremmalla hinnalla olisi myös saatu kaikki pork-
kanat myydyksi ja päivän myyntituotto olisi ollut isompi. Maanviljelijä asettaa siis ki-
lohinnan isommaksi kuin p0. (Siis: q < q0⇒ p > p0)

Kaksi päivää sitten oli myös ollut hyvä toripäivä. Porkkanaa oli ollut tarjolla q1 (kg) ja
viimeinenkin porkkana saatiin myytyä hintaan p1 (e/kg) juuri ennen toripäivän päätty-
mistä. Toissapäiväinen tarjonta oli reippaasti pienempi kuin tänään, eli q1 < q. Tänään
ei kannata myydä samalla hinnalla kuin kaksi päivää sitten, sillä jos myytäisiin isom-
paa määrää samalla hinnalla, niin suuri osa porkkanoista jäisi myymättä ja maanvil-
jelijän pitäisi kuljetta ne takaisin tilalleen. Tämä lisää työtä ja kasvattaa hävikkiä. Osa
porkkanoista saattaa pilaantua. Maanviljelijä toivoo taas, että hieman ennen toripäi-
vän loppumista viimeinenkin porkkanapussi tulee myydyksi, ja sitä varten tulee pork-
kanakilon hintaa laskea kahden päivän takaisesta. Maanviljelijä asettaa nyt kilohinnan
pienemmäksi kuin p1. (Siis: q > q1⇒ p < p1)
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Esimerkki 29 Olkoon edellisen esimerkin eilinen määrä q0 = 200kg ja hinta p0 =

1,45e/kg, ja vastaavasti toissapäiväinen määrä q1 = 100kg ja hinta p1 = 2,10e/kg.
Tänään on myynnissä q = 182kg porkkanaa. Miten asetamme tämän päivän hinnan p?

Koska q1 < q < q0, niin edellisen esimerkin perusteella arvelemme, että p0 < p < p1.
Kovin paljon enempää emme sitten voikaan varmuudella sanoa. On kuitenkin järkevää
ja käytännössä ”totta” olettaa, että (q, p)-tasoon piirretyt järkevät arvoparit sijaitsevat
likimain suoralla

q

p

q1

p1

q0

p0

q

p

Pisteiden (q0, p0) ja (q1, p1) kautta kulkevan suoran yhtälöstä saamme arvion

p ≈ p0 +
p1− p0

q1−q0
(q−q0) (2.32)

= 1,45e/kg+
2,10e/kg−1,45e/kg

100kg−200kg
· (182kg−100kg) = 1,98e/kg

Huomautus 30 Aloitimme edeltävän esimerkkisarjan toteamuksella, että ”kysyntä q
riippuu hinnasta p”. Nyt kuitenkin kuvan perusteella näyttääkin siltä, että p riippuu
q:sta.

Kuluttaja, joka saattaa jättää porkkanapussin ostamatta, jos se on kovin kallis, on edel-
leen sitä mieltä, että kysyntä riippuu hinnasta. Edellä oleva kuva esittääkin maanvil-
jelijän hinnoitteluprosessia, jossa hinta tulee asettaa mahdollisimman korkeaksi niin,
että päivän lopussa kaikki porkkanat on saatu myytyä. Maanviljelijän näkökulmasta
kuva antaa hyvän ja havainnollisen kuvan vaihtoehdoista.

Kuluttajakin on tyytyväinen kuvaan, jos kääntää q-akselin pystyyn ja katsoo kuvaa lu-
kien paperia valoa vasten paperin kääntöpuolelta.
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2.8 Polynomifunktio

Tässä kappaleessa kertaamme nopeasti koulusta tuttuja asioita. Seuraavassa pääluvussa
laajennamme näkökulmaa ja täsmennämme käsitteitä.

Polynomi

Muuttujan x polynomi on muotoa

P(x) = cnxn + . . .+ c2x2 + c1x+ c0

oleva lauseke. Polynomi muodostuu siis termeistä, ja jokainen termi on muotoa:

+2x3

merkki kerroin potenssi

• merkki on + tai−. Ensimmäisen termin +-merkki voidaan jättää merkitsemättä.

• kerroin on luku tai muuttuja. Ykkönen voidaan kertoimena jättää merkitsemättä.

• potenssi on muotoa: muuttujaeksponentti.
Muuttuja on usein x, mutta voi olla jokin toinenkin kirjain. Eksponentti on ei-
negatiivinen kokonaisluku. Eksponentti on samalla termin asteluku.
Eksponentti 1 jätetään yleensä merkitsemättä (x1 = x). Samoin astetta 0 oleva
potenssi on yksi ja se voidaan jättää merkitsemättä (5x0 = 5 ·1 = 5).

Jos polynomissa on vain yksi termi sitä sanotaan monomiksi. Jos polynomissa on kaksi
termiä se on binomi. Jos polynomissa on kolme termiä se on trinomi. Korkeinta astetta
olevan termin asteluku (eksponentti) on polynomin asteluku.

Polynomi kerrotaan luvulla siten, että jokainen termi kerrotaan erikseen. Kahden po-
lynomin summa P1(x)+P2(x) lasketaan siten, että samaa astetta olevat termit laske-
taan yhteen. Kahden polynomin erotus saadaan periaatteessa yhdistämällä edeltävistä.
P1(x)−P2(x) = P1(x)+(−1 ·P2(x)). Kahden polynomin tulo saadaan periaatteella: ”jo-
kaisella termillä kerrotaan jokainen termi.
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Esimerkki 31 Olkoon P1(x) = 3x2 + 1, ja P2(x) = −x2 + 2x− 1. Polynomien summa,
erotus ja tulo ovat

P1(x)+P2(x) = (3x2 +1)+(−x2 +2x−1) = 2x2 +2x

P1(x)−P2(x) = (3x2 +1)− (−x2 +2x−1)

= (3x2 +1)+(x2−2x+1) = 4x2−2x+2

P1(x) ·P2(x) = (3x2 +1) · (−x2 +2x−1)

= 3x2 · (−x2)+3x2 ·2x+3x2 · (−1)+1 · (−x2)+1 ·2x+1 · (−1)

= −3x4 +6x3−3x2− x2 +2x−1 =−3x4 +6x3−4x2 +2x−1

Edellisen esimerkin laskutehtävät ovat peruskoulutasoa, eikä tällä kurssilla ole aikaa
selittää tai harjoitella näitä asioita. Jos huomaat tekeväsi virheitä tämän kaltaisessa las-
kemisessa, niin ota selvää verkossa olevasta interaktiivisesta harjoitus-materiaalista.
Harjoita rutiinia niin, että paineenkin alla koetilanteessa tiedät osaavasi manipuloida
lausekkeita oikein.

Polynomifunktion kuvaaja

Funktio on laki, joka liittää jokaiseen mahdolliseen kohtaan x vastaavan arvon y= f (x).
Kun kaikki (kohta, arvo)-parit piirretään pisteinä (x,y)-koordinaatistoon, saadaan funk-
tion kuvaaja.

Aste = 0 Jos polynomin aste on nolla, niin siinä on ainoastaan vakiotermi, ja funktio
saa vakioarvon. Funktion kuvaaja on vaakasuora.

x

y

P0(x) = 2
y = 2
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Aste = 1 Jos polynomin aste on yksi, niin kuvaaja on suora. Suora on nouseva, jos x:n
kerroin on positiivinen ja suora on laskeva, jos x:n kerroin on negatiivinen. x:n kerrointa
voidaan sanoa kulmakertoimeksi, koska funktion kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin
se on. Jos kulmakerroin eroaa nollasta, niin polynomifunktiolla on yksi nollakohta.

x

y

P1(x) = 0,5x+1 y =
0,5x+1

Aste = 2 Jos polynomin aste on kaksi, niin kuvaaja on paraabeli. Paraabeli on ylös-
päin aukeava, jos toisen asteen termin kerroin on positiivinen ja paraabeli on alaspäin
aukeava, jos toisen asteen termin kerroin on negatiivinen.

x

y

P2(x) = 0,5x2−2,5x+3
y = 0,5x2−2,5x+3

Toisen asteen polynomifunktion kuvaajan hahmottaminen on tarpeen voitonmaksimoin-
nin yhteydessä. Nollakohtien lukumäärä riippuu diskriminantista. Polynomifunktioon
P(x) = ax2 +bx+ c liittyvä diskriminantti on D = b2−4ac. Jos diskriminantti on po-
sitiivinen, niin funktiolla on kaksi nollakohtaa (paraabeli leikkaa x-akselia kahdessa
pisteessä). Jos diskriminantti on nolla, niin funktiolla on yksi nollakohta (eli paraabeli
sivuaa x-akselia). Jos diskriminantti on negatiivinen, niin funktiolla ei ole nollakohtia.
Kuvaajan kaikki pisteet ovat silloin samalla puolella x-akselia. Huomaa, että paraabeli
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on kyllä olemassa, vaikka nollakohtia ei olisikaan.

Aste = 3 Kolmannen asteen polynomifunktiolle ei ole omaa nimeä. Emme tarvitse
tämän kurssin aikana kolmannen asteen polynomifunktiota. Hyvään yleissivistykseen
kuitenkin kuuluu tietää miltä sen kuvaaja näyttää. Kolmannen asteen polynomifunk-
tiolla on yksi, kaksi tai kolme reaalista nollakohtaa. Joka tapauksessa sillä on ainakin
yksi reaalinen nollakohta.

x

y

P3(x) = x3−6x2 +9x+0,1
y = x3−6x2 +9x+0,1
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Talousmatematiikan 
perusteet 

Mallintamisesta,
esimerkkinä varastomallit

Professori Ilkka Virtanen

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 2

Sisällysluettelo
Varastomallit esimerkkinä mallintamisesta
1.Peruskäsitteet
2.Perusmalli (EOQ -malli, yhden muuttujan 

optimointitehtävä)
2.1. Mallin muodostus
2.2. Mallin ratkaisu
2.3. Ratkaisun analysointi ja tulkinta
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10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 3

Sisällysluettelo, jatkuu
3.Perusmalli tapauksessa, kun puute sallitaan 

(kahden muuttujan optimointiteht.)
4.Perusmalli tapauksessa, kun täydennys-

nopeus on äärellinen (tuotantomalli)
5.EOQ -malli ja määräalennukset (epäjatkuva 

tavoitefunktio)
6.Perusmalli kahden hyödykkeen ja rajoitetun 

varastotilan tapauksessa (Lagrangen kerroin   
-menetelmä)

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 4

Sisällysluettelo, jatkuu
7.Ratkaisun optiminjälkeinen herkkyys-

analyysi
7.1. Herkkyysanalyysin yleinen kysymyk-

senasettelu
7.2 . EOQ -mallin herkkyysanalyysi
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Varastomallien peruskäsitteitä
Kysyntä. Tuotteen kysyntä voi olla
– deterministinen so. etukäteen tunnettu
• tasainen tai monotonisesti muuttuva (staattinen)
• dynaaminen (esim. kausivaihtelu)

– stokastinen eli satunnaisuutta sisältävä
Varaston täydentämisnopeus voi olla
– ääretön (kertasuoritus esim. ulkopuolisena 

toimituksena)
– äärellinen (täydennys esim. tuotannosta)

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 6

Varastomallien peruskäsitteitä
Tilausväli on kahden peräkkäisen tilaus-
hetken väli. Perusteena
– varaston taso (hälytysraja)
– tarkkailu (jatkuva tai jaksollinen)
– kiinteä väli

Toimitusaika,viive tilauksen ja täydennys-
erän toimituksen välillä
Suunnittelukausi, aika jolle laskelmat 
tehdään
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10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 7

Varastomallien peruskäsitteitä
Varastoitavien lajikkeiden määrä; merki-
tystä, jos lajikkeilla keskinäistä riippuvuutta 
tai tilarajoituksia
Varastokapasiteetti; merkitystä, jos varasto-
tila rajoite
Täydennyserän koko, tilattava tuotanto- tai 
toimituserä
Ostohinta, mikäli on määräalennuksia

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 8

Varastomallien peruskäsitteitä
Myyntihinta, mikäli on tukku- tai muita 
alennuksia
Varaston ylläpitokustannus sisältää pää-
oma-, varastointi- ja käsittelykustannukset,  
pilaantumisen ja hävikin, verot ja 
vakuutukset ym.
Tilauskustannukset, tilauksen teosta tai 
tuotannon aloittamisesta aiheutuva kiinteä 
kertakustannus
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Varastomallien peruskäsitteitä

Puutekustannus syntyy, kun kysyntää ei 
pystytä tyydyttämään
– menetetty myynti tai ylimääräiset hankinta-

kustannukset
– maineen menetys
– seisokki- tai ylityökustannukset

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 10

Mallinnettava päätösongelma

Tehtäviä päätöksiä ovat mm.
– kuinka usein tilataan (tilausväli)?
– kuinka paljon tilataan kerralla (eräkoko)?
– milloin tilataan (tilaushetki)? 

102



10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 11

Perusmallin olettamukset
Perusmallina ns. Economic Order Quantity 
(EOQ) -malli v. 1915 (F.W. Harris), 
tunnettu myös neliöjuurikaavana.
Mallin olettamukset (vrt. peruskäsitteet):
– Pelkistykset ja rajaukset
• täydennykset kertasuorituksena (täydennysnop. = )
• toimitusaika vakio (voidaan olettaa = 0, vrt. 

ennakointi)
• pitkä suunnittelukausi (toistuvat tilaukset)
• yksi varastoitava tuote

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 12

Perusmallin olettamukset
• ei tilarajoituksia
• osto- ja myyntihinnat vakioita (ei paljous- ym. 

alennuksia)
• puutetta ei sallita

Mallin parametrit
– kysyntä D on tunnettu ja vakio, [D] = kpl/v 
– varaston ylläpitokustannus h on vakio, [h] = 

mk/kpl*v
– tilauskustannus K on vakio ja tilausmäärästä 

riippumaton, [K] = mk/erä
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Perusmallin olettamukset
Mallin (päätös)muuttujat
– tilauserän koko q on vakio, [q] = kpl
– tilausväli t, määräytyy kysynnän ja eräkoon 

perusteella (ts. vaihtoehtoinen riippumaton 
päätösmuuttuja q:lle), [t] = v

Mallin tavoitefunktio
– etsittävä sellainen tilauserän koko q (tilausväli t), 

jolla suunnittelukauden (tai aikayksikössä synty-
vät) varastoinnin kokonaiskustannukset (tilaus-
kust. + varaston ylläpitokust.) minimoituvat

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 14

EOQ - malli, graafinen esitys
Olettamukset johtavat malliin, jossa varaston 
taso kehittyy ajan funktiona seuraavasti:

0

Varaston taso

q

Aika

tasainen vakiokysyntä täydennysnopeus =  

t
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Miksi seuraavat vaihtoehdot eivät 
tule kysymykseen ?
Vaihtoehto 1:

M

M-q

q

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 16

Miksi seuraavat vaihtoehdot eivät 
tule kysymykseen ?
Vaihtoehto 2:

m+q

m

q
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EOQ - mallin formulointi
Määritetään kustannukset per aikayks. (mk/v):
Tilauskustannukset

- tilauksia per aikayksikkö: D/q   
[D/q] = (kpl/ v)/ (kpl/erä) = erää/v
– tilauskustannukset aikayksikössä

 C1(q) = K·(D/q)
 [K·(D/ q)] = (mk/ erä)(erää/ v) = mk/v

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 18

EOQ - mallin formulointi
Tilauskustannusten riippuvuus eräkoosta graafisesti:

C1(q)

q

C1(q) = K D/q

Mikä funktiotyyppi
on kysymyksessä?
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EOQ - mallin formulointi
Varaston ylläpitokustannukset

q/ 2

q

t

– keskimääräinen varasto = q/2
– kustannukset aikayksikössä = yksikkö-

kustannukset · keskimääräinen varastotaso

q

C2(q)
C2(q) = h q/2
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Kokonaiskustanusfunktio
TC(q) = C1(q) + C2(q) = K·D·(1/q) + (h/2)·q

q

Kust.

TC(q0)

C2(q)

C1(q)

q0

TC 0= TC(q0)
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EOQ - mallin ratkaisu
Kokonaiskustannukset:

TC(q) = K·D·(1/q) + (h/2)·q
Välttämätön ehto minimille:

d[TC(q)]/dq = -K·D·(1/q2) + h/2 = 0
Tästä ratkaisemalla optimaalinen eräkoko:

EOQ:
h
KDq 2

0

(Ehdot optimille, mitkähän ne olivatkaan?)
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EOQ - mallin ratkaisun tarkastelua

Optimieräkoko:

q0
2KD

h

Optimaalinen tilausväli:

t0
q0
D

2KD
h

1
D

2K
hD
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EOQ - mallin ratkaisun tarkastelua

Optimikustannukset (= minimikustannukset):

0
0

020100 2
1)()()( qh
q

KDqCqCqTCTC

h
KDh

KD
hKD 2

22

KDhKDhKDhKDh 2
2

2
22

Huom.: C1(q0) = C2(q0)  (vrt. myös aiempi kuva!)

Lopputulos: KDhTC 20
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Optimieräkoko ja -kustannukset

Optimieräkoko:

Optimikustannukset:
h
KDq 2

0

  ;22 00 qh
h
KDhKDhTC

00
0

122
2

22
q

KD
q
KD

h
KD

KDKDhTC

KDhTC 20
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Esimerkki 1.
Tarkastellaan varastonpitoa, jossa

kysyntä D = 18 000 kpl/v
tilauskustannukset K = 2000 mk/erä
varaston ylläpitokustannukset h  = 6 mk/kpl·v

Saadaan seuraavat varastojärjestelmään liittyvät tunnusluvut:

kplkpl
vkplmk

vkplmk
h
KDq  3464)( 1012

/ 6
/ 18000 200022 26

0

vmkkplvkplmkhqTC / 20784 3464 )/( 600
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Esimerkki 1.
Tilauksia (ja varaston täydennyksiä):

Varastonpidon kustannukset myytyä tuoteyksikköä kohti:

Tilausväli:

v
kpl

vkpl
q
DN / 2.5

 3464
/ 18000

0
0

päiväävv
ND

q
t  69  192.0)/ 2.5(1 1

0

0
0

kplmk
kplmk

vmk
D

TC
UC / 15.1

/ 18000
/ 207840

0
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EOQ-malli puutekustannuksin
Olettamukset kuten perusmallissa paitsi että puute sallitaan.

s  = puutekustannus,   [s] = mk/kpl·v
M = varaston maksimitaso, jolloin q-M = maksimipuute

q

q-M

t1 t2

t = t1+ t2

t = q/D, t1 = M/D, t2 = (q-M)/D
M-q

Aika

Varastotaso

M
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EOQ-malli puutekustannuksin
Varaston keskikoko :

Keskimääräinen puute:

Kokonaiskustannukset aikayksikössä:

tilaus  varasto       puute

q
M

Dq
DMM

t
tM

t
t

t
tM

2/
/

22
0

2

2
121

q
Mq

Dq
DMqMq

t
tMq

t
tMq

t
t

2
)(

/
/)(

222
)(0

2
221

q
sMq

q
hM

q
KDMqTC

2
)(

2
),(

22
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EOQ-malli puutekustannuksin
Päätösmuuttujia tarvitaan tässä uudessa, puutteen sallivassa 
mallissa kaksi. Edellä näiksi muuttujiksi on valittu tilausmäärä
q ja taso, jolle varasto täydennyksen jälkeen nousee (M ). 
Nämä yhdessä määräävät mm. maksimipuutteen q -M ja 
tilausvälin t (sekä tämän osat t1 ja t2 ). Muitakin valintoja 
päätösmuuttujiksi olisi voitu tehdä (esimerkiksi minkälaisia?).

Puutteen ja puutekustannusten tuominen malliin muuttavat 
mallia tarvittavan matematiikan osalta ratkaisevasti. Yhden 
muuttujan (päätös)funktiosta on siirrytty usean muuttujan 
funktioon.  Esimerkiksi minimikustannukset antavan ääriarvo-
kohdan löytämiseksi on turvauduttava päätösmuuttujien 
suhteen laskettuihin osittaisderivaattoihin.
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Puutemallin ratkaisu
Ehto optimiratkaisulle (ääriarvokohdassa 
osittaisderivaatat = 0):

TC
q

2KD sq2 (s h)M2

2q2 0

TC
M

(h s)M qs
q

0
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Puutemallin ratkaisu
Yhtälöryhmän ratkaisuksi saadaan (totea itse laskemalla):

missä q0 on perusmallin optimieräkoko. Tilauserän koko siis 
kasvaa perusmalliin verrattuna.

q 1
2 KD (h s)

hs
2 KD

h
h s

s
q 0

h s
s

,

M 1
2KDs

h (h s)
2KD

h
s

h s
q 0

s
h s

.

Maksimivarasto taas pienenee perusmalliin verrattuna (q0  on 
paitsi eräkoko myös maksimivarasto EOQ:ssa).
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Puutemallin ratkaisu
Puutemallin tarkastelu, kun s :

Malli antaa siis erikoistapauksena EOQ-mallin, kun asetetaan    
s = . Yleisestikin: mikäli mallin yleistys on tapahtunut 
oikein, pelkistetty malli saadaan yleisen erikoistapauksena.

lim
s

q1
2KD

h
lim
s

h s
s

2KD
h

q0,

lim
s

M1

2KD
h

lim
s

s
h s

2KD
h

q0 .
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Esimerkki 2.
Tarkastellaan varastonpitoa, jossa

kysyntä D = 18 000 kpl/v
tilauskustannukset K =  2000 mk/erä
varaston ylläpitokustannukset h  =  6 mk/kpl·v
puutekustannukset s   =  25 mk/kpl·v

Saadaan mm. seuraavat varastojärjestelmään 
liittyvät tunnusluvut:

q1 q0
h s

s
3464

6 25
25

 kpl 3857 kpl
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Esimerkki 2.

Esimerkissä puutekustannukset ovat suuremmat kuin varaston 
ylläpitokustannukset (25 mk/kpl·v  vs.  6 mk/kpl·v). Kuitenkin 
varastonpidon kokonaiskustannukset alenevat (18665 mk/v  
vs. 20784 mk/v).

M1 q0
s

h s
3464

25
6 25

 kpl 3110 kpl

TC1
2000 18000

3857
3110 2 6
2 3857

747 2 25
2 3857

18665 mk /v

Miksiköhän näin?
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Tuotantomalli
(EOQ-malli & äärellinen täydennysnopeus)

Muut olettamukset kuten EOQ-mallissa paitsi lisänä 
äärellinen täydennysnopeus r, [r] = kpl/v.

Varasto täyttyy aikana (a,b)
vauhdilla  r - D,  (r > D)

a b c

q Aikana (b,c) varasto tyhjenee
vauhdilla  D

Tilausväli on  q/D, joten
tyhjenemisvaiheen pituus on

c - b = q/D - q/r = q(r - D)/Dr

Tuotanto kestää ajan
b - a = q/r
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Tuotantomallin johtaminen

q

x

q/r q(r - D)/rD

q/D //

Varaston maksimikoko on  (q/r)· (r - D) = q(r - D)/r ja varaston keskikoko 
siten  q(r - D)/2r. Varaston vuotuinen ylläpitokustannus on näin hq(r -D)/2r 

rD
Drq

Dq
x
q

)(
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Tuotantomallin ratkaisu
Varastonpidon kokonaiskustannukset tuotantomallissa ovat siten:

Kustannukset saavuttavat minimiarvonsa (totea laskemalla!), kun

TC(q)
KD
q

hq(r D)
2r

.

002 )(
2 q

Dr
rq

Drh
KDrq

M2
q2
r

(r D) 2KD(r D)
hr

q0
r D

r
q0 .
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Tuotantomallin ratkaisu
Analyysiä:
1) Eräkoko kasvaa (ts. q2 > q0), sillä q2:n neliöjuurilauseke > 1
2) Varaston tilatarve (varastotason maksimiarvo) pienenee, sillä 

neliöjuurilauseke M2:ssa < 1
3) Minimikustannuksiksi saadaan (totea itse laskemalla, so. sijoittamalla q2:n 

lauseke TC(q):n lausekkeeseen):

4) EOQ-malli on tuotantomallin erikoistapaus (tuotantovauhti r = ):

lim
r

q2 q0 lim
r

r
r D

q0 .

0022
)(2)( TC

r
DrTC

r
DrKDhqTCTC
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Esimerkki 3
Olkoon

Kysyntä 18000 kpl/v
Tuotantonopeus 36000 kpl/v
Tilauskustannukset 2000 mk/erä
Varaston ylläpitokustannukset 6 mk/kpl·v

q 2
2 2000 18000 36000

6 18000
kpl 4900 kpl

M 2
q 2 (r D)

r
2450 kpl

TC 2 14697 mk /v

(q0 = 3464 kpl)

(M0 = 3464 kpl)

(TC0 = 20784 mk/v)

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 40

EOQ-malli paljousalennuksin
Olettamukset kuten perusmallissa, mutta ostohinta varastoon 
on eräkoosta riippuva, ts. p = p(q). Oletetaan porrasfunktio:

q

p = p(q)
p1

p2
p3

q1 q2

TC (q)
KD
q

hq
2

p (q) D (tilaus- + varastointi- + hankintakust.)
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EOQ-malli paljousalennuksin

TC ilman hankintakust.

q0

TC, kun p=p1
TC, kun p=p2
TC, kun p=p3

q0
2KD

h
 (sama minimikohta kaikilla käyrillä!)

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 42

Alennusrajojen q1  ja q2 sekä minimikohdan q0 keskinäi-
sestä sijainnista riippuen saadaan kokonaiskustannusten 
minimille erilaisia ratkaisuja:
– q0 on optimi ja q0 > q2 ; optimaalinen varastointipolitiikka ja 

alennukset hyödynnetty täysimääräisesti (p = p3)
– q0 on optimi ja q2 > q0 > q1 ; optimaalinen varastointipolitiikka ja 

alennukset hyödynnetty osittain (p = p2)
– q0 on optimi ja q0 < q1 ; optimaalinen varastointipolitiikka ja 

alennuksia ei voida hyödyntää (alennukset eivät riittävät suhteessa 
varastointikustannusten nousuun; p = p1)

– q1 on optimi ja q0 < q1 ; alennus p1 -> p2 kompensoi kohonneet 
varastointikustannukset (mutta alennus p2 -> p3 ei enää kompensoi)

– q2 on optimi ja q2 > q0 ; alennusten täysimääräinen hyödyntäminen 
kompensoi kohonneet varastointikustannukset

Esitä kuhunkin tapaukseen liittyvä tilanne graafisesti!
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Optimaalisen eräkoon määrittämiseksi saadaan näin 
algoritmi (yleisesti n:lle eri hinnalle p1 ,..., pn):

1. Määritetään q0 = (2KD/h)1/2

2. Lasketaan
TC0 = TC(q0) = (2KD/h)1/2 + p(q0)·D
TCi = TC(qi) = KD/qi + hqi /2 + pi+1 D     (i = 1,2,...,n-1)

3. Optimaalinen q on se, jolla TC kohdassa 2 on pienin.

Algoritmiseen (so. numeeriseen) ratkaisuun 
joudutaan analyyttisen ratkaisun sijasta, koska 
minimoitava funktio on epäjatkuva.
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Kaksi tuotetta, rajoitettu varastotila
(Lagrangen kertoja -menetelmä)
EOQ-mallin olettamukset muuten, paitsi

varastoitavia tuotteita oletetaan olevan kaksi
varastotila voi osoittautua optimipolitiikkaa 
rajoittavaksi tekijäksi

D1, D2 kysynnät, toisistaan riippumattomat
K1, K2 tilauskustannukset
h1, h2 ylläpitokustannukset
b1, b2 tilantarve tuoteyksikköä kohti
B käytettävissä oleva varastotila
q1, q2 eräkoot (päätösmuuttujat)
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Lagrangen kertoja -menetelmä
Malli kokonaiskustannuksille:
TC(q1 , q2) = K1 D1 /q1 + K2 D2 /q2 + ½ h1 q1 + ½ h2 q2

lisäehdolla  b1 q1 + b2 q2 B (tilarajoitus)

Periaatteet ratkaisulle:

1o Etsitään TC(q1 , q2):n tavallinen (vapaa) kahden muuttujan  
funktion ääriarvokohta. Jos ratkaisu toteuttaa tilarajoitus-
ehdon, on optimiratkaisu löytynyt (varastotila riittää 
kaikissa olosuhteissa, koska se riittää suurimmalle 
mahdolliselle varastollekin). Ellei tilarajoitusehto toteudu, 
joudutaan etsimään ns. sidottu ääriarvo Lagrangen kertoja 
-menetelmällä (kohta 2o).
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Lagrangen kertoja -menetelmä
2o Muodostetaan ns. Lagrangen funktio, jonka tavallinen 

ääriarvokohta antaa alkuperäiselle kokonaiskustannus-
funktiolle etsityn sidotun ääriarvokohdan. Lisäksi saadaan 
tärkeätä informaatiota rajoitusehdon tiukkuudesta.

Vapaan ääriarvon määritys (kohta 1o):

0

0

22
1

2
2

22

2

12
1

2
1

11

1

h
q

DK
q
TC

h
q

DK
q
TC
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Lagrangen kertoja -menetelmä
Yhtälöistä saadaan ratkaisemalla helposti ääriarvokohtaehdokas:

2

22
2

1

11
1

2

2

h
DKq

h
DKq

Lagrangen funktion muodostaminen alkuperäisen tavoitefunk-
tion, tilarajoituksen ja Lagrangen kertojan avulla (kohta 2o):

L(q 1 ,q 2 , ) TC(q 1 ,q 2 ) (b 1q 1 b 2q 2 B)
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Lagrangen kertoja -menetelmä
L:llä on sama ääriarvokohta muuttujien q1 ja q2 suhteen kuin 
TC:lläkin edellyttäen, että  :n kerrottavana oleva sulkulauseke 
= 0, ts. että tilarajoitusehto toteutuu! Ääriarvokohdalle saadaan 
ehdot:

L
q1

K1D1

q1
2

1
2
h 1 b1 0

L
q2

K2D2

q2
2

1
2

h2 b2 0

L b1q1 b2q2 B 0
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Lagrangen kertoja -menetelmä

Yhtälöryhmästä voidaan ratkaista (laskutoimitukset yleensä 
verraten monimutkaisia) lausekkeet q1 :lle (= q1

opt) ja q2 :lle     
(= q2

opt ) sekä :lle. Yhtälöryhmän viimeinen yhtälö takaa, 
että ratkaisu toteuttaa tilarajoituksen.
Ratkaisuna saadaan myös arvo :lle, Lagrangen kertojalle. 
Kertoimella on tärkeä taloudellinen tulkinta. Se ilmoittaa 
tilarajoitteen varjohinnan, ts. kuinka paljon (marginaalisesti 
optimissa) kustannukset lisääntyvät sen johdosta, että tila on 
pullonkaulatekijä. Jos varastotilaa olisi käytettävissä yksi 
tilayksikkö enemmän, varastoinnin kokonaiskustannukset 
alenisivat :n verran.
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Lagrangen kertoja -menetelmä

Varjohinnoilla on erittäin keskeinen merkitys mm. 
lineaarisen optimointitehtävän (LP-mallin) ratkaisemisessa, 
sekä ratkaisuteknisesti että ratkaisun taloudellisen tulkinnan 
kannalta. LP-mallin herkkyysanalyysi mm. perustuu pääosin 
ratkaisuun liittyviin varjohintoihin.
Seuraavassa tarkastellaan mallien yleistä herkkyys-
analyysia varastomallia esimerkkinä käyttäen.
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Herkkyysanalyysi, yleistä
Luonteeltaan mallin optiminjälkeistä tarkastelua, jonka 
sekä looginen että ajallinen paikka on mallityöskentelyn 
loppuvaiheessa
Lähtökohtana valmiiksi formuloitu ja ratkaistu malli
Tavoitteena tuottaa lisäinformaatiota mallin ja ratkaisun 
luonteesta tarkastelemalla mallin käyttäytymistä ja 
ominaisuuksia optimiratkaisun läheisyydessä
Tunnetuinta herkkyysanalyysi on lineaarisen 
optimointitehtävän (LP-mallin) yhteydessä. 
Herkkyysanalyysi on itse asiassa osa LP-mallin ratkaisua 
(duaalimuuttujien varjohintatulkinnat)
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Herkkyysanalyysi, yleistä
1 Mikä on optimituloksen herkkyys optimiratkaisun suhteen: 

paljonko tavoitefunktion arvo huononee suhteessa optimi-
tulokseen, jos optimiratkaisun sijasta otetaan käyttöön jokin 
muu ratkaisu?
– hinta optimiratkaisusta poikkeamiselle

2 Mikä on optimin p%:n läheisyysalue: mitkä ratkaisut johta-
vat enintään p% huonompaan tulokseen kuin optimiratkaisu?
– “riittävän hyvien” ratkaisujen kartoitus

3 Miten optimiratkaisu ja -tulos muuttuvat mallin lähtö-
olettamusten (vakioiden ja parametrien) muuttuessa?
– yksittäisen parametrin muutos (yhteys joustoihin)
– lähtötietojen epätarkkuuden vaikutus (virheanalyysi)
– lähtötietojen muuttamisen vaikutus(vaihtoehtolaskelmat)
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Esimerkkejä herkkyysanalyysistä EOQ  
-mallin yhteydessä

1 Paljonko varastoinnin kokonaiskustannukset kohoavat, jos tilauserän 
kooksi q0 :n sijasta valitaankin q’ = q0 ?

2 Missä rajoissa tilauserän koko voi vaihdella ilman että kokonais-
kustannukset kohoavat enemmän kuin p%?

3 a) Paljonko eräkoko ja kokonaiskustannukset muuttuvat, jos kysyntä D 
(tai tilauskustannukset K tai ylläpitokustannukset h) muuttuvat (ceteris 
paribus) p%?
b) Mitkä ovat eräkoon ja kokonaiskustannusten optimiarvojen virhe-
arviot, kun parametrien D, K ja h arvoja ei tunneta tarkasti vaan tietyllä 
suhteellisella tarkkuudella (epätarkkuus esim. max 10%)?
c) Paljonko kannattaa investoida uuteen varastojärjestelmään, kun sen 
yksikkökustannus h on 100f % (esim. 20%) pienempi kuin nykyisen,
pitoaika on N (esim. 20 v) ja laskentakorkokanta i ( 10%)
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi
Malli ja sen ratkaisu:

1. Tuloksen (kokonaiskustannusten TC) herkkyys ratkaisun (eräkoon q) 
suhteen optimissa?
Annettu: q0 -> q’ = q0 ts. q’/q0 = 
Ratkaistava: TC0  -> TC’ =  TC0 ;   = TC’/TC0 = ?

000

0

2
1

2)(

2

)(

hqKDhqTCTC
h
KDq

hq
q

KDqTC
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi

TC
TC0

KD
q

1
2 hq

hq0

KD
hq q 0

1
2

q
q 0

KD

hq 2KD
h

1
2

q
q0

2KD
h

2q
1
2

q
q 0

1
2

q 0

q
1
2

q
q 0

1
2 (

q0

q
q
q0

) 1
2 ( 1 )

1
2 (

1
)       ts.     TC 1

2 (
1

)TC0 .

Saadaan siis yhteys ratkaisun (q0) suhteelliselle muutokselle ja tuloksen 
(TC0) suhteelliselle muutokselle : 
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Esimerkki 4
Paljonko kokonaiskustannukset lisääntyvät, jos eräkoko  a) kasvaa 50%,  
b) pienenee 50%?
a) q´ = 1.5 q0 ( = 1.5)

TC´ = 0.5 (1.5 + 1/1.5) TC0  1.08 TC0 (8%:n kust. nousu)
b) q” = 0.5 q0 ( = 0.5)

TC” = 0.5 (0.5 + 1/0.5) TC0  1.25 TC0 (25%:n kust. nousu!)
Malli on siis paljon herkempi poikkeamille optimiratkaisusta alas- kuin 
ylöspäin. Johtuu tavoitefunktion laakeudesta optimiratkaisun oikealla 
puolella. (Piirrä kuvio ja tarkastele asiaa siinä!)
Herkkyysanalyysi pätee vain optimin välittömässä läheisyydessä.
Tulokset ovat yleispäteviä EOQ-mallille, ne eivät riipu lainkaan para-
metrien K, D ja h arvoista (herkkyys = jousto = funktion ominaisuus).
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa
2. Optimiratkaisun p-prosentin läheisyysalue: Miten q1 ja q2 on valittava, 

jotta olisi voimassa: aina kun q [q1 , q2], niin                     
TC(q)  (1 + p/100) TC0 , missä p on annettu?

TC 0

q0 
q

Kustannukset

(1+p/100) TC0

q2 q1
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

Kohdasta 1:

Vaatimus:

Saadaan rajaluku P:lle:

TC
TC 0

1
2

( 1/ )

TC
TC 0

(1 p
100

) P

1
2

( 1/ ) P              | 2
2 2P 1 0

P P 2 1 q
q 0

P P 2 1

q 1 (P P 2 1) q 0

q 2 (P P 2 1) q 0
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Esimerkki 5

Eräkoko saa kasvaa optimista korkeintaan 56%  
ja pienentyä korkeintaan 36%, jotta kokonais-
kustannusten nousu olisi korkeintaan 10%.

00
2

2

00
2

1

54.1 )110.110.1(

64.0 )110.110.1(

10.1                  %10

qqq

qqq

Pp
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa
3a. Jos kysyntä D muuttuu p%, paljonko muuttuu 

optimaalinen eräkoko, paljonko muuttuvat (kasvavat) 
optimaaliset kustannukset?

D: suhteellinen muutos on annettu: D/D
Suuretko ovat  q0 /q0 ja TC0 /TC0 ?
Pienille (infinitesimaalisille) muutoksille pätee:  D/D dD/D

Viimeksi mainittu lauseke (merk. ED (q0) ) on q0:n jousto D:n 
suhteen eli eräkoon kysyntäjousto.

Saadaan: q0 /q0             q0 D          dq0 D
––––– =    ––– . –– ––– . ––

D/D         D     q0             dD     q0
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa
EOQ-mallille saadaan näin eräkoon kysyntäjoustoksi:

Tulos: q0 :n suhteellinen muutos on puolet D:n suhteellisesta 
muutoksesta (likiarvo, pitää paikkansa sitä paremmin, mitä pienempi D 
on).  Jos esim. D kasvaa (vähenee) 10%, niin q0 kasvaa (vähenee)  5%.
Samoin on (totea itse laskemalla):   ED(TC0 ) = 1/2; 
EK(q0 ) = EK(TC0 ) = 1/2 ; Eh(q0 ) = - 1/2 (!), Eh(TC0 ) = 1/2.

q 0

2KD
h

;      
dq 0

dD
1

2 2KD
h

2K
h

ED (q0 )
dq0

dD
D
q0

2K

2h 2KD
h

D
2KD

h

1
2

2KD
h

2KD
h

1
2 vakio !
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa
3b. Parametrien arvojen muuttamisen kannattavuus?

Investoinnilla I saadaan aikaan varastojärjestelmä, jonka ylläpito-
kustannus on 100f % pienempi kuin olemassa olevan järjestelmän 
(muut ominaisuudet ennallaan). Kuinka suuri saa I korkeintaan olla, 
jotta investointi olisi kannattava?  Investoinnin pitoaika on N ja 
laskentakorkokanta i.

Säästö vuodessa:

TC0 2KDh
dTC0

TC0

d lnTC0
1
2

dK
K

dD
D

dh
h

1
2 (0 0 f ) 1

2 f

TC0 dTC0
1
2 f TC0

1
2 f 2KDh

TC0
1
2 f 2KDh
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

Säästö investoinnin pitoaikana (nykyarvomenetelmä):

NPV TC0 a(N ,i)
1
2

f 2KDh ,

missä            on jaksollisten maksujen diskonttaustekijä.a(N ,i)

Saadaan kannattavuusehto investoinnille:

I 1
2

f a (N ,i) 2KDh

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen 64

Esimerkki 6
Olkoot  EOQ-mallin parametrit:

D = 18000 kpl/v
K = 2000 mk
h = 6 mk/kpl v

ja investointiin liittyvät parametrit:
f = 0.20  (h:  6 mk/kpl·v   4.80 mk/kpl·v)
N = 20 v
i = 0.10 a(N,i) = 8.51356

Varastoinvestointi saa maksaa enintään:
I  0.5 · f ·a(N,i)· (2KDh)0.5 = 0.5 · 0.20 · 8.51356 · 20784   17700 mk
(investoinnin takaisinmaksuajan on oltava alle 9 vuotta).
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Integraalifunktio

Jos F’(x) = f (x) , niin sanomme, että F(x) on f (x):n
integraalifunktio ja merkitsemme

Derivointikaavaa vastaa aina integrointikaava

7.10.2003 TMA.003 / L7 2

c d
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Virtaus = Varannon muutosnopeus

Varannon muutos t0:sta t1:een 
= virtauksen integraali 

t0:sta t1:een
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Investoinnin kannattavuuden mittareita
Opetusmonisteessa on kaksi sivua, joilla on hyvin lyhyesti kuvattu joukko mittareita.
Seuraavassa on muutama lisäkommentti ja kaavan-johto.

Tarkastelemme projektia, jonka perusinvestointi on H (C-- ), kesto on n (jaksoa) tai T
(vuotta), nettotulovirta on kt (C-- /jakso jakson lopussa) tai k(t) (C-- /vuosi jatkuvana)
ja jäännösarvo on JA (C-- ).
Kuukausijaksoon liittyvä korkokanta i, vastaava todellinen vuosikorkokanta ia ja kor-
kointensiteetti ρ liittyvät toisiinsa vuosikorkotekijän kautta:

ra = (1 + i)12 = 1 + ia = eρ.

Nettonykyarvo
Nettonykyarvo on sellaisenaan kannattavuuden mittari. Nettonykyarvo on tulovirran
nykyarvon ja menovirran nykyarvon erotus.

NPV = PV (tulovirta)− PV (menovirta) (1)

Kun nettonykyarvo on käytetyllä laskentakorolla positiivinen, niin tulovirta on ko-
rotkin huomioiden arvokkaampi kuin menovirta! Projekti on käytetyllä laskentakorol-
la kannattava, jos NPV > 0.

NPV = −H +
n∑

t=1

kt

(1 + i)t
+

JA

(1 + i)n
(2)

Jos jaksotettu tulovirta on vakio (kt = k kaikilla t), niin

NPV = −H +
n∑

t=1

k

(1 + i)t
+

JA

(1 + i)n

= −H +
k

(1 + i)
· 1− (1 + i)−n

1− (1 + i)−1
+

JA

(1 + i)n

= −H +
k

i
·
(

1− 1

(1 + i)n

)
+

JA

(1 + i)n
(3)

= −H + k · (1 + i)n − 1

i(1 + i)n
+

JA

(1 + i)n
(4)

= −H + an,i · k +
JA

(1 + i)n
(5)

Kun vakiotulovirta on pitkä (n →∞), niin kaavasta (3) nähdään helposti, että pitkälle
vakiotulovirralle NPV ≈ −H + k/i.

Projektille, jonka tulovirta on jatkuva lasketaan nettonykyarvo integroimalla

NPV = −H +

∫ T

0

e−ρtk(t)dt + e−ρT JA. (6)
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Jos tulovirta on vakio (k(t) = k), niin

NPV = −H +

∫ T

0

ke−ρtdt + e−ρT JA

= −H +
k

ρ
(1− e−ρT ) + e−ρT JA (7)

Kun jatkuva vakiotulovirta on pitkä (n →∞), niin kaavasta (7) nähdään, että pitkälle
jatkuvalle vakiotulovirralle NPV ≈ −H + k/ρ.

Sisäinen korkokanta
Sisäinen korkokanta on se laskentakorko, jolla nettonykyarvo on nolla. Yleisessä tapauk-
sessa sisäisen korkokannan laskeminen tapahtuu laskemalla toistuvasti NPV:n arvo-
ja eri laskentakoroilla. Koska normaalin investoinnin NPV-funktio on vähenevä, ei ole
vaikeata etsiä nollakohta, jos on käytettävissä laskin tai tietokoneohjelma, jolla NPV:n
laskeminen on helppoa.

Jaksollisen vakiotulovirran tapauksessa

NPV (isis) = 0 ⇔ −H +
k

isis
·
(

1− 1

(1 + isis)n

)
+

JA

(1 + isis)n
= 0

⇔ isis =
k − k/(1 + isis)

n

H − JA/(1 + isis)n
(8)

Kaavasta (8) ei sisäistä korkokantaa voi suoraan laskea, mutta kun vakiotulovirta on
pitkä (n →∞), niin kaavasta (8) seuraa, että pitkälle vakiotulovirralle

isis ≈ k/H. (9)

(Sopivalla alkuarvolla isis,0 = k/H kaava (8) antaa toimivan rekursiokaavan, jolla sisäi-
nen korkokanta saadaan laskettua toistojen avulla. Nyt emme kuitenkaan pohdi asiaa
enempää.)

Jatkuvan vakiotulovirran tapauksessa

NPV (isis) = 0 ⇔ −H +
k

ρsis

(1− e−ρsisT ) + e−ρsisT JA = 0

⇔ ρsis =
k − k/eρsisT

H − JA/eρsisT
(10)

Kaavasta (10) ei sisäistä korkointensiteettiä voi suoraan laskea, mutta kun vakio-
tulovirta on pitkä (T →∞), niin kaavasta (10) seuraa, että pitkälle jatkuvalle vakio-
tulovirralle ρsis ≈ k/H. Siis

isis ≈ (ek/H − 1) (11)
(Sopivalla alkuarvolla ρsis,0 = k/H kaava (10) antaa toimivan rekursiokaavan, jolla
sisäinen korkokanta saadaan laskettua toistojen avulla. Nyt emme kuitenkaan pohdi
asiaa enempää.)
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Takaisinmaksuaika
Jos jäännösarvo on merkittävä ja se tunnetaan tarkasti projektin suunnitteluvaiheessa,
niin se voidaan huomioida projektin rahoituksessa. Silloin projektin nettotulovirralla
tulee voida hoitaa laina, jonka pääoma on

B = H − JA

(1 + i)n

Jaksollinen tulovirta.

Takaisinmaksuaika n∗ kertoo miten monta jaksoa projektin alusta tulee kerätä netto-
tuloa, jotta kerätyn nettokassavirran nykyarvo on B. Jos nettotulovirta on jaksollinen
vakiotulovirta eli kt = k (C-- /jakso), niin takaisinmaksuaika voidaan laskea nimel-
lisesti (nollakorolla i = 0) tai korot huomioiden. Lyhyen projektin tapauksessa
nimellinen laskutapa on riittävä ja helppo. Pitkän projektin tapauksessa korot tulee
huomioida.

Nimellisesti

n∗k = B ⇔ n∗ =
B

k

Korot huomioiden

n∗∑
t=1

k

(1 + i)t
= B ⇔ an∗,ik = B (12)

⇔ k

i
·
(

1− 1

(1 + i)n∗

)
= B

⇔ 1− 1

(1 + i)n∗ =
iB

k

⇔ 1− iB

k
=

1

(1 + i)n∗

⇔ (1 + i)n∗ =
k

k − iB

⇔ n∗ =
ln(k/(k − iB))

ln(1 + i)
, (13)

Jatkuva tulovirta.

Takaisinmaksuaika T ∗ kertoo miten pitkä aika (vuotta) projektin alusta tulee kerätä
nettotuloa, jotta kerätyn nettokassavirran nykyarvo on B. Jos nettotulovirta on jatku-
va vakiotulovirta eli k(t) = k (C-- /vuosi), niin takaisinmaksuaika voidaan jälleen laskea
nimellisesti (nollakorolla i = 0) tai korot huomioiden. Lyhyen projektin tapauk-
sessa nimellinen laskutapa on riittävä ja helppo. Pitkän projektin tapauksessa korot
tulee huomioida.
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Nimellisesti

T ∗k = B ⇔ T ∗ =
B

k

Korot huomioiden

∫ T ∗

0

ke−ρtdt = B ⇔ k

ρ
(1− e−ρT ∗) = B (14)

⇔ (1− e−ρT ∗) =
ρB

k

⇔ e−ρT ∗ =
k − ρB

k

⇔ eρT ∗ =
k

k − ρB

⇔ T ∗ =
1

ρ
ln

(
k

k − ρB

)
(15)

Takaisinmaksuaika jaksotetulle vakiotulovirralle

n∗ =

ln

(
k

k − iB

)

ln (1 + i)
, missä B = H − JA

(1 + i)n

Takaisinmaksuaika jatkuvalle vakiotulovirralle

T ∗ =

ln

(
k

k − ρB

)

ρ
, missä B = H − e−ρT JA

Pääoman tuottoaste (ROI)

Pääoman tuottosuhteelle annetaan kaksi kaavaa:

ROII =
nettovuositulos

keskimäärin sidottu pääoma
· 100%

ROIII =
nettovuositulos

alussa sidottu pääoma
· 100%

Jos projektin alussa tehty perusinvestointi jää pysyväksi osaksi yrityksen tuotan-
topääomaa, ja investoinnin synnyttämä nettotulovirta on pitkä, niin ROIII on lähellä
sisäistä korkokantaa

ROIII =
ka

H
· 100% ≈ isis. (16)
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Jos toisaalta projekti on lyhyt ja projektin kuluessa joudutaan luopumaan sidotusta
pääomasta, niin karkeasti voimme arvioida

kesto n vuotta: ROII =
ka −H/n

H/2
· 100% (17)

kesto n kuukautta: ROII =
12(kkk −H/n)

H/2
· 100% (18)

Esimerkki: Olkoon perusinvestointi H = 27 000 (C-- ), nettotulovirta k = 2 000 (C-- /kk)
ja projektin kesto n = 15 (kk).
Exel-ohjelman IRR-funktio antaa näillä lähtötiedoilla sisäiseksi korkokannaksi 0.01346872.
Tämä on tietenkin kuukausijaksoon liittyvä korkokanta, ja sitä vastaava vuosijakson
korkokanta on

(1 + 0.01346872)12 − 1 = 0.17415

Projektin sisäinen korkokanta on siis 17.4%.

Pääoman tuottoaste projektille on

ROII =
12 · (kkk −H/n)

H/2
· 100%

=
12 · (2000C-- − 27000C-- /15)

27000C-- /2
· 100% = 17.8%

Karkeasti voidaan sanoa, että:

1. Kaavan (16) mukainen ROIII kuvaa hyvin tuotantopääomaan tehtävän pysyvän
lisäyksen kannattavuutta, kun sen tuottama tulovirran lisäys kestää pitkään.

2. Kaavaa (16) ei saa soveltaa lyhyeen projektiin.

3. Kaavojen (17) ja (18) mukainen ROII kuvaa hyvin lyhyen lainarahalla toteutet-
tavan projektin kannattavuutta.

4. Kaavoja (17) ja (18) ei saa soveltaa pitkään projektiin.
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Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 1

9 LINEAARIALGEBRAN SOVELLUKSIA

Tässä kappaleessa esitellään sovelluksia. Ainakin osa sovelluksista on luennoilla syy-
tä käydä läpi niin varhain kuin se on mahdollista. Tässä opetusmonisteen kehitys-
versiossa ne on kuitenkin koottu samaan kappaleeseen.

9.1 Panos-tuotos -analyysi

Panos-tuotos-analyysi kehitettiin alunperin kansantaloutta silmällä pitäen. Silloin py-
rittiin ennustamaan USA:n kansantalouden kehitystä. Ennusteet perustuivat edeltävinä
vuosina USA:n kansantalouden rakenteesta kerättyihin tietoihin. Kävi ilmeiseksi, et-
tä vaikka kansantalouden tila muuttuisi nopeastikin, niin eräät sen rakennetta kuvaa-
vat lukusuhteet muuttuvat silti hitaasti. Tämä antaa hyvän pohjan ennusteiden tekemi-
selle. Alkuperäisen kansantaloutta kuvaavan sovelluksen kehitti aikanaan amerikkalai-
nen Wassily W. Leontief (1905-1999). (http://en.wikipedia.org/wiki/Input-
output_model)

Kansantalouden rakenne

Panos-tuotos-menetelmä jakaa talouden toimialoihin ja tarkastelee sitä, miten eri toi-
mialojen tuotokset ovat panoksia toisille toimialoille. Allaoleva panos-tuotos-matriisi
(input-output-matrix) esittää taloutta joka on jaettu kolmeen toimialaan T1, T2 ja T3.
Toimialaa T1 vastaava rivi kertoo, että toimialan T1 tuotoksesta 240 yksikköä on vä-
lituotteita, jotka käytetään panoksena jatkotuotantoon. 180 yksikköä T1:n tuotoksesta
myydään toimialan T2 yrityksille, jotka käyttävät sen panoksena omaan tuotantoon-
sa. 144 yksikköä T1:n tuotoksesta myydään toimialan T3 yrityksille ja 36 yksikköä
toimialan T1 tuotoksesta päätyy lopputuotteena kuluttajille. Siten toimialan T1 koko-
naistuotos on 240+180+144+36 = 600. Toimialan T2 kokonaistuotos on vastaavasti
360 ja toimialan T3 kokonaistuotos on 480.
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käyttö/toimiala loppu-
T1 T2 T3 tuotteet

Tuotanto T1 240 180 144 36
toimiala T2 120 36 48 156

T3 120 72 48 240
perus- p1 120 36 240
panokset p2 60 18 96

Sarakkeista voimme lukea, mistä kukin toimiala hankkii panoksensa. Peruspanokset si-
sältävät työn, luonnonvarat ja tarkasteltavan talouden ulkopuolelta tulevat panokset.

Seuraavassa taulukossa jätämme lopputuotteet pois ja jaamme jokaisen sarakkeen luvut
saraketta vastaavan toimialan kokonaistuotannolla. Saamme kerroin-matriisin (input-
output coefficients) josta näemme, mitä panoksia eri toimialat tarvitsevat valmistaes-
saan yhden tuotosyksikön. Kerroin-matriisin yläosa (3×3) kuvaa eri toimialojen keski-
näisiä riippuvuuksia. Muodostamme tästä talukon yläosasta matriisin AAA, jota sanomme
”toimialojen panos-tuotos -matriisiksi” tai teknologia-matriisiksi 1 (technology mat-
rix). Taulukon alaosasta saamme ”tuotannontekijöiden panos-tuotos -matriisin” BBB, jo-
ka kertoo mitä tuotannontekijöitä tarvitaan kunkin tuotoksen tekemiseen.

T1 T2 T3
T1 240/600 180/360 144/480
T2 120/600 36/360 48/480
T3 120/600 72/360 48/480
p1 120/600 36/360 240/480
p2 60/600 18/360 96/480

−→

T1 T2 T3
T1 0.4 0.5 0.3
T2 0.2 0.1 0.1
T3 0.2 0.2 0.1
p1 0.2 0.1 0.5
p2 0.1 0.05 0.2

AAA =

 0.4 0.5 0.3
0.2 0.1 0.1
0.2 0.2 0.1

 , BBB =

(
0.2 0.1 0.5
0.1 0.05 0.2

)

Merkitään toimialojen kokonaistuotoksia muuttujilla x1, x2, ja x3. Ja otetaan kerroin-
matriisien AAA ja BBB lisäksi käyttöön kokonaistuotos-vektori ~x ja kysyntävektori ~d, jotka
saavat nyt arvot

~x =

 x1
x2
x3

=

 600
360
480

 , ~d =

 36
156
240


1Teknologia-matriisi (Technology matrix) on niin iskevä sana, että se on luultavasti keksitty ja otettu

käyttöön useita kertoja hieman toisistaan poikkeavissa tarkoituksissa. Kannattaa siis olla tarkka, kun
siteeraa eri tekstejä.
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Kun toimiala T1 tyydyttää kaiken tuotteisiinsa kohdistuvan kysynnän, niin
T1:n kokonaistuotos = T1:n tarvitsema panos + T2:n tarvitsema panos + T3:n tarvitse-
ma panos + T1:n lopputuotteiden kysyntä. Vastaavat yhtälöt saadaan toimialojen T2 ja
T3 kokonaistuotannolle. Siis


x1 = 0.4x1 + 0.5x2 + 0.3x3 + 36
x2 = 0.2x1 + 0.1x2 + 0.1x3 + 156
x3 = 0.2x1 + 0.2x2 + 0.1x3 + 240

⇒ ~x = AAA~x+ ~d.

Saadusta matriisiyhtälöstä saadaan yhteys kokonaistuotannon ja kysynnän välille seu-
raavasti

~x = AAA~x+ ~d

⇔ III~x−AAA~x = ~d

⇔ (III−AAA)~x = ~d

Matriisi (III−AAA) on Leontief’n matriisi. Jos Leontief’n matriisi on säännöllinen, niin
kokonaistuotanto saadaan kaavasta

~x = (III−AAA)−1~d

Panos-tuotos -analyysin ydin-ajatus tiivistyy seuraavaan

• Kysyntä ~d voi muuttua nopeasti ja kokonaistuotanto~x muuttuu vastaavasti.

• Teknologiamatriisi AAA ja vastaava Leontief’n matriisi (III−AAA) muuttuvat hitaasti,
joten ne voidaan estimoida edellisen kauden tiedoista.

• Kun tiedossa on perusteltu ennuste kysynnästä ~d ja hyvä estimaatti Leontief’n
matriisille (III−AAA), niin saamme hyvän ennusteen tuotannolle~x.

Esimerkki 1. Kappaleen alussa esitetyn talouden lopputuotteiden kysyntä oli ~d0 =

(36 156 240)T , Kokonaistuotanto oli~x0 =(600 360 480)T ja resurssitarve-vektori
oli

~r0 = BBB~x0

=

(
0.2 0.1 0.5
0.1 0.05 0.2

) 600
360
480

=

(
396
174

)
.
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Jos loppukysyntä muuttuu siten, että uusi kysyntävektori on ~d1 =(77 154 231), niin
muuttuneet kokonaistuotanto- ja resurssitarve-vektorit ovat

~x1 = (III−AAA)−1~d1

=

 0.6 −0.5 −0.3
−0.2 0.9 −0.1
−0.2 −0.2 0.9

−1 77
154
231


=

1
0.308

 0.79 0.51 0.32
0.20 0.48 0.12
0.22 0.22 0.44

 77
154
231

=

 692.5
380
495



~r1 =

(
0.2 0.1 0.5
0.1 0.05 0.2

) 692.5
380
495

=

(
424

187.25

)
.

Lopputuotteiden kysynnän muutos

∆~d = ~d1− ~d0 =

 77
154
231

−
 36

156
240

=

 41
−2
−9


saa aikaan kokonaistuotannossa ja resurssitarpeessa muutokset

∆~x =~x1−~x0 =

 692.5
380
495

−
 600

360
480

=

 92.5
20
15



∆~r =~r1−~r0 =

(
424

187.25

)
−
(

396
174

)
=

(
28

13.25

)

Toimialan T1 kysyntä kasvoi, mutta toimialojen T2 ja T3 kysynnät pienenivät. Silti
kaikkien toimialojen kokonaistuotannot kasvoivat, koska toimiala T1 ”veti kahta muu-
ta toimialaa perässään kasvuun”. Myös kummankin peruspanoksen kulutukset kasvoi-
vat.

Esimerkki 2. Jatkamme edelleen edeltävän talouden analyysiä. Haluamme tietää min-
kä verran lopputuotteet kuluttavat peruspanoksia.(

r1
r2

)
=~r = BBB~x = BBB(III−AAA)−1~d

=

(
0.935 0.844 0.961
0.432 0.386 0.409

) d1
d2
d3


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⇒
{

r1 = 0.935d1 + 0.844d2 + 0.961d3
r2 = 0.432d1 + 0.386d2 + 0.409d3

Kertoimista näemme suoraan, että yksi T1:n tuotos tarvitsee 0.935 yksikköä perruspa-
nos p1:tä ja 0.432 yksikköä peruspanos p2:ta. (Nämä ovat isompia lukuja kuin matriisin
BBB perusteella osaisi odottaa!)

Omakustannusarvo

1950-luvun puolivälistä alkaen on panos-tuotos -mallia sovellettu yksittäisen yrityksen
taloussuunnittelussa. Seuraavassa kuvataan juuri tällaista mikrotaloudellista sovellusta.
Mallityyppi, jota käsitellään, on ns. Leontiefin avoin staattinen malli.

Mallin kohteena on yritys, joka jaetaan edelleen pienempiin alayksiköihin, joita kutsu-
taan seuraavassa osastoiksi. Se miten jako osastoihin suoritetaan, riippuu kulloisestakin
yrityksestä. Seuraavassa oletamme osastojaon perustuvan siihen, että jokainen osasto
tuottaa sille ominaista suoritetta. Suorite voi olla yrityksen myyntiohjelmaan kuuluva
tuote, prosessissa edelleen jalostettava puolivalmiste tai prosessin ylläpitämiseen tarvit-
tava energia tms. Kunkin osaston tuottama suorite voidaan käyttää kahdella eri tavalla:

• Se voidaan myydä yrityksen ulkopuolelle.

• Se voidaan käyttää muilla osastoilla tuotannontekijänä

Esimerkki 3. Tarkastellaan seuraavassa esimerkkiyritystä, jossa on neljä osastoa Os1,
Os2, Os3 ja Os4, joista kukin tuottaa tiettyä suoritetta. Edellisen kauden tuotannosta ja
sen jakautumisesta sekä käytetyistä tuotannontekijöistä on käytettävissä seuraavan tau-
lukon tiedot.

Taulukon neljä ylintä riviä kertovat miten neljän osaston tuotantoa on käytetty oman ja
toisten osastojen panoksina. Kuusi alinta riviä kertovat mitä muita tuotannontekijöitä
osastot ovat käyttäneet panoksina.
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Os1 Os2 Os3 Os4 myynti yhteensä
Os1 250 100 170 80 1400 2000
Os2 1200 700 100 2600 400 5000
Os3 7 1 3 2 12 25
Os4 20 35 15 30 400 500

raaka-aine 1 tt1 200 0 80 120 400
raaka-aine 2 tt2 1400 800 2300 500 5000
raaka-aine 3 tt3 400 100 0 0 500
energia tt4 50 30 80 40 200
työvoima 1 tt5 2700 900 100 2300 6000
työvoima 2 tt6 50 80 40 130 300

Laskemme ensin teknologia-matriisin AAA ja panos-matriisin BBB.

AAA =


250/2000 100/5000 170/25 80/500

1200/2000 700/5000 100/25 2600/500
7/2000 1/5000 3/25 2/500

20/2000 35/5000 15/25 30/500



=


0.1250 0.0200 6.8000 0.1600
0.6000 0.1400 4.0000 5.2000
0.0035 0.0002 0.1200 0.0040
0.0100 0.0070 0.6000 0.0600

 ,

ja BBB =


200/2000 0/5000 80/25 120/500

1400/2000 800/5000 2300/25 500/500
400/2000 100/5000 0/25 0/500
50/2000 30/5000 80/25 40/500

2700/2000 900/5000 100/25 2300/500
50/2000 80/5000 40/25 130/500



=


0.1000 0.0000 3.2000 0.2400
0.7000 0.1600 92.0000 1.0000
0.2000 0.0200 0.0000 0.0000
0.0250 0.0060 3.2000 0.0800
1.3500 0.1800 4.0000 4.6000
0.0250 0.0160 1.6000 0.2600



Jos nyt kysyntä (myynti) ~d muuttuu, niin näiden matriisien avulla voimme nyt laskea
vastaavasti muuttuneen kokonais-tuotos -vektorin ~x = (III−AAA)−1~d ja muuttuneen tuo-
tannontekijöiden tarve -vektorin~r = BBB(III−AAA)−1~d.

Yritys hinnoittelee eri osastojen tuotteet seuraavasti (indeksointi seuraa osastojen nu-
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merointia)

~pT = (p1 p2 p3 p4)
T = (100.00 10.00 2000.00 150.00)T .

Tuotannontekijöiden yksikköhinnat ovat (indeksointi vastaa tuotannontekijöiden nu-
merointia)

~cT = (c1 c2 c3 c4 c5 c6)
T = (70.00 10.00 50.00 8.00 15.00 25.00)T .

Yrityksen kate saadaan selville, kun lasketaan tuotteiden euromääräiset myyntituotot
ja tuotannontekijöiden ostot

myynti(kpl) yks.hinta myynti(e) yhteensä
tuote1 Os1 1400 100 140 000
tuote2 Os2 400 10 4 000
tuote3 Os3 12 2000 24 000
tuote4 Os4 400 150 60 000 228 000

ostot(kpl) yks.hinta ostot(e) yhteensä
raaka-aine 1 tt1 400 70 28 000
raaka-aine 2 tt2 5000 10 50 000
raaka-aine 3 tt3 500 50 25 000
energia tt4 200 8 1 600
työvoima 1 tt5 6000 15 90 000
työvoima 2 tt6 300 25 7 500 202 100

Yrityksen myyntikate on

228000−202100
228000

·100% = 11.35%

Seuraavana vuonna kysynnän rakenne muuttuu siten, että tuotteen 1 kysyntä pienenee
ja tuotteen 4 kysyntä kasvaa niin, että uusi kysyntä-vektori on

~duusi = (500 400 12 1300)T .

Tuotannontekijöiden tarve -vektori on uudessa tilanteessa

~ruusi = BBB(III−AAA)−1~duusi = (578.2 6666 471.2 304.8 10635 634.1)T .

Uusi katelaskelma on
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myynti(kpl) yks.hinta myynti(e) yhteensä
tuote1 Os1 500 100 50 000
tuote2 Os2 400 10 4 000
tuote3 Os3 12 2000 24 000
tuote4 Os4 1300 150 195 000 273 000

ostot(kpl) yks.hinta ostot(e) yhteensä
raaka-aine 1 tt1 578.2 70 40 476
raaka-aine 2 tt2 6666.2 10 66 662
raaka-aine 3 tt3 471.2 50 23 561
energia tt4 304.8 8 2 438
työvoima 1 tt5 10635.0 15 159 526
työvoima 2 tt6 634.1 25 15 853 308 516

Kysynnän rakenteen muuttuminen pilasi kannattavuuden. Tämä johtui tietenkin siitä,
että tuotteet oli hinnoiteltu huonosti. Tuotetta 1 myytiin ylihintaan ja tuotetta 4 myytiin
alihintaan. Kun ylihintaisen myynnin osuus pieneni ja alihintaisen myynnin osuus kas-
voi, niin kate romahti.

Seuraavaksi laskemme tuotteille omakustannusarvot. Periaate on seuraava.

Tuotto = R = ~pT ~d

Kustannus =C = ~cT~r =~cT BBB(III−AAA)−1~d

Jos nyt asetamme

~pT =~cT BBB(III−AAA)−1,

niin riippumatta kysynnän rakenteesta tuotto riittää kustannusten peittämiseen. Oma-
kustannus -arvot edellisen yrityksen tapauksessa ovat

~pT =~cT BBB(III−AAA)−1 = (69.35 10.32 2153.50 187.59).

Omakustannushintoihin vielä lisätään haluttun kateprosentin (esim. 15%) suuruinen
korotus, jolloin hinnoiksi tulee

~pT = 1.15 ·~cT BBB(III−AAA)−1 = (79.75 11.87 2476.48 215.73)

≈ (80.00 11.85 2475.00 216.00).

Näillä hinnoilla edelliset kaksi katelaskelmaa menevät seuraaviin muotoihin
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myynti(kpl) yks.hinta myynti(e) yhteensä
tuote1 Os1 1400 80.00 112 000
tuote2 Os2 400 11.85 4 740
tuote3 Os3 12 2475.00 29 700
tuote4 Os4 400 216.00 86 400 232 840

ostot(kpl) yks.hinta ostot(e) yhteensä
raaka-aine 1 tt1 400 70 28 000
raaka-aine 2 tt2 5000 10 50 000
raaka-aine 3 tt3 500 50 25 000
energia tt4 200 8 1 600
työvoima 1 tt5 6000 15 90 000
työvoima 2 tt6 300 25 7 500 202 100

myynti(kpl) yks.hinta myynti(e) yhteensä
tuote1 Os1 500 80.00 40 000
tuote2 Os2 400 11.85 4 740
tuote3 Os3 12 2475.00 29 700
tuote4 Os4 1300 216.00 280 800 355 240

ostot(kpl) yks.hinta ostot(e) yhteensä
raaka-aine 1 tt1 578.2 70 40 476
raaka-aine 2 tt2 6666.2 10 66 662
raaka-aine 3 tt3 471.2 50 23 561
energia tt4 304.8 8 2 438
työvoima 1 tt5 10635.0 15 159 526
työvoima 2 tt6 634.1 25 15 853 308 516

Nyt kate on halutun suuruinen riippumatta kysynnän rakenteesta. Tämä on tietenkin
vasta lähtökohta laajemmalle analyysille, jossa huomioidaan myös markkinoiden ky-
syntäpuoli. Seuraavassa muutama helppo periaate:

• Tuotetta ei kannata valmistaa, jos se pitää myydä alle omakustannusarvon.

• Jos voitonmaksimointi -tarkastelu johtaa oleellisesti omakustannusarvoa korke-
ampaan hintaan, niin tuote on ”lypsylehmä” ja sitä tulee lypsää.

• Lypsylehmät houkuttelevät alalle uusia toimijoita, jolloin kilpailu kiristyy.

• Kilpailun kiristyessä tulee huolehtia kustannusten minimoinnista ja hinnoittelun
tarkkuudesta.

• Uuden tuotteen tapauksessa tuotetta voidaan myydä alle omakustannusarvon, jos
sillä tavoin saadaan vallattua markkinoita, ja jos uskotaan, että tulevaisuudessa
tuote voidaan hinnoitella kallimmaksi tai tuotantokustannukset saadaan painettua
alemmiksi niin, että tuotteesta tulee lypsylehmä.
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• Hinnoittelu on käytännössä dynaaminen prosessi, jossa ratkaisevinta ei ole tä-
mänhetkinen kate, vaan tuotannosta nyt ja tulevaisuudessa saatava nettotulovirta.
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