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JOHDANTO

1.1 Laskemisen historiaa

Téssd matematiikan kehitysvaiheessa kaiken kdytinnollisen laskemisen mallina on re-
aalilukujen laskutoimitukset. Eri lukualueet yleensd esitetdidn loogisessa jirjestyksessi
(N C Z c Q c R c C), mutta niiden keksiminen ja kdyttoonotto ei Euroopassa tapah-
tunut tdssd jarjestyksessi.

Jo tuhansia vuosia on kaupankdynnin yhteydessi laskettu lukumaéérilld (N) ja painoilla
(R4). Kéytidnnon laskut pakottivat kehittdmédn murtoluvun késitteen. Sumerilaiset ja
babylonialaiset oppineet ryhtyivit kdyttdmiin 60-jirjestelméd lukujen ilmaisemiseen.
Jarjestelmi sopi hyvin heidén tarpeisiinsa, koska he jakoivat vuoden 360 piivédn. Li-
séksi 60 on jaollinen luvuilla 2, 3, 5, 6, 10, 12, 15, 20 ja 30. Tdma oli varsin hyodyllistd
laskettaessa murtoluvuilla ja taito laskea murtoluvuilla kehittyi hammastyttaviksi.
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Vanhimmat tunnetut varsinaiset matemaattiset tekstit ovat nuolenpéékirjoituksella laa-
ditut Tell-Harmalin savitaulut. Ne 16ydettiin Bagdadin seudulta 1970-luvulla ja ne ovat
kirjoitetut ennen vuotta 2000 eKr. Ne sisidltdvit euklidisen geometrian pdédperiaatteet
(mm. myShemmin Pythagoraan mukaan nimetyn lauseen). Algebran alalta niissd on
esitetty mm. toisen asteen yhtdlon ratkaisumenettely. Kirjoitusasusta on piitelty, ettd
taulut ovat kopioita varhaisemmista sumerilaisista teksteisté, joten mainitut matemaat-
tiset tehtdvit on hallittu jo muinaisessa Sumerissa n. 2500 eKr.

Babylonialaiset katsoivat, etti mitattavia suureita (pituuksia, painoja, yms.) voidaan
mielivaltaisen tarkasti approksimoida murtolukujen avulla. Tdmé on varsin ldhelld ny-
kyistd reaaliluvun kisitettd. Antiikin kreikkalainen Pythagoras (n. 580-500 eKr), jo-
ka oli keksinyt sdvelasteikon lukusuhteet, julisti puolestaan timén innoittamana, etti
kaikki olevainen on ilmaistavissa kokonaislukujen suhteina. Pythagoras perusti Eteld-
Italian Krotoniin uskonnollis-siveellisen veljeskunnan, joka harrasti tieteellistéd tutki-
musta ja tavoitteli poliittista valtaa. Pythagoraan opit tulivat laajalti tunnetuiksi. Siksi
lienee ollut kiusallista, kun pythagoralaiset itse havaitsivat kokonaislukusuhteiden riit-
taméttomyyden.

Asia voidaan todeta seuraavasti: olkoon a nelion ldvistdjd, kun nelion sivu on 1. Silloin
Pythagoran lauseen nojalla a®> = 2. Jos nyt kaikki voidaan ilmaista kokonaislukujen
suhteina, niin a voidaan kirjoittaa supistettuun murtolukumuotoon a = m/n, missi m:114
ja n:114 ei ole yhteisid tekijoitda. Nyt

(%)2 - 2 (1.1)
sm? = 2n? (1.2)

Siis m on parillinen, joten merkitsemme m = 2k. Nyt

(2k)* = 2n? (1.3)
e = 2 (1.4)

Siis n on parillinen! timaé on ristiriita, silld m:114 ja n:114 ei pitdnyt olla yhteisid tekijoité.

Pythagoran erehdys ja antiikin kreikkalaisten ankara loogisuus teki tdysin selviksi, et-
td lukuja on kahdenlaisia; rationaalisia (QQ eli murtoluvut) ja irrationaalisia (R — Q eli
luvut, jotka eivit ole murtolukuja).
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Kymmenjirjestelmédn mukainen lukujen merkitsemistapa kehitettiin ensin Intiassa n.
vuonna 500. Arabialainen matemaatikko al-Khowarizmi Bagdadilainen kehitti n. vuon-
na 825 titid jirjestelméd ottamalla kdytt6on nollaa merkitsevin symbolin. Kesti noin
200 vuotta, ennen kuin jirjestelmé saapui Espanjaan, jossa se alkoi yleistyéd eurooppa-
laisten kauppiaiden kédytossd. Oppineet pitivét yhéd 60-jédrjestelmééd parempana ja siirty-
miaika lienee ollut hankala. 1200-luvun lopulla Firenzen kaupunkivaltio sééti lakeja,
jotka kielsivét suosituiksi tulleiden kymmenkantaisten lukujen kdyton. Télld suojattiin
vanhaan tottuneita kunnon kansalaisia sekaannuksilta, joita uuden jérjestelmén kiyttd
aiheutti.

Tieteen maailmaan kymmenjirjestelmd murtautui kahden uuden keksinnon seurauk-
sena. Samarkandin astronomisen tutkimuslaitoksen johtaja al-Kashi oli ensimmadisid,
joka 1400-luvulla havaitsi, ettd negatiivinen eksponentti voidaan ilmaista kymmenkan-
taisessa jarjestelméssd yhtd hyvin kuin 60-jirjestelméssikin. (Siis % = 1—20 + 13@.) Toi-
nen ratkaisevan nerokas innovaatio tapahtui, kun Skotlantilainen John Napier vuonna
1617 (!) otti kdyttdon desimaalipilkun sen nykyisessd merkityksessa. (Siis % =0.23)

Desimaalipilkun kidyttéonoton jilkeen 1600-luvulla laskeminen muuttui helpoksi, mika
vilittomadsti ndkyy nopeana edistymisend luonnontieteen historiassa. Murros on tdysin
verrattavissa tietokoneen vaikutukseen viime vuosisadalla.

Seuraava lukukdsitteen laajennus tapahtui, kun opittiin kisitteleméin kompleksiluku-
ja. Kisite muotoutui, kun tutkijat etsivit yksinkertaista tapaa osoittaa, etti lukua /—1
ei ole olemassa. Vakiomenettely haluttaessa osoittaa, ettd jotakin ei ole olemassa, on
olettaa sen olemassaolo ja johtaa tésti ristiriita (kuten Pythagoraan periaatteen falsi-
fioinnissa yll4). Tutkijat siis olettivat, etti on olemassa luku i = v/—1 ja alkoivat etsii
ristiriitaa. Ristiriitaa ei 10ytynyt!!! Kompleksilukujen, lukujen a + ib, a,b € R, jouk-
ko osoittautui erittdin hyddylliseksi. Koska ajatus luvusta i = v/—1 oli jirjenvastainen,
kehitettiin tulkinta, jossa kompleksiluku on lukupari (a,b) ja kompleksilukujen lasku-
toimitukset médritelldsin kaavoilla:

(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d) (1.5)
(a,b) - (c,d) = (ac —bd,ad + bc) (1.6)

Talloin “jdrjeton kdsite” muuttui “melko yksinkertaisiksi” olioiksi, joille on médritelty
aika erikoiset” laskutoimitukset. Havaittiin, ettd 10ytyi muitakin laskutoimituksilla va-
rustettuja oliojoukkoja (funktiot, vektorit, matriisit yms.). Syntyi tarve systematisoida
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olioilla laskemista.

Tutkiessaan korkeamman asteen yhtdloiden ratkeavuutta ranskalainen Evariste Galois
(1811-32) ja norjalainen Niels Henrik Abel (1802-29) ottivat kdyttoon ryhmin késit-
teen. Abel onnistui osoittamaan, ettd viidennen asteen yhtédlod ei voi ratkaista juuri-
lausekkeiden avulla. Tdmaé oli lopullinen ratkaisu jo sumerilaisia vaivanneeseen tuhan-
sia vuosia vanhaan ongelmaan. Matematiikan nopea edistyminen ja Galois’n ja Abelin
henkilohahmot ovat pitineet ylld myyttid siitd, etti matemaatikot ovat nuoria.

Abelin ryhmii seurasi nopeasti uusia késitteitd: renkaat, algebrat, lineaariavaruudet,
operaattorialgebrat. Nami ovat joukkoja, joissa on médritelty tietyt ehdot toteuttavia
laskutoimituksia. Kyse on siis edelld mainitusta ~olioilla laskemisesta”. Ndma abstrak-
tit konstruktiot saivat 1900-luvun alussa erittdin kdytannollisid sovelluksia, kun fyysi-
kot niiden avulla kehittivit kvanttifysiikan (— ydinvoima, elektroniikka, aineen raken-
ne) ja yleisen suhteellisuusteorian (— atomipommi). Varsinkin Einstein tutki matema-
titkkkaa kuin tavarataloa 16ytidkseen yleiselle suhteellisuusteorialle itseddn tyydyttavin
esitystavan.

Saksalaisen George Cantor (1845-1918) kehitti joukko-opin perusteet. Joukko-opin
kisitteet sekd ddrettoméan kisite synnyttivit syvillisid paradokseja, jotka vaivasivat ma-
tematiikan perusteiden teoriaa. Seuraavassa on esitetty kaksi paradoksia.

Semanttinen paradoksi. Méiritelldin luku a siten, ettd ”se on pienin kokonaisluku,
jota ei voi médritelld vihemmaélld kuin 13 sanalla”. Koska kielesséd on dédrellinen méi-
rd sanoja, on my0s vain didrellinen miiré tapoja asettaa 13 sanaa perdkkiin. On siis
olemassa lukuja, joita ei voi mééritelld 13 sanalla. On helppo perustella, ettd tissi jou-
kossa on pienin. Siis luvun ¢ mééritelmé néyttédisi olevan kunnossa. Paradoksi syntyy
siitd, ettd tulimme edelld mééritelleeksi luvun a kiyttien vain 12 sanaa! (= Johtopii-
t0s: matematiikassa tulee arkikielen sijasta kiyttdd formaalia kielti.)

Russellin paradoksi. Voiko joukko olla itsensi alkio? Ilmeisesti “kaikkien joukkojen
joukko” on itsensd alkio. Bertrand Russel médritteli joukon Ru = {x|x ¢ x} (eli Ru
muodostuu kaikista niistd olioista, jotka eivit ole itsensd alkioita). Russell kysyy nyt,
onko Ru itsensd alkio? Jos Ru on itsensi alkio, niin se toteuttaa joukon médrittelevin
ehdon eli Ru ei ole itsensé alkio. Jos Ru ei ole itsensi alkio, niin se ei toteuta joukon
miirittelevid ehtoa eli Ru on itsensi alkio. Kumpikin vaihtoehto johtaa ristiriitaan. (=



Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 5

Johtopditos: kaikkien joukkojen joukko on mieleton ajatus. )

Paradoksit on kierretty kehittamillid joukko-opille formaali aksiomaattinen esitys. Ny-
kyinen matematiikka perustuu joukko-oppiin, mutta silti on muodikasta vilttad ope-
tuksessa joukko-opin merkintdjd. My0s tdssi kurssissa sivuutetaan joukko-oppi varsin
vihilld. Emme perehdy nyt matematiikan perusteiden ongelmiin, vaan matematiikan
soveltamiseen. On kuitenkin syytd opetella matematiikan kdyttima kieli ja sen puheta-
vat, jotka ovat osa nykytieteen "peruslatinaa". Matematiikan puhetapa on usein selvii
joukko-oppia (esimerkiksi "yhtdlon ratkaisujoukko", yms.).
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2 KERTAUSTA LISAYKSIN

2.1 Joukko-oppia ja logiikkaa

Joukko muodostuu alkioista. Joukkoa merkitiin isolla kirjaimella ja joukon alkiota pie-
nelld kirjaimella. Jos a on joukon A alkio, merkitsemme a € A. Vastaavasti, jos a ei ole
joukon A alkio, niin merkitsemme a ¢ A. Luontevin tapa méiritelld joukko, on luetella
sen alkiot. Tdmi tehdédédn ns. joukkosulkeiden avulla. Voimme esimerkiksi médritelld
joukot.

F = {a,b,c}
G = {1,2,...,100}

Joskus alkioiden luetteleminen on tyodldstd tai mahdotonta. Silloin joukkosulkeilla il-
maistaan perusjoukko, jonka alkiosta on kyse ja ehto, jonka méériteltdvin joukon alkiot
toteuttavat. Voimme esimerkiksi méadritelld joukot.

= {xeR| -1<x<1}
{xeQ| -1<x<1}
{Turku}

= {k | k on Suomen kaupunki}

MmO a w >
Il

= {z € D | zon entinen piadkaupunki}

Seuraavia merkintdtapoja kédytetddn jatkossa melko harvoin. Silti niité tarvittaessa kiy-
tetddn ja varsinkin kirjallisuudessa merkinnét voivat tulla esiin. Kun mydhemmin pu-
humme epiyhtildiden ratkaisujoukoista ja niiden leikkauksista, kannattaa uudelleen
lukea seuraavat midritelmait.

Jos perusjoukko on asiayhteydestd selvd, sitd ei merkitd. Joukot A ja B ovat samat eli
identtiset, jos niissd on tismilleen samat alkiot. Merkitdén tilloin A = B. Péinvastai-
sessa tapauksessa on olemassa alkio, joka kuuluu toiseen joukkoon mutta ei toiseen ja
merkitsemme A # B.

Joukkoa A sanotaan joukon B osajoukoksi, jos jokainen A:n alkio on myds B:n alkio.
Merkitsemme silloin A C B. Jos A on B:n osajoukko, mutta joukot eivit ole identtiset,
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sanomme, ettd A on B:n aito osajoukko. Merkitsemme silloin A C B. Edelld méiritel-
lyille joukoille voimme siis merkiti, ettd

A#B, BCA, EcCD, C=E

Tyhji joukko,® = { }, on joukko, jossa ei ole yhtién alkiota. Jokainen joukko sisiltdd
tyhjin joukon osajoukkonaan.

Koulukurssista tuttuja joukkoja (lukualueita) ovat

N = {1,2,3,...} = luonnollisten lukujen joukko,

7z = {..,—2,-1,0,1,2,3,...} = kokonaislukujen joukko,
Q = {Z|n#0,mneZ} = rationaalilukujen joukko,
n
R

= reaalilukujen joukko.

Seuraavaksi miirittelemme eriitd joukkooperaatioita joukkosulkeiden avulla. Mééri-
telmén ohessa on ns. Venn-diagrammi, joka havainnollistaa operaatiota. Viivoitettu alue
vastaa maédriteltivad joukkoa. Venn-diagrammit ovat erittdin hyodyllisid, kun toden-
nikoisyyslaskennassa jaetaan kaikki alkeistapaukset suotuisiin ja ei-suotuisiin. Perus-
joukkoa merkitiddn seuraavassa E:114.

Yhdiste: Joukkojen A ja B yhdiste (union), AU B on joukko, joka voidaan kuvailla
seuraavilla tavoilla:

e Yhdisteen alkioita ovat kaikki A:n alkiot ja kaikki B:n alkiot. (Katso kuva 2.1)
e Alkio x € E on yhdisteen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio tai x on B:n alkio.

e AUB={xcE|xcAtaixe B}

Edellinen luonnehdinta on arkikielelle tyypillinen, ja toinen taas arkikielelle vieras.
Edellinen lause kuvailee joukkoa, kun taas toinen lause kuvaa joukon alkiota.

Leikkaus: Joukkojen A ja B leikkaus (intersection), A N B on joukko, joka voidaan
kuvailla seuraavilla tavoilla:

e [eikkaukseen kuuluvat A:n ja B:n yhteiset alkiot. (Katso kuvaa (Katso kuva 2.2))
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B AUB
Kuva 2.1: Yhdiste AUB
E A
B ANB

Kuva 2.2: Leikkaus AN B

e Alkio x € E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio ja x on B:n alkio.

e ANB={x€E|x€AjaxeE B}

Komplementti: Joukon A komplementti, A on joukko, joka voidaan kuvailla seuraa-
villa tavoilla:

e A:n komplementtiin kuuluvat kaikki ne perusjoukon alkiot, jotka eivit ole A:n
alkioita. (Katso kuva 2.3.)

e Alkio x € E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x ¢ A.

e A={x€E|x¢A}

Erotus: Joukkojen A ja B erotus , A\ B on joukko, joka voidaan kuvailla seuraavilla
tavoilla:

e Erotuksen alkiot saadaan, kun A:n alkioista poistetaan A:n ja B:n yhteiset alkiot.
(Katso kuva 2.4.)
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|

Kuva 2.3: Komplementti A

A\ B

Kuva 2.4: Erotus A \ B

e Alkio x € E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio ja x ei ole B:n

alkio.
e A\B={x€E|xcAjax¢ B}

° A\B:AQE

2.2 Merkintdjd ja kaavoja

Sovimme seuraavaksi joistakin merkintitavoista, ja kertaamme joukon aikaisemmasta

tuttuja kaavoja.
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Muuttujat, yhtilot ja lausekkeet

Kurssin aikana tulemme kdyttiméén paljon kirjainlaskentaa. Ratkaisemme yhtélita ja
epdyhtiloitd, joissa esiintyy kirjainmuuttujia. Totuttele muokkaamaan yhtélité kirjain-
muodossa ennen kuin sijoitat numeroarvot yhtdloon. Vaikka timé saattaa tuntua vai-
kealta, se kuitenkin on hyvi tapa oppia kisittelemiin kirjainyhtéloitd. Koulukurssissa
muutuja on yleensi x, mutta nyt kirjain tulee vaihtumaan usein. Laskemisen periaatteet

eivit ole kiinni kiytetystd kirjaimesta.

On hyodyllistd pyrkid noudattamaan seuraavaa eroa:

Lausekkeet. Kun lasketaan lausekkeen arvoa tai sievennetididn lauseketta, kirjoitetaan
lahtokohtana oleva lauseke rivin vasempaan reunaa ja sievennetty muoto ’=’-merkin
jilkeen sen oikealle puolelle. Jos lausekkeen kisittely vaatii useamman vilimuodon,
jatketaan rivid oikealle niin pitkille, kuin rivii riittdd. Jos rivi ei riitd, jatkamme seuraa-
valta riviltd ensimmadisen '="-merkin kohdalta. Lausekkeen kisittely etenee vasemmal-
ta oikealle.

Yhtalot. Yhtilot kirjoitetaan allekain. Yhtédlon ratkaisu etenee ylhiiltd alaspéin.

Esimerkki 1 Lausekkeen (x+1)? — (x — 2)? sieventiminen etenee seuraavasti:

(x+ 12— (x+2)? =2+ 2x+1)— (x> —4x+4) = 6x—3

tai seuraavasti

(x+1)2—(x+2)* = (P+2x+1)— (x> —4x+4)

| = P+ +1-x>+4x—4
I = (2=x)+(2x+4x)+(1-4
l = 6x-3

10



Esimerkki 2 Yhtdilon (x

+
!
!
!
!

Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita

1)? = (x — 2)? ratkaiseminen etenee seuraavasti:

(x+1)?
st 4+2x+1
< 6x

=X

Kerrattavia kaavoja

(x+2)?

x> —4x+4
3 |:6
1

2

11

Seuraavat kaavat ovat koulukurssista tuttuja. Kertaa ne ja laske itse testitehtivit. Jos
saat oikeat tulokset, niin voit sivuuttaa timén kappaleen nopeasti. Jos saat vidrid vas-
tauksia laskiessasi itse, niin kertaa kyseiset asiat joko vanhojen koulukirjojesi avulla,
osallistumalla tukikurssin harjoituksiin tai etsi vastaavaa materiaalia verkosta.

Laskujarjestys. Merkityt laskutoimitukset suoritetaan jirjestyksessi: (1) sulkeiden si-
sdlld oleva lauseke, (2) kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle, (3) yhteen- ja vihen-

nyslasku vasemmalta oikealle.

Esimerkki 3

52+4-33

4:3/6:5 =

= 3-2-(-2)—(~2) (4—2+30/15)
3-2-(=2)—(-2)-(4—2+2)
3-2.(=2)—(-2)-4
3—(—4) —(=8)
3+4+48

= 20

11

2.1

(2.2)

(2.3)
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Taitava laskija oppii tekemdicin useamman laskun kerralla.

3-2.(=2)—(=2)-(4—2 + 3-10/15) (2.4)

= 34442 (4-2+2)
= 34+442.4

— 34448

= 20

Monen asian tekeminen kerralla vihentdd vidlimuotojen miirdd ja siten nopeuttaa las-

kemista. Toisaalta litan monen asian tekeminen kerralla usein tekee merkinndisti vai-

keammin luettavia ja aiheuttaa virheiti. Eri ihmisille sopii erilaiset laskutyylit. Kun haet

omaa tyyliisi, niin aseta tavoitteeksi, ettd kdytit niin yksinkertaisia askelia ja niin mon-

ta vilimuotoa, ettid vastauksiin ei tule huolimattomuusvirheita. Jos voit tehdd useampia

asioita kerralla ilman huolimattomuusvirheitd, niin tiivistd laskujasi. Muista kuitenkin,

ettd vilimuotoja tulisi olla niin paljon, etti myos toiset ymmartivit laskujesi vélivai-

heet.

Laskimen kéytto. Eri laskinten vililld on suuria eroja. On tirkeiti, ettd opettelet oman

laskimesi kdyton. Laske seuraavien lausekkeiden arvot laskimella, vertaa saamiasi vas-

tauksia oikeisiin. Jos olet laskenut jonkin arvon véérin, niin selvitd laskuvirheesi syy.

Tarvittaessa 10ydét lisdamateriaalia verkosta. (http://www.oph.fi/etalukio/)

(a)
(b)
()
(d)
(e)
®

8—2-(-3)
7
(20—2-(54+10/3)+2/3)/5+2=

0.0325-1.0325!%

1.032510 —1
32/3 _

In1.00123 =
I 1

475

Vastauksia: (a) 2 (b) 2.8 (¢) 0.118731 (d) 2.08008382 (e) 0.001229244 (f) 0.05

12
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Murtoluvut. Jatkossa oletetaan, ettd murtoluvuilla osataan laskea. Jos huomaat epi-
varmuutta laskemisessasi, kertaa asia.

Olkoon A mitattavissa olevan suureen arvo (luku, rahamiird, massa, pituus, tms.) ja
olkoot n ja m kokonaislukuja. Sovitaan seuraavat sanonta-tavat:

A
— = "A:nn:nnds osa”
n
(Esim: % = kilogramman kymmenesosa = 100g, % = tunnin neljdsosa = 15min.)
m 2 ” 2
—-A = ”m n:nnds osaa A:sta
n

(Esim: 13—0 - 1kg = kolme kymmenesosaa kilogrammasta = 300g, 43'1 - 1h = kolme neljas-
osaa tunnista = 45min.)

A
—— = ’sadasosa A:sta = prosentti A:sta”
100 P
% A = 7psadasosaa A:sta = p prosenttia A:sta”

— = ”yksi n:nnds osa”
n

(Esim: % = yksi kymmenesosa = 0.1, %1 = yksi neljdsosa = 0.25.)

— = ”mn:nnis osaa”
n

(Esim: % = kolme kymmenesosaa = 0.3, % = kolme neljdsosaa = 0.75.)

Olkoon seuraavassa n # 0. Tarkeimmét murtolukukaavat ovat :

m +m .
P +— = P saman nimiset murtoluvut lasketaan yhteen
n o n n
p-m

= — yhteinen tekijd voidaan supistaa pois
p-n n

13
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m n- -m  np—+m
B+_ _ P+CI _np q
q n n-q g-n ng
p m _ p-m

g n  qn
p = ? kokonaisluku voidaan tulkita murtoluvuksi
m p m p-m

p.— = _——=

n 1 n n
m p _ mq
n'q  np
m m 1 m
_:p — —_— e = —_—

n n p n-p

Seuraavassa on joukko testitehtidvii.

(A) Laske ne ilman laskinta ja vertaa saamiasi tuloksia vastauksiin. Lopputulos yleen-
sd supistetaan niin yksinkertaiseksi kuin mahdollista. Jos timaé tuloksen siistiminen jaa
tekemaitti, niin tim4 ei ole vakava virhe, koska numeroarvo desimaalilukuna on oikein.
Kun vertaat vastuksiasi oikeisiin, tarkista my0s laskimella desimaaliarvo.

(B) Lopuksi testaa lausekkeiden laskeminen laskimella niin, ettid lasket lausekkeiden
arvot suoraan laskimella.

Jos testitehtdvissi tulee virheitd, niin selvitd virheiden syy. Suhtaudu nyt virheisiisi va-
kavasti, koska ne ennakoivat vaikeuksia myShemmin.

Testitehtéivia:
1 1
a) Z+§_
3 4
by T —_=
) 4 5
3 (1—3
o 308
T g
3+1 7
d e
) 7 349
) 3+1 7
c —_— —
7 349
3 3
——=:6=
D 4 2

14



Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 15

Vastauksia:

9 1 8 1
a) 0"~ 0.45 b) — 20"~ —0.05 c) 7= 15 ~ 1.142857142857142857 ...

48 1 1
d) 9" 0.979591836734693877551020408 e) 3™ 0.333333... ) 7 0.5

Prosentti. Prosenttikésitteen ydin on jo edelld esiintynyt kaava

”x on p prosenttia a:sta” < x = % a

Téstd voi helposti johtaa ldhes kaiken prosenttilaskennan. Jos olet koulussa oppinut
kisittelemiidn prosenttiongelmia “pilkkua siirtelemilld” ja kertomalla sopivalla desi-
maaliluvulla, niin timi ei jatkossa riitd. Lukion matematiikan kurssilla usein opetetaan
juuri sen verran, etti tietyt ylioppilastehtdvissd mahdolliset tyyppitehtdvit osataan. Jos
kuitenkin tutkittavaksi tulee ongelma, jossa perusarvo (edelld a eli se luku, josta sadas-
osat otetaan) ei ole heti nékyvilld, niin ndmai kikat eivit monestikaan riitd.

Prosenteista on myohemmin oma kappaleensa ja silloin kannattaa esimerkit kiydi huo-
lellisesti ldpi. Yleissddntd on: "Muodosta yhtilo, ratkaise tuntematon ja tulkitse tulos.’

Potenssikaavat. Sovitaan merkinti:

aa-....a=a"
—_———

n kpl

Mairitelmén perusteella voidaan helposti osoittaa tosiksi seuraavat kaavat.

samankantaisten potenssien tulo ja osamiéra
a'-a" = 4", kaikillea € R, n,m € N
a’ _ i
— = a7, kakillea#0,a€R, n>m,nmeN
a
samaa astetta olevien potenssien tulo ja osamidrd

a-b" = (ab)", kaikillea,beR, neN

n

a a\n o
= = <E> . kaikille b #£0, a,b €R, n €N
potenssin potenssi
(an)m — an~m

Tekemailld sopimuksen ja merkintdsopimuksen
a® = 1kaikillaa#0,acR (2.5)
1
a” = — kaikillaa#0,a€R (2.6)
a

15
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saamme poistettua suurimman osan edelléd olleiden kaavojen lisdehdoista. Kun muistaa,
etti 0" ja 0/0 eivit ole hyvin midriteltyji ja nollalla ei saa jakaa, niin kaavat voidaan

kirjoittaa muotoon:

sopimukset
a® = 1, kaikillaa#0
1 .
a’ = —, Kkaikillaa#0
an
samankantaisten potenssien tulo ja osamiird
an . am — an+m’
a’ nem i
— = d"™ kaikillea#0
am
samaa astetta olevien potenssien tulo ja osamiird
a-p" = (ab)",
a a\n o
s = <B> . Kaikille b £ 0

potenssin potenssi

(all)’n — an~m
Testitehtiivia:
27
a) ? =
321
b — =
) 22 4
33 2
5 B
92
" 3¥+1. 5
5 272
Vastauksia: .
a) 16 b) 2 )9 d)mz0.1

Juurikaavat. Luvun a nelidjuurella /a tarkoitetaan yhtilon x*> = a ei-negatiivista juur-
ta. Madritelma edellyttdd, ettd a > 0. Tavalliset juurikaavat ovat:

tulonjuuri vVa-b = +/a-vb, kaikillaa,b>0

16
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osamddrin juuri \/E = \/—E, kaikille a > 0,6 > 0
b Vb

nelion juuri Va2 = la|, kaikillea € R
juuren nelis  (va)? = a, kaikillea>0

2.3 Vilimerkinnit ja itseisarvo
Vilimerkinndt

Jos x on suurempi kuin 3 ja x on pienempi kuin 5, niin merkitsemme 3 < x < 5. Sovim-
me seuraavista joukkomerkinndisti:

{xeR|a<x<b} = |a,b[=(a,b) (2.7)
{xeR|a<x<b} = Ja,b] (2.8)
{xeR|a<x<b} = |a,b]=(a,b] (2.9)
{xeR|a<x<b} = [a,b|=]a,b) (2.10)

Yleisin ratkaisu tidssd yhteydessd on kéyttdd kaarisulkeita aidon erisuuruuden tapauk-
sessa, mutta myos hakasulkeita kdytetdédn. Me tulemme kiyttimadn hakasulkeita, kos-
ka siten saadaan aikaan riittdvi ero tason pisteen merkinnélle ja vélimerkinnille.

Vilit tulee osata merkitd myos lukusuoralle. Vilin pédtepisteet merkitidén lukusuoral-
le. Jos péitepiste ei sisdlly véliin merkitddn avoin pallo, jos piitepiste sisdltyy viliin,
merkitiddn suljettu pallo. Padtepisteiden viliin jddvéa jana korostetaan.

3,5] 3,5]

3 5 3 s
3,5] 3,5]

3 5 3 s

HUOMAA, etti on eri asia yhdistdd joukkoja ja toinen asia yhdistda ehtoja.

17
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Esimerkki 4 (1) Jos ratkaisujoukko muodostuu vdlisti [1,4] ja vélisti [3,6], niin yh-

distamdilld VALIT saamme ratkaisujoukoksi

®—
(OJN
\

[ JO8]

[N Jo)

Rj=11,4]U[3,6] = [1,6]

(2) Jos ratkaisujoukko muodostuu niistd x:n arvoista jotka toteuttavat ehdon 1 < x < 4
ja ehdon 3 < x < 6, niin yhdistimdlld EHDOT saamme kokonaisehdoksi
(1<x<4)ja(3<x<6)
& (1<x)ja(3<x)ja(x<4)ja(x<6)
& 3<x<4
& Rj=[3,4]
Piirtamdlld valit lukusuorille, ndemme, ettd tapauksessa (2) ratkaisujoukko on Rj =

[1,4[N[3,6] = [3,4].

@ —
DI
[ Jo)
Y

Esimerkki 5 Otamme vield vastaavan esimerkin, mutta hieman erilaisilla numeroilla.
(1) Jos ratkaisujoukko muodostuu viilistéi [1,2| ja véilisti [4,6), niin yhdistimdlli VALIT

saamme ratkaisujoukoksi

1 2
L g
4 6
L g @
1 2 4 6
L ®
Rj=[1,4[U[3,6]

18
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(2) Jos ratkaisujoukko muodostuu niistd x:n arvoista jotka toteuttavat ehdon 1 < x < 2
ja ehdon 4 < x < 6, niin yhdistamdlld EHDOT saamme kokonaisehdoksi

Piirtdamdilld vilit lukusuorille, ndemme, ettd tapauksessa (2) ratkaisujoukko on Rj =
[1,2[N[4,6] = 0.

YN
[ Yo

Rj=[1,2[N[4,6] =0

Sovimme myds seuraavista muodollisista merkintédtavoista (co = "déretdn”)

{xeR|a<x} = Ja,o[=(a,) (2.11)
{xeR|a<x} = [a,0o[=][a,) (2.12)
(x€R|x<b} = | —oco,b]=(—o0,b] (2.13)
{xeR|x<b} = ]—o0,b[=(—o,b) (2.14)
Lukusuoralla
<b b g == ()
(o) —— : -
Itseisarvo

Luvun itseisarvolla tarkoitetaan luvun numero-osaa ilman mahdollista etumerkkii. Siis

|—7|=7, [|2|=2, |-100/=100, jne...

19
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Niin kauan kun puhutaan yksittdisistd luvuista, asia on aika selvd, mutta nyt meidén on
selvitettdvi, mitéd tarkoitetaan lausekkeen itseisarvolla!

Maaritelma 6 Lausekkeen a itseisarvo on

la| = a, kuna>0,
| —a, kuna<DO.

Siis

-7 = —(-7)=7 (alemman kaavan mukaan),
2] = 2 (ylemmin kaavan mukaan),
|—100] = —(—100)=100 (alemman kaavan mukaan).

Jos tiedimme varmasti lausekkeen merkin, niin pystymme kirjoittamaan lausekkeen il-
man itseisarvomerkkeji. Esimerkiksi [x? 4 1| = x* + 1.

Kahden luvun a ja b etdisyys lukusuoralla on |a — b/, silld

la—b| = a—b kuna—b>0 < a>bh
A7O1=Y b—a kuna—b<0 < a<b’

joten kummassakin tapauksessa tapauksessa isommasta viahennetiin pienempi ja ndin-
péin laskettu erotus on jirkevi mitta etdisyydelle.

ja—b|

Q

Erityisesti luvun a itseisarvo voidaan tulkita a:n ja nollan etiisyydeksi |a| = |a — 0|

o %
Q

20
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2.4 Yhtdlot ja epayhtilot

Yhtiloiden ratkaiseminen on hyvin keskeinen taito, joka télld kurssilla tulee hankkia
ja harjoittaa. Yhtélot eivit ole vaikeita, mutta oleellista on se, ettd tulet tarkastelemaan

yhtdloiti, jotka syntyvit hieman ylléttden ja varoittamatta.

Koulussa olet useimmiten kotilaskua laskiessasi jo valmiiksi tiennyt, millainen yhtilo
ratkaistavaksesi tulee. Nyt on tédrkedtd tottua siihen, ettei alussa tiedd, mitéd laskun ai-
kana tapahtuu. Laskuun tulee uskaltaa heittdytyi luottaen siihen, ettd joka kédénteessd
osaa toimia oikein. Tama luottamus syntyy harjoittelun kautta. Téssa tarkoitettua taitoa
ei opi lukemalla seuraavat kolme sivua, vaan harjoittelemalla ahkerasti seuraavat kol-

me kuukautta.

Kaikkien yhtéloiden kisittelyssd on samat perusaskeleet:

e Termi saa vaihtaa yhtdlon puolta, jos se samalla vaihtaa merkkii.
e Yhtilon saa jakaa nollasta eroavalla luvulla (muista jakaa jokainen termi).
e Yhtilon voi kertoa nollasta poikkeavalla luvulla (muista kertoa jokainen termi).
Epéyhtiloiden kisittelyssd on yksi tirkeid ero edelliseen:
e Yhtilon saa jakaa ja kertoa nollasta eroavalla luvulla, mutta kerrottaessa tai jaet-
taessa negatiivisella luvulla erisuuruus-merkki kiiintyy.
e Epiyhtidlon saa myos kertoa (jakaa) lausekkeella, jos varmasti tiedimme kertojan

(jakajan) merkin.

Tarkastelemme seuraavaksi yhtiloitd ja epdyhtdloitd tyypeittdin. Osa materiaalista on

koulusta tuttua, mutta osa voi olla uutta.

21
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I asteen yhtilo

Ensimmaiisen asteen x:n yhtilo ratkaistaan seuraavasti.

1. Poista tarpeettomat sulut ja nimittéjit.
2. Perusaskelten avulla muunna yhtdldé muotoon x = lauseke.

3. Edeltidva vaihe voi epdonnistua vain, jos x hdvidd pois yhtédlostd. Jos ndin syn-
tynyt yhtdlo on tosi, on alkuperdinen yhtilo identtisesti tosi, eli aina tosi (rat-
kaisujoukko sisdltdd silloin kaikki reaaliluvut (Rj = R)). Jos syntynyt yhtidlo on
epdtosi, ei yhtdlolld ole juurta (ratkaisujoukko on silloin tyhjd (Rj = 0)).

EsimerkKi 7 Kaksi erillistd yhtdloesimerkkidi

b)
a) 2x+1
x; Y1 = x |2
5x—1) = x+7 2. (2x
“(2x+1)

&S50x—-5 = x+7 @—Z +2-1 = 2-x
&S5x—x = T+5 S2x+1+42 = 2x

S4x = 12 | : 4 S2x—2x = —1-2

&Sx = 3 &0 = -3 epitosi!

&SR = 0

Vastaus a) yhtdlon juuri on 3, b) yhtdlolld ei ole juurta (Rj = 0).

Edell ei erillisen vastauksen kirjoittaminen tunnu kovin tarpeelliselta. Jokainen luki-
ja varmasti osaa tulkita yhtdlon juuret yhtdlon ratkaisun viimeisen rivin merkinndisti.
Jatkossa kuitenkin ongelmat muuttuvat véhitellen mutkikkaammiksi, ja vastauksen kir-
joittaminen tdsmallisesti on tirked taito.

PERIAATE: Jos ratkaisin yhtédlon, koska esimieheni kysyi minulta erésti seikkaa, niin
jos mahdollista kirjoitan ratkaisuni peridin vastauksen, joka vastaa esitettyyn kysymyk-
seen.

22
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Esimerkki 8 Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa x kappaletta. Tdlld hetkelld x =
200kpl/kk. Tuotteen myyntihinta on 18.00€. Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa
kustannuksia 8.50€ ja viikossa kiintedit kustannukset ovat 250€. Miten paljon pitdid
tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta myyntitulo on sama kuin valmistuskustannukset
kuukaudessa?

Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtilo, jonka vasen puoli on myyntitulo kuukauden ajalta ja oi-
kea puoli on valmistuskustannukset samalta ajalta.

€ £ vko £
18.00— = x-8.50— 4+4-2.250—
o kpl X80 T R vko
€ €
19.50— = 1000.00—
D™ Kk
~1000.00 € kpl kpl
X = 950 ke 0P

Vastaus: Tuotteita tulee valmistaa kuukaudessa véahintddn 105 kappaletta, jotta myynti-
tulo vastaa kustannuksia.

II asteen yhtilo

Toisen asteen yhtdlon normaalimuoto on
ax* +bx+c=0 (2.15)

ja se ratkaistaan kaavalla

B —b++Vb?—4ac

P (2.16)

X

Jos juurrettava eli diskriminantti D = b*> — 4ac on positiivinen, niin juuria on kaksi.
Jos diskriminantti on nolla, saadaan yksi juuri. Jos diskriminantti on negatiivinen, niin
yhtélolli ei ole reaalisia juuria.

_—b+VD _—b—VD

D>0 — X1 b)

2a 2a
—-b
D=0 — X=—
2a
D <0 — Rj=10

23
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Esimerkki 9 Edellisessd esimerkissd (8) oletettiin myyntihinnan pysyvdin vakiona. Usein
kuitenkin on niin, ettd lisdittdessd tuotantoa on myyntihintaa laskettava, jotta tuotanto

saadaan myytyd. Nyt on arvioitu, ettd myyntihinta riippuu valmistusmddrdstd seuraa-
vasti

€ € kk
p=20.00-— —0.01—-x.
kpl kpl
Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa kustannuksia 8.50€ ja kuukaudessa kiintecit
kustannukset ovat 1000€. Miten paljon nyt pitdd tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta

myyntitulo on sama kuin valmistuskustannukset kuukaudessa?

Ratkaisu: Vastaavasti kuin edelld kirjoitamme taas yhtidlon, jonka vasemmalla puolella
on kuukauden myyntitulo ja oikealla puolella vastaavan ajan valmistuskustannukset

€ €
p-x X 850kpl+ 000kk
€ €-kk € €
20.00— —0.01—— x| -x = x-8.50— +1000—
@( kpl Kpl2 x> X X kp1+ KK
€ €-kk €
& 11.50—-x—0.01—7F x> = 1000—
kpl kpl kk
: € €
& —0.01 x? 4+ 11.50— - x—1000— = 0
e T

Yhtdlo on nyt normaalimuodossa, joten teemme sijoitukset ratkaisukaavaan.

kpl® kpl® kk

{001 €kk
2 ( 0.01kp12>

Nyt juurrettavassa yksikko on (€2)/(kpl?) joten koko osoittajan yksikkd on €/kpl.
Silloin ratkaisukaavan mukaisen juuren yksikko on

_ € 2 € 4 _001€kk) . (_1000€
11.50kpli\/11.50 4 ( 0.01 ) ( 1000 )
SX =

€ kpl*  kpl
kpl €-kk  kk

kuten pitdédkin. Nyt voimme keskittyd numerolaskuun.

—11.50+/11.502 —4- (—0.01) - (—1000) kpl

cr = 2-(—0.01) Kk
~ —11.50+/92,25 kpl
B —0.02 kk
B kpl _kpl . _ kpl kpl
& x =94771 -~ 95, jaxy = 1055231 - ~ 1055

24



Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 25

Juuria tuli nyt kaksi. Asia saa luonnollisen selityksen, kun otamme vastaavat ongelmat
uudelleen kisittelyyn voitonmaksimoinnin yhteydessd. Jos valmistusmééra on pienti, ei
myyntituloa kerry riittdvésti. Jos valmistusmééréd on iso, niin kysyntidfunktion mukaan
myyntihinta painuu pieneksi ja myyntitulo on taas liian pieni kustannusten kattamiseen.
On siis olemassa rajat jarkevan tuotannon maérille.

Vastaus: Myyntitulo kattaa valmistuskustannukset, jos 95% <x< 1055%.

Testitehtidvia: Ratkaise seuraavat toisen asteen yhtilot

a) 3 —2x+1=0

b))  x(x+6)=7

) 3 —1=x(x—4)

d  (x—=2)(x+4)=7

e) (x—2)(x—2)=-1

f) 2% —x(x+1)=x(x—2)+1

Vastauksia:
a)X1:1,X2:—1/3 b)xlzl,x2:—7

c) x1 = 0.224745, x, = —2.24745
d) x; =0.414214, x, = —2,414214 e)Rj=0 Hx=1

Korkeamman asteen yhtilot

Kolmannen ja neljannen asteen yhtilot voidaan ratkaista niihin liittyvilld ratkaisukaa-
vakokoelmilla. Kaavat ovat sen verran mutkikkaita, ettei niitd télld kurssilla opetella.
Seuraavassa opimme kisittelemédin kolmannen asteen yhtdlod, kun yksi juuri tunne-
taan. Menettely yleistyy helposti vield korkeampiulotteisille yhtiloille.

Olkoon tarkasteltavana yhtalo
X +a2x2+a1x—|—a0 =0. 2.17)

Jos tieddamme, ettd yksi juuri on x = z, niin silloin yhtélo (2.17) voidaan kirjoittaa muo-
toon

(217) & (x—2) (x> +bix+by) = 0 (2.18)
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missd by ja by voidaan valita siten, ettd yhtdloiden (2.17) ja (2.18) vasemman puolen
lausekkeet ovat identtiset. Siis

)( +b1X—|—b0)
+ (bo — zb1)x — boz

= ar+z|+z
—zb1 = a —
- Zbo = ap

X ~|—a2x2 +ax+ay =

— Zbo = dq <
= ax+z
a1+a2z+z
= ao—I—alz—i-azZ —l—Z
-0

ar)+z
ar+biz

by
bo

(x—
X
= a+z
& by = aj+axz+z? | +z
Esimerkki 10 Ratkaise yhtdilo
X —3x> —6x+8=0.

Yksi yhtdlon juuri on x = —2. (Tdmdn ndkee suoraan sijoittamalla x:n paikalle —2, jol-

loin yhtdilo tulee todeksi.)

Silloinby =ay+z=—-3+(-2)=—-5jaby=a;+biz=—6+(—5) - (—2) =4. Siis

X432 -3x—10=0 & (x+2)(x*—5x+4)=0
& (x+2)(x—1)(x—4) =0
S x=-2 tai x=1 tai x=4

Edelld esietty on erikoistapaus seuraavasta yleisemmasti tuloksesta.
Lause 11 Jos P,(x) on astetta n oleva polynomi, ja P,(x1) = 0, niin on olemassa astetta

n— 1 oleva polynomi Q,,_1(x), jolle

Py(x) = (x —x1)Qp—1(x), kaikilla x € R.
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Jos polynomilla Q,_1(x) on edelleen reaalinen nollakohta x; siten, ettd Q,—(x2) =0,
niin on olemassa polynomi Q,_»(x) siten, ettd

Pu(x) = (x —x1) (x —x2) Qp—2(x), kaikilla x € R.

Toistamalla titd menettelyd niin kauan, kuin reaalisia nollakohtia 16ytyy, saamme seu-
raavan tuloksen.

Lause 12 (1) Jos P,(x) on astetta n oleva polynomi, niin se voidaan aina kirjoittaa
muotoon

P(x) = (x—x1)(x—x2) -+ (x —x) O(x), kaikilla x € R,

missd luvut x,x2, . . ., x; ovat polynomin P(x) reaaliset nollakohdat ja astetta n — k ole-
valla polynomilla Q(x) ei ole reaalisia nollakohtia.

(2) n:nnen asteen yhtdlolld on enintddn n kappaletta reaalisia juuria.

Korkeamman asteen yhtiloitd emme télld kurssille juurikaan ratko. Aina kun mallin-
namme jotakin taloudellista ilmi6td, pyrimme korkeintaan astetta kaksi oleviin yhtéloi-
hin. Jos kuitenkin joudut opintojesi aikana ratkaisemaan kolmatta tai korkeampaa as-
tetta olevan yhtédlon, niin tidssid kannattaa kidyttdid hyviksi Newtonin menetelméd, joka
opetellaan derivoinnin yhteydessa tai jotakin symbolisen laskennan ohjelmistoa (Mat-
hematica, Matlab, tms.).

Jotta osaisimme oikein tulkita ohjelmien antamat tulosteet, on osattava kompleksilu-
kujen perusteet. Tétd varten palaamme tdhidn aiheeseen uudelleen kappaleessa, jonka
padaihe on kompleksiluvut.

Hankalat yhtalot

Jos yhtdlo ei sijoitu mihinkdédn edelld mainituista ryhmisté, sitd voi pitdd hankalana
tai ainakin yliméérdistd huolellisuutta vaativana. Erditi tapauksia tullaan késitteleméédn
myohemmin. (Itseisarvoyhtilot, juuriyhtilot, eksponenttiyhtdlot, Newtonin menetel-
ma4.)
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Hankalan tuntuinen yhtilo kannattaa usein muokata uuteen muotoon siirtimélla kaikki

termit samalle puolelle (yleensd vasemmalle puolelle eli LHS:iin). LHS maédrittelee nyt

x:n funktion y = f(x) = LHS(x). Jos tdimin funktion kuvaajan pystyy selvittiméin ja

erityisesti 10ytdd kaikki sen nollakohdat, niin silloin yhtdlokin on saatu ratkaistua.

Esimerkki 13 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (9) yritystd. Kysyntdfunktio on

€ € kk

—20,00-=-—0.,01 =%
P kpl kpl?

- X.

Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa kustannuksia 8.50€ ja kuukaudessa kiintecit

kustannukset ovat 1000€. Lisdksi nyt huomioidaan lopputuotevaraston kokonaiskus-

tannukset \/cq, ¢ = 2€2 /kk/kpl. Varastointikustannusten vaikutus ei ole suuri, mutta

se kuitenkin vaikuttaa ratkaisuun. Varastointikustannusten lauseke ./cq on teorian mu-

kainen. Myohemmin tutustumme varastomalleihin omassa luvussaan.

Miten paljon nyt pitdd tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta myyntitulo on sama kuin

valmistuskustannukset kuukaudessa?

Merkitdédn nyt seuraavasti

Irmistismsics kpl
valmistusmidrd = x—
kk ’
myyntihinta = <
yy = pkpl'
Silloin kysyntdfunktio menee muotoon
€ € €-kk kpl
— = 20,00— —-0,01 X
Pipl Ckpl 0 kpl? kK

&p = 20,00—0,01x

Tehtédvissa tarkoitettu yhteys myyntitulon ja kustannusten vililld saa muodon

myyntitulo(€/kk) = kustannukset(€/kk)
€  kpl €  kpl € €? kpl
— x—— = 8,50— -x—— +1000— +1/2 X —
“Pipl ik R o B T e R v

& (20,00—0,01x)x = 8,50x+ 1000+ v/2x
& —0,01x% +11,50x — 1000 — v/2x = 0.

(2.19)

(2.20)

Saatu yhtilo on hankala, silli sen ratkaisemisaan ei ole olemassa mitiin suoraa kaavaa.

Piirtdmalla LHS:in kuvaajan, saamme ongelman ratkaisuksi: 96 < x < 1050.
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I asteen epdyhtélo

Ensimmadisen asteen epédyhtilod kasitelldin muuten samoin kuin yhtdlod, mutta kerrot-
taessa tai jaettaessa negatiivisella luvulla, erisuuruusmerkki kidntyy.

Huomaa, ettd taloudellisissa sovelluksissa usein epdyhtilo on luonnollisempi kuin yh-
tdalo. Yleensd yritys haluaa, ettd sen tulot ovat suuremmat kuin sen menot. Jos ratkai-
semme yhtidlon “tulot = menot” ja toimimme ratkaisun ohjaamina, saatamme toimia
vihemmin kannattavasti kuin jos olisimme tutkineet epdyhtdlon “tulot > menot” rat-
kaisua luovasti.

Esimerkki 14 Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa mddrdn x(kpl/kk). Tuotteen myyn-
tihinta on 18.35€. Jokaisen tuotteen valmistaminen aiheuttaa muuttuvia valmistuskus-
tannuksia 15.50€. Kiintedit kustannukset ovat 8 S00€/kk. Edellisen kuukauden aikana
yritys valmisti 5000 tuotetta, jolloin kate oli

kate = myyntitulo — muuttuvat kustannukset

kpl € kpl €
= 5000—--18.35— —5000—- - 15.50—
kk kpl kk kpl

= 91750€/kk — 77500€ /kk
= 14250€/kk

Jja vastaavasti kuukauden tulos oli

tulos = kate — kiintedt kustannukset

€ €
= 14250ﬁC — 8500k_k

= 5750€/kk.

Tulos on nyt positiivinen, eli yritys tekee voittoa. Voitto (tulos) oli 6.3% myynnistd, silld

voitto 5750€/kk

100% = 2271 4009 = 6.267% ~ 6.3%
myynti  91750€/kk ’ ’

Miten suuri pitdd valmistusmdcdrdn olla, jotta voitto olisi vihintddn 10% myynnistd?
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Kirjoitetaan vastaava epdyhtdlo, kun tuotantomdidird on x.

. 10 .
voitto > —— - myynti

100
& x-(18.35—15.50)€/kpl — 8500€/kk > 0.1 -x - 18.35€/kpl
& x-1.015€/kpl > 8500€/kk | : 1.015€/kpl

& x> 8375kpl/kk

Vastaus: Jos tuotantomdidird on véhintdcdn 8375kpl/kk, niin voitto on vihintddn 10%
MYYnnistd.

Epéjatkuvuuden huomiointi

Usein epayhtilossa esiintyvit lausekkeet sisdltavit epdjatkuvuuksia. Silloin epayhtilo
ei endd olekaan oikea ensimmadisen asteen epayhtilo.

Kun epédjatkuvuuskohdat merkitdén lukusuoralle (x-akselille), niin ndmé kohdat jakavat
lukusuoran véleihin siten, ettid kullakin vililld epdyhtidlo voidaan kirjoittaa yksinkertai-
seen muotoon. Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

EsimerkKki 15 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (9) yritystd. Yritys valmistaa tuotetta
kuukaudessa mdidrdn x(kpl/kk). Tuotteen myyntihinta on 18.35€. Jos tuotantomdidird
on riittdvan suuri, on mahdollista saada raaka-ainehankintojen yhteydessd mdcdrdalen-
nuksia. Mddrdalennuksista johtuen muuttuvat kustannukset ovat

x-15.50€/kpl, kunx < 12000

muuttuvat kustannukset = { x-14.75€/kpl, kun x > 12000

Vastaavasti kiintedit kustannukset ovat

8500€/kk, kunx <9000

kiinteit kustannukset = { 10500€/kk, kunx>9000

Tdmd epdjatkuvuus kiinteissd kustannuksissa on (esimerkiksi) seurausta siitd, ettd laa-
Jennettaessa tuotantoa, yrityksen on pakko ottaa kdyttoon uusia tuotantotiloja, mikd
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puolestaan lisdd ldmmitys-, vuokra-, vakuutus-, vartiointi-, siivous-, ym. kustannuksia.

Miten suuri pitdd valmistusmdidrdn olla, jotta voitto olisi vihintddn 10% myynnistd?

Jaamme tarkastelun kolmeen osaan:

Tapaus 1 (x <9000)
voitto > 0.1 - myynti
< x-(18.35—15.50)€/kpl —8500€/kk > 0.1 - x - 18.35€/kpl
& x-1.015€/kpl > 8500€/kk | : 1.015€/kpl
& x> 8375kpl/kk
—  [8375;9000] C Rj

Tapaus 2 (9000 < x < 12000)
voitto > 0.1 - myynti
& x-(18.35—15.50)€/kpl — 10500€/kk > 0.1 -x - 18.35€/kpl
& x-1.015€/kpl > 10500€/kk | : 1.015€/kpl

& x> 10345kpl /kk
—  [10345;12000] C Rj

Tapaus 3 (12000 < x)
voitto > 0.1 - myynti
& x-(18.35—14.75)€/kpl — 10500€/kk > 0.1 - x- 18.35€ /kpl
< x-1.765€/kpl > 10500€/kk | : 1.765€/kpl
< x> 5949%pl/kk
— ]12000; «o[C Rj

Lukusuoralla ratkaisujoukko ndayttdd seuraavalta:

8375 10345
9000 12000
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Vastaus: Voitto on vihintddn kymmenen prosenttia myynnistd jos valmistusmdidird kuu-
kaudessa x toteuttaa ehdon

8375 <x<9000 tai x> 10345.

II asteen epdyhtélo

Seuraavassa sanomme, ettd epdyhtidlon vasen puoli on LHS (Left Hand Side) ja epdyh-
tdlon oikea puoli on RHS (Right Hand Side). Pienen tovin saa #-merkki edustaa kaikkia
erisuuruusmerkkeja <, <, >, >, . Tilld halutaan nyt korostaa sit4, ettd erisuuruusmer-
kin tyyppi astuu kuvaan vasta aivan algoritmin loppuvaiheessa.

Toisen asteen epiyhtidlon normaalimuoto on ax? + bx + ¢ # 0. Toisin sanoen normaali-
muodon LHS on toisen asteen polynomi ja RHS on nolla.

Toisen asteen epdyhtilon ratkaisualgoritmi voidaan tiivistdd seuraaviin askeliin:
(1) vie epdyhtild normaalimuotoon,

(2) ratkaise LHS:n nollakohdat,

(3) muodosta LHS:n merkkikaavio,

(4) paittele ratkaisujoukko merkkikaavion ja #:n perusteella.

Laadimme kohdassa (3) mainitun merkkikaavion siten, ettd hahmottelemme x-akselin
padille paraabelin y = LHS, joka leikkaa x-akselia LHS:n nollakohdissa. Merkkikaavion
muoto riippuu nyt kertoimesta a, joka miirdd paraabelin aukeamissuunnan ja diskri-
minantista D = b> — 4ac, joka miirii paraabelin ja x-akselin leikkauspisteiden luku-
maiirin. Eri vaihtoehdot on esitetty taulukossa 2.1.

Esimerkki 16 Ratkaise epéiyhtilo (x+1)x > 5 —3x.
Vieddidn ensin epdyhtdilo normaalimuotoon:

(x+1)x > 5-3x
& X +x > 5-—3x%
> 0

& 4x? +x-5
—_———
=LHS
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Taulukko 2.1: Toisen asteen epdyhtdlon LHS:n merkkikaavio.

par. aukeamissuunta | juuret merkkikaavio
s . + -/ +
a>0 —ylospdin | D>0 —xj1jaxy 5 e
a>0 —ylospiin [ D=0 —x; %
X1
a>0 —ylospiin | D=0 —Rj=0 +\/+ +
a<0 —alaspiin | D>0 — xjjax, 4_%2’\;*

a<(0 —alaspidin | D=0 —x; m -

a>0 —alaspdiin | D=0 —Rj=0 >

Toisen asteen termin kerroin a =4 > 0, joten paraabeli aukeaa ylospdin. Diskriminantti
onD=b>—4dac=1?>—4-4-(-5) =81 > 0, joten juuria on kaksi.

—1—+/12—4.4.(-5)

= =—-1.25 j
X1 4 5 ja
—1++/12—4.4.(-5)
Xy = =1
2-4
Merkkikaaviosta
+ — +
X X7

ndemme, ettd
LHS>0 <& x<-125ta x>1

Esimerkki 17 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (9) yritystd. Yritys valmistaa tuotetta
kuukaudessa mdidiriin x(kpl/kk). Tuotteen myyntihinta on

€ kk
p=25.00€/kpl —0.00133- - x.
p

Jokaisen tuotteen valmistaminen aiheuttaa muuttuvia valmistuskustannuksia 15.50€.
Kiintedit kustannukset ovat 8 500€/kk.
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Miten suuri pitdid valmistusmdidrdn olla, jotta voitto olisi vihintddn 10% myynnistd?

Kirjoitetaan vastaava epdyhtdlo, kun tuotantomdidird on x.
voitto > 0.1 - myynti

& x-(p—15.50€/kpl) —8500€/kk > 0.1-x - p

0.9-x-p—15.50€/kpl-x —8500€/kk > 0
€ kk
kpl?

(3

< 0.9-x-(25.00€/kpl —0.00133

.x) — 15.50€/kpl - x — 8 500€/kk > 0

€
& —0.001197—— -x% +7.00€/kpl - x — 8500€/kk > 0
P

Koska toisen asteen termin kerroin on negatiivinen on LHS:n kuvaaja alaspdin aukeava
paraabeli, ja ratkaisujoukkoon kuuluvat yhtdlon LHS = 0 juurten viilissd olevat x:n
arvot. Ratkaistaan seuraavaksi ndamd juuret

LHS =0

o 00011975 K

oF x> +7.00€/kpl - x — 8500€/kk = 0

—7.00€/kpl + \/ (7.00€/kpl)? — 4 (—0.001197EXK) . (_8500€/kk)

kpl®
2. (—0.001197’@"5)
kpl

= X =

0.002394 kk
& x1=1720.4kpl/kk ja xp=4127.5kpl/kk

(7.001\/8.302) kpl
& x=— | =

Vastaus: Jos tuotantomdicird x on vdlilld 1720kpl /kk < x < 4130kpl/kk, niin voitto on
vahintddn 10% myynnistd.

Kun vastausta vertaa esimerkin (9) vastaukseen, niin ero tuntuu suurelta. Esimerkkien
yhteinen lihtokohta on nykyinen tuotannon laajuus x = 5000kpl/kk ja nykyinen hinta
18.50€/kpl. Esimerkin (9) vastaus merkitsee sitd, ettd yrityksen tulee kasvattaa tuo-
tantoaan saadakseen voiton haluamakseen, ja edellisen esimerkin mukaan yrityksen
tulee pienentdd tuotantoaan, jos se haluaa voiton olevan 10% myynnistd. Esimerkkien
vdlinen ero on siind, ettd esimerkissd (9) oletetaan tuotteista saatavan sama myynti-
hinta vaikka tuotantoa kasvatetaan. Tdamd ei yleensd ole totta. Esimerkki (17) antaakin
todemman kuvan siitd, miten tuotantoa joudutaan mitoittamaan. Joskus tuotantoa su-
pistetaan kannattavuussyistd!
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Testitehtivia: Ratkaise seuraavat toisen asteen epayhtilot

a) 3P —2x>-1

b))  x(x+6)<7

) —3x*+2>5x

d)  (2—-x)(x+4)<0

e) (x—2)(x—2)> -1
f) x*—2x+1)<-3

Vastauksia:
aA)x<—1/3taix>1 b) —7<x<1 ) —2<x<1/3

d)x<2taix>4 e)Rj=R Hx=1

2.5 Prosentti

Prosentti tarkoittaa yhtd sadasosaa (latinaksi “pro centum’, englanniksi "per cent’, es-
panjaksi “por ciento’). p prosenttia, p%, on p sadasosaa. Seuraavat lauseet sanovat siis
saman asian.

”Maksu on 5 prosenttia 600 eurosta.”

< ”Maksu on 5 sadasosaa 600 eurosta.”
600€
”Mak 5 ——
aksu on 100
5
”Mak — - 600€
& aksu on 100

< ”Maksu on 0.05 - 600€

Sovimme ensin seuraavista termeista.

Jos b on p prosenttia a:sta, eli

p
b=—- 2.21
100 % (2.21)
joka voidaan myos kirjoittaa, myds muotoon
b
—-100% = p%, (2.22)
a
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niin sanomme, etti

a = perusarvo (mihin verrataan?)(minki sadasosista on kysymys?)
p prosenttiluku (miten monta sadasosaa?)
b prosenttiarvo (mitéd verrataan?)

% = prosenttikerroin (milld kerrotaan)

EsimerkKi 18 Olkoon tuotteen alkuperdinen hinta 23.00€. Jos se myydcdiin 20% alen-
nuksella, niin alennettu hinta on 80% alkuperdisestd. Mikd tdmd alennettu hinta on?

Ratkaisu: merkitddn

perusarvo = 23.00€

80
ttikerroin = —— =0.80
prosenttikerroin 100
prosenttiarvo = x = alennettu hinta
Siis
80 23.00€ = 18.40€
x=—"-23. =18.
100

Esimerkki 19 Erddn tuotteen valmistuskustannus on 123.00€ ja sen myyntihinta on
141.00€. Silloin kate (myyntitulo- valmistuskustannus) on 141.00€—123.00€ = 18.00€.
Kate on silloin 12.77% myyntihinnasta, silld
18.00€
141.00€
Milld myyntihinnalla kate olisi 10% myyntihinnasta?

-100% = 12.77%.

Ratkaisu: merkitddn myyntihintaa x:lld.

perusarvo = x = myyntihinta
10
ttikerroin = —— =0.10
prosenttikerroin 100
prosenttiarvo = x— 123.00€ = kate
Siis
x—123.006 = 0., | LHS: kate (2.23)
' 100 RHS: 10% myynnistd '
& x—0.1x = 123.00€
123.00€
& X = —9 = 136.67€ (2.24)
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Edellisen esimerkin tapaisissa ongelmissa kokematon laskija yleensi ajattelee, ettd nyt
pitdisi opetella miten lauseke (2.24) muodostetaan. Ei ole vaikeata keksid, milld valmis-
tuskustannus pitii jakaa lausekkeessa (2.24). Tamin kaltaiset yksinkertaiset temput”
toimivat hienosti niin kauan, kuin kaikilla tehtidvéssi esiintyvilld prosenttiluvuilla on
sama perusarvo. Kun perusarvoja on monta, tulee temppujen hallinta raskaaksi.

HELPOMMALLA PAASEE seuraavalla periaatteella.

1. Selvitd ratkaistava suure ja merkitse sen arvoa x:114.

2. tulkitse perusarvo, prosenttiluku ja prosenttiarvo.

3. Kirjoita prosenttiyhtilo kdyttiden tehtdvissi esiintyvid lukuja ja x:44.
4. Ratkaise x yhtalosti.

5. Tulkitse tulos niin, ettd vastaus on hyvid suomen kieltd ja vastaa tehtdavissi esi-
tettyyn kysymykseen.

Kahden luvun vertaaminen

Jos y on p% suurempi kuin x, niin eroa verrataan “kuin’’-arvoon. Siis

perusarvo = x = ("’kuin”-arvo)
prosenttiluku = p
prosenttiarvo = y—x= €ro
; (1+16)
Y7 100 Y=\ 100/

Jos y on p% pienempi kuin x, niin eroa verrataan “kuin’-arvoon. Siis

perusarvo = x = ("kuin”-arvo)
prosenttiluku = p
prosenttiarvo = x—y = ero
5 ('~ 165)
Y = — . = =(1—-——)-
T 100 Y 100/ "
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Arvon muuttuminen

Olkoon seuraavassa alkuperdinen arvo x ja muuttunut arvo X.

Jos x kasvaa p%, niin muutosta verrataan alkuperdiseen arvoon

perusarvo = x = alkuperdinen arvo
prosenttiluku = p
prosenttiarvo = X —x = muutos
p p
X—x=—x & X—<1 —)-x
100 + 100
Jos x pienenee p%, niin muutosta verrataan alkuperiiseen arvoon
perusarvo = x = alkuperdinen arvo
prosenttiluku = p
prosenttiarvo = x—X = muutos (plus-merkkiseni)
p p
x—X=—x & X= (1——)-x
100 100

Olkoot seuraavassa alkuperdiset arvot x ja y ja muuttuneet arvot X ja Y.

Jos x on p% arvosta y ja x kasvaa d prosenttiyksikkod, niin X on (p +d)% Y :sti.

alkuperdinen muuttunut
perusarvo = y perusarvo = Y
prosenttiluku = p | prosenttiluku = p+d
prosenttiarvo = x | prosenttiarvo = X
N A
100 X X
_ p+d.Y @d—?-loo—;loo
100

Jos x on p% arvosta y ja x pienenee d prosenttiyksikkod, niin X on (p —d)% Y :sti.
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alkuperdinen muuttunut
perusarvo = 'y perusarvo = Y
prosenttiluku = p | prosenttiluku = p—d
prosenttiarvo = x | prosenttiarvo = X
R A
- X
100 o —d="2.100—="100
_ p—a Y Y y
100

Esimerkki 20 Leipuri leipoO pullia ja myy ne torilla. Kes= ja heindkuun katelaskelmat
ovat seuraavat

kesdkuu heindkuu
myyntitulo 10000€ myyntitulo 13200€
palkkakustannus —2500€ palkkakustannus —2300€
raaka-ainekust.  —6000€ raaka-ainekust.  —9000€
kate 1500€ kate 1900€

Nyt katteen muutos prosentteina on

1900 — 1500
/= 7 =2
1500 00% 6,7%,
ja kateprosentin muutos on
1900 1500
3200 00% — 10000 100% = —0,61%.

Voimme siis sanoa, ettd kate kasvoi 26,7 prosenttia ja kate pieneni 0,61 prosenttiyk-
sikkod. (Eli kateprosentti pieneni.)

2.6 Kompleksiluvut

Yhtiloiden ratkaisujen aikana saattaa tulla tilanne, jossa toisen asteen yhtilolld ei ole
reaalisia juuria, mutta yhtilolle 16ytyy silloin aina kompleksiset juuret. Tavallisten ra-
halaskujen yhteydessd kompleksisia juuria ei yleensd tuoda esiin juurina, koska niil-
le ei 10ydy reaalista tulkintaa. On kuitenkin kaksi tilannetta, jolloin on syytd ainakin
tietdd mitd kompleksiset luvut ovat. (1) Kun kdytetdidn differentiaaliyhtiloitd muutosil-
mididen kuvaamisessa, muodostetaan karakteristinen yhtélo. Jos karakteristisen yhté-
16n juuret ovat kompleksiset, se merkitsee kidytinnossi heilahtelevaa ratkaisufunktiota.
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(2) Jos ratkaistaan yhtilo tietokoneohjelmalla, niin ohjelmat usein antavat reaalijuur-
ten puuttuessa kompleksiset juuret. Tdmé aiheuttaa himminkii, jos ei tiedd mité tulos
merkitsee.

Kompleksilukujen esitys imaginiériyksikon avulla. Sovimme seuraavasta merkin-
nasta

vV —1 = i = imagindiriyksikko.

Lukua z = x+ iy = x + y/—1 sanomme kompleksiluvuksi, jonka reaaliosa on x ja
imaginaariosa on y. Imaginiiriyksikon tirkein ominaisuus, on

? = —1 (2.25)

Kun muistaa kaavan (2.25), kompleksiluvuilla laskeminen sujuu automaattisesti oikein.

Miiéritelmi 21 Kompleksiluvun z = x + iy € C reaaliosa on

Rez =x.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C imaginaariosa on

Imz=y.
Kompleksiluvun 7 = x+ iy € C liittoluku on

7 =x—iy.
Kompleksiluvun z = x+iy € C moduli on
2] = Va2 +y? = V.

Kompleksiluvun z = x+ iy € C argumentti on

argz = arctan <X> .
X

Kompleksitaso. Kompleksiluku z = x+ iy "sijoitetaan” xy-tasoon pisteeseen (x,y). Jos
nyt r = |z| ja @ = argz, niin suoraan kuvasta nahdién, ettd r on pisteen etdisyys origosta
ja o on pisteen paikkavektorin ja x-akselin vilinen kulma. Silloin
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Imz

Z=Xx-+Iiy

Rez

xX=rcosa ja y=rsinQ

Esimerkki 22 Ratkaistaan yhtiilo 2x*> + 4x +4 = 0. Juuret saadaan toisen asteen yh-

tilon ratkaisukaavalla.

2% +4x+4 = 0
4+ 424 —4+/—16

=X =

2-2 4
—4++/16-v/—1
&Sx = =—1+£i
4
Ratkaisukaava siis antoi kompleksiset juuret x; = —1 41 ja x, = —1 — i. Juuret toteut-

tavat yhtdlon, silld

267 +4x;+4 = 2(—1+i)2+4(—1+i)+4
= 2((=1)?=2i+P*)+4(—1+i)+4
= (2—4i—-2)+(—4+4i)+4=0

23 +4x+4 = 2(—1—i)>+4(—1—i)+4
= 2((=1)2+2i+) +4(—1—i)+4
= (244i-2)+(—4-4)+4=0
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2.7 (x,y) -taso ja suoran yhtilo

Koulusta tuttu (x,y)-taso syntyy, kun taso varustetaan koordinaattiakseleilla eli ristik-
kiin olevilla lukusuorilla. x-akseli on yleensd vaakasuora ja sen suunta on vasemmal-
ta oikealle. y-akseli on yleensd pystysuora ja sen suunta on alhaalta ylospdin. Akselit
sijoitetaan siten, ettd ne ovat kohtisuorassa toistensa suhteen. Akselien leikkauspiste
on origo. Origo on akselien ainoa yhteinen piste ja se on kummankin akselin mitta-
asteikon nollakohta.

Jokaisen tason pisteen Py paikka voidaan yksikisitteisesti ilmaista seuraavasti. Piirre-
tddn pisteen Py kautta pystysuora suora, joka leikkaa x-akselin kohdassa xq ja piirretdén
pisteen Py kautta vaakasuora suora, joka leikkaa y-akselin kohdassa yg. Merkitsemme

PO - (XO,)’O);

ja sanomme, etté piste Py on kohdassa xq ja korkaudella yy.

y
P,
yo ................... . 0
X0 %
merkinti: Py = (x0,Y0)

sanotaan: | "P_nolla on x_nolla y_nolla”

Suoran yhtilo

Suoralle on koulussa kéytetty kahta perusformaattia.

y=ax+b, ja (2.26)
Ax+By+C=0. (2.27)
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Yhtilo (2.26) on helppo muistaa siitd, ettd funktion f(x) = ax + b kuvaaja on suora.
Toinen suoran yhtdlon muoto (2.27) ei ole yhtd tuttu, mutta usein suoran yhtilo tulee
esiin juuri tdssd muodossa. Siksi on tdrkeitd tunnistaa se suoran yhtiloksi.

merkinti: y=ax+b
sanotaan: | ’y on a_x plus b”
merkinti: Ax+By+C=0

sanotaan: | "A_x plus B_y + C on nolla”

Esimerkki 23
3
Piste (x,y) = (4,9) on suoran y =5 Xx+3 piste,
3
silli 9 = —-4+3.
2
Esimerkki 24
Piste (x,y) = (4,9) on suoran —3x+ 2y—6 = 0  piste,
silld —-3:442-9-6 =
Suoran jyrkkyys, kulmakerroin
Tarkastellaan ensin suoraa
y=ax+b. (2.28)

Suoralla on suuri méiri pisteitd. Pisteen Py = (xp,y0) kohta xo voidaan valita vapaasti
ja sitd vastaava suoran pisteen korkeus yo saadaan sijoittamalla xo yhtidloon (2.28) ja
ratkaisemalla siitd y.

Esimerkki 25 Lasketaan joukko pisteitd suoralta y = 0,5x + 1.

y
Xk Yk =0,5%+ 1 (k> i)

x=0|y%=050+1=1 |(00;10) 21
x1=1|y1=05-1+1=15](1,0; 1,5) 1
x=2|y=052+1=2 | (2,0;2,0)
x3=3|y3=05-3+1=2,51(3,0; 2,5) 1 1 :
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Kun katsomme esimerkin kuvaa, niin vdlittomdsti huomaa, ettd kun yhdestd suoran
pisteen kohdasta x; siirrymme 1:n verran oikealle kohtaan x; + 1, niin uudessa kohdassa
suoran pisteen korkeus on 0,5:n verran isompi kuin lihtokohdassa. Suoran pisteestd
pddsee uuteen suoran pisteeseen, kun siirtyy “yhden oikealle ja 0,5 ylos”.

Maiéritelmé 26 Jos suoran yhtdilo muutetaan muotoon
y=ax+b, (2.29)

niin sanomme kerrointa a suoran kulmakertoimeksi. Jos suoran kulmakerroin on posi-
titvinen, niin sanomme, ettd suora on nouseva. Jos suoran kulmakerroin on negatiivi-
nen, niin sanomme, ettd suora on laskeva.

Miti suurempi nousevan suoran kulmakerroin on, sitd jyrkemmin suora nousee. Vas-
taavasti mitd suurempi laskevan suoran kulmakertoimen itseisavo on, sitd jyrkemmin
suora laskee. Seuraavassa on todettu kaksi suoran kulmakertoimen ominaisuutta. Kum-
pikin niisté voisi olla kulmakertoimen mééritelma.

Lause 27 Olkoon suoran yhtdlo
y=ax-+b.

(1) Jos (xo,y0) on suoran piste, niin myos (xo + 1,yo + a) on suoran piste. Toisin sa-
noen: kun suoran pisteestd siirrytddn

"yksi oikealle ja a ylos”,

niin ollaan taas suoralla.
(2) Jos (x0,y0) ja (x1,y1) ovat kaksi suoran pistettd (xo # x1), niin kulmakerroin a ja
vakiotermi b saadaan lausekkeista

_ 1o
X1 —X()’
b = yo—axp.

(1) Kohdassa x| = xo + 1 pisteen y-koordinaatti on
yvi=ax;+b=a(xo+1)+b=(axo+b)+a=yo+a.

()
yYi—Yo (ax1 +b) — (axo+b) _axp—axy

X1 — X0 X1 — X0 X1 — X0

a.
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Suora kahden pisteen kautta

Jos tieddimme kaksi suoran pistettd Py = (xg,vo) ja Py = (x1,y1), niin voimme helposti
madrittdd yhtdlon suoralle, joka kulkee annettujen pisteiden kautta.

Sijoittamalla suoran yhtdlon perusmuotoon y = ax + b lauseen (27) mukaiset lausekkeet

saadaan
y = ax-+b,
Sy = ax+ (yo—axo)
Sy = yot+alx—xp) (2.30)
sy = v+ 2200 x). 2.31)
X1 — X0

Esimerkki 28 Maanviljeliji M. V. tuo tuotteitaan torille myytivdksi. Porkkanan ky-
syntd riippuu sen hinnasta. Eri aamuina torilla on eri mddrd tuottajia ja heiddn torille
tuomansa porkkanan kokonaismddrd vaihtelee. Tarkastellaan aamua, jolloin porkka-
nan kokonaistarjonta torilla on q (kg). Toripdivd alussa maanviljeliji M. V. miettii oi-
keata kilohintaa p (€/kg) porkkanalle.

Eilen oli ollut hyvd toripdivd. Porkkanaa oli ollut tarjolla qo (kg) ja viimeinenkin pork-
kana saatiin myytyd hintaan pq (€/kg) juuri ennen toripdivdn pddttymistd. Eilinen tar-
Jjonta oli reippaasti isompi kuin tdndcdn, eli qo > q. Tdnddn ei kannata myydd samal-
la hinnalla kuin eilen, silld jos myytdisiin pienempdd mdcdrdd samalla hinnalla, niin
porkkana loppuisi jo iltapdivdalld. Maanviljelijin kannalta on hyvd, ettd kaikki porkka-
na saadaan myytyd, mutta hieman suuremmalla hinnalla olisi myos saatu kaikki pork-
kanat myydyksi ja pdivdn myyntituotto olisi ollut isompi. Maanviljelijd asettaa siis ki-
lohinnan isommaksi kuin pyg. (Siis: ¢ < qo = p > po)

Kaksi pdivdd sitten oli myos ollut hyvd toripdivd. Porkkanaa oli ollut tarjolla q, (kg) ja
viimeinenkin porkkana saatiin myytyd hintaan pi (€/kg) juuri ennen toripdivdn pdicitty-
mistd. Toissapdivdinen tarjonta oli reippaasti pienempi kuin tdnddn, eli g1 < q. Tdnddn
ei kannata myydd samalla hinnalla kuin kaksi pdivdd sitten, silld jos myytdisiin isom-
paa mddrdd samalla hinnalla, niin suuri osa porkkanoista jdisi myymdittd ja maanvil-
Jjelijdn pitdisi kuljetta ne takaisin tilalleen. Tdmdi lisdd tyotd ja kasvattaa hévikkida. Osa
porkkanoista saattaa pilaantua. Maanviljeliji toivoo taas, ettd hieman ennen toripdii-
van loppumista viimeinenkin porkkanapussi tulee myydyksi, ja sitd varten tulee pork-
kanakilon hintaa laskea kahden pdivin takaisesta. Maanviljelijd asettaa nyt kilohinnan
pienemmdiksi kuin p. (Siis: ¢ > q1 = p < p1)
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Esimerkki 29 Olkoon edellisen esimerkin eilinen mddrd qo = 200kg ja hinta pg =
1,45€/kg, ja vastaavasti toissapdivdinen mddrd q1 = 100kg ja hinta p; = 2,10€/kg.

Tdindicin on myynnissd q = 182kg porkkanaa. Miten asetamme tdmdn pdivdn hinnan p?

Koska q1 < g < qo, niin edellisen esimerkin perusteella arvelemme, etti py < p < pi.
Kovin paljon enempdid emme sitten voikaan varmuudella sanoa. On kuitenkin jirkevdid
Ja kaytianndssd “totta” olettaa, etti (g, p)-tasoon piirretyt jirkevdt arvoparit sijaitsevat

likimain suoralla

pl ...... ,.

po .......... ........................................ ......... . ........

q1 q9 490 q

Pisteiden (qo, po) ja (q1, p1) kautta kulkevan suoran yhtdilostid saamme arvion

1— /PO
po+ %(q —q0) (2.32)

q1
2,10€/kg — 1,45€/kg
— 1,45€k
P T 00kg — 200kg

Q

p

- (182kg — 100kg) = 1,98€/kg

Huomautus 30 Aloitimme edeltdvin esimerkkisarjan toteamuksella, ettd "kysyntd q
riippuu hinnasta p”. Nyt kuitenkin kuvan perusteella ndyttddkin siltd, ettd p riippuu

q:sta.

Kuluttaja, joka saattaa jittdd porkkanapussin ostamatta, jos se on kovin kallis, on edel-
leen sitd mieltd, ettd kysyntd riippuu hinnasta. Edelld oleva kuva esittddkin maanvil-
jelijdn hinnoitteluprosessia, jossa hinta tulee asettaa mahdollisimman korkeaksi niin,
ettd pdivdn lopussa kaikki porkkanat on saatu myytyd. Maanviljelijin ndkokulmasta

kuva antaa hyvdn ja havainnollisen kuvan vaihtoehdoista.

Kuluttajakin on tyytyvdinen kuvaan, jos kdcdntdd g-akselin pystyyn ja katsoo kuvaa lu-

kien paperia valoa vasten paperin kddntopuolelta.

46



Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 47

2.8 Polynomifunktio

Tidssd kappaleessa kertaamme nopeasti koulusta tuttuja asioita. Seuraavassa paidluvussa
laajennamme nikokulmaa ja tismenndmme kisitteiti.

Polynomi

Muuttujan x polynomi on muotoa
P(x)=cpx"+... +cox® + c1x+co
oleva lauseke. Polynomi muodostuu siis termeisti, ja jokainen termi on muotoa:

—|—2x3

merkki kerroin potenssi

e merkki on + tai —. Ensimmadisen termin +-merkki voidaan jéttdd merkitsemitta.

e kerroin on luku tai muuttuja. Ykkonen voidaan kertoimena jittdd merkitsematta.

e potenssi on muotoa: muuttujaekSponentU-

Muuttuja on usein x, mutta voi olla jokin toinenkin kirjain. Eksponentti on ei-
negatiivinen kokonaisluku. Eksponentti on samalla termin asteluku.
Eksponentti 1 jitetiin yleensi merkitsemitti (x! = x). Samoin astetta 0 oleva
potenssi on yksi ja se voidaan jittid merkitsemittd (5x0 = 5.1 =9).

Jos polynomissa on vain yksi termi sitd sanotaan monomiksi. Jos polynomissa on kaksi
termid se on binomi. Jos polynomissa on kolme termié se on frinomi. Korkeinta astetta
olevan termin asteluku (eksponentti) on polynomin asteluku.

Polynomi kerrotaan luvulla siten, ettd jokainen termi kerrotaan erikseen. Kahden po-
lynomin summa P (x) + P>(x) lasketaan siten, ettd samaa astetta olevat termit laske-
taan yhteen. Kahden polynomin erotus saadaan periaatteessa yhdistimalld edeltivista.
Py (x) — P (x) = Pi(x)+ (—1-P>(x)). Kahden polynomin tulo saadaan periaatteella: ’jo-
kaisella termilld kerrotaan jokainen termi.
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Esimerkki 31 Olkoon Py(x) = 3x> 4 1, ja Py(x) = —x* +2x — 1. Polynomien summa,
erotus ja tulo ovat

Pi(x)+P(x) =

( )

Pi(x)—Py(x) = (3x*4+1)—(—x*+2x—1)
( )
(

Pi(x)-P(x) =
3% (=) 436 20432 (=) +1- (=) +1-2x+1-(=1)
= 3t ter -3k 2x—1= -3 +6x° — 4P +2x—1

Edellisen esimerkin laskutehtédvit ovat peruskoulutasoa, eiké télld kurssilla ole aikaa
selittdd tai harjoitella niitd asioita. Jos huomaat tekevési virheitd tdmin kaltaisessa las-
kemisessa, niin ota selvdd verkossa olevasta interaktiivisesta harjoitus-materiaalista.
Harjoita rutiinia niin, ettd paineenkin alla koetilanteessa tieddt osaavasi manipuloida
lausekkeita oikein.

Polynomifunktion kuvaaja

Funktio on laki, joka liittd4 jokaiseen mahdolliseen kohtaan x vastaavan arvon y = f(x).
Kun kaikki (kohta, arvo)-parit piirretéin pisteiné (x,y)-koordinaatistoon, saadaan funk-
tion kuvaaja.

Aste = 0 |Jos polynomin aste on nolla, niin siind on ainoastaan vakiotermi, ja funktio
saa vakioarvon. Funktion kuvaaja on vaakasuora.
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Aste = 1 |Jos polynomin aste on yksi, niin kuvaaja on suora. Suora on nouseva, jos x:n
kerroin on positiivinen ja suora on laskeva, jos x:n kerroin on negatiivinen. x:n kerrointa

voidaan sanoa kulmakertoimeksi, koska funktion kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin
se on. Jos kulmakerroin eroaa nollasta, niin polynomifunktiolla on yksi nollakohta.

Pi(x) =0,5x+1 N7

Aste =2 |Jos polynomin aste on kaksi, niin kuvaaja on paraabeli. Paraabeli on ylos-
pdin aukeava, jos toisen asteen termin kerroin on positiivinen ja paraabeli on alaspéin
aukeava, jos toisen asteen termin kerroin on negatiivinen.

=05x>—25x+3
Py(x) = 0,5x2 — 2,55 +3 Y =020 S ox

Toisen asteen polynomifunktion kuvaajan hahmottaminen on tarpeen voitonmaksimoin-
nin yhteydessid. Nollakohtien lukuméiiri riippuu diskriminantista. Polynomifunktioon
P(x) = ax? + bx + c liittyvi diskriminantti on D = b* — 4ac. Jos diskriminantti on po-
sitiivinen, niin funktiolla on kaksi nollakohtaa (paraabeli leikkaa x-akselia kahdessa
pisteessd). Jos diskriminantti on nolla, niin funktiolla on yksi nollakohta (eli paraabeli
sivuaa x-akselia). Jos diskriminantti on negatiivinen, niin funktiolla ei ole nollakohtia.
Kuvaajan kaikki pisteet ovat silloin samalla puolella x-akselia. Huomaa, ettd paraabeli

49



50  Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita

on kylld olemassa, vaikka nollakohtia ei olisikaan.

Kolmannen asteen polynomifunktiolle ei ole omaa nimed. Emme tarvitse
tamin kurssin aikana kolmannen asteen polynomifunktiota. Hyvidin yleissivistykseen
kuitenkin kuuluu tietdd miltd sen kuvaaja nidyttdd. Kolmannen asteen polynomifunk-
tiolla on yksi, kaksi tai kolme reaalista nollakohtaa. Joka tapauksessa silld on ainakin
yksi reaalinen nollakohta.

Ps(x) =x> —6x* +9x+0,1

20



Funktio (Kaytanndllinen maaritelma)

Jos y = f(x) = x? — 2x, niin sanomme, ett

"y on funktion f arvo kohdassa x".

Funktio ja
funktion kuvaaja

Saadaksemme paremman kuvan funktiosta laskemme sen

arvoja useassa kohdassa

x|y ="f(x)=x>—2x (x,y)
2| (=2)?—-2-(-2)=8(-2,9)
—1](-1)2-2-(-1)=3 ] (-1,3)

0[02—2-0=0 (0,0)

1|12-2-1=-1 (1,—1)

2122-2.2=0 (2,0)

313 -2.3=3 (3,3)

4142 -2.4=38 (4,8)

Funktion kuvaaja
TN y=Ff(x)=x2-2x / ‘
2 | | | |
-2 1 0 1 2 4

o1

Funktio ja
funktion kuvaaja




Aiheet

Funktio ja
funktion kuvaaja
Funktion
. . L. . kEsvamin.en ja
Edellisen funktion nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktio vaheneminen
saa arvon nolla. Nollakohdat ratkaistaan seuraavasti: Funktio ja
. e Yhdistetty
f(x) = 0 (otsikko-yhtils) funktio
Sx?—-2x = 0 (mitd se tarkoittaa) et
Testi 3
- X(X — 2) — O
& x=0taix =2 (juuret)

O
|
|
u
it

PN G

Aiheet

Funktio ja
funktion kuvaaja

Funktion
kasvaminen ja
vaheneminen

y= f(X) Funktio ja

kuvaus

Arvoy < ( Yhdistetty
funktio

Kaanteisfunktio

Testi 3

Kohta x X

=ollakohdat (kohdat, joissa arvo on nolla)

92

O
|
|
u
it

PN G4



Funktion kasvaminen

Funktion
kasvaminen ja
vaheneminen

] X
Funktio f(x) on vililld (a, b) kasvava, jos

x1 <xp = f(x1) < f(x2), Vxi,x € (a,b)
Funktio f(x) on vililld (a, b) aidosti kasvava, jos

x1 <xp = f(x1) < f(x2), Vxi,x € (a,b)

Funktion vaheneminen

Y A

Funktion
kasvaminen ja
vaheneminen

Funktio f(x) on vililld (a, b) vdheneva, jos
x1 < x2=f(x1) > f(x2), Vxi,x € (a,b)
Funktio f(x) on vililld (a, b) aidosti vihenevd, jos
x1 < xo = f(x1) > f(x2), Vxi,x € (a,b)

Funktio f(x) on vililld (a, b) monotoninen, jos se on
kasvava tai vaheneva valilld (a, b). -5



Funktion kasvaminen

Esimerkki. (a) Tarkastellaan funktiota

2 Funktion
y p— f(X) =X, kun X Z O kasvaminen ja

vaheneminen

Haluamme osoittaa, ettd f on (aidosti)kasvava
maarittelyjoukossaan R = [0, 00).

Olkoot x; ja xo mitkd tahansa kaksi ei-negatiivista reaalilukua
siten, ettd x; < xp. (huom. x ei voi olla 0.) Silloin on
olemassa nollaa isompi luku h siten, ettd xo = x1 + h.

Nyt
f(xo) = x5 = (x1 + h)? = xZ + 2hxy + h* > xi = f(x1)

[]

Funktion kasvaminen

Funktion

(b) Toinen esimerkki olkoon funktio e i

vaheneminen

y =g(x)=x% kunx€R.

Tama funktio ei ole kasvava maarittelyjoukossaan R.
Perusteluksi riittaa kaksi arvoa, jotka ovat vastoin kasvamisen

maaritelmasi.

f(=2)=(-2)>=4>0=0%=£(0)

o4



Funktio ja kuvaus

Lukion terminologia: maa/kurssil/Etalukio.

Kun funktiota y = f(x) kasitellessimme rajoitamme x:n
arvot joukkoon A ja y:n arvot joukkoon B, niin sanomme, Funktio ja
etta

» A on funktion maarittelyjoukko (x € A).
» B on funktion maalijoukko (f(x) € B).

» Jos f(x) = y niin sanomme, etta y on x:n kuva
(image), ja x on y:n alkukuva (preimage).

» Kaikki funktion kuvapisteet muodostavat arvojoukon
f(A) ={y € Bly = f(x), jollakin x € A}.
f(A) C B.

Funktio ja kuvaus

Kuvausmerkinta

f:A— B,x—y="f(x)

Funktio ja
kuvaus

"Tikkataulusta muistaa”, ettda "arvojen tulee olla maalissa”,
ja arvojoukko voi olla aito maalijoukon osajoukko.
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Yhdistetty funktio

Jos kuvaukset

f:A— B, x—z=17f(x)
g:B—C, z—y=g(2)
ovat hyvin maariteltyja ja f(A) C Bs, niin kuvaus Vhdistetty
gof: A= C,x—y=g(f(x))
on hyvin maaritelty.
Yhdistetty funktio
Esimerkki. Olkoon
{f:R+—>[l,oo), xrz="Ff(x)=x?>+1
g§: Ry =Ry, z—y=g(z)= vz
Silloin Vhdistetty

funktio

g(z)=vz=vx*+1.

g(f(x)) =

yhdistetyn funktion kasvusaanto

sisafunktio | ulkofunktio | yhdistetty f.
kasvava kasvava kasvava
vaheneva kasvava vaheneva
kasvava vaheneva vaheneva

vaheneva vaheneva kasvava




Kaanteisfunktio

f:A— B,x—y="f(x)

Jos jokainen y € B on kuva (f(A) = B) ja jokaisella y € B
on tasmalleen yksi alkukuva (f(x1) = f(x2) = x1 = x2), niin
"kddntamallad nuolet” saamme kaddnteiskuvauksen

Kaanteisfunktio

x=fHy) & y=Ff(x)

Kaanteisfunktio

Esimerkki. Olkoon y = 2410 — £(x).

x+1
Silloin
2x + 10
y = f(x) y 1
2(x+1)+8 8
<f/> — :2
Y x+1 x+1
3
Sy —2 = B e
Y x+1
S x+1 = L
— =
8 10 —
S = — —1 = 4
y —2 y —2
Siis L0
- -y
f(y) =



Testi

(1) Piirrd funktion kuvaaja ja laske funktion nollakohdat:

a) f(x)=2x-38 b) g(x)=x(4—x)+5
(2) Piirra funktion kuvaaja ja laske milloin h(x) = 307

100
h(q) = — + 2x.

X Testi 3

(3) Milld x:n arvoilla tehtédvien 1 ja 2 funktiot
f(x),g(x), h(x) ovat kasvavia? (Vastaa piirtdmasi kuvan
perusteella. )

(4) Miks on funktion y = f(x) = (2x + 10)1/2,x > 0
kdanteisfunktio?

o8



Potenssifunktio

oJ

0. 5%+1

Ll

[

0.5%+1

4]

y:f(x):1+kx:1-

-1 0

1 2 3 4 5
X

(43}

Vakiofunktion

potenssi-funktio
y=2a

kuvaaja on vaakasuora
viiva.

Funktion
y =kx+b

kuvaaja on suora, joka
leikkaa y-akselin
korkaudella b. Suoran
kulmakerroin on k.

potenssi-funktio

+ 0.5x

Kun suoran pisteesta (1,1.5) siirrytdan pisteeseen (2,2), niin
kohta kasvoi 1:n verran ja arvo kasvoi kulmakertoimen k
verran

1 oikealle k ylos
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Logaritmikaavat
Tes-ti
2 3

(O»> <&Fr <

Logaritmikaavat
Testi
2 3

60

(o> <Fr <



aste 2, paraabeli

potenssi-funktio

Toisen asteen polynomifunktion
y=f(x)=ax*+bx+c

kuvaaja on paraabeli, joka aukeaa ylospain, jos a > 0, ja
aukeaa alaspdin, jos a < 0.

a>>0 a<o

(x-4)*(x-1)
[P T T LS o T SR R O S S |

(L)*(x-4)
WO O R N oW s U

aste 3

Kolmannen asteen polynomifunktion

potenssi-funktio

y=f(x)=ax*+bx*+ cx+d

kuvaaja.

Kun a > 0, niin kuvaaja painuu vasemmalla alas ja nousee
oikealla yl6s. Kaukana origosta (0, 0) funktio on kasvava.
Kun a < 0, niin kuvaaja nousee vasemmalla ylos ja painuu
oikealla alas. Kaukana origosta (0, 0) funktio on vaheneva.

10

-XA3-3*+1

KAZ-BRN2+x+1
AN OO N OB o ©

-2 -1 0 1 2 3 4



a-kantainen eksponentti-funktio, a*

10 T 10

/ -kantainen
_ X _ X
8 _y — 2 1 8t y - 10 1 <sponentti-
& § il & / | inktio
= &
&4 S 4
0 F 0
2 1 0 1 2 3 -2 1 0 1 2 3
® ®
10 : 10
_ X
: y =0.5 :
5] 5]
= E
L —
o 4 1 S 4
2 ¥ 2
0+ g 0
2 1 0 1 2 3 -2 1 0 1 2 3
® ®

a-kantainen eksponentti-funktio, a*

a-kantainen

» Funktio y = f(x) = a* on hyvin maaritelty vain, jos eksponentti-
funktio
a > 0.

» Jos a > 1, niin funktio on kasvava.
» Jos a < 1, niin funktio on vaheneva.

» Jos a = 1, niin funktio on vakiofunktio.

» Tarkeitd kantalukuja ovat 2, 10 ja e =~ 2.718281828
(Neperin luku)

» Kun a > 1, niin a* kasvaa lopulta nopeammin kuin
mikadn x:n potenssi x”

o.V(a > 1,n € N),dxp siten, ettd (x > xp = a* > x").
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Eksponentti-funktio, e

10

X /
8 pr— 4 .
y==e _ kasvavia,

6 4
i) 4 ] maa”telty VX € R, Eksponentti-
& o . . . funktio

> // | arvot positiivisia reaalilukuja,

0 F |

2 1 0 1 2 3
x

10 T - . - 10 . .

8 y = 2X 7 8 r y = 1OX

6 y J 6 L
S 4 é 4

a-kantainen logaritmi-funktio, log, x

a-kantainen logaritmifunktio on a-kantaisen
eksponenttifunktion kaanteisfunktio.

a kantainen

y = a — X = |Oga.y logaritmi-funktio

y=2 < x=logyy
y =10 < x=logqy =logy
y=¢ < x=log,y=Iny
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Aiheet

potenssi-funktio

a-kantainen

: eksponentti-
kasvavia, o
% maa”telty, kun X > O, Eksponentti-

funktio

arvojoukko R

a kantainen
logaritmi-funktio

Logaritmikaavat

Testi
3
2
a g 1
= =)
=2 S o
= =
8 g 1
-2
-3
0 2 4 5] 8 10
X X
Aiheet

potenssi-funktio

a-kantainen
eksponentti-
funktio

Ioga(ab) =b
log,(a) =1

|
p

Eksponentti-
funktio

No
~—

a kantainen
logaritmi-funktio

IOg(l) - 0 Logaritmikaavat
log(b-c) =log b+ logc Testi

62 NN
— ~—

log(b/c) =log b — logc
log(b) = c - logb

In(b)

In(a)

N N N N N/~
w
N’

(@)}
~—

(7) log,(b) =
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Aiheet

potenssi-funktio

(1) Piirrd seuraavien funktioiden kuvaajat 2 kantainen
eksponentti-
funktio

a) f(X) = X2'e_x, b) g(X) =V 4- — X2, (—2 S X S 2) 1:EksI:)c_)nentti—
unktio

a kantainen
logaritmi-funktio

(2) Laske 2-kantainen logaritmi luvusta 1024.

Logaritmikaavat

(3) Piirrd funktion A(x) = x> — 3x + 1 kuvaaja. -
(4) Piirrd funktion w(x) = log,(8x) kuvaaja.
(5) Ratkaise
log,(8x) > 5
] = = E E QA
Aiheet

potenssi-funktio

a-kantainen

~~
| —
|

eksponentti-
funktio
1 ksponentti-
0s | inktio
« = kantainen
g 08 1 ; garitmi-funktio
i
g 047 é ogaritmikaavat
0.2 ¢ esti
0 0 .
0 2 4 6 8 10 -2 15 1 05 0 0.5 1 15 2
X X
(2)
In 1024
log, 1024 = " = 10
In2
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KN3-3R+1

(5)

~~
w
~—

10

Moo N R oo o®

log, 8x

& log, 8 + log, x
& log, x

= X

vV V. V V

4 inktio
g 2 ksponentti-
2 : inktio
£ 0 : : :
® : H H : .
5 i i i : kantainen
- 5 ) — ; garitmi-funktio
4 . . . ogaritmikaavat
0 1 2 3 4 5] 7 8 .
esti
X
2?2 =4
«O0)>» «F)>» «E>» E E DA
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Raja-arvo

Funktion

2
2
xc—4 |
f p— Raja-arvo
(x)=——

arvoa ei voi laskea kohdassa x = 2.

Jos x eroaa kahdesta (x # 2), niin funktion arvo voidaan
laskea ja seuraavasta taulukosta ndahdaan, ettd arvot ovat
sitd [ahempana 4:33 mitd lahempana x on 2:ta

X f(x)
1.9 | 3.9
1.99 | 3.99
1.999 | 3.999
2.000 | -
2.001 | 4.001
2.01 | 4.01
21 |41
Raja-arvo

Asia ilmaistaan merkinnall3

_ x2 _4
lim =4
x—2 X — 2

Lue: " Raja-arvo, kun x lahestyy arvoa
2, lausekkeesta (x*> —4)/(x—2) on 4.

Raja-arvo

Toinen paljon kaytetty merkintatapa on

tai

f(x) —4,x — 2,

xX—2

f(x) — 4.

Lue: "f(x) lahestyy 4:33, kun x |dhestyy 2:ta”
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Raja-arvo 4

Maaritelma: Funktion f(x) raja-arvo kohdassa a on b
(eli limy_,f(x) = b), jos jokaista e > 0 kohti on olemassa Raja-arvo
vastaava d > 0O siten, Etta

(Ix—al <d)=(|f(x)—b| <e).

f(x)4

X
Esimerkkeja raja-arvon laskemisesta 5
Raja-arvo
e et LA
e =
X“an)f—_ 11 B 222—_ 11:3
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Raja-arvo, harjoitus 6

Laske seuraavat raja-arvot

5 Raja-arvo
(1 lim <X2 X > =
x—0 \ X4+ bx
2
x“+1
2 I =
( ) XinO <X2 -+ 5>
y’/
X
Lisdpohdinta-aihe: Miltd esimerkin funktioiden
f(x) = (x*+x)/(x* +5x) ja g(x) = (x* +1)/(x* +5)
kuvaajat nayttaisivat, jos kuvaajista piirrettisiin isompi alue
(esim —10 < x—10)7
Raja-arvo, harjoitus, jatkuu 7
Lisdpohdinnan tulos
'yA Raja-arvo
2
+
F(x) = s
2+1
g(X) §2+5
g(x)
e f(x)
X
69




Raja-arvo, olemassaola 8

Raja-arvoa ei aina ole olemassa. Esimerkiksi funktiolla

[ f(x) = L5, kun x#£2
f(X)_{ f2) = 5

Raja-arvo

ei ole raja-arvoa kohdassa x = 2.

10 b

Raja-arvo, olemassaola 9

Edellisen esimerkin perustelu.

Perutelemme vaitteen:
Ei ole niin, etta: "on olemassa b siten, ett3d kaikilla e > 0 on
olemassa d > 0 niin, ett3

Raja-arvo

(Ix=2| < d)= (|f(x)—b| < e).

perustelemalla vahvemman vaitteen: Valitaan b, e > 0 ja
d > 0 miten tahansa, niin aina loytyy sellainen x:n arvo,
ettd |x —2| < d mutta |f(x)—b| > e.

Olkoon M = |b| + e. Valitaan x = min(2+%, 2+ 555).
Silloin 2—d < x<2+d ja
1
f(x)—b= 2—b22/\/l—b:2]b]—|—2e—b>e
X_
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Jatkuvuus 10

Maaritelma 1: Funktio f(x) on jatkuva kohdassa x = xq,
j()S Jatkuvuus

» funktion arvo kohdassa x = xp, eli f(xp), on hyvin
maaritelty (eli laskettavissa)

» funktion raja-arvo kohdassa x = xp, eli limy_,, f(x), on
olemassa

> arvo ja raja-arvo ovat samat, eli

f(xo) = lim f(x).

X—>XQ

Maaritelma 2: Funktio f(x) on jatkuva vililla (a, b), jos se
on jatkuva jokaisessa vilin (a, b) kohdassa (pisteessa).

Jatkuvuus 11

Havainnollinen kuvailu: Funktio f(x) on jatkuva, jos sen ku-
vaaja voidaan piirtaa nostamatta kynaa paperista.

N Y4

jatkuva epajatkuva u

Jatkuvuus

X ¥

epadjatkuva epadjatkuva

- /
71 X
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Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xp.

Derivaatta

Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xg.

Derivaatta

X0 xo+h X
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Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xp.

Derivaatta

Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xg.

Y4

Derivaatta
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Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xp.

Y4

Derivaatta

f(Xo + h)
X0 X0+ h X
Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xg.

Y4

Derivaatta

f(Xo + h)
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Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xp.

Y4

Derivaatta

4

Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xg.

Y4

Derivaatta
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Derivaatta 12

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo,f(x0)) ja (xo+ h, f(xo+ h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen” kohdassa xp.

Y4

Derivaatta

Derivaatta, maaritelma 13

Funktion f(x) derivaatta kohdassa xp on funktion
erotusosamaaran raja-arvo Derivaatta

: . f(xo+h)—f(x0)
fi(x) = lim (ioJrh)—xoo .

Derivaatalle kdytetdan monia merkint6ja. Jos y = f(x), niin
merkinnan f’(x) lisaksi kaytetdan myds merkintoja
, dy df

d
y 7&7&7Df(x)7Df7&f(X)
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Polynomifunktion derivaatta, esimerkki 1. 14

Mairitetdan funktion f(x) = ax? derivaatta.

. f(xo+h)—1f(x0) . a(xo+ h)2 — ax? T
/ — — 0 Pol_ynomlfunktlon
f (XO) /I'll—r>n0 h ILTQO h derivaatta
. axg +2axoh+2h° — axd i h(2ax0 + ah)
= | = 1l
h—0 h h—0 h
= lim(2axp + ah) = 2axg
h—0
Siis J
o (axz) — 2ax
Polynomifunktion derivaatta, apulause* 15

Apulause:Jos n > 0 on kokonaisluku, niin

(x+ h)" = x"+ nhx""1 + hP,(x, h),

missa limp_,0 Pp(x,h) = 0.

Polynomifunktion

Todistus: (1) Vaite pitda paikkansa, kun n=1, sill derivaatta
(x+h=x+1-h-x°+h-0.

(2) Toiseksi oletamme, ettd viite pitda paikkansa, kun
n=1,2,...,k, ja osoitamme, etta se pitaa silloin myos
paikkansa, kun n=k+1. Nyt

(x+h) = (x+h)(x*+ khx* "1+ hP(x, h))
= XM (k+1)hx* + hlkhx* "+ (x+ h)P(x,h)] O

77 :Pk+1(X,h)—>0, kun h—0



Polynomifunktion derivaatta, esimerkki 2. 16

Maaritetddn funktion f(x) = ax” derivaatta.

f(Xo + h) — f(Xo)

a(xo+h)" —ax{

! - . . .
o) = ilino h B ilgno h
. ax§ +anhx{ 1 4 ahP,(x0, h) — ax§
= lim
h—0 h
 h(nax{~! + aP,(xo, h))
= lim
h—0 h
. n—1 n—1
= l|7|£>n0(nax0 + aPp(x0, h)) = naxg
Siis J
o (ax™) = nax"!
Polynomifunktion derivaatta 17

On helppoa ja suoraviivaista osoittaa, etta

d

o (F(x)+e(x)) = f(x) +&'(x)

Perustelu. Olkoon s(x) = f(x) + g(x). Silloin

S(XO + h) — S(Xo)

o) = /I7i_r>n0 h
(PG h) T (ot ) — (Flxo) + ()
h—0 h
. f(xo+h)—f(xo) g(xo+h)—g(xo)
- l'i“o( T O>
= f'(x0)+&'(x0)

78
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Polynomifunktion derivaatta 18

Siis: Polynomifunktio derivoidaan termi kerrallaan ja jokainen
termi derivoidaan kaavoilla

(peruskaava) %(ax”) = nax""1
(vakio-x) i(ax) = a
dx B
(akio)  S(3) = 0
vakio ™ =

Polynomifunktion
derivaatta

Polynomifunktion derivaatta, esimerkkeja

f(x) =3x*4+7x+15
fl(x)=6x+7+0=6x+7 O

g(x) =2x> = 3x* + x>+ 7x* —20x + 1
g'(x) =10x* — 12x3 +3x% + 14x — 20

h(x) = —x> +4x* +2x+11
g'(x) = —3x*+8x+2 O

79

19

Polynomifunktion
derivaatta



Derivointikaavoja
Funktioita

Potenssifunktio:

d
&(aX”) — nax""1

Eksponentin n ei tarvitse olla kokonaisluku, vaan se voi olla

murtoluku tai desimaaliluku!
Nelidjuuri:

d
dx

Palutui edeltdvaan kaavaan (El OMAA KAAVAA)

Derivointikaavoja
Funktioita

Eksponenttifunktio:

&ex_ex’ &eaxza eax
d
(aax = In(a)-ex)
Logaritmifunktio:
d 1 d 1
Bl i Bl i
dx n(x) x’ dx n(ax) X

(%loga(X) = X_Tna>

30

d d
ToVax = &(\/5\/;) = a(\/gxl/z) =

Derivointikaavoja

Derivointikaavoja



Derivointikaavoja

Yleisia

Derivointikaavoja

Tulon derivaatta:

d

2 (F(c)8(x)) = F'(x) () + F(x) /()

Eli lyhyesti
(f-g))=f-g+f-g

Osamaaran derivaatta:

d (@) _ (%) -g(x) = f(x)-&g'(x)
dx (g(x))2

g(x)
g g2

Derivointikaavoja

Yleisia

Eli lyhyesti

Derivointikaavoja

Yhdistetyn funktion derivaatta:

9 (8(F())) = £/(F() - F(x)

Esimerkki 1: Olkoon e>* = g(f(x)), miss3

f(x) = 5x — f'(x)=5

gz) = ¢ — glz)=c

Silloin



Aiheet
Derivointikaavoja
Interpolointi
d ousto
4 (&(f(x))) =g'(f(x))-f'(x) J
Esimerkki 2: Olkoon (5 + x?)3 = g(f(x)), miss3
f(x) 54+x? —  f/(x)=2x
gz) = 22 — g(2)=37
Silloin

Rajatuotto

d
Z((5+x2))

g'(f(x))-f'(x) = 3(f(x))*- f'(x)

3(5 —I—X2)2 2x = 6x(5 +x2)2

«40O>» «F»r « =>»

<4

»

PN G

Aiheet

y =g(z) = g(f(x))

Derivointikaavoja
Interpolointi

Jousto

Rajatuotto

d _dy dy dz

g'(z)-f'(x) =g'(f(x))f'(x)
82
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Interpolointi

Interpolointi

Olkoon y = f(x) funktio, jonka kuvaaja on "melkein suora”.
Tiedamme funktion f arvot kahdessa kohdassa: y; = f(x1) ja
y» = f(x2). Haluamme arvioida (estimoida) funktion arvoa
kohdassa xg, joka on kohtien xj ja x> valissa.

y 1
Y2

)41

A\ 4

X1 X0 X2 X

Interpolointi

Piirretdan suora pisteiden (x1,y1) ja (x2,y2) kautta ja
luetaan arvio suoralta

Interpolointi

y 1
Y2

Yo
)41
- X1 X0 X2 X

Yo—y1_ y2—y
X0 — X1 X2 — X1

Y2—y1

f(xo) =~ Yo=y1+




Interpolointi

Interpolointi

Yo—Wn

f(xo) ~Yo=y1+

» Jos x1 < xp < x2, niin kaavan soveltamista sanotaan
interpoloinniksi.

» Jos xp ei ole kohtien xj ja xp vélissd (eli xg < x1 < xp tai
x1 < x2 < xp), hiin kaavan soveltamista sanotaan
ekstrapoloinniksi.

» Kaava on sama.

» Ekstrapoloinnissa syntyva virhe saattaa olla suuri!

Interpolointi

Linearinen kysyntafunktio

Se hinta p, jolla tuotteen koko tuotanto saadaan myytya,
riippuu tuotteen tarjotusta maarasta q. Kysyntafunktion

p = f(q) lauseketta ei tunneta, eikd se ole pysyvana edes
olemassa. Jos tiedimme vastaavat arvot kahdessa
nykyhetkeen verrattavassa tilanteessa (g1, p1) ja (g2, p2), niin
voimme estimoida kysyntafunktiota seuraavasti.

Interpolointi

Olkoon tunnetut arvot (qi1,p1) = (200kpl/kk,12.50e) ja
(g2, p2) = (250kpl/kk, 10.00e). Jos g1 < g < ga, niin

p2—p
p=1f(q) ~ p+=2—"L(q—q)
ad>—qQq1
10.00 — 12.50
_ 12, 9
0+ 550 200 (9~ 200)

= 22.50-0.05q,,



Jousto

Jos jonkin suureen (esim hinta p) arvon muuttuminen saa

aikaan sen, ettd myos toisen suureen (esim kysyntd q) arvo
muuttuu, niin kuvaamme taman vaikutuksen voimakkuutta Jousto
joustolla seuraavsti.

y:n jousto x:n suhteen on y:n prosenttimuutos jaettuna x:n
prosenttimuutoksella.

(Ay/y)-100% _ Ay x
(Ax/x)-100% Ax y

jousto =

Kysynnan hintajousto (price elasticity of demand) on siis

g:n % —muutos  Aqg p

jousto = =
J p:n % —muutos Ap g

Jousto

Esimerkki. Tuotteen kysynnan hintajousto on —1.5. Hinta on

nyt p = 25.00€/kpl ja kysyntd on nyt g = 2200kpl /kk.

Miten paljon kysyntd muuttuu, jos hinta nostetaan 28.00

euroon kappaleelta. Jousto

p = 25.00€/kpl
Ap = 28.00€ —25.00€ = +3.00euro
g = 2200kpl/kk

Ag = x
jousto = —1.b
E-B = jousto
Ap q
X 25.00€
= —15

< 3€  2200kpl Kk
—1.5-3€ 2200kpl /kk
25.00€

Sx = — —396kpl /kk



Jousto

Esimerkki 2. Jos y = f(x) = y/x = x/2, niin miki on y:n
jousto x:n suhteen, kun muutokset ovat pienia.

Jousto

Ay x dy x

usto — _dy X
jousto Ax y dx y
X
= f(x)-=
y
1 1-1/2 X
X 1

Rajatuotto

Kun yritys valmistaa tuotetta jaksossa maaran q (kpl/jakso),
niin kassaan kertyva tuotto on

R(q)=p-9=p(q)-q.
Rajatuotto

Esimerkki. Jos kysyntafunktio on p=20—0.1q, niin tuotto
funktio on

R(q) = p-q
= (20—-0.1g)-q
= 20qg—0.1¢°

Rajatuotto MR(q) kertoo miten paljon tuotto kasvaa, kun
g:ta kasvatetaan yhdelld (Ag=1)

MR(q) = R(q+1)—R(q)
R(g+1)—R(q) _d




Rajatuotto

Esimerkki 2. Jos kysyntafunktio on p=20—0.1q, niin tuotto
funktio on

R(q) = p-q
= (20—0.1q9)-q
= 20g—0.1¢°

Rajatuotto

Ja rajatuotto MR(q) on
MR(q) = —-(209—0.1¢%)
— 20-0.2q

HUOMAA:

p = 20-—0.1q

MR = 20—0.2q —  MR<p

Rajatuotto

Rajatuottoa voidaan arvioida hinnan ja kysynnan hintajousto
perusteella seuraavasti

MR = —(q . p(q)) Rajatuotto

Y ST
- P kh-jousto

Normaali tuotteella kysynnan hintajousto on negatiivinen ja

MR >0 — kh-jousto < —1
87
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5. Sovelluksia talousmatematiikkaan

5.1 Rajasuureet eli marginaaliset suureet.

Tarkastellaan seuraavaa esimerkkid. Yritys valmistaa kuukaudessa g tuotetta ja myy ne
hintaan p (yksikk6hinta). Tuotannosta aiheutuu kustannus C(g). Myyntitulo on
R(q) = pq. Seuraava taulukko siséltdd mahdollisen esimerkKitilanteen.

q C@ p
100 1000 12,0
101 1005 11,5
102 1010 11,0
103 1016 10,5
104 1022 10,0
105 1029 9,5
106 1036 9,0
107 1044 8,8
108 1052 8,0

Yritys tuottaa nyt 100 tuotetta kuukaudessa ja harkitsee tuotantonsa laajentamista. Téts
varten laajennamme taulukkoa sarakkeilla joissa on myyntitulo R = pq ja kustannuksen
lisdys AC = C(q + Aq) — C(q) ja myyntitulon lisiys AR = R(q + Ag)— R(q) kun tuotantoa
lisatdsn yhdelld Ag =1.

q Cl@) AC - p R AR
100 1000 5 112,00 ]1200,00 |6,95 -
101 1005 s 111,95 | 120695 [685
102 1010 6 - 111,90 |1213.80 |6,75 -
103 1016 611,85 122055 | 665 -
104 1022 7. 111,80 122720 | 6,55 ¢
105 1029 711,75 | 1233,75 645 ¢
106 1036 g - |11,70 |124020 |635
107 1044 8 111,65 |1246,55 | 625
108 1052 9 11,60 |1252,80 | 6,15

38
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Jos yritys kasvattaa tuotantoaan yhdelld (100 — 101) niin kustannus kasvaa 5:114 ja tuotto
6,95:114. Yrityksen kannattaa siis kasvattaa tuotantoaan. Askeleet (101 > 102 - 1053 —>
104) kannattaa vield ottaa, mutta arvosta 104 ei tuotantoa en#d kannata kasvattaa. Kun
tuotanto On 104 aiheuttaa sen kasvattaminen yhdelld kustannuksiin lisiyksen AC =7 ja
myyntituloon lisdyksen AR = 6,55. Koska kustannus kasvaisi siis enemmén kuin tulo, el

muutosta kannata endi tehda.

Sanomme, etti kustannuksen lisdys, kun tuotantoa kasvatetaan yhdell4 on rajakustannus
MC (kéytetdsin my6s termid marcinaalinen kustannus , marginal cost). Vastaavasti tulon
lisdys, kun tuotantoa kasvatetaan yhdelld on raj atulo MR (marginaalinen tulo, marginal

revenue).
Kun muutokset ovat pienid voimme kayttad differentiaalia MC = AC]| pge1 ® j:]—1’(—:—134] = %9-
q q
Siis
MC=£1,—(1 ja AC=MC-Aq
dq
MR=-C-Z—]—{- ja AR= MR-Aq
dq

MR > MC = tuotantoa kannattaa kasvattaa
MR < MC = tuotantoa kannattaa pienentdd

Jos kustannus riippuu muistakin tekijéistd kuin tuotannon madrdstd, mutta haluamme tutkia
vain tuotannon méirin vaikutusta ceteris paribus (pitden muut vaikuttavat tekijét vakioina)

laskemme rajakustannuksen osittaisderivaattana

MC=£.
a

Teollisessa tuotannossa voidaan si&ntdna pitis laskevia rajatuloja ja nousevia
rajakustannuksia. Téstd seuraa, ettd yritykselle on olemassa optimaalinen tuotannon taso
(joka riippuu yrityksen lustannusrakenteesta, tuottavuudesta ja markkinoiden (asiakkaiden)

kysynnésta.

89
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5.2 Joustot.

Tarkastellaan sementtitehtaan rajatuloa MR = %Ri Rajatulo voidaan ilmaista erilaisissa
q

yksikoissd: (markkaa/sakki), ($/tonni), (£/kg) jne. Useimmat muutokset taloudessa on
tapana ilmaista suhteellisind (prosentteina). Tdma johtaa luonnollisella tavalla seuraavaan

jouston kdsitteeseen.

Olkoon y = f (x). Muuttujan y jousto (elasticity) x:n suhteen on
y:n suhteellinen muutos _ Ay/y Ay x _dy X _ £1(x)- x

A

x:n suhteellinen muutos Ax/x Ax y dx y f(x)

Jousto on laaduton luku, joten yksikdistd aiheutuva harmi j&& pois. J oustolle kdytetdin

kirjallisuudessa ainakin seuraavia merkint&jd
: dy x Ey
Y I_ZX_FE —g=g =g =
dx y Ex L] 2= Ey =T

. . N B tti t
Esimerkki: Olkoon g:n jousto p:n suhteen -2. Silloin g:1 prosermvos

=-2. Jos siis p

p:n prosenttimuutos

kasvaa 5%, niin g pienenee 10%.

Jos y riippuu x:n lisaksi muistakin tekijoistd ja haluamme laskea jouston ceteris paribus,
laskemme osittaisjouston osittaisderivaatan avulla Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

Esimerkki: Naudanlihan kysyntd O, riippuu tulotasosta ¥, naudanlihan hinnasta p, ja
sianlihan hinnasta p, seuraavasti

Q, =4850-5p, +1,5p, +0,1Y.

Midritetiin naudanlihan kysynnén a) tulojousto, b) hintajousto ja c) ristijousto, kun
Y =10000, p, =200, p, =100.
Kysynts on siis 0, = 4850 -5-200+1,5-100+0,1 10000 = 5000.

a) E]’[Qn] = C_Q"__X_.__ 0’1.@29_: +0,2
ar 0, 5000

Siis kun tulotaso nousee 1%:n, niin naudanlihan kysynti nousee 0,2%.
b) Ep [Qn] = —@”—--EL= _5._.2_9_(.)_.= -0,2
" &, O 5000

Siis kun naudanlihan hinta nousee 1%:n, niin sen kysynté laskee 0,2%.
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0E, [0,] _ % P 1519 _ 15 03
: ». 0, 5000

s

Siis kun sianlihan hinta nousee 1%:n, niin naudanlihan kysyntd kasvaa 0,03%.

Olkoon kysynnin hintajousto 7= E,[g]= %’— -2 Silloin rajatulolle saadaan lauseke
p q9
drR d dp q dp 1
MR=—=—(pq =p+q—=p(1+——--——j=p(1+——)
dq dq( ) dq p dq 7

Koska kysynnén hintajousto 7 on negatiivinen, on rajatulo MR pienempi kuin yksikk6hinta
p.

Esimerkki: a) Olkoon tuotteen kysynnén hintajousto 7= -2,5. Silloin

MR = p(l + —-2}—5-) =0,6 p jarajatulo on positiivinen.

H

b) Olkoon tuotteen kysynnén hintajousto 77=—0,2. Silloin MR = p[l +-—_—01—5) =—4p ja

2

rajatulo on negatiivinen. Jarkevasti toimivalla yritykselld on siis ilmeisesti kysynnén

hintajousto pienempi kuin ~1.

79
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5.3 Kustannus- ja tuottofunktiot, voiton maksimointi.

Yrityksen tuotannon mé#résts ¢ riippuu seuraavat funktiot.
R =tuotto (revenue), R(q) = pq
MR = rajatuotto,
C = kustannukset (cost),
MC = rajakustannus,

P = voitto (profit), P=R-C
FC = kiintedt kustannukset (fixed cost),

VC = muuttuvat kustannukset (variable cost), C=VC+FC
AC = yksikkskustannukset (average VC), AC=Clq
AVC = muuttuvat yksikkokustannukset, AVC =VC/q
AFC = kiintedt yksikkokustannukset, AFC =FClq

Mikrotalousteoriassa perustellaan nyrkkis&4ntd, jonka mukaan normaalisti toimivan
yrityksen rajakustannukset ovat kasvavia MC’ > 0 ja rajatuotot vahenevid MR’ <O0.

Etsimme seuraavassa v'oittofunktivon maksimia (Olettaen, ettd edelld esitellyt funktiot ovat

jatkuvia ja derivoituvia (eli sileitd)).

P(g)=R(q)-C(q)
P'(g9)=R'(g9)-C'(g) = MR(q) - MC(q)
P"(q)= MR'(q)- MC'(q) <0 = voittofunktio on konkaavi

Maksimi 16ytyy siis derivaatan nollakohdasta eli d4riarvokohta toteuttaa ehdon
P'(g)=0
< MR(q)- MC(q)=0

< MR(q) = MC(q)

Saimme siis klassisen voitonmaksimointikriteerin
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MR MC 5
ra]atuotot raJakustannukset

2

Esimerkki: Olkoon tuotteen yksikkohinta 2 mk ja kustannusfunktio C(q) = m

a) Tuottofunktio on R(q) =29

b) Rajatuotto on MR(q) =2.

¢) Kiinteit kustannukset ovat FC = C(0) =500.

d) Muuttuvat kustannukset ovat VC(g) = C(q)=C(0) =4 2 /10000.
e) Rajakustannukset MC(q) = q/SOOO

f) Voitto maksimoidaan, kun
MR =MC '
& 2 =¢q/5000
& ¢ =10000
o 100007
g) Maksimivoitto on Py, = P(10000) =2-10000 - 10000 —500 =9500(mk)

Etsitdsin seuraavaksi ehto yksikkokustannusten minimille.

AC( )_ C(Q)
= AC'(q) = (C(Q)) MC-g—C
dq\ 4q q
! 2
=>AC”(q)=g‘;(MC;1‘§’C)=(MC “1+MC—MCq)4q _2g(MC-q-C)

Merkitdsn g :114 yksikkskustannusfunktion derivaatan nollakohtaa. Siis

AC'(g")=0
< MC(q')-q =C@q)

o MC(q" C(q )

& MC(q*) = AC(q") < rajakustannus = yksikkokustannus.

Kohdassa ¢ on AC"(q") = MC'(g")/q > 0 joten kohdassa on AC:n minimi.
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Fsimerkki: Tarkastellaan uudelleen edellisti esimerkkid. Tuotteen yksikkohinta 2 mk ja

2
kustannusfunktio C(q) = 10‘-2) o+ 500. Milla tuotantomazralld saavutetaan pienin

yksikkdkustannus ja mikd on silloih voitto?

Clg) __g 500,

AC(q) =22 -
(@) 10000 g O

i
MC(q)=—1—
(9= 5000

Siis yksikkokustannusten minimi saadaan, kun

MC=AC & g __4q 3%
5000 10000 g

o g* =5000000
& g=2236

2
Voitto on nyt P(2236) =2-2236 - %(3)—8—0—-— 500 = 3472, mikd on huomattavasti

vihemmé&n
kuin edellisen esimerkin antama maksimivoitto. Voiton maksimointi on siis eri asia kuin

yksikkokustannusten minimointi. Se, ettd maksimivoitto saadaan tuotannolla, joka on
kaukana yksikkokustannusten minimikohdasta viittds siihen, ettd tuotantokoneistoa

kannattaisi uusia.
Esimerkki: Olkoon yrityksen valmistaman tuotteen kysyntifunktio p =10-¢/50 ja
yksikkokustannukset AC(q) =20/g +3 + 0.5¢. Maksimoi voitto.

R(g) = pq =(10-g/50)g =10g —¢* /50
= MR=10-2¢/50

C(q)=q-4C(q)=q(20/q+3+ 0.59)=20+3q + q*/2
= MC=3+¢q

Voiton maksimointikriteeri:
MR = MC
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T#l16in hinta on p ~10-6,73/50 = 9,87 ja voitto on
P(q)=R(q)-C(g) =10g-¢°[50-(20+3g~-4"/2)

26
=7q-—q* -20~3,56
q 50‘]

Esimerkki: Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa méa#rén g = 150 ja saa sen markkinoitua
kappalehintaan p = 18mk. Kysynnin hintajousto on E,[¢] = £ = 3. Kustannusfunktio on
C(g)=200+2g+0,14>.

a) Laske voitto.
b) Maksimoi voitto, kun oletetaan, ettd kysyntdfunktio on lineaarinen.

b)

R(q)=pg=18-g = R(150)=18-150 = 2700
C(q)=200+2g+0,1g> = C(150)=200+2-150+0,1-150" =2750

P=R-C=2700-2750 =-50

Kysyntifunktio on lineaarinen, eli muotoa p = a +bg, missid a jabovat
numerovakioita. Mé4ritimme ensin kertoimet a ja b.
Selvisti /d =b,joten €= 9q.p = Ly . Sijoittamalla arvot t&h4n yht&l66n,

dq dp q b g
saadaan
3118 p=—L
b 150 25

Kun muuttujien p ja g sekd vakion b arvot sijoitetaan kysyntifunktion
médritteleviin yhtdloon saadaan '

p=a+bg —— 18=a—?15—-150 < 18=a-6 < a=24

Siis p = 24—¢/25.
R(g)=pq=(24~q/25)q=24q9-¢" |25
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dR 2
MR(q)=-—==24—-—.
(q) i 554

C(g) =200+2g+0,1g°

dac 2
MC(@)=—7=2+—
(q) Z 107
Voiton maksimointikriteeri:
MR = MC
2 2
o 24-—q=2+—
2517101
14
o 22=—
507
14 14

Optimaalinen tuotantoméaéra on siis noin 79 tuotetta kuukaudessa. Voitto on t&lldin
P(q) = R(g)-C(q) = (249 —q* [25) - (200 +2q +4° [10) = 22¢ - 510612 —200
14
5

= P(79)=22-79- 0.792 ~200 ~ 664

Esimerkki: Yrityksen tuotannosta tiedimme, ettd yksikkokustannukset ovat
pienimmill&&n, kun g = 200, kiinte#t kustannukset ovat FC = 800 mk ja rajakustannus on
12 mk, kun tuotantoméérd on 250.

a) Mazritd se kustannusfunktio, joka on toisen asteen polynomifunktio ja jolla on edelld
mainitut ominaisuudet.

b) Maksimoi voitto, kun koko tuotanto saadaan markkinoitua 12 mk hintaan.

a) Siis mésritimme vakiot a ja b kustannusfunktiossa C(g) = agq® +bq +800.
Rajakustannus = MC(q) =%9=2aq +b
q
800

Yksikkokustannus = AC(q) = —C-=aq+b+——
q q
Yksikkokustannusten minimikohdassa MC = AC, joten

MC(200) = AC(200)
< 2a-200+b =az-200+b+§92
200

34
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o 400q =200a +4

4 1
oS g —=—
200 50
Toisaalta
MC(250) =12

& 2-—1-—~250+b=12
50
o b=2
Siis
1
C =—.g%*+2g+800
(9) 559 q

b) R(q)=pg=12q
MR(q)=12

1
C(g)=—-q* +2g+800
(9) 502q q
MC(g)=—-q+2

(@) 50 q

Voiton maksimointikriteeri:
MR = MC
o 12= —%—q +2
- 50

& q=%9-(12—2)=250

Maksimi voitto on

P(250) = R(250) —C(250) =12-250 —(50

=450
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Varastomallien peruskasitteita

v Kysynta. Tuotteen kysynti voi olla

— deterministinen so. etukiteen tunnettu
* tasainen tai monotonisesti muuttuva (staattinen)
* dynaaminen (esim. kausivaihtelu)

— stokastinen eli satunnaisuutta sisaltava
v"Varaston tiyvdentimisnopeus voi olla

— aareton (kertasuoritus esim. ulkopuolisena
toimituksena)

— aarellinen (tdydennys esim. tuotannosta)

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen

Varastomallien peruskasitteita

v Tilausvéli on kahden perdkkiisen tilaus-
hetken vali. Perusteena

— varaston taso (hélytysraja)

— tarkkailu (jatkuva tai jaksollinen)
— kiited vali

v Toimitusaika,viive tilauksen ja tdydennys-
erdn toimituksen valilla

v Suunnittelukausi, aika jolle laskelmat
tehdaan

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: "Jiﬂausmatematiikan perusteet, mallintaminen
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|3 Varastomallien peruskasitteitd

9
8 » v Varastoitavien lajikkeiden maari; merki-

tysta, jos lajikkeilla keskinaista riippuvuutta
tai tilarajoituksia

! # ¥ Varastokapasiteetti; merkitysta, jos varasto-
tila rajoite

v’ Taydennyserin koko, tilattava tuotanto- tai
| » toimitusera

: : v’ Ostohinta, mik&li on madraalennuksia
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e
|3 Varastomallien peruskasitteitd

-

Y
P » v Myvyntihinta, mikali on tukku- tai muita
=#® alennuksia

s ® . Varaston ylldpitokustannus sisaltaa paa-

| o Oma-, varastointi- ja késittelykustannukset,
) » Dpilaantumisen ja havikin, verot ja

) » vakuutukset ym.

=#®  Tilauskustannukset, tilauksen teosta tai
=®  tuotannon aloittamisesta aiheutuva kiintea
: : kertakustannus
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Varastomallien peruskasitteita

v Puutekustannus syntyy, kun kysyntaa ei
pystyta tyydyttamaan

— menetetty myynti tai ylimaariiset hankinta-
kustannukset

— maineen menetys

— seisokki- tai ylityOkustannukset

N
d
2
_=
i
.
*
ad
—
o
-2
®
= &
£ ®
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Mallinnettava paatosongelma

Tehtavia paatoksia ovat mm.

— kuinka usein tilataan (tilausvali)?
— kuinka paljon tilataan kerralla (erakoko)?
— milloin tilataan (tilaushetki)?
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Perusmallin olettamukset

v"Perusmallina ns. Economic Order Quantity
(EOQ) -malli v. 1915 (F.W. Harris),
tunnettu myos neliojuurikaavana.

v Mallin olettamukset (vrt. peruskisitteet):

— Pelkistykset ja rajaukset
* tdydennykset kertasuorituksena (tdydennysnop. = oo)

* toimitusaika vakio (voidaan olettaa = 0, vrt.
ennakointi)

* pitkd suunnittelukausi (toistuvat tilaukset)
* yksi varastoitava tuote
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Perusmallin olettamukset

* el tilarajoituksia
* osto- ja myyntihinnat vakioita (e1 paljous- ym.
alennuksia)
* puutetta e1 sallita
v Mallin parametrit
— kysynta D on tunnettu ja vakio, [D] = kpl/v
— varaston ylldpitokustannus h on vakio, [h] =
mk/kpl*v
— tilauskustannus K on vakio ja tilausmaarasta
riippumaton, [K] = mk/era
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3 Perusmallin olettamukset

: :\/ Mallin (paiatos)muuttujat

Y » —tilauserdn koko q on vakio, [q] = kpl
— tilausvali t, madraytyy kysynnan ja erdkoon
perusteella (ts. vaithtoehtoinen ritppumaton
* paiatosmuuttuja g:lle), [t] = v

® / Mallin tavoitefunktio

— etsittava sellainen tilauseran koko q (tilausvali t),
jolla suunnittelukauden (tai aikayksikossd synty-
vat) varastoinnin kokonaiskustannukset (tilaus-
kust. + varaston yllapitokust.) minimoituvat
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EOQ - malli, graafinen esitys

Olettamukset johtavat malliin, jossa varaston
taso kehittyy ajan funktiona seuraavasti:

Varastontaso ) cainen vakiokysyntd tiydennysnopeus = o0

>

“ t - Aika
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: : Miksi seuraavat vaihtoehdot eivat
3 tule kysymykseen ?

Vaihtoehto 1:

_____________ NN
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: : Miksi seuraavat vaithtoehdot eivit
3 tule kysymykseen ?

Vaihtoehto 2:

SOOOLOOOOOLOLOGO

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: "liﬁgusmatematiikan perusteet, mallintaminen




: Miiritetidan kustannukset per aikayks. (mk/v):
« ® Tilauskustannukset
- tilauksia per aikayksikko: D/ g
[D/q] = (kpl/ v)/ (kpl/erd) = erda/v

— tilauskustannukset aikayksikossa

C,(q) = K-(D/q)
[K:(D/ q)] = (mk/ erd)(erda/ v) = mk/v
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EOQ - mallin formulointi

Tilauskustannusten riippuvuus erdkoosta graafisesti:

Ci(q)4

Mikai funktiotyyppi
on kysymyksessa?

C.(q) =K-D/q

> q

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: "liﬁgusmatematiikan perusteet, mallintaminen




- " EOQ - mallin formulointi

=9
| o Varaston ylldpitokustannukset

— keskimaardinen varasto = q/2

— kustannukset aikayksikossa = yksikko-
kustannukset - keskimiarainen varastotaso

A Ci(q)
a T A C,(q) = h-q/2

o2 1

>

%
B
FY
Lo
=
P
o
B
=
»
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Kokonaiskustanusfunktio

TC(q) = C4(q) + Cy(q) = K-D-(1/q) + (h/2)-q

Kust.
A

TC = TC(q,) A

9o
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* EOQ - mallin ratkaisu

# Kokonaiskustannukset:

= ® TC(q)=K-D(1/q) + (h/2)q

. : Vilttimaton ehto minimille:

89 d[TC(q)]/dg=-K-D«(1/g?) +h/2=0

. : Tasta ratkaisemalla optimaalinen erdkoko:

q_/2KD
““\ h

- @
) » (Ehdot optimille, mitkdhén ne olivatkaan?)
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- 'EOQ mallin ratkaisun tarkastelua

s ® Optimierdkoko:

- 9
B /2KD
Jo _h

=® Optimaalinen tilausvaili:
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[SEOQ - mallin ratkaisun tarkastelua

Optimikustannukset (= minimikustannukset):

1 h
TCo =TC(Q) =C,(Ay) +C,(d) = KD-——+2-4,

h  h [2KD &
=KD, |—— 4+ [
oKD 2\ h

=\/KDh+\/KDh 5. KTDh: SRS

2 2
Huom.: C,(q,) = C,(q,) (vrt. my0ds aiempi kuva!)

Lopputulos: TC, =+2KDh
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Optimierakoko ja -kustannukset

Optimierdkoko: g, = 1/%
Optimikustannukset:
TC, = +/2KDh

TC, =+2KDh =h % =h-q,;

TC, =+2KDh = =2 __28D _¢p. L

I2KD  q, %o
h

10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: "liﬁ@usmatematiikan perusteet, mallintaminen




[+ Esimerkki 1.

® Tarkastellaan varastonpitoa, jossa

s ®  Okysyntd D = 18 000 kpl/v
S ¢ tilauskustannukset K =2000 mk/era

e ¥ varaston yllapitokustannukset h = 6 mk/kpl-v
R

® Saadaan seuraavat varastojarjestelméan liittyvéat tunnusluvut:
-2

o

_\/2KD _\/2-2000mk-18000kp|/v

=./12-10° (kpl)?* = 3464 kpl
h 6 mk /kpl -v \/ (kel) >

?
.
*

L & TC,=hg, =6(mk/kpl -v)3464 kpl = 20784 mk /v
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Tilauksia (ja varaston tdydennyksid):

D 18000kpl/v
d, 3464 kpl

52/v

Tilausvali:

t, =%° =Ni =(5.2/v)" =0.192v = 69 paivaa

0

Varastonpidon kustannukset myytyé tuoteyksikkoa kohti:

TC, 20784 mk/v
D 18000 mk/kpl

=1.15mk /kpl
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EOQ-mall1 puutekustannuksin

Olettamukset kuten perusmallissa paitsi ettd puute sallitaan.
s = puutekustannus, [s]=mk/kpl-v
M = varaston maksimitaso, jolloin g-M = maksimipuute

Varastotaso

M--

t=t+t, \ -
M-q I~ T

t=q/D, t,=M/D, t,=(g-M)/D
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EOQ-mall1 puutekustannuksin

Varaston keskikoko :

L= =
t 2 qg/D 2q

2t t
Keskiméaardinen puute:

0., @=M) t _a-Mt, g-M(@-M)/D_(q-M)’

Mt st_Mt_MM/D_M
2

t 2 t 2 t 2 q/D 24
Kokonaiskustannukset aikayksikossa:
2 2
KD, M°’h (@-M)’s
29 29

tilaus varasto  puute

TC(q,M) =
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(s EOQ-malli puutekustannuksin

Paitosmuuttujia tarvitaan tassa uudessa, puutteen sallivassa
mallissa kaksi. Edelld ndiksi muuttujiksi on valittu tilausmaara
® g ja taso, jolle varasto tdydennyksen jialkeen nousee (M ).
Namai yhdessd madrdaavat mm. maksimipuutteen g -M ja
¢ ® tilausvilin t (sekd tdimén osat t; jat,). Muitakin valintoja
® paitosmuuttujiksi olisi voitu tehdé (esimerkiksi minkélaisia?).

Puutteen ja puutekustannusten tuominen malliin muuttavat
mallia tarvittavan matematiikan osalta ratkaisevasti. Yhden
muuttujan (paatos)funktiosta on siirrytty usean muuttujan

= ® funktioon. Esimerkiksi minimikustannukset antavan dariarvo-

#_® kohdan loytamiseksi on turvauduttava paatosmuuttujien

J @ suhteen laskettuihin osittaisderivaattoihin.
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Puutemallin ratkaisu

Ehto optimiratkaisulle (4ariarvokohdassa
osittaisderivaatat = 0):

JTC _-2KD+sq" —(s+hM* _
q 29°
JTIC  (h+s)M—qgs
oM q

0

e ®
i 9
2
d
d
>
?
ad
*
o
-2
®
= &
>
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3 Puutemallin ratkaisu

=
|  Yhtéloryhmén ratkaisuksi saadaan (totea itse laskemalla):

. : q1=\/2KD(h+S) \/2KD\/h+s /j

d
® missé q, on perusmallin optimierdkoko. Tilauserdn koko siis
#® kasvaa perusmalliin verrattuna.

- 9

2KDs 2KD
S M =

h(h+s) h+s h+s
- @

8@ Maksimivarasto taas pienenee perusmalliin verrattuna (q, on
J @ paitsi erakoko my0s maksimivarasto EOQ:ssa).

- . 10.4.2001 Professori Ilkka Virtanen: Talousmatematiikan perusteet, mallintaminen

BN

3 Puutemallin ratkaisu

=4
| @ Puutemallin tarkastelu, kun s — oo

. 2KD .
limQ ===

\/h+s:\/

YIS

Malli antaa siis erikoistapauksena EOQ-mallin, kun asetetaan
® S—° Yleisestikin: mikéli mallin yleistys on tapahtunut

2 @ oikein, pelkistetty malli saadaan yleisen erikoistapauksena.
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Esimerkki 2.

© kysynta =18 000 kpl/v
© tilauskustannukset K = 2000 mk/era

¢ varaston yllapitokustannukset h = 6 mk/kpl-v
¢ puutekustannukset s = 25 mk/kpl-v

Saadaan mm. seuraavat vara
liittyvat tunnusluvut:

h+s 6+25
— — =3464,/— kpl = 3857 kpl
do S ‘/ 75 P P
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Esimerkki 2.

S 25
— ‘/— =3464‘/— kpl = 3110 kpl
% h+s 6+25 " P

2000 -18000 3110 6 7472 .25

TC, = = 18665 mk /v
3857 2 3857 2-3857

Esimerkissd puutekustannukset ovat suuremmat kuin varaston
yllapltokustannukset (25 mk/kpl-v vs. 6 mk/kpl-v). Kuitenkin

Varastonpldon kokonaiskustannukset alenevat (18665 mk/v
® 5. 20784 mkv).

N
d
2
d
d
]
*
ad
*
o

PN
B Miksikohan nain?
»
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Tuotantomalhi
(EOQ-malli & aarellinen tiydennysnopeus)

: » Muut olettamukset kuten EOQ-mallissa paitsi lisdné
aarellinen taydennysnopeus 1, [r] = kpl/v.

4

Varasto tdyttyy aikana (a,b)
vauhdilla r- D, (r> D)

Aikana (b,c) varasto tyhjenee
vauhdilla D

Tuotanto kestda ajan
b-a=q/r

Tilausvéli on g/D, joten
tyhjenemisvaiheen pituus on
c-b=q/D-qg/r=q(r- D)/Dr

PO0000LOGOOG
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Tuotantomallin johtaminen

4

q/D

q(r - D)/rD
q/D /

N
d
2
d
d
]
*
ad
*
o
-2
®

=@ Varaston maksimikoko on (g/r) (r - D) = q(r - D)/r ja varaston keskikoko
5@ siten (r - D)/2r. Varaston vuotuinen ylldpitokustannus on ndin hq(r -D)/2r
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_: Tuotantomallin ratkaisu

Varastonpidon kokonaiskustannukset tuotantomallissa ovat siten:

KD N hg(r — D)
or

TC(0) =

Kustannukset saavuttavat minimiarvonsa (totea laskemalla!), kun

*
L
e
*
®
>
® | 2KDr \/T
S 0, = hr—D) =0, E>%
.
e
>
>
2

M, :qu(r_D):\/ZKDr(]rr—D):
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' 9

[ Tuotantomallin ratkaisu

= ]
Analyysia:

[® 1) Erdkoko kasvaa (ts. q, > q,), silld q,:n nelidjuurilauseke > 1

. ® 2) Varaston tilatarve (varastotason maksimiarvo) pienenee, silla
#®  nelidjuurilauseke M,:ssa < 1

#® 3) Minimikustannuksiksi saadaan (totea itse laskemalla, so. sijoittamalla q,:n
® lauseke TC(q):n lausekkeeseen):

2KDh(r ):TCO r—-D <TC,

r

TC, =TC(q,) = \/

. 4) EOQ-malli on tuotantomallin erikoistapaus (tuotantovauhti r = oo):

: : r
=®  im 0, = go lim = (-
o o= ro« \r—>D
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Esimerkki 3

Olkoon
¢ Kysynta 18000 kpl/v
¥ Tuotantonopeus 36000 kpl/v
¢ Tilauskustannukset 2000 mk/era
© Varaston yllapitokustannukset 6 mk/kpl-v

B \/2-2000-18000-36000
6 - 18000
B r —D)

kpl = 4900 kpl

= 2450 kpl
TC, =14697 mk /v

N
d
2
d
d
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*
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3 EOQ-malli paljousalennuksin

Olettamukset kuten perusmallissa, mutta ostohinta varastoon
on erdkoosta riippuva, ts. p = p(q). Oletetaan porrasfunktio:

P =p(a)
A p]_

[
>

d, q

O |--——mmmmmmeee == d
[y

(tilaus- + varastointi- + hankintakust.)

OOOLOLOLOLOOLOLGOGO
a
T
I
N |3
+
5
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. EOQ-malli paljousalennuksin

2KD
g, = T (sama minimikohta kaikilla kayrilla!)

TC, kun p=p,

*

®

>

*

®

L TC, kun p=p,
® . TC, kun p=p;
e

®

*

>

>

2

TC ilman hankintakust.

T T =

>

O
S
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Alennusrajojen q, ja q, sekd minimikohdan q, keskinéi-
sesta sijainnista riippuen saadaan kokonaiskustannusten
minimille erilaisia ratkaisuja:

q, on optimi ja q, > q, ; optimaalinen varastointipolitiikka ja
alennukset hyodynnetty tdysiméddraisesti (p = p;)

q, on optimi ja q, > q, > q, ; optimaalinen varastointipolitiikka ja
alennukset hyddynnetty osittain (p = p,)

alennuksia ei voida hyddyntaa (alennukset eivit riittdvét suhteessa
varastointikustannusten nousuun; p = p,)

q, on optimi ja q, < q, ; alennus p, -> p, kompensoi kohonneet
varastointikustannukset (mutta alennus p, -> p; €1 endd kompensoi)

q, on optimi ja q, > q, ; alennusten tiysimédédrainen hyodyntiminen
kompensoi kohonneet varastointikustannukset

Esitd kuhunkin tapaukseen liittyva tilanne graafisesti!

&
e d
.
®
.
e
*
Y q, on optimi ja q, < q, ; optimaalinen varastointipolitiikka ja
>
L ]
g
E
e
 J
L
2
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L # Optimaalisen erdkoon maarittimiseksi saadaan niin
#® algoritmi (yleisesti n:lle er1 hinnalle p, ,..., p,):

_ : 1. Médritetddn q, = (2KD/h)!2

5 ® 2. Lasketaan
TC, = TC(q,) = (2KD/h)!* +p(qy)-D
TC, =TC(q) =KD/q; +hq;/2+p,, D (1=1,2,..,n-1)

. Optimaalinen g on se, jolla TC kohdassa 2 on pienin.

(U]

Algoritmiseen (so. numeeriseen) ratkaisuun
joudutaan analyyttisen ratkaisun sijasta, koska
minimoitava funktio on epdjatkuva.

SOOOLOOOOGS
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Kaksi tuotetta, rajoitettu varastotila

(Lagrangen kertoja -menetelma)

EOQ-mallin olettamukset muuten, paitsi
@ varastoitavia tuotteita oletetaan olevan kaksi

¥ varastotila voi osoittautua optimipolitiikkaa
rajoittavaksi tekijaksi

1» D, kysynnit, toisistaan riippumattomat
1, K, tilauskustannukset

h, yllapitokustannukset

b, tilantarve tuoteyksikkoa kohti
kaytettivissa oleva varastotila

q,, g, erdkoot (padtdsmuuttujat)

5 2
1> Y2

*
d
2
d
d
]
*
ad
*
o
-2
®
= &
>
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Lagrangen kertoja -menetelma

Malli kokonaiskustannuksille:
TC(q,,9)=K;D,/q, +K,D,/q,+"%h;q;+"%h,q,
lisdehdolla b, q, +b,q,<B (tilarajoitus)

Periaatteet ratkaisulle:

1° Etsitdédn TC(q, , q,):n tavallinen (vapaa) kahden muuttujan
funktion dariarvokohta. Jos ratkaisu toteuttaa tilarajoitus-
ehdon, on optimiratkaisu 10ytynyt (varastotila riittaa
kaikissa olosuhteissa, koska se riittdd suurimmalle
mahdolliselle varastollekin). Ellei tilarajoitusehto toteudu,
joudutaan etsimadn ns. sidottu dariarvo Lagrangen kertoja
-menetelmilla (kohta 2°).

N
d
2
d
d
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*
ad
*
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Lagrangen kertoja -menetelma

2° Muodostetaan ns. Lagrangen funktio, jonka tavallinen
dariarvokohta antaa alkuperiiselle kokonaiskustannus-
funktiolle etsityn sidotun dariarvokohdan. Lisdksi saadaan
tarkedtd informaatiota rajoitusehdon tiukkuudesta.

Vapaan ddriarvon madritys (kohta 1°):
@ _ K,D, L1
oo, g
E _ K,D,
C

h =0

++h, =0
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: Lagrangen kertoja -menetelma

Yhtiloista saadaan ratkaisemalla helposti d4ariarvokohtachdokas:

. [2K,D,
. [2K,D,

2 ® Lagrangen funktion muodostaminen alkuperaisen tavoitefunk-
@ tion, tilarajoituksen ja Lagrangen kertojan A avulla (kohta 2°):

L(@1,9,,4) =TC(q1,9,)+ A(b1q, +boq, —B)
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Lagrangen kertoja -menetelma

L:1la on sama &dériarvokohta muuttujien q, ja q, suhteen kuin
TC:lldkin edellyttden, ettd A:n kerrottavana oleva sulkulauseke

= 0, ts. etti tilarajoitusehto toteutuu! Adriarvokohdalle saadaan
ehdot:

{8L=—K1[2)1+-;h1+,1b1=o

), ay

JaL_ K,D,
-2

|8q2 ds

|9

L
— =b,04+b>q, —B=0
l&/’L 191 + 0205

+2h, +4b, =0
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Lagrangen kertoja -menetelma

Yhtaloryhmasta voidaan ratkaista (laskutoimitukset yleensa
verraten monimutkaisia) lausekkeet q, :lle (= q,°P) ja q, :lle

(= q,°!) sekd A:lle. Yhtdloryhmén viimeinen yhtdlo takaa,
ettd ratkaisu toteuttaa tilarajoituksen.

Ratkaisuna saadaan myos arvo A:lle, Lagrangen kertojalle.
Kertoimella A on tiarked taloudellinen tulkinta. Se ilmoittaa
tilarajoitteen varjohinnan, ts. kuinka paljon (marginaalisesti
optimissa) kustannukset lisdantyvit sen johdosta, etta tila on
pullonkaulatekiji. Jos varastotilaa olisi kdytettavissad yksi
tilayksikko enemman, varastoinnin kokonaiskustannukset
alenisivat A:n verran.
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Lagrangen kertoja -menetelma

Varjohinnoilla on erittdin keskeinen merkitys mm.
lineaarisen optimointitehtavin (LP-mallin) ratkaisemisessa,
seka ratkaisuteknisesti ettd ratkaisun taloudellisen tulkinnan
kannalta. LP-mallin herkkyysanalyysi mm. perustuu piddosin
ratkaisuun liittyviin varjohintoihin.

Seuraavassa tarkastellaan mallien yleistd herkkyys-

analyysia varastomallia esimerkkind kayttaen.
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Herkkyysanalyysi, yleista

¢ Luonteeltaan mallin optiminjilkeista tarkastelua, jonka
sekd looginen ettd ajallinen paikka on mallitydskentelyn
loppuvaiheessa

¢ Lahtokohtana valmiiksi formuloitu ja ratkaistu malli

¢ Tavoitteena tuottaa lisdinformaatiota mallin ja ratkaisun
luonteesta tarkastelemalla mallin kayttaytymisti ja
ominaisuuksia optimiratkaisun ldheisyydessi

¢ Tunnetuinta herkkyysanalyysi on lineaarisen
optimointitehtdvian (LP-mallin) yhteydessa.
Herkkyysanalyysi on itse asiassa osa LP-mallin ratkaisua
(duaalimuuttujien varjohintatulkinnat)
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1> Herkkyysanalyysi, yleista

i ® 1 Mikii on optimituloksen herkkyys optimiratkaisun suhteen:
paljonko tavoitefunktion arvo huononee suhteessa optimi-
tulokseen, jos optimiratkaisun sijasta otetaan kayttoon jokin
muu ratkaisu?

— hinta optimiratkaisusta poikkeamiselle
Mika on optimin p%:n ldheisyysalue: mitka ratkaisut johta-
vat enintddn p% huonompaan tulokseen kuin optimiratkaisu?
— “riittdvédn hyvien” ratkaisujen kartoitus
Miten optimiratkaisu ja -tulos muuttuvat mallin 1aht6-
olettamusten (vakioiden ja parametrien) muuttuessa?
— yksittidisen parametrin muutos (yhteys joustoihin)
— lahtotietojen epatarkkuuden vaikutus (virheanalyysi)
— lahtotietojen muuttamisen vaikutus(vaihtoehtolaskelmat)
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, : Esimerkkeji herkkyysanalyysistdi EOQ

# -mallin yhteydessa

e 1 Paljonko varastoinnin kokonaiskustannukset kohoavat, jos tilauseridn
d kooksi q, :n sijasta valitaankin q° = o q ?
=@ 2 Missi rajoissa tilauserin koko voi vaihdella ilman etté kokonais-
Y kustannukset kohoavat enemmaén kuin p%?

@3 23 Paljonko erdkoko ja kokonaiskustannukset muuttuvat, jos kysyntd D
(tai tilauskustannukset K tai ylldpitokustannukset h) muuttuvat (ceteris
paribus) p%?

b) Mitka ovat erdkoon ja kokonaiskustannusten optimiarvojen virhe-
arviot, kun parametrien D, K ja h arvoja ei tunneta tarkasti vaan tietylla
suhteellisella tarkkuudella (epatarkkuus esim. max 10%)?

yksikkokustannus h on 100f % (esim. 20%) pienempi kuin nykyisen,
pitoaika on N (esim. 20 v) ja laskentakorkokanta i ( 10%)

o
g
.
2 c) Paljonko kannattaa investoida uuteen varastojarjestelmaén, kun sen
>
>
2
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi

Malli ja sen ratkaisu:

To@ =" > +4ha

_ [xD
Qo h
TC, =TC(q,) =+v2KDh=hg,

1. Tuloksen (kokonaiskustannusten TC) herkkyys ratkaisun (erdkoon q)
suhteen optimissa?

Annettu: qQo->9 =0q, ts.q’/q, = o
Ratkaistava: TC, ->TC’ = BTC,; B=TC/TC,=?
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EOQ-mallin herkkyysanalyysi

Saadaan siis yhteys ratkaisun (q,) suhteelliselle muutokselle o ja tuloksen
(TC,) suhteelliselle muutokselle [3:

1 1
(a+—) ts. TC'=i(a+—)TC,.
o o

POOOOOLOOOLOLOOOLOGS
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Esimerkki 4

Paljonko kokonaiskustannukset lisddntyvit, jos erdkoko a) kasvaa 50%,
b) pienenee 50%?

a) q =15q, (a=1.5)

TC ' =05(1.5+1/1.5) TC, =1.08 TC, (8% :n kust. nousu)
b) q°=05q, (=0.5)

TC?=0.5(0.5+1/0.5) TC, = 1.25 TC, (25%:n kust. nousu!)
Malli on siis paljon herkempi poikkeamille optimiratkaisusta-alas-kuin
ylospéin. Johtuu tavoitefunktion laakeudesta optimiratkaisun oikealla
puolella. (Piirrd kuvio ja tarkastele asiaa siind!)

Herkkyysanalyysi pitee vain optimin vélittoméssé taheisyy
Tulokset ovat yleispatevid EOQ-mallille, ne etvét riipu lainkaan-para
metrien K, D ja h arvoista (herkkyys = jousto = funktion ominaisuus).
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jotta olisi voimassa: aina kun q € [q, , q,], niin
TC(q) < (1 +p/100) TC,, missé p on annettu?

Kustannukset

(1+p/100) TC,

:® q 9
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: : EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

= ® Kohdasta 1: LS (ax +1/ @)

TC, 2
TC P
_I?OS(1+E)—P

Saadaan rajaluku P:lle:

L
<
=
-

%(05+1/0¢):P | 2
a?—-2Pa+1=0

a=P+VP2-1 =

[CI1=(P— VP2 - 1) qq
1CI2 =P +VP?-1)q,
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Esimerkki 5

p=10% =  P=110
d, = (1.10-+1.10> 1) g, = 0.64q,
d, = (1.10++1.10* —1) q, = 1.54q,

Erakoko saa kasvaa optimista korkeintaan 56%
ja pienentya korkeintaan 36%, jotta kokonais-
kustannusten nousu olisi korkeintaan 10%.
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: EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

3a. Jos kysynta D muuttuu p%, paljonko muuttuu
optimaalinen erdkoko, paljonko muuttuvat (kasvavat)
optimaaliset kustannukset?

D: suhteellinen muutos on annettu: AD/D
® Suuretko ovat Aq,/q, ja ATC,/TC, ?
o Pienille (infinitesimaalisille) muutoksille patee: AD/D =~ dD/D
§ @ Saadaan: Aq,/q, Aq, D dq, D
% = — . — 8 — . —
= AD/D AD q, dD q,

= ® Viimeksi mainittu lauseke (merk. E; (q,) ) on g,:n jousto D:n
= ® suhteen eli erdkoon kysyntéjousto.
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® EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

EOQ-mallille saadaan néin erdkoon kysyntdjoustoksi:

2KD 12K

h ~ h
, |2KD

9&.!2

E.(Q,)= °' = =1 = vakio !
q, on ’ZKD ’ZK

=® Tulos: q, :n suhteellinen muutos on puolet D:n suhteellisesta
® muutoksesta (likiarvo, pitdd paikkansa sitd paremmin, miti pienempi AD
2 @ on). Jos esim. D kasvaa (vihenee) 10%, niin q, kasvaa (vihenee) 5%.

8 @ Samoin on (totea itse laskemalla): Ep(TC,) = 1/2
5 Ex(q) = Ex(TCy) =172 Ey(qy) =-172(!), E(TCy)=1/72.

SOOOLOGOG
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: EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

® 3b. Parametrien arvojen muuttamisen kannattavuus?

Investoinnilla I saadaan aikaan varastojérjestelma, jonka ylldpito-
kustannus on 100f % pienempi kuin olemassa olevan jarjestelmin
(muut ominaisuudet ennallaan). Kuinka suuri saa I korkeintaan olla,
jotta investointi olisi kannattava? Investoinnin pitoaika on N ja
laskentakorkokanta 1.

TC, = 2KD

are, —meC-ﬁ{EE+99+Q%—2m 0—f)=—1f
f-T

1 fY2KDh

0

ATC, ~dTC, =—1

Saasto vuodessa:
ATCo| =2 f2KDF
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® EOQ-mallin herkkyysanalyysi, jatkoa

S44sto investoinnin pitoaikana (nykyarvomenetelma):

NPY() |aTC| )= a4 f¥2KDh,

missd a(y ;) on jaksollisten maksujen diskonttaustekija.

Saadaan kannattavuusehto investoinnille:

1 -/
I SE f -a(N’i) -V 2KDh

SO00OOOLOOOOOOGS
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Esimerkki 6

Olkoot EOQ-mallin parametrit:
D = 18000 kpl/v
K =2000 mk
h =6 mk/kpl v
ja investointiin liittyvat parametrit:
£f=0.20 (h: 6 mk/kpl'v — 4.80 mk/kpl-v)
N=20v
1=0.10 = ay;=38.51356
Varastoinvestointi saa maksaa enintiin:
[<0.5- f-ay; (2KDh)*> =0.5-0.20 - 8.51356 - 20784 = 17700 mk

(investoinnin takaisinmaksuajan on oltava alle 9 vuotta).
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10 Finanssimatematiikkaa

Tamin luvun keskeisid asioita ovat yksittdisen maksun nykyarvo, jaksollisten maksujen

nykyarvo
ja annuiteetti. Ennen kuin péd4dsemme keskeiseen ainekseen kannattaa kuitenkin kerrata

vanhastaan tuttuja asioita.

10.1 Prosentti

Prosentti tarkoittaa yhta sadasosaa (latinaksi "pro centum', englanniksi 'per cent', espanjaksi
'por ciento'). p prosenttia, p%, on p sadasosaa. Seuraavat lauseet sanovat siis saman asian.

"Maksu on 5 prosenttia 600 markasta."
& "Maksu on 5 sadasosaa 600 markasta."

& "Maksuon S -M"
100

& "Maksu on —-5— -600mk"
100

Jos b on p% luvusta a, eli

b:.__g__.a’

100

niin g = perusarvo (mihin verrataan?)(mink4 sadasosista on kysymys?)
p = prosenttiluku (miten monta sadasosaa?)

b = prosenttiarvo (mité verrataan?)

Kahden luvun vertailu:

Jos y on p% suurempi kuin x, niin
perusarvo = x (kuin-sanan peréssé)

prosenttiarvo =e€ro =y —x

p p
-X=——X = =|1+—=—
Y7 =100 4 ( 100)"

Jos y on p% pienempi kuin x, niin
perusarvo = x (kuin-sanan peréssé)
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prosenttiarvo = ero =x —y

pP . p
p— :—.x @ = —— .
*7Y =100 4 ( 1oojx

Muuttunut arvo:
Olkoon alkuperdinen arvo x ja muuttunut arvo X.

Jos x kasvaa p%, niin
perusarvo = x
prosenttiarvo = kasvu =X —-x

X-x=-L_.x = X=(1+-£— x
100 100
Jos x pienenee p%, niin
perusarvo = x
prosenttiarvo = vihennys =x - X
rex=L . o X=(__p_)x
100 100

- |Jos x on p% y:sti ja x kasvaa d prosenttivksikkdd, niin

Xon (p+d)% y:std
= X=p+d-y = X=p+d-x
100 p

Jos x on p% y:sti ja x pienenee d prosenttivksikkod, niin

Xon (p-d)% y:std
= X=£:—cg--y = X=p_d-x
100 P
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10.2 Aritmeettinen ja geometrinen sarja

Sarja on 4drellisen monen termin merkitty summa
n
Su = uy oyttt
k=1

5

Esimerkki: ~ » .10k =10+20+30+40+50 =150
k=1
5

(2k+1)=3+5+7+9+11=35

k=1

Sarja on aritmeettinen sarja, jos perikkiisten termien erotus on vakio. Esimerkkejd

aritmeettisista sarjoista ovat

6

a) Y (2+(k-1)5)=2+T7+12+17+22+27
k=1 .
6

b) D> (2+5k)=7+12+17+22+27+32
k=1
6

¢) D (Sk—3)=2+T+12+17+22+27

5
d) Y (2+5k)=2+7+12+17+22+27
k=0

Aritmeettinen sarja on helpointa médritelld ilmoittamalla termien mé#rd », ensimmaéinen
termi », ja viimeinen termi u, . Toinen tapa on ilmoittaa termien médré », ensimméinen

termi u, ja perikkéisten termien erotus d (,jolloin u, =u, +(n—=1)d ).

Aritmeettisen sarjan summa on

Cu +u, e e .
Zuk =n- ("n kertaa ensimmdisen ja viimeisen keskiarvo")

Todistus: Lasketaan ensin S = Z:ﬁ =142+3+...+n.

= 1 +2 +3 co +n
n +(n-1) +(n-=2) - +1 |
28 = (n+1) +(n+1) +(n+l) - +(n+1)

S
S

Il
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Siis Y k=1+2+3+...4+n =£(—}—1§—1—)—.Nyt

du =) (m+(k-1)d)=D u+d) (k-1)=n-y +(de)—nd

k=1
A RS S IR RS e
2 2 2

2+20 —77

;
Esimerkki: Z (3k-1)=7-
k=1

Sarja on geometrinen sarja, jos perikkdisten termien suhde on vakio. Esimerkkejé

geometrisista sarjoista ovat

6
a) » 2°=2+4+8+16+32+64

k=1

3
b) >.2-3* =6+18+54

k=1

Geometrinen sarja on helpointa mé#ritelld ilmoittamalla termien mé#ré », ensimméinen
termi u, ja perdkkdisten termien suhde g, jolloin sarja on
(n-1)

n n

— (k=1) _ 2 4
Zuk = Z,uxq =u tuq+uqg +uqg +---+ugq
=1 k=1

Geometrisen sarjan summa on

n u(1- n
k=1 ]___q
Todistus:
S =u +uq+uqg’ +ug’ +oeetug™™
—Sq= -ulq—ulqz_ulq3 —ulqs—-.._'ulq"
S1-g)=u1-q" =

) e, i 1-2*
Esimerkki:  »,3-2 =6-——=30.

k=1
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=)
S
Un
—
.

Jos |g| < 1, niin &rettémén geometrisen sarjan summa on
U,

@
Su =u +ug+ug’ +ugt =
k=1 1-¢

[ n Uu
Todistus; Jos |g| <1, niin Y u, =1lim >, =lim— 7).
P n—w 4= n—>o 1— q 1- q

=1

=(1) 1. 1.1
Esimerkki: Z(-——) = b —f— ot 1
=1\ 2 2 4 8 16 1-1
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10.3 Yksinkertainen korkolasku

Tarkastellaan tilannetta, jossa pisomalle maksetaan korkoa. Kaytetdin merkint6jé:

K; = alkupdioma
P = korkoprosentti
i=-£_  =Korkokanta
100
t = aika korkojaksoina
p.a. = korkojaksona vuosi (per annuni)
p-s. = korkojaksona puoli vuotta (per semester)
- pq. = korkojaksona neljannesvuosi (per quartal)

AK = itK, = pdfoman lisdys eli korko
K, = K, (1+it) =kasvanut pddoma

Esimerkki 10.3.1: Tarkastellaan esimerkkin tilannetta, jossa 1000 markan alkupddomalle

maksetaan 12% (p.a.) korko ajalta 13.3. -'4.7.
Saksalainen korkolasku. Saksalaisessa kiytdnnossd katsotaan, ettd vuodessa on 360

péivii ja kuukaudessa 30 paivad. Korkoaika on siis

maaliskuussa . 17 pv
huhti - kesdkuu ~ 3-30 pv=90 pv
heinékuu 4 pv
yhteensd 111 pv
t= 1—1—1- Siis korko on AK = itK, = 0.12 --1—11—-1000mk =37mk
360 360

Englantilainen korkolasku. Lasketaan todelliset kalenteripdivit ja katsotaan vuoden

pituudeksi 365 péivéd. Silloin

maaliskuussa 18 pv
huhti-kesdkuussa 30+ 31 +30 pv
heingkuussa 4 pv
yhteensd 113 pv
113 113

f=-—= Siis korko on AK = itK, = 0.12-—=-1000 mk =37,15mk
365 365

Ranskalainen korkolasku. (Ranska, Espanja, Italia, Belgia, Hollanti, Itdvalta, USA)

135

137



138

Lasketaan todelliset kalenteripaivit ja katsotaan vuoden pituudeksi 360 paivad. Silloin

z‘=—1—12 Siis korko on AK = itK, =0.12- l-1—3--1000mk 37,67 mk
360 360

Esimerkki 10.3.2: Lasketaan 5200 mk:n alkupésomalle 12% (p.a.) korko 5 kuukauden

ajalta. Nyt £ = TSE ja AK = itK, = 0.12 -1—52—-5200mk = 260 mk

Esimerkki 10.3.3: Henkil6 sdfstdd kalenterivuoden jokaisen kuukauden alussa 100 mk.
Miki on padoman arvo vuoden lopussa? ( p = 5% (p-a.))
Merkitizn a = 100 mk. Ensimmadiselle sagstetylle erille korkoaika on 12/ 12 toiselle 11/12
jne.
Siis pfoman arvo on

a(l+i )+a(1+z Wy +a(l+ig)+- +a(1+z =)

= 12a+———(12+11+10+ +1) —-12a+E -12- 1+12

12-100 mk +100mk - 0.05- %—1232 50mk.

—12a+a-i--l—31
2
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10.4 Koronkorkolasku, prolongointi ja diskonttaus

Kun yksinkertaista korkoa on laskettu sovitun ajanjakson loppuun, korko lisdtddn

pésiomaan. Uuden jakson alkaessa korkoa aletaan laskea kasvaneelle pdsiomalle.

pddoma alussa K,
padoma 1. jakson kuluttua K, =(1+1) K,

padioma 2. jakson kuluttua K, = (1+i) K, =(1+ i)' K,
padoma 3. jakson kuluttua K =(1+1) K, =(1+ i)3 K,

pédoma n. jakson kuluttua K, = (1+1) K, =(1+ i)' K,

Merkitd4n
r =1 +i = korkotekija

r" =(1+i)" = prolongointitekija K, =r"K,

V' = L — = diskonttaustekija K, =v"K,
(1+i)

Esimerkki 10.4.1: Yrittdjd tietds joutuvansa 5 vuoden kuluttua suorittamaan 25 000
markan maksun. Koska yrittdjalld juuri nyt sattuu olemaan rahaa, hin sijoittaa 5 vuoden

magraaikaistilille (p = 10%) alkupdfioman siten, ettd viiden vuoden kuluttu hin kasvaneella
pétiomalla saa maksun suoritettua. Tarvittava alkupddoma on

K, =vK =—}——-25000mk=15523mk
0 51,10

b

Sanomme, etti tarvittava alkupddoma on maksun nykyarvo ja ettd nykyarvo saadaan
diskonttaamalla maksu nykyhetkeen. Nykyarvo riippuu korkokannasta i.

Esimerkki 10.4.2: Maritd 1000 mk:n loppupé&ioma 5 vuoden kuluttua, jos korko on
a)8 % p.a. b)4 %p.s. ¢)2 % p.q.

a) K, =r°K, =1,08° -1000 mk = 1469 mk
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b) K, ="K, =1,04' -1000 mk = 1480 mk
) K,y =K, =1,02% -1000mk = 1486 mk

Esimerkki 10.4.3: Mik4 on ollut alkupddoma, kun loppupéfioma on 10 000 mk,
korkokanta
12 % p.a. ja korkoaika 10 vuotta?

1
K ="K =——
’ . (1+i)'°
1

=T—12—-1—.;-10000mk=3219,73 mk

b

KlO

Seuraavaksi laskemme korkokannan, kun alkupéZoma ja kasvanut pddoma tunnetaan.
K,=(1+i)'K, < (1+i)=K,/K,
<  korkotekiji=1+i= '{/E/Tio—
&  korkokanta=i=1/K, /K, -1

Jos n:nnen juuren laskeminen laskimella tuottaa vaikeuksia, niin silloin kannattaa soveltaa

seuraavaa yleisté periaatetta:
in(a)
1 1/n
S G B O B exp(‘"ff))

)

eli tdssd tapauksessa: korkokanta = i = exp
n

Esimerkki 10.4.4: Mika on vuotuinen korkokanta, kun 10 000 mk alkup#soma kasvaa 6

vuodessa arvoon 18 958,30 mk ?
i =§/18958,3/10000 —1= 10,1125

Korkokanta on siis i = 0,1125 ja korkoprosentti siis p = 11,25 %.

Seuraava esimerkki motivoi sitd seuraavat miaritelmat:

Esimerkki 10.4.5: Tarkastellaan tilannetta, jossa alkupa@omalle maksetaan korkoa 6 %
p.a. Nyt kuitenkin sovitaan, ettd korko maksetaan kuukausittain. Yksinkertaisen
korkolaskun kaavojen mukaan kuukauden lopussa maksetaan pagomalle K korko

AK=itK=O,O6-T12—-K= 0,005-K
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Kuukausittain maksetaan siis 0,5 %:n korko. (0,5 % = 6 % / 12) Jos tililld on vuoden
alussa alkup#ioma K, niin vuoden lopussa kasvanut pddoma on

K, =1,005" K, =1,06168-K,

Kasvanut pifioma vastaa siis tilannetta, jossa korko laskettaisiin kerran vuodessa
korkoprosentin 6,168 mukaisesti. Sanomme, ettd edelld kuvatussa tilanteessa vuotuinen

nimelliskorko on 6 % ja vuotuinen efektiivinen korko on 6,168 %.

Jos padomalle maksetaan 7 kertaa vuodessa p % korkoa, niin vuotuinen efektiivinen korko

on se kerran vuodessa maksettava korko, joka johtaa yhtd suureen pddoman kasvuun.

Efektiivinen korko saadaan seuraavasti:

efektiivinen korkotekija =1+i,= (1 + -1%)-)
efektiivinen korkokanta =i = (1 + Tg—o) -1

efektiivinen korkoprosentti = p, =100-,

Jos sovitaan vuotuinen nimellinen korkokanta 7, mutta korko maksetaankin n kertaa
vuodessa, niin vuotuinen efektiivinen korkokanta saadaan seuraavasti

efektiivinen korkokanta =i = (l + l—) -1
v n

Esimerkki 10.4.6; Lainasta maksetaan viikottain 1 %:n korko. Kun katsomme, ettd

vuodessa on 52 viikkoa, niin tehty sopimus vastaa vuotuista nimelliskorkoa 52 %.
Toisaalta vuotuinen efektiivinen korkokanta on i, =1, 01%2 —1=1,678, joten efektiivinen

korko on siis 167,8 %.
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10.5 Jaksolliset suoritukset

Tarkastellaan tilannetta, jossa asiakas tallettaa pankkitilille toistuvasti yhtdsuuren
rahasumman & aina korkojakson lopussa. Asiakas suorittaa talletuksen n kertaa. Lasketaan
tililla oleva pasioma »:nnen jakson lopussa. Olkoon korkotekijd r =1+1, silloin kasvanut

pddoma on

1. jakson lopussa K, =k
2.jakson lopussa K, =k+rK, =k+rk
3.jakson lopussa K, =k+rK, =k+rk+r'k

n.jakson lopussa K, =k+rK,, =k+ rk+rtk+---+r""'k  (geom. sarja!)

Kasvanut pisoma z. jakson lopussa saadaan siis geometrisen sarjan summana
k(l—r") k(r" —1)
Kn = =
1-r r—1

(1+i) -1

(1+i)-1
. (1 +i?" -1

i

=k

Seuraavaksi laskemme, miten suuri alkupdsoma K, pitdd tilille tallettaa 1. jakson alussa,
. jotta padoma (ilman muita talletuksia) olisi 7. jakson lopussa X, eli sama kuin jaksollisten
talletusten tapauksessa. Tarvittava alkupiioma saadaan diskonttaamalla loppupéddoma K,

1. jakson alkuun eli

K, =Vv'K,= ! -
(1+1)

=k.(1+l')" -:1
i(1+1)

K"

Sanomme, ettd K, on jaksollisen maksusarjan arvo 7. jakson lopussa eli 7. jakson loppuun
prolongoitu arvo. Vastaavasti K, on jaksollisen maksusarjan arvo 1. jakson alussa eli 1.

jakson alkuun diskontattu arvo.

Merkitdin
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 (1+i) -1
S = (—————)—-——— = jakson lopussa suoritettujen yhtdsuurten maksujen
i
prolongointitekijd
(1+1)" -1 _. o :
a;]i =-—~—— = jakson lopussa suoritettujen yhtdsuurten maksujen
i(1+i)
diskonttaustekiji

jolloin

pidoma n. jakson lopussa= K, = k-sﬂi

maksusarjan nykyarvo = K,=k- O

Esimerkki 10.5.1: Asiakas aikoo siéstdd 10 vuoden ajan siten, ettd jokaisen vuoden
lopussa hin tallettaa sdistotilille saman suuruisen rahamédrén k. Asiakkaan tavoite on, ettd
10. vuoden lopussa tililld on 100 000 mk. Miten suuri tulee kertatalletuksen £ olla, kun

tilille maksettava korko on 10 % p.a.?
Nyt siis n=10, K, = K;, =100000mk ja i = 0,10.

K ks, o k=—ZK,
.11‘1 S,
e
P
(1+i)" -1
0,10 L

2

Annuiteettilaina.

Asiakas lainaa pankista summan K, ja kuolettaa lainan maksamalla » kertaa
samansuuruisen kuoletuserin , annuiteetin k. Annuiteetit maksetaan aina korkojakson
lopussa ja se osa annuiteetista, joka ylitta4 koron, lyhent#4 lainaa. Sitd mukaa kun korko
vihenee kasvaa lyhennyksen osuus kuoletuserdstd. Seuraava taulukko kuvaa
annuiteettilainan hoitoa, kun korkokanta on i ja korkotekijd r =1+1
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korko- lainan mé&4rd korko | lyhennys lainan mé&dré
jakso jakson alussa jakson lopussa
1 K, iK, k-iK, | K,—(k-iK,)=rK,~k
2 K =rK,-k iK, k-iK, | K —(k-iK,)=rK ~k
3 K, =rK, -k iK, k-ik, | K,—(k-iK,)=rK,~k
eli
korko- | lainan mé#érd jakson lopussa
jakso
1 rK, -k
) rK,—k=r’K,—-rk—k
3 rK, —k=r’K,—r*k—-rk-k
n K, —k=r"Ky—r"k—r"k—...—rk—k

=r"K, —(k-

1-r ]=0
1-r

Laina tulee kuoletettua # jakson kuluessa, jos

1-r

<k

Saamme seuraavan tuloksen

<

r”Ko—(k'l—r ]=0 o k=(1_1—_r)"LKo

_ (r—l)r ¥

r’" -1

_ i(1+:) .
(1+i) -1

misséd

nii

kuoletuserd = k= i K,,

Jos annuiteettilainan maara on K, korkojaksojen lukumééré » ja korkokanta i, niin
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kuoletuskerroin ¢ = M = __1_.
;Il (l +1 )n -1 a;li

Esimerkki 10.5.2: Asiakas ottaa 100 000 mk:n annuiteettilainan. Laina-aika on 10 vuotta
ja korko 10 %. Miké on kuoletusers, kun lainaa lyhennetaén kerran vuodessa?

i(1+1)" 0,10-(1,10)"
= ey Ky = Ky == —100000mk= 16 274,55 mk
(1+z) -1 (1L,10)" -1

Esimerkki 10.5.3: Lyhennet#én edellisen esimerkin lainaa kuukausittain. Silloin
korkojaksoja on # =120 ja korkokanta on _OT,léQ Siis
0,10 (, 0,10

i(1+i)" T

— K —

)120
k=c K,= K, = 1100000mk = 1321,51 mk
)y -1 ( 0,10)‘.20

-1

I+——
12

Esimerkki 10.5.4; Asiakas lainaa pankista 100 000 mk ja sopii maksavansa lainan
korkoineen 10 vuoden kuluttua (korko 10 %). Selviytyékseen lainan maksusta hén alkaa
vilittomasti sadstéd. Han avaa tilin (jonka korko on 10 %) ja alkaa tallettaa kuukausittain
tilille tasaerdn k siten, ettd 10 vuoden kuluttua hin kasvaneella pasomalla maksaa lainan

© pois. Madrita k.

Merkitiin lainan méadrdd K, :lla. Korkojaksojen méérd on 12-10 =120 ja kuukausittainen

korkokanta on i = 0,10/12. Esimerkin 10.5.1 mukaisesti

k-s@, =K =r"K,
n : 1
o k=—K, dl +:)
S;'-][ (1+l) -1
0,10 0,10\
THGED
o k= .100000mk = 1321,51 mk

120
(1+——O’10) -1
12
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Osamaksukauppa.

Tarkastellaan kauppaa, jossa asiakas ostaa tavaran, jonka kiteishinta on £. Kauppias ja
asiakas sopi, ettd kaupantekohetkelld suoritetaan kisiraha /4 ja sen jilkeen n kertaa

kuukauden vilein osamaksuerd k. Vuotuinen nimelliskorko on p%.

Periaatteessa erds tapa hoitaa kdytinnon jarjestelyt on seuraava. Kauppias ottaa pankista
osamaksuvelkaa K, = H —h vastaavan annuiteettilainan, ja asiakas kuolettaa lainan
osamaksuilla. Siis

4
12-100

k=c"--liKO = ﬂi(H'h) , missd i=

Kéytinnossd lainan jérjestavd rahoitusyhtio perii osamaksulisan m, joka sisdltad
korvauksen vakuusprovisiosta (n. 3 - 5 % osamaksuvelasta), luottoriskistd (n. 1 -2 %

osamaksuvelasta), luottotieto-, lomake-, ym. kustannukset sekd liikevaihtovero. Siis
k= C,Ti;(Ko +m) =, (H-h+m)

Esimerkki 10.5.5: Asiakas ostaa auton, jonka kiteishinta olisi 40 000 mk, osamaksulla
siten, ettd kiisiraha on 20%, laina-aika 18 kk ja osamaksulisd 2 000 mk. Vuotuinen
nimelliskorko on 16 % ja osamaksut ja korko suoritetaan kuukausittain.

| Kisiraha oﬁ siis 7= 0,20-40000 mk = 8 000 mk. Osamaksuilla kuoletettavan lainan méérd
on H-h+m= 40000 mk — 8000 mk +2 000 mk = 34 000 mk. Osamaksuerid
(korkojaksoja) on 18 kappaletta ja korkokanta on i= 0,16/12.

0,16 0,16)"
ST GMED
2 ) 34000mk=2137,15mk
0,16
12221 1
12

Esimerkki 10.5.6: Asiakas ostaa veneen maksaen kisirahan 4 000 mk ja kuukausittain
osamaksuerén 1 400 mk vuoden ajan. Osamaksulisi on 1 200 mk ja vuotuinen
nimelliskorko on 15 % . Laske kiteishinta.
k=cﬂi(H—h+m) & H= L
a1

k=c

L (H=htm) =y 34 000 mk =

‘k+h-m
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12
(25
<> H= —-1400mk + 4000 mk —1200 mk= 18 310,66 mk

Yhteenveto:

T

.t
o
~ T
~ -
<t
~ L

1+i)" -1
K =s. -k ) prolongointitekija
nli nli i
1 A _1 )
K,=a- -k =£—tl—)—;;— diskonttaustekiji
s Ti(1+4)
k=c ‘K, c _=—z—(1——¥)—-=—l— kuoletustekijd
g g (l+i) -1 a
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10.6 Nykyarvo

Maksuvirran nykyarvo

Yritys joutuu maksamaan seuraavan 7 vuoden aikana kunkin vuoden lopussa maksun

k,,t =1,2,...,n (maksut voivat nyt olla eri suuruisia eri vuosina). Yritys siirtdd
maksuvirran nykyhetkeen tallettamalla kerralla pankkitilille sellaisen rahasumman X, ettd
sen kasvaneella pasomalla voidaan kukin maksu aikanaan hoitaa. Jos pankkitilille

talletetulle pasiomalle maksettava korko on p %, jolloin i = p/100, niin
k k k
f =t

1+ (1+i) (1+1)
Summan ensimmainen termi vastaa rahaeri, jonka kasvanut pdsoma vuoden kuluttua on
k,. Summan toinen termi vastaa rahaeré, jonka kasvanut pasoma kahden vuoden kuluttua
on k,. Summa kokonaisuudessaan vastaa siis sitd alkupddomaa, jonka kasvaneella arvolla
voidaan koko maksuvirta hoitaa. Summa on maksuvirran nykyarvo ja se saadaan

diskonttaamalla maksut nykyhetkeen.

Esimerkki 10.6.1: Yritys joutuu maksamaan heti 10 000 mk, seuraavan kolmen vuoden
lopussa 2 000 mk ja vield viidennen vuoden lopussa 1 000 mk. Laske maksuvirran

nykyarvo, kun laskentakorko on 16%.

o 1 2 3 4 5
| | 1 |
U

1000
2000 2000 2000
A4
10000
Ko=10000mk+2000mk+20001§1k+20001§1k+10001§1k
L6 116 1,16 1,16

=10000mk +1724,14 mk +1486,33mk +1281,32mk + 476,11 mk
=14967,89mk
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Tulovirran nykyarvo

Yritys tulee saamaan seuraavan n vuoden aikana kunkin vuoden lopussa tulon
k,,t=1,2,...,n (tulot voivat nyt olla eri suuruisia eri vuosina). Yritys siirtdd tulovirran
nykyhetkeen ottamalla pankista lainan K|, siten, ett luvassa olevan tulovirran avulla laina

~ saadaan kuoletettua. Jos lainan korko on p %, jolloin i = p/100, niin

k. Kk

) =——+ st
L+ (1+i) (1+1)

Summan ensimmdinen termi vastaa lainaeri, jonka kasvanut pasoma (laina + korko)
vuoden kuluttua on k,. Summan toinen termi vastaa lainaeré, jonka kasvanut pddoma
(laina + korko) kahden vuoden kuluttua on k,. Summa kokonaisuudessaan vastaa siis sitd
lainaa, joka voidaan kuolettaa tulossa olevalla tulovirralla. Summa on tulovirran nykyarvo

ja se saadaan diskonttaamalla tulot nykyhetkeen.

Esimerkki 10.6.2: Yritykselld on kaksi toimintavaihtoehtoa. Vaihtoehto A antaa seuraavan
kolmen vuoden lopussa tulot 2 000 mk, 1 500 mk ja 4 000 mk. Vaihtoehto B antaa vuoden
lopussa tulon 4 000 mk ja viiden vuoden kuluttua vield 4 000 mk. Laske tulovirtojen '
nykyarvot, kun laskentakorko on 10 %.

_2000mk 1500mk = 4000 mk

A: PV, = —+ — =6063,11mk
1310 1,10 1,10

B: P B=4000mk+4000r5nk=6120,05mk
1,10 1,10 ‘

Esimerkki 10.6.3: Toistetaan dskeinen lasku, kun laskentakorko on 20 %.

_2000mk  1500mk 4000 mk

A: PV, + — + — =5023,15mk
1,20 1,20 1,20
4000mk . 4000mk
: V, = + = 4 940,84 mk
B , Vs 1,20 1,20°

Laskentakoron kasvu vaikuttaa siis eri tulovirtojen nykyarvojen paremmuusjirjestykseen!
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Kassavirran nettonykyarvo NA (NPV = Net Present Value)

Tarkastellaan kassavirtoja olettaen, ettd kassaan tulee rahaa (tulo) tai sieltd menee rahaa
(meno) ajankohtina j =0,1,2,..., T . Kassan nettomuutoksia merkitdén k,,%;,..., kz. Tulo

on positiivinen muutos ja meno on negatiivinen muutos. Olkoon perékkéisten ajankohtien

viliseen jaksoon liittyvéd korkotekijd 7 ja vastaava korkokanta i.

Kassavirran nykyarvo hetkelld ¢ saadaan prolongoimalla aiemmat kassatapahtumat hetkeen

t ja diskonttaamalla myShemmét kassatapahtumat hetkeen

o 1 2 3 . t T-1 T

~
. .. &
prolongointi > diskonttaus
k., k k
NA, =kt b ke kT

T
— t—j
= E kjr
j=0

T
NA, =Y kr™ =rTijr'j =rT - N4,

Esimerkki 10.6.4: Tarkastellaan taulukon mukaista kassavirtaa, kun jaksoihin liittyva
korkotekijd on » =1,02. Laske a) N4, b) N4,
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j k,
0 -400 (meno)
1 -100 (meno)
2 +20  (tulo)
3 +50 (tulo)
4 + 100 (tulo)
5 +200 (tulo)
6 +200 (tulo)
200 200
100
o9 50 I
T
- 100
diskonttaus
-400
NA, = —400 - 100 N 202 N 503 N 1004 . 2005 N 2006
1,02 1,02* 1,02° 1,02 1,02° 1,02

149

=19,43
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b)
200 200

100

o0 50 l
1

I |
1
1
|
1
1
1
|
i
|

- 100

N~
o l/
prOlOﬂgom{l diskonttaus

- 400
100 200 200

NA3=—1,023'400—1,022‘100+1,02-2O+50+ + >+ 3
1,02 1,02 1,02

Saman asian voi laskea myds seuraavasti:
NA,.=r’N4, = (1,02) -19,426 = 20,61

Siis nykyarvo hetkelld 3 saadaan prolongoimalla alkuarvo kolmen jakson yli.

150

=20,61
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10.7 Investoinnin nykyarvo

Tyypillinen teollinen investointiprojekti aiheuttaa kassavirtoja, jotka alussa ovat
negatiivisia (menoja) ja lopussa positiivisia (tuloja). Jos yritys esimerkiksi hankkii uuden
koneen, muodostaa koneen ostohinta perusinvestoinnin. Perusinvestointi saattaa joskus
sisdltdd myds suunnittelu- ja koulutuskuluja. Koneen saaminen tuottavaan ty6hon kestaa
normaalisti jonkin aikaa. Siten ensimmdéiset jaksot perusinvestoinnin jélkeen saattavat
aiheuttaa negatiivisia kassavirtoja. Kun kone on saatu tdysin tuottavaksi, se alkaa tuottaa
tuloa. Kun kone lopulta poistetaan kiytostd, se joko myydéén kéytettynd tai romutetaan.
Ti#std saatua tuloa sanotaan jadnndsarvoksi pitoajan lopussa. Investoinnista syntyneiden
kassavirtojen nettonykyarvoa sanotaan investoinnin nykyarvoksi.

Olkoon
H = =perusinvestointi
n = investoinnin pitoaika (vuosia)
JA, = investoinnin ja&nndsarvo pitoajan lopussa
k, = investoinnin synnyttimé nettotulo vuonna ¢
i = laskentakorko(kanta)

Silloin investoinnin nykyarvo (alussa) on

.k JA

NA= ! n__
0 §(1+i)’ A +i)"

NA = nettotulovirran nykyarvo + jdinndsarvon nykyarvo - perusinvestointi.

Karkea yleiss##nto on, ettd investointi on kannattava, jos sen nykyarvo on positiivinen. Jos
yritykselld on useita investointivaihtoehtoja, niin erés karkea yleisséinto on, ettd ensin

kannattaa kdynnistd4 se investointi, jonka nykyarvo on suurin.

Laskelmassa kiytetty korkokanta ei yleensd ole diskonttokorko, joka kuvaa sité, miten
asiallisesti sijoitetulle pddomalle keskimaérin kertyy korkoa. Korkoa sanotaan
laskentakoroksi ja sithen vaikuttavia seikkoja ovat
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1) lainakorko (se korko, jolla yritys saa lainaa)
2) oman ja vieraan pddoman kustannukset

3) toiminnalle asetettu tuottovaatimus.

Jos yritys kéyttdd laskentakorkona yleista lainakorkoa lisdttynd sopivalla varmuuslisilld,
niin se takaa sen, ettd kaikki kiynnistyvit investoinnit ovat aloitushetken laskelmien
perusteella hyvin kannattavia. Osa investoinneista aina epdonnistuu, mutta jos ne

keskimasrin ovat kannattavia, niin yritys kestdd muutaman epdonnistuneenkin.
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10.8 Investoinnin sisiinen korkokanta

Investoinnin sisiinen korkokanta on se laskentakorko, jolla investoinnin nettonykyarvo on
nolla. Investointi on tuottava (kannattava), jos sen sisdinen korkokanta on suuri. Yritys
yleensd asettaa itselleen kriteerin, jonka mukaan investointiproj ekteilta vaaditaan tietyn

arvon ylittdvi sisdinen korkokanta.

Sisiinen korkokanta ei ole ongelmaton kisite. Seuraavissa esimerkeissd tuodaan esiin
selkeitd, mutta mys ongelmallisia esimerkkejd sisdisestd korkokannasta. Sisdinen
korkokanta on erittdin yleisesti kiytetty menetelmé investointien suunnittelussa, ja siksi

menetelmi tulee osata.

Tarkastellaan pinvestointiprojektia, jonka perusinvestointi on H, pitoaika #, nettotulo
kunkin jakson lopussa k,, ja jinnosarvo n:nnen jakson lopussa J4,,.

Kk k JNA

k2k3 k, ok A,
I N I

n-1 n

H

Sisginen korkokanta on korkokanta i, jolle

N4, = H+Z /4,

(1+z) (1+z)

Sisiinen korkokanta saadaan helpoimmin selville piirtdmalld nykyarvo laskentakoron
funktiona. Sisdinen korkokanta saadaan kuvaajan nollakohtana. Jos tarkastelujaksoja on

kaksi, niin sisdinen korkokanta saadaan ratkaistua toisen asteen yhtilostd - tdiméd on

kuitenkin melko harvinaista.
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Esimerkki 10.8.1: Lasketaan sisdinen korkokanta investointiprojektille, jonka

perusinvestointi on 150 000 mk, nettotulot neljidn seuraavan vuoden lopussa ovat 30 000
mk, 50 000 mk,

80 000 mk ja 50 000 mk ja jé&nndsarvo neljannen vuoden lopussa on 30 000 mk.

80 000
50 000 50 000
30 000 l JA =30 000
1 2 3 4
-150 000
(o]
3000
5000
k = 8000 H:= 150000 JA := 30000 n:= 4
5000
o] Kk
t JA
NACEH) = —H + g n -+ -
t (1 +1i) (1 +1i)
90000 ;
N
RN
\\
RN
NA(i ), O \\
g
\\\
\\
\\
I
—-10000 \
(o] i, 0.2

Nykyarvon kuvaajasta nihdéén, ettd sisdinen korkokanta on i ~ 0,185 (18,5 %).
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Esimerkki 10.8.2: Tutkitaan investointia, jonka perusinvestointi on 50 060 mk ja kahden
seuraavan vuoden lopussa tulevat tulot ovat 20 000 mk ja 20 000 mk ja j&&nndsarvo toisen
vuoden lopussa on 25 000 mk .

20 000 20 000

I llJA2= 15 000

1 2

-50 000

Merkitéiéin sisdiseen korkokantaan liittyvia korkotekijaa r:114. Sisdisen korkokannan

méiritelmd saa nyt muodon

20000 20000 15000 r?
+ + =0

~50000 + :
r r? r2 5000

o -10r +4r+7=0
. ~4+16-4-(=10)-7 _—4++296
2-(~10) 20
&7 =-0.660 tai  =1.060

Negatiivinen korkotekija hyldtdin mielettoménd. Sisdinen korkokanta on siis i = 0,060
(6,0 %).

Esimerkki 10.8.3: Seuraavaksi tarkastelemme erikoista, mutta tdysin mahdollista
erikoistapausta. Toimittaja tekee lehtitalon kanssa sopimuksen olympialaisia késittelevén
kirjan tekemisestd. Sopimus solmitaan vuosi ennen kisoja ja toimittaja saa talloin
ensimmdisen osan palkkiostaan, 10 000 mk. Kisojen aikana toimittajalle koituu kisojen
seuraamisesta 20 000 mk:n meno ja kun kirja valmistuu vuosi kisojen jilkeen, saa
toimittaja loppuosan palkkiostaan,

15 000 mk.

155



157

10 000 15 000
|
07 1 2
-20 000
10000_}_——200004_150200= _ r?
r r 5000

&2 —4r+3=0"
L 4+16-4-3-2 _ 4++-8

2.2 4

Yhtilsll4 ei siis ole reaalista juurta. Saman nikee piirtdmélld nykyarvon laskentakoron |
funktiona.

t :=0..5 i := 0,0.01 .. 2.0
1000
—2000 Kk
1500 t
K = 0 NAGE) = _2-
0 t
0 t (1 +0)
6000
/////
//
\ ///
™~ L
NA(I ), O
o
0 P 2.0

Projektin nykyarvo on siis positiivinen milli tahansa laskentakorolla. T4ll6in sisdisen

korkokannan mairitelmaltd putoaa pohja pois.

Esimerkki 10.8.4: Seuraavaksi tarkastellaan kemianteollisuuden investointia, jonka

perusinvestointi on melko pieni ja ensimmdisen jakson lopussa saadaan suuri tulo. Toisen
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jakson lopussa tuotantoprosessi puretaan, mikd aiheuttaa suuren menorn. Kuvattu tilanne
syntyy esimerkiksi myrkyllisten kemikaalien tuotantoprosessin siivoamisesta.
Siivoamisesta aiheutuva suuri kertameno voidaan tulkita negatiivisena jdinndsarvona tai
perusinvestoinnin osana, joka lankeaa maksettavaksi vasta projektin lopussa.

3
oi 1 2 ]
-1 2,1
—1+§—3§-=o |
r r

& -r2+3r-21=0

3+ J9-4-(-1)-(2.1) _-3%0.6
2-(=1) T 2

o r=1113 tai r = 1.887

or=

Juuri ei siis ole yksikisitteinen. Saman havaitsee piirtimélld nykyarvon laskentakoron

funktiona. (Ks. kuvaa seuraavan sivun alussa.)

Kaksi edellisti esimerkkis ovat varoittavia. Sisdisen korkokannan laskemisessa tulee
ongelmia, kun kassavirta vaihtaa merkki kaksi kertaa. Sisdinen korkokanta on
yritysmaailmassa erittdin suosittu kannattavuuden mittari ja sen kdyttd on turvallista, jos

investointi tiyttdd seuraavat ehdot:

(a) Investointi on "normaali investointi", jossa alkuvuosien menoja seuraa loppuvuosien
tulot.

(b) Laskentakorkokanta, joka heijastaa rahoituksen kustannuksia ja
sijoitusmahdollisuuksia, pysyy koko tarkasteluajan vakiona. \
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NACI ). O
\

Eris tapa korjata loppuvuosien menojen aiheuttama ongelma on diskontata kassavirtajonon
loppupésstd kaikki negatiiviset kassavirrat ensimméiseen sellaiseen vuoteen, jonka
positiivisesta kassavirrasta ne voidaan vihenti siten, ettd erotus ji# positiiviseksi. Néin
saadaan kassavirran loppupén kassavirrat positiivisiksi, ja ongelmat poistuvat.
Diskonttaus tapahtuu yrityksen kiyttdmén laskentakoron avulla, joten kyse ei ole puhtaasta
sisiisen korkokannan menetelmasti. Menetelma kutsutaan tarkistetun sisdisen |

korkokannan menetelméksi.

Esimerkki 10.8.5: Lasketaan esimerkin 10.8.4 investoinnin sisdinen korkokanta
tarkistetusti. Olkoon laskentakorko 16 %.

|1.1897

ol 1 2 oi 1 2
-1

-1 v -2,1
tarkistamaton kassavirta tarkistettu kassavirta

Diskontataan toisen vuoden lopun meno -2,1 vuoden 1 loppuun ja vihennetéin vuoden 1

lopun tulosta. Tarkistettu kassavirta on:
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heti -1

1. vuoden lopussa 3- 1%116- =+1.189655

Tarkistettu sisdinen korkokanta saadaan yht&losta
1+ 1.1897

1+

=0 RS i~19

Vakio tulovirta, jadnndosarvo = 0.

Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa J4 =~ 0 ja k, = k = vakio, t =1,...,n. Sisdinen

korkokanta saadaan‘ nyt yhtéilc'istéi

Esimerkki 10.8.6: Olkoon perusinvestointi 100 000 mk, investoinnin pitoaika 20 vuotta ja
koko pitoajan vakiona pysyvé tulovirta 15 000 mk (jokaisen vuoden lopussa). Maaritd
sisdinen korkokanta

Sisdinen korkokanta i mé&rdytyy nyt yhtalostd
H 100000 _

a—.
B k15000
Tutkimalla "jakson lopussa suoritettujen yhtdsuurten maksujen diskonttaustekijén a20|

5

taulukkoarvoja (seuraavalla sivulla), havaitaan, ettd tekijé saa lahinné oikean arvon, kun
korkokanta on i = 0.14 (14%).
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10.9 Muita investoinnin kannattavuuden mittareita

Suhteellinen nykyarvo

Suhteellinen nykyarvo lasketaan toisella seuraavista kaavoista '

i kT4,
1+ A+

SNA == T tai
>
SNA = (=1 (1+1)t
JA
H_ n
1+i)"

Kummassakin kaavassa lasketaan tulovirran nykyarvon suhde perusinvestointiin. Kaavojen
ero syntyy siitd, ettd ensimmdéisessd kaavassa jainndsarvo lasketaan tuloksi ja toisessa se
lasketaan osaksi perusinvestoinnin kassavirtaa. Investointi on kannattava, jos SNA > 1.

(Huomaa, ettd i on nyt laskentakorko.

Annuiteettimenetelmi

Olkoon investoinnin synnyttima tulovirta likimain vakio k (joka vuoden lopussa). Jos
pitoaika on 7 ja perusinvestointi A, niin ajattelemme rahoittavamme investoinnin pitoajan

mittaisella annuiteettilainalla. Silloin annuiteetti on
AN =c- | H~- Lt .
ny (1 + i)"

Investointi on kannattava, jos AN <k. (Silloin tulovirralla voidaan hoitaa

perusinvestoinnin rahoitus.)
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ROI

ROI (Return On Investment) eli pé&oman tuottoaste on tuloksen ja sidotun pddoman suhde.
Nettotulos

ROI' = - — -100%
Keskimédrin sidottu pddoma

ROI = Nettotulos 100%
Alussa sidottu pddoma

Investointi on kannattava, jos ROI > i, eli pafioman tuottoaste on vahintddn kriteerind

olevan laskentakoron suuruinen.

Takaisinmaksuaika

Takaisinmaksuaika on se aika, jonka kuluessa saadun tulovirran nykyarvo on yhti suuri

kuin perusinvestointi.

Tarkastellaan vakiotulovirtaa & (jokaisen vuoden lopussa). Takaisinmaksuaika n* toteuttaa

yhtdlon
a—, -k=H
A+)" -1
i+iH"
- 1—(1-'|—z) k=H
1

k=H

Tastd yhtilostd n* voidaan ratkaista.
Investoinnin kannattavuutta selvittiessazn yritykset kdyttavat ensisijaisina menetelmind

sisdistd korkokantaa, ROI:ta ja takaisinmaksuaikaa. Yleisesti kdytettyind, mutta yleensé
toissijaisina menetelmind ovat nykyarvomenetelm4 ja annuiteettimenetelma.
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10.10 Jatkuva korkolasku

Edelli on toistuvasti oletettu, ettd investointi tuottaa tuloa aina vuoden lopussa. Témé on
tietenkin epérealistista. Jos halutaan tarkempi tulos siirrytdan laskelmassa kuukauden,

viikon tai paivdn mittaisiin jaksoihin.

Tarkastellaan tilannetta, jossa alkupéfiomalle K, maksetaan korkoa korolle. Olkoon

nimellinen korkokanta p p.a., ja jaettakoon vuosi m korkojaksoon. Silloin pddoma kasvaa

n korkojaksossa arvoon
K, =(1+2yK,
m

n korkojaksoa vastaa vuosina mitattuna aikaa ¢ = n/m. Siis
{
Kl =(1+£)mt Ko ={(l+£)m] Ko
m : m

Merkitsemalld n_ z saadaan
1.1
K, = [(l + —-)’] K,
z

Kun korkojaksojen lukumé#ras m kasvatetaan rajatta, kasvaa myds z rajatta ja edellisen
lausekkeen hakasulkeiden sisilld oleva osa lahestyy Neperin lukua e ~ 2.71828...
Siis o

K, =e?K,. (*

Lukua p sanotaan korkointensiteetiksi ja se on eri asia, kuin korkokanta. Efektiivinen
vuosikorkokanta i ja korkointensiteetti p liittyvét toisiinsa seuraavasti:

K, =(1+)K,

{Kl =e’K,

o (+i)=¢ oi=e’ -1 p=In(+i)

Kaava (*) voidaan siis my0s kirjoittaa muotoon
K, =(1+i)K,

Seuraava taulukko kuvaa nédiden kahden korkoluvun vilisté eroa.
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Jos korko on pieni, niin ero ei ole merkittdvd. Koron kasvaessa erokin kasvaa.

Esimerkki 10.10.1: Olkoon efektiivinen vuosikorko 16 %. Laske kasvanut pddoma, kun

efektiivinen

korkokanta i
0.01
0.02
0.05
0.10
0.15
0.20
0.30

korko-

intensiteetti p

0.00995
0.01980
0.04879
0.09531
0.13976
0.18232
0.26236

165

P
0.01

0.02
0.05
0.10
0.15
0.20
0.30

korkoaika on 500 piivid ja alkupdzoma 100 000 mk.

Vuodessa on 365 pdivéd, joten 7 =

365

Korkointensiteetti on p = In(1 +i) = In(1.16) = 0.14342.

Siis kasvanut pdioma voi

K =¢”-K, =exp(

tai

500

0.14842-—
365

daan laskea kaavoilla

i
0.01005
0.02020

0.05127

0.10517
0.16183
0.22140
0.34986

)-100000mk=122546mk

K =(1+i) K, = (1.16)** .100 000 mk =122 546 mk
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Integraalifunktio

Jos E'() = £ (x) . i A E(x) on f (x):

integraalifunktio ja merkitsemme

F(x)= j f(x)dx+C

Derivointikaavaa vastaa aina integrointikaava

F(x)=ax" = f(x)=anx""

X" f(x)=ax"

F(x)=-2
m+1

7.10.2003 TMA.003 / L7 1

Lause 11.1.2: Jos jatkuvan funktion f(x) derivaatta on nolla vililld [a.5]. niin funktio saa
valilla vakioarvon (f'(x)= 0= f(x)= C).

Todistus: Tehdddn vastaoletus, jonka mukaan on olemassa luvut ¢, d €[a,b] siten, ettéd
f(e)# f(d). Koska fon jatkuva vililla [c.d]. on vdliarvolauseen mukaan olemassa

& e[e.d] siten, ettd

e (d) - (C)
)=,
d-c
Vastaoletus johti siis ristiriitaan lauseen oletusten kanssa. [

v

7.10.2003 TMA.003 / L7 2
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Lause 11.1.3: Jos F(x) on f(x):n mtegraalifunktio, nin kaikki f(x):n integraalifunktiot
ovat muotoa F(x)+ C, missd C on vakio, ns. integroimisvakio.

Todistus: Olkoon G(x) mielivaltainen f(x):n integraalifunktio. Sillomn
d g '
Z( G(X)-F(x))=G'(x)-F'(x)= f(x)- f(x)=0
= G(x)-F(x)=C o G(x)=F(x)+C O

Esimerkki 11.1.4:
a) IZxdx=x2+C., silla D(x2+C)= 2x

5 1 1 5 . 1 1, »
b) I(x"+x'+ a)dx=§x3+;x‘ +ax+C. silla D(;x3 +=x"+ax+ C)=x'+x+a

¢) |smmxdx=-cosx+C, silla D(—cosx+C)=sinx

7.10.2003 TMA.003 / L7 3

Esimerkki 11.1.5: Maarita se funktion f(x) = cosx integraalifunktio, joka saa arvon 1,

kun x = 0.
F(x)= Icosxdx:sinx+C, silld D(sinx+C)=cosx.

Integroimisvakion C pitad saada sellainen arvo, ettd tehtdvan reunaehto F(0) = 1 toteutuu.

Siis
F(0)=1
= sm0+C=1
= 0+C=1
= C=1

ja
F(x)=smx+1

7.10.2003 TMA.003 / L7 4
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Integroimissaiantoja

(1) ja dx = ax + C, missd a on vakio.
erityisesti I dx = Il dx=x+C
foax=c

1 .
(2) I.\"d\' =—x""'+C.kinreR,r#-1
r+1

ISV ¢ SN
3) j.\ dx = I.\' dx h1|.\|+ C
4) Ie"d.\' =e"+C

1
a‘dx=—a*+C
( I Ina )

(5) jsin xdx=-cosx+C
(6) jcos xdx=sinx+C

(7 jaf(x)dx =a j f(x)dx
(8) j( F(x)+g(x))dx = j f(x)dx + jg(.\-) dx

©®  [e(f@)-f®dx=6(f()+C
(9a) .'[ f@] - f'(x)dx = ﬁ[ f(.\-)]"l +C

(9b) f; ((:)) dx=l|f(x)|+C

9c) [ )= P+

(10) D( [ dx) = £(x) (madritelma )
(11) jf'(x)dx: f(x)+cC

Erditd ohjeita: * Polynomi integroidaan termeittain.
* Kerro turhat sulut pois ennen integrointia.
* Ald unohda integroimisvakiota.

7.10.2003 TMA.003 / L7
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Esimerkki 11.1.6:
a) Seuraava integrointi tehdaan termeittiin

J'(7.\'3 -5x+ S)d.\' — l.\'4 —i.\'2 +8x+C
4 2

b) Poistetaan ensin turhat sulut
2
1) 2 1 1
I(H —) dx = I[H —+—,)dx =x+2-Infx|-—+C
X XX X
c) nelijuuri = juurrettava potenssiin puoli

j x4 d\=—j3\ X +1 2dy =

3 1412 2 32
31+1/7( +1) +C= 9(\ +l) +C

7.10.2003 TMA.003 / L7 7

EsimerkKi 11.1.7: Jos yrityksen rakustannusfunktio on MC(¢)= 5+ 0.1- ¢, niin silloin

kustannusfunktio on

0.1 2 -
Clg)= f(5+ 0.1-q)dq =5q+—-q" +A4=54+0.05¢" + 4

Integroimisvakio C on nyt vaarinkasitysten vilttamiseksi korvattu vakiolla 4. Tarkkaan
ottaen 4 on kiintedt kustannukset eli 4 = FC. (Huomaa, ettd "integrointi suoritetaan ¢:n

suhteen".)
I

Esimerkki 11.1.8: Marita kustannusfunktio, kun rajakustannus on MC(g)=6+0.02-¢
ja €(100) =1200.
Vaihe I (kustannusfunktion méaritys integroimalla: yleinen muoto, jossa integroimisvakio)

d—q(C(cn) =MC(q)

& C(g)= [MC(g)dg
& C(g)= [(6+0.02q)dg=6+0.01¢* + FC

7.10.2003 TMA.003 / L7 8
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Vaihe II (integroimisvakion maéaritys, lisdehdon kéytto)

C(100) = 1200
& 6-100+40.01-100° + FC = 1200
& 600+ 100 + FC = 1200

& FC =500

Vaihe III (ratkaisu, lisdehdon toteuttava integraalifunktio)
C(q)=6q +0.01¢g* + 500

Vaihe IV (tarkastus)
d d >
—(C(g))=—I(6g+0.01¢g" +500)=6+0.02¢g OK!
dq( (@) dq( 7+0.01q ) q
C(100) = 6-100+ 0.01-100% + 500 = 1200 OK!

7.10.2003 TMA.003 / L7

|
11.2 Integroimiskeinoja

Osittaisintegrointi

Lause 11.2.1: Jos fja g ovat derivoituvia (ja siis jatkuvia), niin
[Fg' @dx = F(0)g)- [£'(x)gx)dx

Todistus: Jatetdan funktion argumentit pois. Tulon derivointikaava saa muodon
D(fg)=f"-g+ f-g . Lauseen yhtils perustellaan derivoimalla yhtélén RHS.

D(fz- [fedx)=D(f2)-f&=f&' -

Muistisaanto:
Iu'vd.\' =uy-— Im" dx

jzn" dx=uv- Iu’vdx

7.10.2003 TMA.003 / L7
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Esimerkki 11.2.2: Laske j.\'e‘ dx . Valitaan
{ FlEi=g { fl(x)=1

' x : o X

gx)=¢e gx)=e

I xe' dx = xe* - jl- edi=xe"-e"+C=(x-1e*+C

. jolloin

Esimerkki 11.2.3: Laske j In x dx . Valitaan

X)=Inx ")=lx . .
{f,(‘) 11\3{f () =Y . jolloin
g'(x)=1 gx)=x
I Inxdx=x-Inx- _[.\‘ -ldx
X

Integroiminen muuttujan vaihdon avulla

Integroimiskaava (9) sivu 169 voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon.

11

Jos = f(x). niin J.g(f(.\'))-f’(.\')d\' = J.g(r)dr

Muistisaanto:

g(f(x)=g@) silla £= f(x)
f'(x)dx=dt silla ? = f'(x)

X

7.10.2003 TMA.003 / L7
169
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>\ . : :
Esimerkki 11.2.5: Laske I .\'(3.\" - 1) dx . Sijoitetaan uusi muuttuja
t=f(x)=3x"-1
dm Fri(x)dom by < x-dum %dr

j.\'(?a.\'z —1)5 dx = _[rs -ldr

7.10.2003 TMA.003 / L7

11.2 Miiiriitty integraali

Oletamme, ettd £ (x) > 0. Merkitsemme F'(x, ) lla sitd pinta-alaa, jota rajoittavat kdyra
y = f(x), x-akseli, y-akseli ja suora x = x,,.

A
y y = f{x)

/R

X

Kun x > 0, niin / midrittelee pinta-alafunktion F:x > F(x)

7.10.2003 TMA.003 / L7
170
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Lause 11.2.1: Olkoon fjatkuva funktio. Silloin F'(x) = f(x) eli pinta-alafunktio on erds

Jfn integraalifunktio.

Todistus: Tarkastellaan /'n . N

erotusosamaarai y = fix)
F(x+h)-F(x) — -

h

Osoittajassa oleva pinta-alafunktioiden F(x)

erotus on sama, kuin kuvassa kohtien = >

x ja x + h viliin jasviin alueen pinta- x § x+h

ala. On ilmeistd, ettd on olemassa & & |x,x + A siten, ettd tamé pinta-ala on /(&)-h. Siis

F(x+h)-F -h
M -F) SOV 1 () s s (o)
Siis derivaatan maaritelman mukaan /'(x) = f(x). [J

7.10.2003 TMA.003 / L7 15

Lause 11.2.2: Olkoon fjatkuva funktio o /\
ja @ mika tahansa f'n integraalifunktio. y = f(x)
Silloin kayrdn y = f(x), x-akselin ja

suorien Xx=a jax=b,a<b, T N—
rajoittaman pinnan ala on ®(b) - ®(a). /
>

Todistus: Jos  on edellisen lauseen a b X
pinta-alafunktio, niin on selvaa, ettd ala on F(b) - F(a). Koska toisaalta @ ja /' ovat
kumpikin fn integraalifunktioita, on F'(x) = ®(x) + C, joten

Ala = F(b)- F(a)=[®(6)+C]-[®(a) + C] = ®(h) - ®(a). [

7.10.2003 TMA.003 / L7 16
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Tama lause antaa aiheen seuraavaan merkintisopimukseen.

b

[ f(x)ds "madratty integraali a:sta b-hen f{x) "
=7F(x) " = sijoitus a:sta b-hen F(x)"

= F(b)- Fl(a)

Mairatyn integraalin laskemisessa voidaan kayttdd mitd tahansa integraalifunktiota, ja siksi
integroimisvakiota ei nyt laskuissa esiinny. Midratty integraali on madritelty myos
funktioille, jotka saavat negatiivisia arvoja.

7.10.2003 TMA.003 / L7 17

Tama lause antaa aiheen seuraavaan merkintisopimukseen.

b

[ fx)a "madritty integraali a:sta b-hen f{x) dx"
=;F(x) " = sijoitus a:sta b:hen F{(x)"

= F(b)- F(a)

Mairatyn integraalin laskemisessa voidaan kiyttad mita tahansa integraalifunktiota, ja siksi
integroimisvakiota ei nyt laskuissa esiinny. Maarétty integraali on maéritelty myos
funktioille, jotka saavat negatiivisia arvoja.

7.10.2003 TMA.003 / L7 18
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11.3 Miiiriitty integraali summana

Oletetaan, etta funktio f on madritelty ja jatkuva valilli [a,5). Jaetaan vili » osaviliin
jakopisteilld a = x, < x, <x, <...<x,, <x, =b. Osavilin [x,_,,x, ] leveys on

S dx, = x, - x,_,. Valitaan joka valilta luku &, €]x, ,,x,[ ja tarkastellaan summaa

.Z::,f(éy)dr. t)ﬂ\ ‘y {Lex)

—>
oA b

[~N
Kuvion perusteella on selvia, ettd jakoa tihennettiessd, summa lahestyy arvoa

Zf(gn )x, —".T’jf(x)dr

k-l

7.10.2003 TMA.003 / L7 19

Kassavirta ja kassan muutos

Kuvatkoon funktio /(f) nettokassavirtaa (mk / aikayksikko) ajan funktiona. Tarkastellaan

— aikavalia [1,,7, ]. Jaetaan aikavali osavaleihin 1, = 7, < T, < T, <..< T, <7, =1,
Osavilin d'r, kuluessa kassaan virtaa rahamiéird = £ (T, ), Kun jakoa tihennetin
lahestyy summa arvoa

S fe)dr, —=— [ f@0)d

7.10.2003 TMA.003 / L7 20
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Yleisemminkin:

Olkoon

F(r) = varanto hetkell ¢
* veden méira tankissa
* rahamiard kassassa

* ihmisten mdara valtakunnassa
f (1) = vastaava virtaama hetkelld 7 ( muutos / aikayksikko)

* veden vi ,
~ veden viraus Virtaus = Varannon muutosnopeus
kassavirta
- qmm,s
Silloin s Varannon muutos t,:sta t;:een
e dr() “ = virtauksen integraali
= /(1) t,:sta t,;een
dt =

&~

F(,)~F(t,) = [ f@)di

‘ 7.10.2003 TMA.003 / L7 21

|
Esimerkki 11.3.1 Vakiotulovirran nykyarvo: Tarkastellaan aikavalia 0 <7 <7,
jonka aikana saadaan vakiotulovirta f(¢) = a (mk / aikayksikko). Tulovirran nykyarvo on

T
e adt = /—ﬁe"” :g(l—e‘pT)
0

P P
a) Olkoon nyt @ = 10 000 mk/vuosi , korkointensiteetti p = 0,16/vuosi ja 7= 10 vuotta.

NA =

S ey 3

Silloin

NA = IOOOOmK/Wf)m
0.16/vuosi

(1—e1")= 49881.47 mk

!
b) Jos a ja p ovat kuten edelld, mutta 7 on hyvin suuri, niin ¢ ™ = 0 ja

10000 mk/vuosi
0.16/ vuosi

=62500mk

22
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Esimeruwx, I(.=%.2. TuloaNnb & “’Z“‘ beAledl:

< ’7- do‘\‘«u—‘.) L«leCC.’ -67_

(
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1

Investoinnin kannattavuuden mittareita

Opetusmonisteessa on kaksi sivua, joilla on hyvin lyhyesti kuvattu joukko mittareita.
Seuraavassa on muutama lisikommentti ja kaavan-johto.

Tarkastelemme projektia, jonka perusinvestointi on H (€'), kesto on n (jaksoa) tai T
(vuotta), nettotulovirta on k; (€ /jakso jakson lopussa) tai k(t) (€ /vuosi jatkuvana)
ja jadnnosarvo on JA (€).

Kuukausijaksoon liittyva korkokanta i, vastaava todellinen vuosikorkokanta i, ja kor-
kointensiteetti p liittyvét toisiinsa vuosikorkotekijan kautta:

T = (1+i)2 =141, = e

Nettonykyarvo

Nettonykyarvo on sellaisenaan kannattavuuden mittari. Nettonykyarvo on tulovirran
nykyarvon ja menovirran nykyarvon erotus.

NPV = PV (tulovirta) — PV (menovirta) (1)

Kun nettonykyarvo on kiytetylld laskentakorolla positiivinen, niin tulovirta on ko-
rotkin huomioiden arvokkaampi kuin menovirta! Projekti on kiytetylld laskentakorol-
la kannattava, jos NPV > 0.

ke JA
i (4

NPV:—H+zn:(1 2)

Jos jaksotettu tulovirta on vakio (k; = k kaikilla ¢), niin

SN JA
NPV = _H+;(1—i—i)t+(1+i)n
- ko 1-(1+9)™ JA
= Y e T an T ave
k 1 JA
- ‘H+?'(1_<1+¢>n)+<1+z’>n ?

(14i)"—1  JA

- —H+k- FIEnE +(1+z’)” (4)
JA

Kun vakiotulovirta on pitké (n — 00), niin kaavasta (3) nahdédén helposti, etté pitkélle
vakiotulovirralle NPV ~ —H + k/i.

Projektille, jonka tulovirta on jatkuva lasketaan nettonykyarvo integroimalla

T
NPV = —H + / e Ph(t)dt +e PTJA. (6)
0
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Jos tulovirta on vakio (k(t) = k), niin
T
NPV = —H+ / ke 't +e T JA
0

k
= —H+ ;(1 —e )y et JA (7)

Kun jatkuva vakiotulovirta on pitké (n — 00), niin kaavasta (7) ndhdaén, etté pitkélle
jatkuvalle vakiotulovirralle NPV ~ —H + k/p.

Sisainen korkokanta

Sisdinen korkokanta on se laskentakorko, jolla nettonykyarvo on nolla. Yleisessé tapauk-
sessa sisdisen korkokannan laskeminen tapahtuu laskemalla toistuvasti NPV:n arvo-
ja eri laskentakoroilla. Koska normaalin investoinnin NPV-funktio on vihenevé, ei ole
vaikeata etsid nollakohta, jos on kiytettavissa laskin tai tietokoneohjelma, jolla NPV:n
laskeminen on helppoa.

Jaksollisen vakiotulovirran tapauksessa

k 1 JA
NPV (ig) =0 -H+—-(1- - - =0
(Z ) < * sis ( (1 + Zsis)n) * (1 + Zsis)n
k—k/(1+ig)"
o g = [+ i) (8)

TUH — JA/(1 + )"

Kaavasta (8) ei siséistd korkokantaa voi suoraan laskea, mutta kun vakiotulovirta on
pitkéd (n — 00), niin kaavasta (8) seuraa, etté pitkélle vakiotulovirralle

iis ~ ki /H. (9)

(Sopivalla alkuarvolla igs o = k/H kaava (8) antaa toimivan rekursiokaavan, jolla siséi-
nen korkokanta saadaan laskettua toistojen avulla. Nyt emme kuitenkaan pohdi asiaa
enempéd. )

Jatkuvan vakiotulovirran tapauksessa

k
NPV (ig) =0 & —H+—(1—eP=T)pe Pl JA=0

Psis
k; J— k/epsisT
sis — 10
TP T A e (10)

Kaavasta (10) ei sisdistd korkointensiteettid voi suoraan laskea, mutta kun vakio-
tulovirta on pitkd (7" — o0), niin kaavasta (10) seuraa, ettéd pitkille jatkuvalle vakio-
tulovirralle pgs ~ k/H. Siis

s ~ (M — 1) (11)
(Sopivalla alkuarvolla pgso = k/H kaava (10) antaa toimivan rekursiokaavan, jolla
sisdinen korkokanta saadaan laskettua toistojen avulla. Nyt emme kuitenkaan pohdi
asiaa enempéd. )

177



Takailsinmaksuaika

Jos jadnnosarvo on merkittéva ja se tunnetaan tarkasti projektin suunnitteluvaiheessa,
niin se voidaan huomioida projektin rahoituksessa. Silloin projektin nettotulovirralla
tulee voida hoitaa laina, jonka pddoma on

JA

B=H-—
(1+4)"

Jaksollinen tulovirta.

Takaisinmaksuaika n* kertoo miten monta jaksoa projektin alusta tulee kerata netto-
tuloa, jotta keratyn nettokassavirran nykyarvo on B. Jos nettotulovirta on jaksollinen
vakiotulovirta eli k, = k (€ /jakso), niin takaisinmaksuaika voidaan laskea nimel-
lisesti (nollakorolla i = 0) tai korot huomioiden. Lyhyen projektin tapauksessa
nimellinen laskutapa on riittdva ja helppo. Pitkédn projektin tapauksessa korot tulee
huomioida.

Nimellisesti

B
k=B = —
n S oon ?
\ Korot huomioiden \
DL IR 1)
— (1+1) ’
< k 11— ! =B
i (14 4)™
o 1 1 _iB
(L+a)™  k
o B 1
ko (L4
* k
1 "=
& (1+19) =
In(k/(k —1iB
In(1 + 1)

Jatkuva tulovirta.

Takaisinmaksuaika 7™ kertoo miten pitké aika (vuotta) projektin alusta tulee kerété
nettotuloa, jotta kerdtyn nettokassavirran nykyarvo on B. Jos nettotulovirta on jatku-
va vakiotulovirta eli k(t) = k (€//vuosi), niin takaisinmaksuaika voidaan jélleen laskea
nimellisesti (nollakorolla i = 0) tai korot huomioiden. Lyhyen projektin tapauk-
sessa nimellinen laskutapa on riittava ja helppo. Pitkédn projektin tapauksessa korot
tulee huomioida.
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Nimellisesti

B
T"k=B < T"'=—
k
| Korot huomioiden |
” k .
/ ke'dt=B & —(1-e¢*")=0B (14)
0 P
* B
s (1-e)= %
* k: - pB
s M =
¢ k
Ed k
o ! =
k— pB
s T 1 k (15)
=—1In
p k — pB
Takaisinmaksuaika jaksotetulle vakiotulovirralle
| k
n
. k—1iB - JA
= missd B = H — -
In(1+14) (1+4)"

Takaisinmaksuaika jatkuvalle vakiotulovirralle

ln( K )
T k—pB

p

missi B=H —e T JA

Y

Padoman tuottoaste (ROI)

Pddoman tuottosuhteelle annetaan kaksi kaavaa:

ROII _ ' r'lhé'tt'ovgositulosw - 100%
keskiméadrin sidottu padoma
roll _ nettovuositulos - 100%

alussa sidottu padoma

Jos projektin alussa tehty perusinvestointi jaa pysyvéksi osaksi yrityksen tuotan-
topddomaa, ja investoinnin synnyttama nettotulovirta on pitka, niin ROI I on lihelld
siséista korkokantaa

k

rorl = 7 - 100% = i, (16)
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Jos toisaalta projekti on lyhyt ja projektin kuluessa joudutaan luopumaan sidotusta
padomasta, niin karkeasti voimme arvioida

ko — H
kesto n vuotta: ROIl = QTQ/TL - 100% (17)
12 - H
kesto n kuukautta: ROI' = (kk;[/Q /n) - 100% (18)

Esimerkki: Olkoon perusinvestointi H = 27000 (¥), nettotulovirta & = 2000 (€/kk)

ja projektin kesto n = 15 (kk).

Exel-ohjelman IRR-funktio antaa néilla lahtotiedoilla siséiseksi korkokannaksi 0.01346872.
Téamé on tietenkin kuukausijaksoon liittyva korkokanta, ja sitd vastaava vuosijakson
korkokanta on

(14 0.01346872)" — 1 = 0.17415

Projektin sisdinen korkokanta on siis 17.4%.

Pédoman tuottoaste projektille on

H/2
12 - (2000€ — 27000€'/15)

= -100% = 17.8
27000€ /2 % %

RO - 100%

Karkeasti voidaan sanoa, etté:

1. Kaavan (16) mukainen ROI I juvaa hyvin tuotantopadomaan tehtavin pysyvan
lisdyksen kannattavuutta, kun sen tuottama tulovirran lisdys kestad pitkaan.

2. Kaavaa (16) ei saa soveltaa lyhyeen projektiin.

3. Kaavojen (17) ja (18) mukainen ROTI I kuvaa hyvin lyhyen lainarahalla toteutet-
tavan projektin kannattavuutta.

4. Kaavoja (17) ja (18) ei saa soveltaa pitkdan projektiin.
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0 1. Lineaarinen optimointi

1. Lineaarinen optimointi

1.1 Johdatteleva esimerkki

Esimerkki 1.1.1 Giapetto’s Woodcarving inc. valmistaa kahden-
laisia puuleluja: sotilaita ja junia. Sotilaan myyntihinta on 27€, ja
sithen kuluu materiaalia 10€edesti. Jokainen valmistettu sotilas ai-
heuttaa lisiksi muuttuvia palkka- ja yleiskustannuksiakeskimaarin
14 €edesti. Junan myyntihinta on 21 €, ja sithen kuluu 9 € edesta
materiaalia. Muuttuvia palkka- ja yleiskustannuksia jokainen juna
aiheuttaa keskim#irin 10€. _

Sotilaiden ja junien valmistus tapahtuu kahdella osastolla: puutyo-
osastolla ja viimeistelyosastolla. Yksi sotilas vaatii 1 tunnin pu-
uty6ti ja 2 tuntia viimeistelyd. Vastaavasti yksi juna vaatii 1 tun-
nin puuty6td ja 1 tunnin viimeistely&.

Yritys pystyy hankkimaan kaiken tarvitsemansa materiaalin,
mutta puutys- ja viimeistelyosastojen kapasiteetti on rajallinen.
Kaytettivissid on 80 tuntia puutyGtd per viikko, ja 100 tuntia vi-
imeistelytyGta per viikko. Lelujen kysynnésta tiedetaan, ettd junien
kysyntd on kiytanndssd rajoittamaton, mutta sotilaita saadaan
kaupaksi korkeintaan 40 per viikko. Miten yritys voi maksimoida
katetuottonsa? Muodostetaan ongelmasta LP-malli.

Paiatosmuuttujat

Valitaan padtosmuuttujiksi muuttujat, jotka vaikuttavat katetuoton muodostumiseen

ja joiden arvoon yritys kykenee vaikuttamaan. Yritys voi itse maaréti miten paljon
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1.1. Johdatteleva esimerkki | » 1

sotilaita ja junia valmistetaan.
z1:  kpl sotilaita / viikko
To:  kpl junia / viikko

Tavoitefunktio

Mééaritetdan optimointitehtdvissd tarvittava maksimoitava tal minimoitava tavoite-
funktio. Yritys maksimoi katetuottoaan. Viikottainen katetuotto tulee esittdd padtdosmuuttujien

T; ja o funktiona.

myyntituotot / viikko 27z, + 21z2
materiaalikust. / viikko -10z;, — 922
palkka- ja yleiskust./viikkko —14z; — 10x2
katetuotto / viikko 3ry + 212

Yritys pyrkii maksimoimaan (lineaarista) funktiota:
z=3x; + 2z9

Tavoitefunktion kertoimet kuvaavat ko. muuttujien kontribuutiota yrityksen katetuot-

toon.
Rajoitteet

Viimeistelyt6ihin on kaytettivissd 100 h/vko. Puutdihin on kéytettdvissd 80 h/vko
Sotilaita saadaan kaupaksi korkeintaan 40 kpl/vko. Siis

2z; + lzs < 100
111:1 + 1.’132 S 80
1z < 40

Merkkirajoite

Sotilaita tai junia ei voida valmistaa negatiivisia mééria, joten

z; >0,1=1,2
LP-malli
max z= 3z + 29
ehdoin 21 + o < 100
Ty + To _<_ 80
I S 40
Iy, T2 > 0
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2 1. Lineaarinen optimointi

Ratkaisemme mallin pian, mutta ensin toteamme joukon yleisid asioita.

1.2 LP-mallin oletukset

LP-mallia rakennettaessa tehdain seuraavat oletukset. Oletukset tehdddn, jotta malli
olisi yksinkertainen. Jos oletukset johtavat lilan paljon todellisuudesta poikkeavaan
malliin, ei ongelmaa voida lihestyd LP-mallilla. Pieni ero todellisuuden ja mallin

valills ei yleensad haittaa.

1. Suhteellisuusoletus: jokaisen muuttujan z; vaikutus tavoitefunktion arvoon ja

rajoitettujen resurssien kulutukseen on suoraan verrannollinen ko. muuttujan

arvoon.

2. Additiivisuusoletus: jokaisen muuttujan z; vaikutus tavoitefunktion arvoon ja
rajoitettujen resurssien kulutukseen on riippumaton muiden muuttujien z; (j #

i) saamista arvoista.

3. Jaollisuusoletus: Muuttujat z; voivat saada kokonaisluvuista poikkeavia arvoja.
4. Varmuusoletus: kaikki mallin parametrit tunnetaan varmuudella.
Oletukset 1 ja 2 johtavat siithen, ettd tavoitefunktio on lineaarinen ts. ‘
f(z1,Z2,...,%n) = C1T1 + C2T2 + ... + Caln
ja rajoitteet ovat lineaarisia yhtaloita tai epayhtiloita
aiT1 + GjoZ2 + ...+ 8jnTn < b, =1,...,m \

Sanomme, ettd malli on Lp-malli, jos
a) tavoitefunktio on lineaarinen
b) rajoitteet ovat lineaarisia yht#lsitd tai epayhtalsita

c) z; > 0 (kaikki muuttujat saavat vain ei-negatiivisia arvoja)
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1.3. LP-mallin graafinen ratkaiseminen 3

Muuttujien arvot muodostavat vektorin (z1,%2,...,Za) € R". Usein (varsinkin
kun n = 2) vektoria sanotaan pisteeksi. Vektori on ratkaisu (solution), jos se toteuttaa
rajoitteet. Ratkaisu on kiypd (kelpaava, feasible), jos se lisiksi toteuttaa ehdon z; >
0 kaikilla i. Maksimointitehtévan (minimointitehtdvén) optimiratkaisu on se kdypa
ratkaisu, jolla tavoitefunktio saa suurimman (pienimma&n) arvonsa.

Esimerkiksi lelumallissa piste (z1,z2) = (40,20) on kéypé ratkaisu koska se toteut-

taa kaikki rajoitteet.
100 | silla 2 - 40 + 20 = 100 < 100

2¢; + z2 <
z; + 2o < 80 |silla404+20=60<80 .
T S 40

T; Z 0

Piste (40, 20) ei kuitenkaan ole optimiratkaisu.

1.3 LP-mallin graafinen ratkaiseminen

Kun muuttujia on kaksi, saadaan ongelmasta havainnollinen esitys piirtdmalla.
1. Piirretdin koordinaatisto. Vaaka-akseli on z,-akseli ja pystyakseli on zo-akseli
(katso kuvaa).
2. Piirretaan rajoitteiden yhtéiléité vastaavat suorat koordinaatistoon.

3. Maaritetiin kaypien ratkaisujen alue (feasible region).

4. Etsitdin optimiratkaisu tutkimalla tavoitefunktion tasa-arvosuoria kiypien ratkaisu-

jen alueella.

Esunerkln 1.3.1 Tutkimme seuraavaksi puuleluesimerkkié 1.1.1 graafisesti. Giapetto’s
Woodcarving inc. valmistaa puusotilaita (z; kpl/viikko) ja puujunia (x4 kpl/viikko).
Katteen optimointi rajoitteet huomioiden johtaa seuraavaan LP-malliin:

max z= 3z; + 2z,

ehdoin 2z, + T2 < 100
1 + T2 < 80
T1 < 40
T, T2 > 0
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4 1. Lineaarinen optimointi

Ennen koordinaatiston piirtdmists laskemme, missé rajoitteita vastaavat suorat leikkaa-

vat koordinaattiakselit. TAméa auttaa meitd valitsemaan akselien mittakaavat jirkevésti.

1. rajoite: 2z; + zo < 100 kiypé alue suoran alapuolella

suoran yhtalo: 2z, + 1o = 100

s, = —2z;+100 (jyrkasti) laskeva suora
jos o =0 (piste A) 2z +0 = 100

sz = 50 — A = (50,0)
jos z; = 0 (piste B) 0+zy = 100

ez, = 100 — B = (0,100)

2. rajoite: T; + 75 < 80 kiypé alue suoran alapuolella

suoran yhtalo: T1+29 = &0
Sz = —1,+80 (loivasti) laskeva suora
- jos zo = 0 (piste C) z;+0 = &0 _ :
sz = 80 — C =(80,0)
josz; =0 (piste D) 0O+z, = &0
Sz = 80 — D = (0,80)

3. rajoite: z; < 40 kiypa alue vasemmalla puolella

suoran yhtald: z; = 40 pystysuoral
— E = (40,0)

Seuraavaksi piirretdan koordinaatisto ja rajoitesuorat.

Tavoitefunktio: 3z;+2z2 = 2
2zy = =3z1+2
o = —1.5z7+ 0.5z laskeva suora

Siis ne ratkaisut joilla tavoitefunktio saa saman arvon (z) muodostavat laskevan

suoran, jonka kulmakerroin on —3/2. Mitd suurempi on z, sitd ylempé&na suora on.
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1.3. LP-mallin graafinen ratkaiseminen 5

Figure 1.1: Leluesimerkin graafinen ratkaisu.

Kuvaan on piirretty z:n arvoja 60, 100 ja 180 vastaavat tasa-arvosuorat. Kuvasta nékee
helposti, ettd ylin kdypas aluetta koskettava tasa-arvosuora pisteessa G.

Optimi (G): 1. ja 2. rajoitesuoran leikkauspiste

911+ 22 = 100 gl = 20
1422 = 80 )2 =%
T = z = 180

1.3.1 Optimiratkaisun olemassaolo, esimerkkeja

Tarkastellaan puuleluesimerkin kayvin alueen sisépistettd (z1 = 20,72 = 20). Mikéén
rajallisista resursseista (1. rajoite: ”viimeistelytyohon kéytetty ai ? , 2. rajoite:
»puutdihin kaytetty aika” ja 3. rajoite: markkinoiden ostovoima”) ei ole loppu-

unkdytetty. Kumpaakin muuttujaa (z; ja z) voidaan siis kasvattaa tai pienentaa.
Tavoitefunktion muodosta

z = 31’1‘ -+ 2$2

niemme, ettd kasvattamalla hiukan muuttujan z; ja/tai muuttujan z, arvoa tavoite-

funktio saa suuremman arvon. Piste (20, 20) ei siis ole optimiratkaisu. Sama p&attely
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6 1. Lineaarinen optimointi

voidaan toistaa mille tahansa kdyvén alueen sisépisteelle. Voimme siis pdatelld seu-

raavasti.

Jos optimiratkaisu on olemassa, niin se on kdyvan alueen
reunapiste.

Edellisen puuleluesimerkkiin 16ytyi yksikéasitteinen optimiratkaisu kdyvan alueen
nﬁrldcapisteesté'.. Taméi on hyvin yleinen, mutta ei ainoa mahdollinen, lopputulos.

Seuraavissa kolmessa esimerkissd kdydadn ldpi muut mahdolliset tulokset. Es- -
imerkeissé ei ole mitdan taustakertomusta, vaan 18hdemme suoraan valmiina annetuista

Ip-malleista.

Esimerkki 1.3.2 Etsi graafisesti optimiratkaisu LP-mallille

min z= —6z; — 29
subject to 2, + 4z9 < 9
3(21 -+ T S 6
T, 22 2 0

Ratkaisu: Huomaa, ettd kyseessi on minimointitehtdva. (Vertaa laskuja kuvaan .)

1. rajoite: 2z; + 4z, < 9 kdypé alue suoran alapuolella

suoran yhtalo: 2z, +4z9 = 9
4.’1,‘2 = -—2.’1?1 +9
T = —0.5z;4+2.5 (loivasti) laskeva suora
jos zo = 0 (piste A) 2z, +0 = 9 ‘
&, = 4.5 — A= (4.5,0)
jos 1 = 0 (piste B) 0+4zs = 9
ST, = 225 — B =(0,2.25)

2. rajoite: 3z; + x5 < 6 kiypé alue suoran alapuolella
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ratkaisuja (katso kuva

1.3. LP-mallin graafinen ratkaiseminen

Figure 1.2: Esimerkin 1.3.2 graafinen ratkaisu.

suoran yhtalo: 3x1 + T
Z2

jos é:Q =0 (piste C) 3z1+0
< I

jos z; = 0 (piste D) 0+ z;
<& T2

Tavoitefunktio: z
= 2z 2
< T3

I

I

I

I

I

I

z pienenee, eli tavoitefunktion arvo p

6

-3z, +6 (jyrkasti) laskeva suora
6 _

2 — C =(2,0)

6

6 — D =(0,6)

—621 — 272

—‘GIL']_ —Z

—3z; — 0.52 laskeva suora

aranee, kun z; tai o kasvavat. z siis pienenee,

kun tasa-arvosuora siirtyy oikealle ja ylospain. Koska tasa-arvosuora ja 2. rajoitesuora

yhdensuuntaiset (samat kulmakertoimet), ovat kaikki janan CE pisteet optimi-

). Tavoitefunktion optimiarvo on kaikissa ndissa pisteissé sama

2(C) = —621(C) — 235(C) = —6- 2-2-0=-12

Pisteen E koordinaatit saadaan ratkaisemalla yhtéldpari

3.’1?1 -+ I
2:171 + 4$2

6 o= Iy = 1.5
9 Ty = 1.5
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8 ' 1. Lineaarinen optimointi

Optimiratkaisu saadaan siis, kun 1.5 < z; <2 ja 23 = 6 — 3z;. Optimiratkaisuja on

siis useita, mutta tavoitefunktion optimiarvo on yksikésitteinen, zpyin = —-12.

Esimerkki 1.3.3 Etsi graafisesti optimiratkaisu LP-mallille

max z2= I + X2
subject to Ty — T > 1
T9 S 2
T, T2 2 0

Ratkaisu: Huomaa, ettd kyseessd on maksimointitehtéva. (Vertaa laskuja kuvaan )

1. réjoite: z1 — T9 > 1 kiiypa alue on suoran alapuolella

suoran yhtalo: T1—T9 = 1
—Ty = —T1 +1
T, = x3—1 nouseva suora
joszo =0 (piste A) z;+0 = 1
Sz = 1 — A= (1, O)
josz; =0 (piste B) 0—zp, = 1
Sy = -1 ——-)B=(0,—1)

B ei siis ole kaypal!

2. rajoite: o < 2 kiypi alue vaakasuoran alapuolella

suoran yhtalo: Ty = 2 vaakasuora
josz; =0 (piste C) 0+z2 = 2
STy = 2 —C= (O, 2)
Tavoitefunktio: z = T+ 2
STy = —I1+2 laskeva suora

Optimiratkaisu: Tavoitefunktion arvo paranee (z kasvaa),' kun z; tai zo kasvavat,
eli tasa-arvosuora siirtyy oikealle ja ylospéin. Koska muuttujaa z; voidaan kasvattaa
rajatta, voidaan myds tavoitefunktion arvoa kasvattaa rajatta, eikd optimiratkaisua
siis ole olemassa. Se, ettd mik#sn rajallinen resurssi ei rajoita muuttujan x1 arvoa, on

poikkeuksellista. Mahdollisesti lp-malli on viérin muodostettu.
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1.3. LP-mallin graafinen ratkaiseminen

Figure 1.3: Esimerkin graafinen ratkaisu. |

Esimerkki 1.3.4 FEtsi graafisesti optimiratkaisu LP-mallille

min z= 2z; + 3z
subject to T, + 1z > 10
3z; + bz < 15
T1, T2 2 0
Ratkaisu: (Vertaa laskuja kuvaan.)
1. rajoite: z; + x5 > 10 kiypa alue on suoran yldpuolella
suoran yhtalo: T1+xz2 = 10
Ty = —x1+10 laskeva suora
josTo =0 (piste A) z;+0 = 10
s = 10 — A= (10,0)
josz; =0 (piste B) O+z, = 10
Sz = 10 — B =(0,10)

2. rajoite: 3z; + 5z < 15 kdypa alue suoran alapuolella
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10 1. Lineaarinen optimointi

0>\=1\: } >
4 8 @\m X

Figure 1.4: Esimerkin graafinen ratkaisu.

suoran yht&lo: | 3z +5z, = 15
52 = -=3z1+15
o = —0.6z;+3

laskeva suora

jos o =0 (piste C)  3z;+0 = 15

S o= O —C = (5, O)
jos z; = 0 (piste D) 0+5z, = 15

Sz = 3 — D= (O, 3)

Kun rajoitesuorat piirretdin koordinaatistoon ndhdaén, ettd kdypéd alue on tyhja.
Rajoitteet ovat ristiriitaiset, eikd ongelmalle ole olemassa ratkaisua. '

Edellisten esimerkkien perusteella voimme yleistd4, ettd on neljd perustapausta:

1. LP-mallilla on yksik#sitteinen optimiratkaisu.

* Optimiratkaisu on kayvén alueen nurkkapiste.

2. LP-mallilla on useita optimiratkaisuja.
* Optimiratkaisu on kdyvan alueen reunan osa.
* Tavoitefunktio saa kaikissa optimipisteissd saman arvon. Tavoitefunktion opti-

miarvo on siis yksikésitteinen.
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1.3. LP-mallin graafinen ratkaiseminen

3. LP-mallilla on rajoittamaton optimi.
* Tavoitefunktion arvo saadaan miten hyvaksi tahansa.

% Mallilla on ratkaisuja, mutta ei optimiratkaisua.

4. LP-mallilla ei ole ratkaisuja.
* Kaypa alue on tyhjd. (Eli ratkaisujoukko on tyhja.)

* Rajoitteet ovat ristiriitaiset.
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Indekseista

Aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo
Yhden tuotteen hintaindeksi
Reaalikorko

Padoman deflatoitu arvo

Tuoteryhman hintaindeksi
Tuoteryhman volyymi-indeksi

Indeksikaavat

Aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo 1
Lukujoukon {aj,as,...,a,} aritmeettinen keskiarvo lasketaan
kaavalla

a +ax+-
Asks = = = a;
aka n Z g
Lukujoukon {ai,as,...,a,} geometrinen keskiarvo, eli

keskiverto, lasketaan kaavalla
1/n
1 n
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Yhden tuotteen hintaindeksi 2

Olkoon p; tuotteen hinta vuonna t.
Perusvuonna t = ty indeksi saa arvon X;, = 100.
Vertailuvuonna t # tp indeksi saa arvon

Yhden tuotteen
hintaindeksi

X, = Pt . 100.
pto

Jos X; > 100, niin vertailuvuoden hinta on korkeampi kuin
perusvuonna.

Jos X; < 100, niin vertailuvuoden hinta on alempi kuin
perusvuonna.

Yhden tuotteen hintaindeksi 3

Seuraavassa taulukossa on tuotteen hintoja usean vuoden

ajalta.

indeksi VUOSI- kasvu-

vuosi | hinta X = kasvu tekija intaindekei
t Pt ;fT; 100 | g+ -100% | r; =1+ g

2000 | 16,00 100,0
2001 | 20,00 125,0 25,00% 1,2500
2002 | 26,00 162,5 30,00% 1,3000
2003 | 30,00 187,5 15,38% 1,1538
2004 | 36,00 | 225,0 20,00% 1,2000
2005 | 41,00 | 256,3 13,89% 1,1389
2006 | 45,00 | 281,3 9,76% 1,0976
2007 | 50,00 | 3125 11,11% 1,1111
2008 | 52,00 | 325,0 4,00% 1,0400
2009 | 52,50 | 328,1 0996% 1,0096
2010 | 54,00 | 337,5 §,§6% 1,0286



Yhden tuotteen hintaindeksi 4

VUOSIi- kasvu-
vuosi | hinta | indeksi kasvu tekija
t Pt Xt gt 100% | rr =1+ g¢ Sl G
2003 | 30,00 | 187,5 hintaindeks
2004 | 36,00 | 225,0 20,00% 1,2000

p2004 36,00
r = = = 1,20
2004 P20z 30,00
82004 = Pa00a _ 1=0,20
P2003

Kasvutekija voidaan yhtd hyvin laskea indeksin perusteella

Xo00s  225,0
— = — 1,20
2004 X003  187,5
Keskimaarainen kasvu. 5

Useamman vuoden aikana toteutunutta hinnan
keskimaaradistd kasvuvauhtia eli inflaatiota voidaan kuvata
vuosikasvu-prosenttien keskiarvolla (arithmetic mean)

Yhden tuotteen
hintaindeksi

2010
1
gaka 100% = =5 > g +100% = 13,3%,
t=2001

tai kasvutekijoiden keskiarvolla (arithmetic mean)
;2010
Faka = == Y re=1133,

10 t=2001

tai kasvutekijoiden keskiverrolla (geometric mean)

1/10
reka = (2001 * 12002 - - - r201109% /10— 1,129,



Keskimaarainen kasvu. 6

Kasvutekijoiden keskiverto on kisitteena yksinkertaisempi
koska se voidaan laskea kahdesta hinnasta, perusvuoden ja
vertailuvuoden hinnoista (tai indekseista).

Yhden tuotteen
1/10 hintaindeksi
rgka — (r2001 * 12002 * * - 2009 I’2010) /

1/10 1/10
_ (onm _ P2002 P2009 . P201o> _ (onw)

P2000 P2001 P2008  P2009 P2000
_ <X2010>1/10
X2000
1
Paka = E(onm + p2002 + - - - + p2010)
1
= 1—0(|n(l’2001) + |n(r2002) I |n(r2010))

1/10} _

= In{(r2001 - r2002 - - - 2010) In reia

Reaalikorko. 7

Jos yrityksen (tai kansalaisen) kaytossdan oleva varallisuus
kasvaa keskimaaraisella kasvutekijalla

Feka = r =141,

Reaalikorko

niin sanomme ettad r ja i kuvaavat nimelliskorkoa. Varallisuus
(padoma) vuonna t saadaan kaavasta

Ki = Kg(l+i)P

i = nimelliskorkokanta

Hintatason keskimaaraista kasvuvauhtia kuvaa
inflaatiokorkokanta g. Hintataso p; vuonna t on

Pt = pto(]-_'_g)t_to
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Reaalikorko. 8

P3aioman ostovoima vuonna t on

Ki  Ko(l+ i)t to <1+i>’~“’-“0
p— pu— 0 .
pr po(l+g)t—to 1+ g

Qe

Pddoman ostovoiman kasvua kuvaa reaalikorko.
Reaalikorkotekija r* ja reaalikorkokanta /* ovat edellisen
perusteella

e 1
l1+g

N 1+i | _1+i l+g i-g

] _— — _ — —
l+g l+g 1+g 1+g

Jos inflaatio ei ole korkea (eli on g pieni), niin

"k

I I—g

& reaalikorko = nimelliskorko — inflaatiokorko.

Q

P3iioman deflatoitu arvo. 9

Padoman K; vuoteen t; deflatoitu arvo
= se rahamaard, jolla vuonna t; sai ostettu yhtd monta
tuotetta kuin rahamaaralld K; saa ostettua vuonna t

X
— Kt . & — Kt d i
Pt Xt
Erityisesti pddoman K; perusvuoteen ty deflatoitu arvo on
100
k. P _ 100
Pt Xt
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Tuoteryhman hintaindeksi. 10

Tarkastellaan seuraavien kolmen tuotteen hintoja
perusvuonna tg = 2000 ja vertailuvuonna t = 2010.

tuote 2000 2010
K Pty | Gto Pt gt | paino
1 2,00 | 10 | 5,00 | 100 Wy
2 500 | 20| 6,00 | 18 Wy Tuoteryhmin
3 20,00 | 50 | 15,00 | 50 w3 hintaindeksi
Kun laskemme tuoteryhman hintaindeksin, niin annamme
yleensa joillekin tuotteille muita suuremman painon.
(W1P1t+W2P2t+W3P3t) 3
wy+wa+ws3 Zk:l Wik Pkt
Ptot — . 100 — : 100
W1P1tg +W2 P2ty +W3P3tg Wk Pkt
wi+wa+ws k=1 0
Tuoteryhman hintaindeksi. 11
Jos annamme ensimmadiselle tuotteelle kaksinkertaisen painon
muihin nahden, niin indeksi on
2-500+1-6,00+1-15,00
P+ = -100 = 106,9
°f 7 2.2,00+1-5,00+ 120,00
Tuoteryhman
Jos annamme kolmannelle tuotteelle kaksinkertaisen painon hintaindeksi
muihin nahden, niin indeksi on
1-5,00+1-6,00+2-15,00
tot il + -100 = 87,2

T 1-200+1-5,00+2-20,00

PAINOJEN VALINNALLA ON MERKITYSTA!
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Laspeyresin ja Paaschenin hintaindeksit. 12

Laspeyresin hintaindeksi kdyttad painoina perusvuoden
maaria

n
Zk:1 Qkto Pkt

PL
to,t n
0 Zk:1 ko Pkto

Paaschenin hintaindeksi kayttda painoina vertailuvuoden
maaria

2221 Gkt Pkt

Pry ¢ ;
Zk:1 Gkt Pkt
Laspeyres Py, ja Paaschen P, , 13
Esimerkki
tuote 2000 2010
K Pty | Gto Pt gt | paino
1 2,00 | 10| 5,00 | 100 W1
2 500 | 20 | 6,00 | 18 Wo
3 20,00 | 50 | 15,00 | 50 w3
pL  _ k=1 QkwPkt g _ 10-5+20-6+50-15
of Y k=1 Ykio Pkto T 10-2+20-5+50-20
= 821
ot S 1 GkePkto ~ 100-2+18-5+50-20

— 105,3
199

Tuoteryhman
hintaindeksi

Tuoteryhman
hintaindeksi
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Fisherin indeksi P/, 14

Joskus Laspeyresin indeksi painottaa liikkaa vanhoja tuotteita

ja Paascenin indeksi painottaa lilkaa uusia tuotteita. Silloin
voidaan kayttda Fisherin indeksid, joka on Laspeyresin ja
Paaschenin indeksien keskiverto

n n
Ptl_;,t = \/Ptl“[),t ' Ptlz,t = 2 k=1 9ktoPkt D k—1 9ktPkt 100

2221 Qkto Pkt 22:1 Gkt Pkt

esimerkki Edella

P{ = 1/82,1-1053 = 93,0

Tuoteryhman volyymi-indeksi. 15

Volyymi-indeksi mittaa muutoksia tuotekorin maarissa.
Yleisesti: Qtor = (D p—1 Wk qke)/ (O r—1 Wk Gke,) - 100

Laspeyresin volyymi-indeksi kayttda painoina perusvuoden
hintoja

n
QtLo,t _ 2,5(:1 Pkto 9kt . 100
Zk:l pkl’o qkl’o

Paaschenin volyymi-indeksi kdyttdd painoina vertailuvuoden
hintoja

n
QP _ Zk:1 Pkt Gkt
to,t

- 100
2221 Pkt Gkt

Fisher, kuten edell3

F o _ L P
Qto,t T \/Qto,%O'OQtoJ

Tuoteryhman
hintaindeksi

Tuoteryhman
volyymi-indeksi



Laspeyres QtLOt ja Paaschen Qt’jt 16

Esimerkki
tuote 2000 2010
K Pty | Gto Pt gt | paino
1 2,00 | 10| 5,00 | 100 Wy
2 500 | 20| 6,00 | 18 Wo
3 20,00 | 50 | 15,00 | 50 w3
oL D k=1 PrtoGkt | 1oy _ 27100 +5-18+20-50
ot N Preo kg ~ 2.10+5-20+20-50
= 1152
ot N Pkt kg ~ 5-10+6-20+15-50
= 1476
Qn: = /11521476 =1304
Indeksikaavat. 17
Laspeyres
PL, — 2 6Pt 100
’ Z qtopto
Paaschen Fisher
P _ 2. qtPt Y .
'Dto,t — thpt - 100 Pto,t — \/Pto,t ’ Pto,t
0
Laspeyres
L Zptoqt . 100
to,t N .
zptoqto
Paaschen Fisher

Zptqt F
QP = . 100 QL. = \/QL . QP
to,t Zptqto £l t to,t to,t

. 0 Tuoteryhman

- 100

volyymi-indeksi

Indeksikaavat
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6 Matriisit ja determinantit

Matriisi on suorakulmainen lukukaavio. Matriiseja ovat esimerkiksi:
2 04 8 0 ( ‘ ¥ a b
s s L X X. X. a .
0 =2 1) 4\ BB g

Matriiseihin perehtyminen voidaan perustella useilla jarkisyilla. |

(1) Matriisien avulla voidaan suuria lukujoukkoja esittas mahdollisimman pienelli vaivalla
ja kokonaisille lukukaavioille voidaan antaa nimid A, B, jne. Tam& helpottaa suuresti
asioiden esittimisti. Eriissi tilanteissa matriisi on hyvin onnistunut ja havainnollinen tapa
esittiaz lukuryhmié. Esimerkiksi yhtéloryhmén

2x-5y=-1

{Bx +7y=13

~ oleelliset osat tiivistyvét matriiseihin -

2 -5 x) . -1
A= 1, x= ja b=

3 7 y 13

(2) Matriiseille voidaan mésritelld yhteen- ja kertolasku. Matriiseilla voidaan siis laskea.
Niiden laskutoimitusten avulla on kehitetty menetelmid erdiden matriisien avulla
kuvattavien ongelmien ratkaisemiseen. Esimerkkini mainittakoon yhtdloryhmén

ratkaiseminen.
(3) Vaikka itse et koskaan harrastaisikaan matriisilaskentaa, niin varmaa on, ettd
tietokoneesi harrastaa. Jos tietokone esimerkiksi ei 16ydd ratkaisua yhtéléryhmalle se

yleensi antaa virheilmoituksen, jossa se kertoo mitd vikaa oli kerroinmatriisissa.
Virheilmoituksen ymmartiminen edellyttis matriisilaskennan perusteiden osaamista.

6.1 Matriisin miiritelmi ja laskulait
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Miiritelmi 6.1  Suorakulmainen lukukaavio, jossa on m vaakarivid ja n pystysaraketta

on mxn-matriisi.

a, G a,
A= axn a?.z a,
aml amZ e amn

Luvut a;; ovat matriisin A alkiot (1 <i<m, 1 <j < n). Tyyppid mx1 oleva matriisi on
pystyvektori ja tyyppid 1xn oleva matriisi on vaakavektori. Usein k#ytdmme matriisille-
merkintdd A = (aj). Vastaavasti matriisin A alkiolle kéytetd&n joskus merkintdd (A);:.

Miiritelmi 6.2 Matriisit A = (a;) ja B = (b;) ovat samat (identtiset), jos ne ovat samaa
tyyppid ja a; = b, V ij. Télloin merkltaan A= B

Miiiiritelmi 6.3 (a) Kahden mxn-matriisin A = (a,J) ja B= (b j) summa A+B on mxn-
matriisi C=(cy) s.e.c; =a; j Tb;, Vi ],

(b) Reaaliluvun A ja mxn-matriisin A = (a,J) tulo AA on mxn-matriisi (ﬂay) (Kaikki alkiot
kerrotaan A:lla.)

Sovimme merkintdtavasta (-1)A = -A, jolloin A + (-B) = A - B.
Esimerkki 6.4
20-—1210—62_.0—24_*_03—1__013
1 4 0) 20 0 4/ {2 8 o) 00 -2)1\28 =2
Miiritelmi 6.5 mxn-matriisin A = (ay) ja nxp-matriisin B = (by) tulo AB on mxp-

matriisi C = (c; ) s.€. ¢; = Zau i

(Tulomatriisin rivilla i sarakkeessa k oleva alkio cj;, saadaan A:n i:nnen vaakarivin ja B:n

k:nnen pystysarakkeen pistetulona.)

Esimerkki 6.6 a)

203



89

_ e o) @ (5] & ()
oo 2 3 eof) e olt) ol
(0 3)((1)()) 03)( ) (0 3)”

214(=1)-0 2-(=1)+(=1)-(=2) 2-:0+(-1)-3)
1-1+0-0  1.(=1)+0-(-2)  1.0+0-3
0-1+43-0  0-(-1)+3-(=2)  0-0+3-3

i

(2 0 -3
=1 -1 0
0 -6 9

(Huomaa tyyppien yhteensopivuus: (3x2-matriisi)(2x3-matriisi) = (3x3-matriisi).)
b) Seuraavassa vilimuotoja on vihemmén, mutta lasku on silti helppo tarkastaa.

' 2 -1 ' ' '

1 -1 0 L o le 2-1+0 -1+0+0) (1 -1

0 2 3), “l0-2+0 0+0+9) \=2 9

(Huomaa tyyppien yhteensopivuus: (2x3-matr1151)(3 x2-matriisi) = (2x2-matrus1) )
' 2 0

¢)OlkoonA=|1 3|,B= (g _12) ja C= (jl ‘:j T#l16in suora lasku osoittaa, ettd
-1 0
0 2
(i) AB=|9 -5|,mutta BA ei ole miéritelty.
0 -1

3 =2
(ii) B2=BB= ( 6 7 ] , mutta A2 = AA ei ole madritelty.

(iii) BC # CB.

d) Sivulla 1 ollut yhtiléryhmé voidaan kirjoittaa muotoon Ax = b eli \

2x-Sy=-1  _ (2 =5\(x)_(-1
3x+7y=13 3 7 )\y) U3)

204



90

Miiritelmi 6.6 Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia. Jos mat-
riisissa on sarakkeita yhti monta kuin rivid, se on nelidmatriisi. #xn-nelidmatriisin (a,-j)
palivistdid muodostuu alkioista gy, 1 < k < n. Neliomatriisi I on yksikkomatriisi, jos sen
palavistdjan alkiot ovat ykkosid ja muut nollia.

1 00 - 0
010 -0
I=|0 0 1 --- O

_ 000 - 1)
Neliomatriisi on diagonaalinen, jos sen ainoat nollasta eroavat alkiot ovat paaldvistéjalla.

Lause 6.7 Olkoon A, B ja C mxn-matriiseja ja 4, u €R. Tall6in

(1) A+(B+C)=(A+B)+C +pon liitinndinen (assosiatiivinen)

2) A+0=A nollamatriisi on +p:n neutraalialkio
(3) A+(-A)=0 -A on +:n kédnteisalkio
4) A+B=B+A +.., on vaihdannainen (kommutatiivinen)
@ m
5) 1'A=A

(6) AuA)=(ApA
(7) A+pA=IA+ LA
(8) A(A+B)=1A+B

205



91

Lause 6.8 Olkoon A, B ja C matriiseja ja A €R. Jos matriisien tyypit ovat sellaiset, ettd
seuraavat tulot ovat olemassa, niin

(1) (AB)C=ABC) *m on liitinndinen

2) AB+C)=AB+AC +p ja *m noudattavat osittelulakeja

3) A+B)C=AC+BC

(4) A(AB)=(AA)B=A(1B)
5) IA=AI=A I on kertolaskun +, neutraalialkio (ykkdosalkio) -

Esimerkki 6.9 Olkoon A, B ja C matriiseja. Jos matriisien tyypit ovat sellaiset, ettd

seuraavat tulot ovat olemassa, niin on mahdollista ettd

(1) AB=BA Matriisien kertolasku ei ole vaihdannainen
(2) (AC=BC) vaikka (A#B) Matriisilla jakaminen (supistaminen) ei ole
luvallista
(3) (AB = O) vaikka (A#O ja B#O) Tulo voi olla nolla,' vaikka tekijdt ovat nollasta
poikkeavia.

Eriitii todistuksia (Al opettele niiti ulkoa): ’
(67) (1)' (A+ (B -+ C))y ;ag"*' (B + C),-J-=a,-j+ by+ cij= (A+B),J+c,]
=(A+B)+C)y
(6.8) (1): Olkoon A, B ja C tyyppeji mxn, nxp ja pxr olevat matriisit. Silloin matriisit
(AB)C ja A(BC) ovat tyyppid mxr.

n P '
(AB), =Y a4b, Ja (BC), = Db,  joten
k=1

s=1
P ) n
[(AB)C],_, =2 (AB),¢c, = ZI:Z aikbks}sj = Y abe; Ja
s=1 s=1 | k=1 1ss<p,1<k<n
n n p
[ABO)] =T 30), =S She, |- 3 aie,
k=1 k=1 s=1 Isksn, 1<5<p

Siis [(AB)C] = [ABC)]; V i, ja matriisit ovat samad tyyppid
= (AB)C = A(BC).

(6.8) (2): Olkoon matriisi A tyyppid mxn ja matriisit B ja C tyyppid nxp. Talloin
AB+O); =X a,(B+C), = a (b, +cy)
k=1 k=1
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(6.8) (4):

(6.9) (2):

(69 (3):

92

=Y a.b, + ) a,c; =[AB+AC]y
k=1 k=1
s : Lkun i=j
Lausutaan yksikkdmatriisi kdyttden Kroneckerin deltaa oy = 0l is i
, i#]J

m

(IA),, = Zgikakj = é‘ilalj +5izazj +'“+5imamj =a; = (A),-j

k=1

(AL); =Y. a,0, = @;0), + a0y, ++++a,0, = & = (A),
k=1
0 -1)/100 200 0 3)(100 200 0 1 0 3
= vaikka #
0 2){L 0 0 0 4)L 0 0 - 0 2 0 4
0 1)/100 200 00 - 0 1 100 200
= vaikka #0 ja 0 O
0 2L0 O 0 0 0 2 0 0
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6.2 Transponointi

Miiritelmd 6.2.1 mxn-matriisin A = (a;;) transponoitu matriisi eli transpoosi AT on nxm-
matriisi s.e. (AT),-j = aj;. (Matriisi AT saadaan siis A:sta vaihtamalla vaakarivit pystysarak-
keiksi.)

Esimerkki 6.2.2
0 5 X !
020 9 |25 X,
(5512)";01’ S| = om o x)
9 2 X,

(Huomaa, ettd vasen yldnurkka pysyy paikallaan.)

Lause 6.2.3 Jos matriisien A ja B viliset laskutoimitukset ovat méafriteltyjd ja A €IR, niin
1) @Y=A

2 @A+B=AT+B"

() (AAT=2AT

4)  (ABY=BA"

Todistus: Kohdat (1) - (3) nihdaén vélittdmasti.

) [(AB)T:I = (AB)ji = Zaﬂfb’“‘ = ki(BT ),k (AT )Iq = [BTAT ]u =

i -

Miidiritelmé 6.2.4 Neliématriisi A = (a;7) on symmetrinen, jos aj;j = aj V ij. Neliématriisi
A= (a,-j) on antisymmetrinen, jos ajj = - aji Vij.

Selvisti nelimatriisi A on symmetrinen, jos ja vain jos AT = A. Jokainen neliématriisi
voidaan esittis symmetrisen ja antisymmetrisen matriisin summana A = A" + A—, missi
A*=1(A+A") on symmetrinen ja A = -;—(A-—AT) on antisymmetrinen.
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6.3 Kiinteismatriisi

Reaalilukujen tapauksessa luvun a kd#nteisluku a-l on sellainen luku, etti a-l-a=aal =1
(missd 1 = kertolaskun neutraalialkio) Matriisin ké4nteismatriisilta vaaditaan tdsmailleen
sama ominaisuus. Asioita mutkistaa se, ettd kaikilla O:sta poikkeavilla matriiseilla ei ole

késnteismatriisia.

Misiritelmi 6.3.1 Nelidmatriisi A on séénndllinen, jos on olemassa kiisinteismatriisi A”
siten, etti ATA=AAT =1 '

Lause 6.3.2 Jos nelidmatriisi A on séinnéllinen, niin

(1) kaznteismatriisi A™ on yksikésitteinen,

(2) matriisiyhtallld Ax = b on yksikisitteinen ratkaisu x = Alp.

Todistus: (1): Olkoon X ja Y kaksi An kisnteismatriisia. Silloin Y = YI = Y(AX) =
YAX=IX=X 2):Ab=ATAx=A"Ax=Ix=x. O

11 13 -1/3
Esimerkki 6.3.3 2) Olkoon A = . Silloin Al = A =13) i
== 21 23 13

O H (8 )

+y=4 1 1)(x) (4
x*y eli matriisiyhtdldn 1= ratkaisu on
2x+y=1 -2 1)0\y 1

GG G R I-G)

b) Yhtdléryhmén {

13 1 -1 =2\741)

(x+3y+z-u-2w=1 X
¢) Ryhmén 5y—z-2u+w=0 ratkaisuon}y| 0 5 -1 -2 1 0

] 2y+2z+6w=2 z|={0 2 2 0 6 2
x—y+3z+u+2w=3 u 1 -1 3 2 3
| 2x+5z+3u==2 w) 2 0 5 3 o) \=2

_(—475 3.00 -7.00 1475 -4.50 (1Y ( 345) -
025 000 050 =125 0.50{ 0 3.5
250 -1.50 325 -6.50 2.00| 2 |=|-145

-1.00 0.50 -0.75 1.00 0.00( 3 0.5

(-0.75 050 -0.75 175 -050)\-2) \ 4.0)
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On selvid, ettd kddnteismatriisin mé4rittiminen on seuraava kiirreellisesti selvitettdvi asia.
Tassd tarvitaan determinanttia, joka midritellifin seuraavassa luvussa. Todetaan vield

muutama kisnteismatriisin ominaisuus.

Lause 6.3.4 Olkoot A ja B siinnéllisid nxn-matriiseja. Silloin my&s Al ATja AB ovat
saannollisid ja
1\t
o (A7) =A
2 olat
(Aa)'=1a

(3) (AB) =BTA"

-1 _\T
@ (a7) =(a7)

Todistus: (1) Suoraan méairitelmasta.

(2) Lauseiden 6.1.8(4) ja 6.1.7(6) perusteella
(AA)(21A™) =47 (A4)(A7)= (22)(AA™)=1 ja
(2a™)(aa)=A(2"A™)A=(a2" )J(A"A)=1

(3) Lauseen 6.1.8(1) perusteella
(AB)(B"A™)=A(BB™)A" =AIA" =AAT =1 ja
(B'A™)(AB)=B"(A"A)B=B"IB=B"B=I

(4) Lauseen 6.2.3(4) perusteella
AT(A") =(A"A) =1 ja
(A7)AT=(aa?)=1 O

Lause 6.3.5 Jos matriisi A on siénnéllinen, niin

(1) (AB=AC) = B=0)

(2) BA=CA) = B=C)

Todistus: Oletuksen mukaan on olemassa A7l siten, ettd .

(1) B=IB=(A"A)B=A"'(AB)= AT (AC)=(ATA)C=IC=C

(2) B=BI=B(AA™)= (BA)A™ =(CA)A™ =C(AA™)=CI=CO
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6.4 Determinantti

Tdssd kappaleessa mddritelldin determinantti ja osoitetaan sille ominaisuuksia, joita
tarvitaan matriisin kéintdmisessi. Kaksi- ja kolmirivisen determinantin méritys tulee

osata kisin mutta useampirivisten determinanttien médritys tehdd&n numeerisesti

tietokoneella.

Miisiritelmi 1.4.1 (Kaksirivinen determinantti, [mé4ritelmé 16ytyy taulukkokirjoista])

v [ ap . . _ % G| _
2x2-matriisin A = determinantti on det (A) = =a,,0y, —a,0a,.
a, ay y 9
. e Xta,y=h . lmo s
Tarkastellaan esimerkkind yhtéloparia . Ratkaistaan yhtéldparista
ayx+ayy=>b,

muuttuja x yhteenlaskukeinolla eliminoimalla muuttuja y
{anx +apy=b ay - { @)@ X + G105 Y = by

ayx+any=b|—a, —QpAnX —apapy = —ay;b,

_ (@85 = 1505 )% = apb; —-apb,
= det(A)-x = ayb, —ay,b,

Vilittomasti havaitaan, ettd yhtiloparilla on yksikésitteinen ratkaisu, jos kerroinmatriisin

kaksirivinen determinantti on nollasta poikkeava.

Miiiiritelmi 6.4.2 (Kolmirivinen determinantti, [m#zritelma 16ytyy taulukkokirjoista])
3x3-matriisin A = (a,.j ) determinantti on

a;, Q4 4a;
det(A)=|ay, ay, ay|=ay

a3 4; dg

Qn 4y ay Ay
—ap

Ay Az Gy Q33

(Muistisasntd: (i) kertoimet ylariviltd
(ii) kertoimen perédn kaksirivinen determinantti, joka saadaan poistamalla alkuperéisestd
determinantista kerrointa vastaava rivi ja sarake

(iii) termien merkit + — + )

Miiritelmi 6.4.3 (Nelirivinen determinantti, 4x4-matriisin A = (aij) determinantti on
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Ay Ay dy Gy Gy Ay G, Qyn 4y a; dyp 4y

=ay(ay, Q33 Gy |—Q|03 A3z Q3| T0a;303 Ay 3| ~d(d; 9y A3
A 43 Ay An Q43 Qu An 9y Gu Ay Ay 94

(Muistisdéntd: (i) kertoimet ylariviltd

' (ii) kertoimen perézn kolmirivinen determinantti, joka saadaan poistamalla alkuperdisestd

determinantista kerrointa vastaava rivi ja sarake
(iii) termien merkit + — + — )

Edelld olleet masritelmét on helppo laajentaa rekursiivisesti isommille determinanteille.
(Rekursiivisuus tarkoittaa sitd, ettd 2-rivisen determinantin méérittelyn jélkeen n-rivinen
determinantti médritelldin  (n-1)-rivisten determinanttien avulla. Talléin kaikki
determinantit palautuvat kaksiriviseen. Rekursiivinen mégritelmd on usein helposti

koodattavissa tietokonealgoritmiksi. )

Lause 6.4.4

aydet(=1. . : .

b) Neliomatriisi A on s&fnnéllinen (eli on olemassa kéénteismatriisi A™) josja vain, jos
det(A)=0

c) det(AB)=det(A)det(B)

d) Jos neliématriisi A on séfnnéllinen, niin det (A’l ) = mx)—
e

Todistus: sivuutetaan. (]

Lause 6.4.5

a) Determinantin arvo sdilyy jos rivit ja sarakkeet vaihdetaan ( siis det (AT ) =det (A) )

b) Jos determinantissa vaihdetaan kaksi rivid (tai saraketta) keskendén, muuttuu
determinantin arvo alkuperdisen vastaluvuksi.

¢) Jos determinantissa on nollarivi (tai nollasarake), niin determinantin arvo on 0.

d) Jos jokin determinantin rivi lis4té4n reaaliluvulla kerrottuna toiseen riviin, ei
determinantin arvo muutu (sama pétee sarakkeille).

e) Jos jokin determinantin rivi kerrotaan reaaliluvulla %, niin determinantin arvo tulee -
kertaiseksi.
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Todistus: Kaksi- ja kolmirivisille determinanteille ominaisuudet todetaan suoralla laskulla.
n-rivinen determinantti vaatisi tarkemman tarkastelu, mutta sivuutamme sen tassd. (]

Nelirivisen determinantin laskeminen lauseen 6.4.3 mukaisesti on joskus tyolasta.
Edellisen lauseen ominaisuudet helpottavat suuresti isojen determinanttien laskemista.

Esimerkki 6.4.6

-1 2 -4 7 0 2 0 0

0 1 0 3= |0 1 0 3» 003

0 2 0 gz—l M i e R A
3 25

3 -1 2 5 3 -1 .2 5 |

-1 —4
=2(0—0+3 ;o }:2-3(-1-2-(-4)-3):60

a) vaihdetaan 1. ja 3. rivi
b) sovelletaan nelirivisen determinantin méaaritelméa.
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6.5 Determinantin kehittiminen

Ensin kisittelemme Gaussin algoritmin, jossa determinantti ensin muutetaan
yldkolmiomuotoon. Yldkolmiomuoto on muoto, jossa paildvistdjan alla on vain nollia.

Esimerkiksi determinantit

13 -1 0
2 3] |02 7 2
lo1l’0051
00 0 -2

ovat yldkolmiomuodossa.

Lause 6.5.1 Jos nxn-matriisin A determinantti det(A) on yldkolmiomuodossa (elia; =0,
jos i> j), niin determinantin arvo on pazlavistdjalld olevien alkioiden tulo det(A) =

A Gy Gy
Todistus: Suora lasku. [

Lauseen 6.4.6 kohdan (d) mukaan determinantin arvo ei muutu, jos sen riviin lisdtdd
skalaarilla kerrottu toinen rivi. Tillaisten rivioperaatioiden avulla (ja mahdollisesti
vaihtamalla rivejd keskendin) voidaan determinantti aina muuttaa ylikolmiomuotoon.

Ennen Gaussin algoritmia esitimme muutaman esimerkin.

Esimerkki 6.5.2
1 3 =1|-1 +2

a) 1 5§ 0|«
-2 2 3 “—
1 3 -1
=0 2 1|4
0 8 5| «
1 3 -1
=0 2 1| =129 =-18
0 0 -9
2 1 0 -1{-1 -2 +1
2 1 1 3 |«
b) '
4 0 1 3 “«—
-2 1 0 5 «—

98
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2 1 0 -1
0 0 1 4 |vaihdetaan 2 1 0 -1
0 -2 1 5 nv1t23a3 0 =2 1 5 |+1
=(-1)-
0 2 0 4 (1) 0 0 1 4
0 2 0 4|«
2 1 0 -1 2 1 0 -1
0 2 1 5 0 -2 1 5
- (1) =)
0 0 1 4 (-1 0 0 1 4
0 0 1 9 |« 0 0 0 5

= (-1)2:(2)15 = 20

Olkoon A seuraavassa nxn-matriisi. Seuraavan prosessin aikana determinantin ulkoasu
muutetaan vaiheittain ylikolmiomuotoon siten, ettd determinantin arvo koko ajan sdilyy
samana. Merkitdan peridkkaisida muotoja: |A| = A(D)] = AQ) = |AG) = . =
|yldkolmiomuotol

Gaussin algoritmi:

(0) Aseta k=1, |A(1)| = |A]

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio a(k)kk

(2) Jos tuklalklo on 0 ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta
poikkeava alkio a(k),, r > k, vaihdetaan rivit » ja k keskendin ja saatu uusi
determinantti kerrotaan (-1):114.

(3) Lisatddn tukialkion rivin alapuolella oleviin riveihin tukialkion rivi sopivalla luvulla
kerrottuna siten, etts tukialkion alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi.

(4) Jos k < n-1, niin kasvatetaan k:ta yhdells ja siirrytidsn kohtaan (1) muuten kohtaan (5).

(5) det(A) = a(k),, - a(k)y, - a(K)

Huomautus: Kohdan (3) rivioperaatiot eivit onnistu, jos tukialkio on 0. Tdmén takia
tehdszn rivinvaihto kohdassa (2), jotta tukialkio olisi nollasta poikkeava. Jos tukialkio ja
liséiksi kaikki sen alla olevat alkiot ovat nollia, i kohdassa (3) tarvitse tehdd mitdén.

Seuraavaksi esittelemme ns. alideterminanttikehitelmén.

99
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Miiritelméd 6.5.3 Matriisin A alimatriisi A, saadaan poistamalla A:sta i:s rivi ja jis

sarake. Alimatriisin determinantti det(A,) on alkloon a, liittyvd minori (alideterminantti).
Lukua (-1)"*/ det(A) sanotaan alkion a, kofaktoriksi.

EsimerkkKi 6.5.4
2 -1 0 5
2 -1 5 2 -1 5
31 -1 =3
A= 4 -2 -5 4 = Ap=l4 -2 H4 = det(A,;)=|4 2 4
7 8 20 7 8 20
7 8 11 20

Seuraava lause on luonnollinen yleistys determinantin aiemmalle mééritelmélle (6.4.2 ja
6.4.3).

Lause 6.5.5 det(A)= Z(-—l)”" a, det(A,) (kehitelm4 i:nnen rivin suhteen)

k=1

det(A) = Z("l)j k a, det(A,) (kehitelm4 j:nnen sarakkeen suhteen)
' k=1

Todistus: sivuutetaan []

Determinantti kannattaa kehittd4 sen rivin tai sarakkeen suhteen, jolla on eniten nollia.

Esimerkki 6.5.6

1 3 -1
1 5 0 _ +15 0 3 1 - 1)
¥ 2 3 2 3T 2
-2 2 =3
= 1-(-15-0)-3-(-3-0)-1-(2+10)=—
2 1 0 -1
2 1 1 3 1+3 243 3+3 4+3
®) 4 01 3 =D al3lA13l+(_1) a23|A23|+(-1) a33|A33I+(—1) a43lA43|
-2 1 0 5

2 1 -1 2 1 -1
=0-|A;]-1-|4 0 3|+1{2 1 3[-0-|A,]
-2 1 5 -2 1 5

b 0 Fol ol BB Feo

= —1.{2-(-3)-1-26-1-4} +1-{2.2-1.16 =14} =20

100
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6.6 Matriisin kddntiminen

Miisiritelmi 6.6.1 nxn-matriisin A adiungaatti on nxn-matriisi adj(A) = (aij ) , misséd

a, =" det(A ﬁ) (, joka on siis alkioon a,, liittyvd kofaktori). Adjungaatti on siis

kofaktorimatriisin transpoosi.

Lause 6.6.2 Jos det(A) #0, niin A™ = adj(A)
det(A)
Todistus: sivuutetaan []
2 1 3
Esimerkki 6.6.3 Olkoon 4=|-1 4 = -2|. Silloin
0 -3 —4
2 1 3
det(A)=|-1 4 -2 ot _2—1-‘_1 25t 4\
| -3 —4 0 —4 0 -3
0 3 —4
=2.(-16-6)—1-(4-0)+3-(3-0)=-39
4 =2 -1 2| -1 4
[A11|=_3 _4=—22’ |Ap|= 0 __4=4’ lA13|=‘0 _3l=3
1Ayl 13|, A |=2 3 q A |=2’ 1|=_6
73 4 7 270 —4 ’ 270 =3
1 3 2 3 2 1
|A31|=4 =4 ]A32|=_1 _2‘=—1, |A,;| = . 4\=9
1 +}A“|| —}A21|| +{A31|‘ 22 -5 -14
1= -lA,] +HAnl —lAnllE—=| 4 -8 1
D ay] Jaul +as) L3 6 9

Ennen yhtiléryhmiin siirtymistd késittelemme Gaussin algoritmin muunnelman, jonka
avulla voidaan konstruoida matriisin k##inteismatriisi. Algoritmi kéyttdd rivioperaatioita,

joten toteamme ensin joitakin yleisid ominaisuuksia rivioperaatioille.

Olkoon A seuraavassa nxn-matriisi. Rivioperaatiot voidaan muuntaa matriisilla

(rivioperaattorilla) kertomiseksi seuraavalla tavalla:

1) kahden rivin vaihto
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Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)
€, =€5 =1
Ep’q;va,-ht(,:(e,.j),missﬁ e, =1, kuni#pjai#gq,
e,.j=0, muulloin
niin rivit p ja g vaihtavat paikkaa.
1 2 3 01 0y1 2 3) (11 12 13
Esim: E |1l 12 13|=|1 0 011 12 13|={1 2 3
21 22 23). {0 0 1){21 22 23 21 22 23

2) rivin kertominen luvulla A
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)
e, =Lkuni#p
E,. =(e,.j), missd {e;, =A, kuni=p,
e; =0, muulloin
niin rivi p tulee kerrotuksi luvulla A.
1 2 3 1 0 0yy1 2 3 1 2 3
Esim: E, | 11 12 13|={0 10 0} 11 12 13|=|110 120 130
21 22 23 0 0 1)\21 22 23 21 22 23

3) rivinp lisiiminen luvulla A kerrottuna riviin g
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)
e; =1, Vi
Ep,q;l=(e,j),misséi eqp=/1 ,
e; = 0, muulloin

niin rivi p tulee lisétyksi luvulla A kerrottuna riviin g.
1 2 3 1 0 0)Yy1 2 3 1 2 3
Esim: Eyp0| 11 12 13]=[100 1 0|11 12 13|=|111 212 313
21 22 23 0 0 1)\21 22 23 21 22 23

Kaikki edell4 esiintyneet rivioperaattorit E ovat saAnnollisié silld helpésti nihdédn ettd
-1
(Ep,q;vaihto) =E p.q.vaihto 2
o .
(EP;A) = Ep;lll Ja
(Ey) ' =

P4 Pgi=A "
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Apulause 6.6.4 Olkoon A sd&nnéllinen nxn-matriisi. Jos on olemassa nxn-matriisi B, jolle

BA =1, niin A" =B.
Todistus: AB = ABI = ABAA™ = AIA™ =1 [

Apulause 6.6.5 Olkoon A sdinnéllinen nxn-matriisi. Jos on olemassa rivioperaattorijono
E.E,,....E, , jolle on voimassa E,---E,E,A =1, niin A'=E ---EE]I

Todistus: Seuraa edellisestd apulauseesta.

" Lause 6.6.6 Olkoon A siinndllinen nxn-matriisi. Jos A voidaan muuttaa jonolla riviope-
raatioita yksikk&matriisiksi I, niin kianteismatriisi A~ saadaan tekemilld samat
rivioperaatiot yksikkdmatriisille I. |
Todistus: Seuraa edellisestd apulauseesta.

1 2 =2
Esimerkki 6.6.7 Méiritd matriisin A=|-1 0 4 | kiinteismatriisi. Tarkastellaan
-2 =8 1

yhdistettyd matriisia (AJI), tehdédén rivioperaatioita yhdistetylle matriisille, kunnes vasen
puoli on I. Yhdistetyn matriisin oikea puoli antaa silloin ki#nteismatriisin.

1 2 2|1 00 1 2 =2(1 00

AD =|-1 0 4|0 1 Of+rivil =0 2 211 1 0] «-1/2

-2 -8 1|0 01 +2-rivil {0 -4 3|2 0 1

(1 2 2|1 0 0)-2-rivi2 4|0 -1 0)+4-rivi3
={0 1 112 12 0 1

0 -4 -3;2 0 1 +4 - rivi2 1

(1 0 016 7 4

=lo 1 0|-72 -3/2 -1| =(1]A™)

0 0 1| 4 2 1

2 1/2 0| —rivi3

1 0
01
0 0 4 2 1

16 7 4
Siis A7 =| =7/2 -3/2 -1].
4 2 1

Menetelmd johtaa helposti hankaliin murtolukulaskuihin, mutta se on erittdin

suoraviivainen ja sellaisena helppo omaksua.
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Gaussin algoritmi (kfiZinteismatriisin mifrittimiseksi):

(0) Aseta k=1, B(1) =(A]D

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio b(k),,.

(2) Jos tukialkio on O ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta
poikkeava alkio b(k),,, r > k, vaihdetaan rivit » ja k kesken##n. Jos tukialkio on 0 ja sen

alapuoleltakaan ei 16ydy nollasta poikkeavaa alkiota, lopetetaan ja todetaan ettei

kadnteismatriisia ole olemassa.

(3) Jaetaan tukialkion rivi tukialkiolla. (Eli tehd&én tukialkio 1:ksi.)

(3) Lisatdén tukialkion rivi muihin riveihin sopivalla luvulla kerrottuna siten, ettd
tukialkion yld- ja alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi. ,

(4) Jos k < n, niin kasvatetaan k:ta yhdelld ja siirrytd&n kohtaan (1) muuten kohtaan (5).

(5) A™' =saadun nx2n-matriisin B(k) oikea puolikas.
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7 Lineaarinen yhtiloryhmai

7.1 Ratkaisujen olemassaolo ja yksikésitteisyys

Tissé kappaleessa yhtdloryhmalld tarkoitetaan aina lineaarista yht&léryhmas, joka

midritelldsin seuraavassa.

Miisiritelmi 7.1.1: Lineaarinen vhtilsryhmé on muotoa

4y X, +apX, +...+a,x, = b
Ay X + Xy +o+ Ay X, = by
A% + 0%, ot X, = b,

missé kertoimet a; ja b, ovat reaalilukuja kaikille 1<i<mjal<j<n.

o m =yhtdlsiden lukuméird, n = tuntemattomien lukumé&éré.

o Jono (x,%,,... ,x,)€R" on ratkaisu, jos se toteuttaa kaikki yhtdléryhmén yhtalot.
Ratkaisu on ei-triviaali, jos ainakin yksi x; #0.

e Yhtiloryhmi on homogeeninen, jos b, =b, =...=b, =0. Jos ainakin yksi b, # 0, niin

yhtiléryhma on gpihomogeeninen
« Homogeenisella yhtaloryhmalld on aina triviaaliratkaisu x, = x, =...= x, =0.
. Pystyvektorista b=(b, b, - b, )T kiiytetisn nimitystd RHS (eli Right Hand Side).

Yhtiléryhmd on siis homogeeninen, jos RHS on nollavektori.
« Jos m=n, niin yhtiléryhmé on kvadraattinen.
o Merkitsemilld A = (a,.j) , X= (xl,xz,...,x,,)T jab= (bl,bz,...bn)T voidaan yht#loryhméa

esittid matriisimuodossa

Ax=b.
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Seuraavaan taulukkoon on koottu yhtaldryhmén ratkaisujen lukumaérad koskevat tulokset.

homogeeninen ryhmé epihomogeeninen ryhmé
n<m | joko | vain triviaaliratkaisu korkeintaan yksi ratkaisu
tai 4arettomén monta ratkaisua direttdméin monta tai el
yhtdin ratkaisua
n=m | det(A)=#0 | vain triviaaliratkaisu tismilleen yksi ratkaisu

n=m | det(A)=0 | diirettomin monta ratkaisua | direttdmin monta tai ei
' yhtiiin ratkaisua

n>m gdrettdmin monta ratkaisua ddrettdméin monta tai ei

yhti#n ratkaisua

Todistamme taulukon véitteistd vain yhden.

Lause 2.1.2 Jos kvadraattisen lineaarisen yhtiléryhmén kerroinmatriisi on s@#nnéllinen, eli
det(A) # 0, niin yhtiloryhmélld on tasmélleen yksi ratkaisu, joka homogeenisen
yhtéléryhmén tapauksessa on triviaaliratkaisu.

Todistus: Tarkastellaan ensin homogeenisen yht&léryhmén tapausta. Tehd##n vastaoletus:

on olemassa ei-triviaali ratkaisu X =(x,X,,.--»%, )T , jolle Ax = 0. Kéytimme matriisin
’ * 2o 00 . T : se] oo . " LI . °
jonnestd sarakkeesta merkintdd a; = (a1 j2@ajaenns amj) . Yhtdloryhma4 voidaan nyt kirjoittaa

muotoon
x,a, +X,a,+--+x,a, =0

Olkoon k ensimmiinen indeksi, jolla x, # 0. Silloin

_ X1

n
ak+1-...—"—a"

a, =
k Xk

Jos laskemme A:n determinantin arvon, voimme siis lisatd k:nteen sarakkeeseen sarakkeen

Xrs1

x"
a,, +..+—"a, ,
& Xk

jolloin sarake £ muuttuu nollasarakkeeksi, ja det(A) = 0.
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Osoitimme edells, ettd "kun on olemassa ei-triviaali ratkaisu, niin det(A) =0". Téstd
seuraa k#dntden, ettd "kun det(A) # 0, niin on olemassa vain triviaaliratkaisu". Tdméa

osoittaa lauseen todeksi homogeenisen yhtdléryhmaén tapauksessa.
Tarkastellaan toiseksi epdhomogeenisen yhtiléryhmén tapausta. Koska det(A) = 0, matriisi

on siznnéllinen joten silld on kiznteismatriisi A™. Nyt suora lasku osoittaa, ettd x = A7b
on yksi yht#ildryhmén ratkaisu. Pit44 vield osoittaa, ettd timé on ainoa ratkaisu.

Olkoon y toinen yhtéléryhmén ratkaisu. Merkité4n z = x—y, jolloin

Az=A(x-y)=Ax—-Ay=b-b=0

Homogeenisen yhtiléryhmén ratkaisuna z = 0. Siis y = x —z =X ja X on ainoa ratkaisu. [
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7.2 Gaussin eliminointimenettely

Tarkastellaan kvadraattista lineaarista yhtaloryhmés,

auX +apX, +...+a,x, = b
Xy + ApX, +...+ay,x, = b, (72.1)
anX +a,%, +...+a,x, = b,

jonka kerroinmatriisi A on sé&nnollinen.

Apulause 7.2.1 Jos yhtléryhmén (7.2.1) kerroinmatriisi A on sd&nnéllinen ja on olemassa
jono rivioperaatioita, joilla kerroinmatriisi voidaan muuttaa yksikkomatriisiksi, niin
yhtléryhmén ratkaisu saadaan tekemilld samat rivioperaatiot RHS:1le.

Todistus: Olkoon E, ---E,E,A =1. Silloin apulauseen 6.6.5 mukaan
E,---EEb=E ---E.EI b =x O
| P . ) r

Al

Esimerkki 7.2.2 Tarkastellaan yhtdloryhméaa
x=2y+z = 17
2x+y-z = 0

3

xX+2y+z

Yhdistetdsn kerroinmatriisi ja RHS ja tehdén rivioperaatiot yhdistetylle matriisille.

1 =2 1|7 1 =2 1|7
2 1 -=1|0|=2-rivil =0 5 =3|-14|«-1/5
1 2 1 1|3) —rivil 0 4 0|4
1 =2 1 7 \+2-rivi2 1 0 -1/5]| 7/5
=0 1 -=3/5|-14/5 =0 1 -3/5|-14/5
0 4 0 -4 |—4-rivi2 0 0 12/5| 44/5 J«-5/12
(1 0 =1/5| 7/5 \+1/5-rivi3 1 0 02
=10 1 -3/5|-14/5|+3/5.-rwi3 =0 1 0]-1
0 0 1 3 0 0 13
x=2
Siis yhtdloryhmén ratkaisuon { y =-1
z=3
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Esimerkki 7.2.3 Edelld kuvatut rivioperaatiot saattavat johtaa hankaliin murtolukuihin
vaikka lopullinen vastaus olisikin yksinkertainen. Virheen mahdollisuus on silloin suuri.
Laskutoimituksia voidaan yksinkertaistaa, jos kerroinmatriisi vieddénkin vain
ylidkolmiomuotoon ja muuttujien arvot ratkaistaan sen jilkeen perikkdisiild sijoituksilla.
Tarkastellaan samaa yht4loryhmad kuin edellisessékin esimerkisséa.

1 =2 17 1 =2 1| 7 1 =2 1 7
2 1 =1{0|-2-rivil =0 5 =3(-14 =0 5 =3 |-14
1 2 1 |3) —rivil 0 4 0| -4 )—4/5rivi2 0 0 12/5(44/5)
Viimeinen muoto tarkoittaa, ettd
[
x=2y+z=7 =>x=7+2-y-z=2
4 Sy-3z=-14 =y=1/5-(-14+3-2)=-1
_1__2_Z_ﬂ =z=3
5 5
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7.3 Cramerin kaavat

Olkoon Ax = b kvadraattinen lineaarinen yhtéléryhm4, jolle det(A) = 0. Silloin A:n
kéanteismatriisi voidaan lausua adjungaatin avulla. Saamme

x=A"b &
% Ay Ay o A5
Y2l 1 Ay Ay o 4y | b
det(A)| : : : N
x, 4, 4, - 4 )5,

missd 4; = (-1)" Aifl on alkioon a;, littyvd kofaktori. Kehittdmalla seuraava

determinantti k:nnen sarakkeensa suhteen voimme laskea

ay 4t Qg b, sy 0 A
I (@ Gy o Gyuey b, Qr+y 0 Aoy
det(A) : : : :
Ay Ay 7 gy By Gy
1< "
" det(A) ,-Z;(-DJ b |A]
- _4,b, =manisitulon A
det(A) 75 e N 4y, Ap - Ay b
det(A) : : :
4y Ay - A )\G,
Cramerin kaava: Yhtéléryhmén Ax = b £:s tuntematon saadaan lausekkeesta x, = —%—,

missd D on kerroinmatriisin determinantti ja D, on determinantti, joka saadaan, kun
kerroinmatriisin k:s sarake korvataan b:114 (eli RHS:114).

Esimerkki 7.3.1 Ratkaistaan Cramerin kaavoilla yhtdl6ryhma
x+x, —x =1
2x, +x,=4
x, +5x;, =0
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=2-rivil

1

det(A)=|2 0

D=

5 |—rivil -1 0 6

1

1 (=2-rivil =|0

D, =2 4

D;=12 0 4|=2-rivil =|0
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7.4 Homogenisen yhtiloryhmiin ratkaiseminen
Tarkastellaan yksinkertaista esimerkkié lineaarisesta homogeenisesta yhtlryhmasta.

Esimerkki 7.4.1: Etsi ei-triviaalit ratkaisut yhtdléryhmalle

2x—y-z=0

X=y+z=0

x+y-5z=0
Koska kerroinmatriisin determinantti on 0, ei Cramerin kaavaa voi kiyttas. Toisaalta
samasta Syystd tieddmme, ettd yht#l6ryhmalld on d4rettdméin monta ratkaisua (taulukko s.
107). Ratkaisemme yht&l6ryhmén Gaussin eliminointimenetelmalla. T#ll4 kertaa pidimme
yhtalst yhtélsing, mutta menettely muuten on sama kuin sivuilla 108-109.

[2x—y-2z=0
x—y+z=0 vaihdetaan aluksi 1. ja 2. yhtils
x+y-5z=0
j x-y+z=0 -2 -1
S<2x-y—-z=0 «
(x+y=-5z=0 “«—
jx-y+z=0
<13 y=3z=0

| 2y—6z=0 3.yhtild onsamakuin 2., joten se poistetaan

x 2a
x=y+z=0 X—-y=-z x=2z
= = = <l yl=|3al,ae R
y=3z=0 y=3z y=3z
a

Yht#l6ryhmén ratkaisun loppuvaiheet olisi myds voinut tehdi seuraavilla tavoilla

x b
o FTYTEEY YT T x/©y=3b/2,be]R
y-3z=0 y=3z=0 z=x/2
b/2
tai
x) (2¢/3

—y+z=0 [x+z= =2y/3
@xyz@xzy@x y/©y=c,ceR
y=3z=0 —3z=-y z=y/3
z c/3

Kaikki kolme ratkaisua merkitsevit samaa.
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Seuraava ratkaisutapa ei ole tdysin "idioottivarma", silld se voi johtaa hankaliin
erikoistapauksiin. Useimmiten se kuitenkin toimii hyvin.
Nopea ratkaisutapa homogeenisen ryhmin ei-triviaalin ratkaisun 16ytimiseksi
* anna yhdelle muuttujalle arvoksi a (esim z = @)
* siirrd dsken valittua muuttujaa siséltdvit termit RHS:iin
* poista yksi yhtdloistd (héiVittéméittéi yhtdén muuttujaa)
* ratkaise syntynyt ei-homogeeninen ryhmé (esim Cramerin menetelmaélld)

Esimerkki 7.4.2: Ratkaistaan uudelleen edellisen esimerkin yhtédléryhma
2x—-y-z=0
x—-y+z=0
x+y=5z=0
Merkitiin z = a, poistetaan ylin yhtilo ja siirretddn a:ta sisdltdvit termit oikealle.
X—y=-a
=
{x +y=35a
Syntynyt yhtéldpari on helppo ratkaista milld tahansa keinolla, mutta mallin vuoksi

ratkaisemme sen Cramerin kaavoilla.

1 -1 -a -1 1 -
D= =2 p,=|"% Tl=4a D,=|  “|=6a
1 S5a 1 1 Sa
Siis .
' D, 4a D, 6a
x=—-—=—=2a, =—=—=34, Z=4a
D 2 D 2
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8 Vektoriavaruudet

Tassd kappaleessa esittelemme vektoriavaruuden késitteen ja sithen liittyvid
merkintitapoja. Aihetta kisitelldsn huomattavan kevyesti verrattuna siihen tapaan, jolla
useat alan oppikirjat asian esittavit. Useimmat oppikirjat on tarkoitettu tekniikan
opiskelijoille tai johonkin erityiskysymykseen (esim. lineaariseen regressioon) perehtyville.
Talousmatematiikan perusteisiin riittdd huomattavasti suppeampi paketti.

8.1 Euklidinen vektoriavaruus E” (eli R")

Euklidinen vektori on jérjestetty lukujono. Vektoreille kdytetéisn tilanteesta riippuen joko
: 7\

x
vaakavektorinotaatiota # = (x, y) tai pystyvektorinotaatiota u =L J Valitsemme nyt

Yy
niistd merkintatavoista pystyvektorimerkinnén mutta tekstin sujuvuuden takia

merkitsemme sitd usein transpoosin avulla u =(x, y)T .

X
3 ’ s
X)X, € ]R}, E’ =4| x, || %,%,,% € R, Jjne.

X3

Sovimme, etti - E*= {[xl)
X2

Yleisesti E" ={(x1,x2,...,x")T] X5 Xgseees Xy € ]R} on n-ulotteinen Fuklidinen

. T . . .
vektoriavaruus. Jos x = (x,%,,.. .,%,) ,niin luku x, on vektorin X ks komponentti.

Esimerkki 8.1.1: Olkoon tutkittavanamme toimiala, jolla toimii 100 yritysti.
Luokittelemme yritykset taloudellisen tilansa perusteella kolmeen luokkaan "heikot"
(20kpl), "kohtalaiset" (50 kpl) ja "hyvat" (3 0Okpl). Lukumésrista saamme jakaumavektorin
q=(20, 50,30)T . Toisaalta tiedimme, ettd huonot yritykset tuottavat keskimarin 1 mmk

vuodessa, kohtalaiset yritykset tuottavat keskimérin 2 mmk vuodessa ja hyvit yritykset
tuottavat keskimééirin 5 mmk vuodessa. Niistd keskimasriisistd tuottoluvuista saadaan
tuottovektori r = (l, 2, 5)T . Nyt koko toimialan vuotuisen tuoton voidaan odottaa olevan
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20 _
R=rTq=(1,2,5) 50|=1-20+2-50+5-30=270 (mmk vuodessa)
30 ‘

Esimerkki 8.1.2: Jatketaan edellisen esimerkin tarkastelua. Olkoon yritysten
jakaumavektori tdlld hetkelld q = (20, 50, 30)T . Yritykset voivat vuoden kuluessa muuttaa

tilaansa seuraavin todenndk6isyyksin

tila vuoden kuluttua tila nyt todenndkdisyys
huono (1) huono (1) py =0.7
kohtalainen (2) huono (1) Py =0.2
hyvi (3) huono (1) Py =0.1
huono (1) kohtalainen (2) P =0.3
kohtalainen (2) kohtalainen (2) Py =0.5
hyvé (3) kohtalainen (2) Py =0.2
huono (1) hyvi (3) P =0.2
kohtalainen (2) hyvi (3) Py =0.2
hyvé (3) hyvi (3) Py =0.6

Olkoon Q = ( 0,0,,0, )T yritysten jakaumavektori vuoden kuluttua. Silloin voimme

arvioida, ettd Q) = p,q, + P;,q; + P393 Oy = Pudy + P9 + Pqs j2
O; = p31q, + P39, + P33q5- Mutta tim&han merkitsee sitd, ettd

o Pn P || 4
O, |=| Pu Py || 92 eli Q=Pq,
0, P3 V2 WAE

missd P on siirtymétodennékoisyysmatriisi. Kahden vuoden kuluttua jakauman odotusarvo
on PQ = PPq = P*q. Jos siirtymitodennikéisyydet pysyvit lihivuosina vakioina, voimme
numeerisesti arvioida tulevien vuosien jakaumia. (Seuraava taulukko on laskettu MathCad-
ohjelmalla.) ‘
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vuosin P'q= jakauma

11 Pq = (35.000 35.000 30.000)T
2 P’q = (41.000 30.500 28.500)T
3 Pq= (43.550 29.150 27.300)T
4 P'q = (44.690 28.745 26.565)T
5 P’q = (45220 28.624 26.157)T

Kun siirtymétodennékdisyydet pysyvéit muuttumattomina, 1dhestyy jakauma
tasapainojakaumaa, joka ei endd muutu. Tasapainojakaumalle pétee siis

0.7q, +0.3¢g, +0.2q; = ¢, -0.3¢,+0.3g,+0.2q, =0
Pq=q <{0.2¢ +0.5g,+0.2g;, =g, <3 0.29,-0.5g,+0.2g, =0
0.1, +0.2g, +0.6¢, = ¢, 0.1g, +0.2g, —0.4g, =0

Ratkaistaan homogeeninen yhtdloryhma kuten esimerkissd 7.4.2. Merkitd4n ¢, = a,

poistetaan ylin yhtld ja siirretdin a:ta siséltdvét termit oikealle. Saamme
0.2¢,-0.5g, =-0.2a
0.1, +0.2g, =0.4a

siis

0.2 -0.5 0.09. D -0.2a -0.5 016 - 0.2 -0.2a ol
o1 027 M T 040 02700 2T 01 0.4 O
Siis o < Do _ 0160 _16a _D, _010a_10a . __9a
=T 00 9 BT DT 9 % '
Koska yrityksid on kaikkiaan 100 kappaletta pitii olla
q, +4, +4q; =100
1._6.£+}0_a.+.9_£=100
9 9 9
& 35a =900
_ 900 _ 180
35 7
(ql _16a _16-180 ___16-20z45.71
9 9.7
:Mh=10a___10.180:10-20z2&57
9 9.7 7
180
Lq3 =a=—-7—z 25.71
115
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Kahden vektorin a,b € E” vilinen pistetulo (skalaaritulo, sisatulo) on luku (skalaari)
bl

T bZ
a'b=(a,a,...,a,)| . |=ab+ab +-+ab,

b

n

Vektorin a € E” normi on

a]=VaTa =ya +a," +4a,’

(Kun vertaa méasritelmi koulukurssissa opetettuun huomaa, ettd nyt annettu méritelmé on

yleistys, joka yhtyy entiseen, kun n =2 jan=3.)

Sanomme (kanoonisiksi) kantavektoreiksi vektoreita

1 0 0

0 1 0
e =|.l, &=|.| ., €=

0 0 1

On selvid, ettd jokainen vektori a =(a,a,,...,q, )T voidaan kirjoittaa komponenttiensa ja

kantavektoreiden avulla muotoon

a=ae +a,e,+--+a,e,.
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8.2 Lineaarinen kuvaus

Merkintéjen yksinkertaistamiseksi tarkastelemme nyt kolmiulotteista vektoriavaruutta IE*.
Tulokset on helppo yleistdd n-ulotteiseen vektoriavaruuteen. Annamme kaksi médritelméas
kuvauksen f: E’ — E’ lineaarisuudelle. Ensimméinen mésritelma on "virallinen” ja

toinen on havainnollinen.

Miiiritelmi 8.2.1: Kuvaus f: E’ — E’ on lineaarinen, jos
(1) f(a+b) = f(a)+ f(b), Va,b € E* (eli summan kuva on kuvien summa)
(2) f(Aa)=Af(a), Vae E’,1e R (kerrotun kuva saadaan kertomalla kuva)

Miiritelmi 8.2.2: Kuvaus f: E’ — E’, y = f(x) on lineaarinen, jos se mérittelee y:n
komponentit lineaarisina lausekkeina x:n komponenteista. Toisin sanoen, jos
[ 7 = ayx +ayx, +asx,
Yy = Ay X+ AyXy +Ay3Xs

V3 = 03X T 05X, +A5X;
Jalkimmaisestd madritelmistd seuraa, etti lineaarista kuvausta vastaa matriisi A siten, etti
f (x)=Ax

Toteamme, ettd médritelmat 8.2.1 ja 8.2.2 ovat yhtépitavét.
(8.2.1 = 8.2.2): Olkoon f: E* — E’ lineaarinen mééritelmén 8.2.1 mielessijay = f(x).

Merkité4n kantavektoreiden kuvia seuraavasti
fle)= (5113‘92:"531 )T
Silloin
y=f(x)=f(xe +x,¢, +x5e;) =x,f(e,)+x,/(e;)+x;/(e;)
én & i3
=X &y [T Xy & | T X5 &
&3 =7 €33
Siis
N EnXy T EpXy t E3%;
Vo |F| e T Ep¥y T EnX;
Vs &3 X T EppXy T E33%;
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jafon lineaarinen my$s méfritelman 8.2.2 mielessi. Samalla osoitimme, ettid kuvauksen f
matriisi muodostuu sarakkeista f(e,), f(e,) ja f(e;).

(8.2.1 <= 8.2.2): Seuraa matriisitulon ominaisuuksista. [

Seuraavassa samaistetaan lineaarikuvaus matriisiinsa.
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8.3 Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Jos x # 0 ja on totta, ettd Ax = X, niin sanomme, ettd reaaliluku A on A:n ominaisarvo
(eigenvalue) ja vektori x on A:n ominaisvektori (eigenvector). Esimerkissé 8.1.2 (sivulla
116) mésritimme siirtymétodennékdisyysmatriisin ominaisarvoa 1 vastaavan

ominaisvektorin.

Olkoon vektori x matriisin A ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Silloin
Ax = Ax |
< (A- ﬂ)x =0
(a, = A)x +a,x, +++a,x,=0
ayx, +(ay —A)x, +--+a,,x, =0

anlxl + an2x2 et (ann - /l)xn = O
Nollavektorista poikkeava ominaisvektori on siis olemassa jos ja vain, jos vastaavalla
homogeenisella yht4loryhmalld on ei-triviaali ratkaisu eli jos ja vain, jos kerroinmatriisin
determinantti on nolla, det(A-AI)=0

Matriisin ominaisvektorien mééritys tehd4#n siten, ettd ensin ratkaistaan ominaisarvot
karakteristisesta yhtélostd det (A - 411) =0 (, joka on n:nnen asteen yhtild) ja sitten

jokaista saatua ominaisarvoa kohden ratkaistaan vastaava homogeeninen yht#loryhma.

2 2

Esimerkki 8.3.1: Ratkaise matriisin (2 ) ominaisvektorit ja ominaisarvot.

Ratkaistaan ensin ominaisarvot karakteristisesta yhtdlosti

det(A—A1)=0
-2 2 l=0
2 -1-2
& @=A)(-1-2)-2-2=0
SA-1-6=0
©z=1i‘/l—:;m7=1§5 ©A=3 tai 1=-2

Seuraavaksi lasketaan ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.
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Kun A =3, niin

G 2a)-)

2x, +2x, =3x, - +2x,=0
= . = & x; =2x,
2x, =x, =3x, 2%, —4x, =0
.. %t 2
Siis x= =q ,ae R.
X, 1
Kun A = -2, niin
2 -1){x, X,
2x, +2x, ==2x 4x,+2x, =0
= & x, =-2X,
2x, —x, ==2x, 2x,+x, =0

o (R)1) e
S CY R
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Vaasan yliopiston julkaisuja, Opetusmonisteita 1

9 LINEAARIALGEBRAN SOVELLUKSIA

Téssd kappaleessa esitellddn sovelluksia. Ainakin osa sovelluksista on luennoilla syy-
td kdyda ldpi niin varhain kuin se on mahdollista. Tédssd opetusmonisteen kehitys-

versiossa ne on kuitenkin koottu samaan kappaleeseen.

9.1 Panos-tuotos -analyysi

Panos-tuotos-analyysi kehitettiin alunperin kansantaloutta silmélld pitden. Silloin py-
rittiin ennustamaan USA:n kansantalouden kehitystid. Ennusteet perustuivat edeltidvini
vuosina USA:n kansantalouden rakenteesta kerittyihin tietoihin. Kévi ilmeiseksi, et-
td vaikka kansantalouden tila muuttuisi nopeastikin, niin erdit sen rakennetta kuvaa-
vat lukusuhteet muuttuvat silti hitaasti. Tdmé antaa hyvin pohjan ennusteiden tekemi-
selle. Alkuperidisen kansantaloutta kuvaavan sovelluksen kehitti aikanaan amerikkalai-
nen Wassily W. Leontief (1905-1999). (http://en.wikipedia.org/wiki/Input-
output_model)

Kansantalouden rakenne

Panos-tuotos-menetelmi jakaa talouden toimialoihin ja tarkastelee sitd, miten eri toi-
mialojen tuotokset ovat panoksia toisille toimialoille. Allaoleva panos-tuotos-matriisi
(input-output-matrix) esittdd taloutta joka on jaettu kolmeen toimialaan T1, T2 ja T3.
Toimialaa T1 vastaava rivi kertoo, ettd toimialan T1 tuotoksesta 240 yksikkoéd on vi-
lituotteita, jotka kédytetddn panoksena jatkotuotantoon. 180 yksikkod T1:n tuotoksesta
myydédn toimialan T2 yrityksille, jotka kidyttdavit sen panoksena omaan tuotantoon-
sa. 144 yksikkod T1:n tuotoksesta myydédédn toimialan T3 yrityksille ja 36 yksikkoa
toimialan T1 tuotoksesta piityy lopputuotteena kuluttajille. Siten toimialan T1 koko-
naistuotos on 240+ 180+ 144 4 36 = 600. Toimialan T2 kokonaistuotos on vastaavasti
360 ja toimialan T3 kokonaistuotos on 480.
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kaytto/toimiala | loppu-
Tl T2 T3 | tuotteet
Tuotanto T1 | 240 180 144 | 36
toimiala T2 | 120 36 48 | 156
T3 120 72 48 | 240
perus- pl | 120 36 240
panokset p2 | 60 18 96

Sarakkeista voimme lukea, mistéd kukin toimiala hankkii panoksensa. Peruspanokset si-
séltivit tyon, luonnonvarat ja tarkasteltavan talouden ulkopuolelta tulevat panokset.

Seuraavassa taulukossa jitamme lopputuotteet pois ja jaamme jokaisen sarakkeen luvut
saraketta vastaavan toimialan kokonaistuotannolla. Saamme kerroin-matriisin (input-
output coefficients) josta niemme, mitd panoksia eri toimialat tarvitsevat valmistaes-
saan yhden tuotosyksikon. Kerroin-matriisin yldosa (3 x 3) kuvaa eri toimialojen keski-
néisid riippuvuuksia. Muodostamme tdstd talukon yldosasta matriisin A, jota sanomme
“toimialojen panos-tuotos -matriisiksi” tai teknologia-matriisiksi ! (technology mat-
rix). Taulukon alaosasta saamme “tuotannontekijoiden panos-tuotos -matriisin” B, jo-
ka kertoo mitd tuotannontekijoitd tarvitaan kunkin tuotoksen tekemiseen.

Tl T2 T3 TI T2 T3
T1 | 240/600 180/360 144/480 TI |04 05 03
T2 | 120/600 36/360  48/480 T2 /02 0.1 0.1
T3 | 120/600 72/360  48/480 T3|02 02 0.1
pl | 120/600 36/360 240/430 pl |02 0.1 05
p2 | 60/600  18/360  96/480 p2 | 0.1 005 02
0.4 05 0.3 02 01 05
A= 02 01 01 |, B:(O1 0.05 02)
02 02 0.1 U

Merkitiddn toimialojen kokonaistuotoksia muuttujilla x1, x3, ja x3. Ja otetaan kerroin-
matriisien A ja B liséksi kdyttoon kokonaistuotos-vektori X ja kysyntidvektori d, jotka
saavat nyt arvot

X1 600 36
= x | =360 |, d=| 156
X 480 240

ITeknologia-matriisi (Technology matrix) on niin iskevi sana, etti se on luultavasti keksitty ja otettu
kayttoon useita kertoja hieman toisistaan poikkeavissa tarkoituksissa. Kannattaa siis olla tarkka, kun
siteeraa eri teksteji.
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Kun toimiala T1 tyydyttdd kaiken tuotteisiinsa kohdistuvan kysynnén, niin

T1:n kokonaistuotos = T1:n tarvitsema panos + T2:n tarvitsema panos + T3:n tarvitse-
ma panos + T1:n lopputuotteiden kysynté. Vastaavat yhtdlot saadaan toimialojen T2 ja
T3 kokonaistuotannolle. Siis

x1 = 04x; + 05x, + 03x3 + 36
x = 02x; 4+ 0.1lx, + 0.1x3 + 156 = X=AX+d.
x3 = 02x; + 02x + O0.lx3 + 240

Saadusta matriisiyhtidlostd saadaan yhteys kokonaistuotannon ja kysynnén vilille seu-

raavasti
¥ = A¥+d
& IR — AR d
s (I-Ax = d

Matriisi (I —A) on Leontief’n matriisi. Jos Leontief’n matriisi on sd@nnéllinen, niin
kokonaistuotanto saadaan kaavasta

x=1I—-A)"'d

Panos-tuotos -analyysin ydin-ajatus tiivistyy seuraavaan

o Kysyntd d voi muuttua nopeasti ja kokonaistuotanto X muuttuu vastaavasti.

e Teknologiamatriisi A ja vastaava Leontief’n matriisi (I —A) muuttuvat hitaasti,
joten ne voidaan estimoida edellisen kauden tiedoista.

e Kun tiedossa on perusteltu ennuste kysynnisti d ja hyvé estimaatti Leontief’n
matriisille ( —A), niin saamme hyvin ennusteen tuotannolle .

Esimerkki 1. Kappaleen alussa esitetyn talouden lopputuotteiden kysyntéd oli Jo =
(36 156 240)7, Kokonaistuotanto oli Xy = (600 360 480)7 jaresurssitarve-vektori
oli

7o = BX

_ (0.2 0.1 0.5> 2(6)8 _(396)
0.1 0.05 0.2 450 174
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Jos loppukysyntd muuttuu siten, ettd uusi kysyntévektori on dy = (77 154 231),niin
muuttuneet kokonaistuotanto- ja resurssitarve-vektorit ovat

o= (I-A)7'4
-1

06 —-05 -03 77
= -02 09 -0.1 154
-0.2 -0.2 09 231
1 0.79 0.51 0.32 77 692.5
= 0308 0.20 0.48 0.12 154 | = 380
: 0.22 0.22 0.44 231 495
) ( 02 0.1 05 ) v ( 424 )
1 — prmm— .
0.1 0.05 0.2 495 187.25
Lopputuotteiden kysynnidn muutos
77 36 41
Ad=dy—dy=| 154 | —| 156 | =| -2
231 240 -9

saa aikaan kokonaistuotannossa ja resurssitarpeessa muutokset

692.5 600 92.5
AX =X — Xy = 380 —1 360 | = 20
495 480 15

nig 424\ _ (396 _( 28
F=n=r=1 18725 174 ) — \ 13.25

Toimialan T1 kysyntéd kasvoi, mutta toimialojen T2 ja T3 kysynnit pienenivit. Silti
kaikkien toimialojen kokonaistuotannot kasvoivat, koska toimiala T1 "veti kahta muu-
ta toimialaa perdssddn kasvuun”. Myos kummankin peruspanoksen kulutukset kasvoi-
vat.

Esimerkki 2. Jatkamme edelleen edeltivin talouden analyysid. Haluamme tietdd min-

ké verran lopputuotteet kuluttavat peruspanoksia.
( " ) =7 = B¥=B(I-A)"'d
rn

0.432 0.386 0.409 d

B (0.935 0.844 0.961> d
d;
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N ri = 0.935d; + 0.844d, + 0.961d;
rp = 0432d; + 0.386dy + 0.409d;

Kertoimista niemme suoraan, ettd yksi T1:n tuotos tarvitsee 0.935 yksikkod perruspa-
nos pl:téd ja 0.432 yksikkod peruspanos p2:ta. (Ndmaé ovat isompia lukuja kuin matriisin
B perusteella osaisi odottaa!)

Omakustannusarvo

1950-luvun puolivilistd alkaen on panos-tuotos -mallia sovellettu yksittdisen yrityksen
taloussuunnittelussa. Seuraavassa kuvataan juuri téllaista mikrotaloudellista sovellusta.
Mallityyppi, jota kisitelldén, on ns. Leontiefin avoin staattinen malli.

Mallin kohteena on yritys, joka jaetaan edelleen pienempiin alayksikdihin, joita kutsu-
taan seuraavassa osastoiksi. Se miten jako osastoihin suoritetaan, riippuu kulloisestakin
yrityksestd. Seuraavassa oletamme osastojaon perustuvan siihen, ettid jokainen osasto
tuottaa sille ominaista suoritetta. Suorite voi olla yrityksen myyntiohjelmaan kuuluva
tuote, prosessissa edelleen jalostettava puolivalmiste tai prosessin ylldpitimiseen tarvit-
tava energia tms. Kunkin osaston tuottama suorite voidaan kiyttdd kahdella eri tavalla:

e Se voidaan myydi yrityksen ulkopuolelle.

e Se voidaan kiyttdd muilla osastoilla tuotannontekijinid

Esimerkki 3. Tarkastellaan seuraavassa esimerkkiyritystd, jossa on nelji osastoa Osl,
0Os2, Os3 ja Os4, joista kukin tuottaa tiettyd suoritetta. Edellisen kauden tuotannosta ja
sen jakautumisesta sekd kéytetyistd tuotannontekijoistd on kdytettdvissd seuraavan tau-
lukon tiedot.

Taulukon neljd ylintd rivid kertovat miten neljdn osaston tuotantoa on kiytetty oman ja
toisten osastojen panoksina. Kuusi alinta rivid kertovat mitd muita tuotannontekijoité

osastot ovat kiyttineet panoksina.
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Osl Os2 0Os3 Os4 | myynti yhteensd

Osl | 250 100 170 80 1400 2000

Os2 | 1200 700 100 2600 400 5000

0Os3 7 1 3 2 12 25

Os4 20 35 15 30 400 500

raaka-aine 1  ttl 200 0 80 120 400
raaka-aine 2 tt2 | 1400 800 2300 500 5000
raaka-aine 3 tt3 400 100 0 0 500
energia tt4 50 30 80 40 200
tyovoima 1 tt5 | 2700 900 100 2300 6000
tyovoima 2 tt6 50 80 40 130 300

Laskemme ensin teknologia-matriisin A ja panos-matriisin B.

250/2000 100/5000 170/25  80/500

A _ | 1200/2000 700/5000 100/25 2600/500
- 7/2000  1/5000  3/25  2/500
20/2000 35/5000 15/25  30/500
0.1250 0.0200 6.8000 0.1600
[ 0.6000 0.1400 4.0000 5.2000
~ | 0.0035 0.0002 0.1200 0.0040 |°
0.0100 0.0070 0.6000 0.0600
200/2000  0/5000  80/25 120/500
1400/2000 800/5000 2300/25  500/500
W B — 400/2000 100/5000  0/25  0/500

50/2000 30/5000  80/25  40/500
2700/2000 900/5000 100/25 2300/500
50/2000 80/5000  40/25  130/500

0.1000 0.0000 3.2000 0.2400
0.7000 0.1600 92.0000 1.0000
0.2000 0.0200 0.0000 0.0000
0.0250 0.0060 3.2000 0.0800
1.3500 0.1800 4.0000 4.6000
0.0250 0.0160 1.6000 0.2600

Jos nyt kysyntd (myynti) d muuttuu, niin ndiden matriisien avulla voimme nyt laskea
vastaavasti muuttuneen kokonais-tuotos -vektorin ¥ = (I — A)~'d ja muuttuneen tuo-
tannontekijoiden tarve -vektorin 7 = B(I — A)~'d.

Yritys hinnoittelee eri osastojen tuotteet seuraavasti (indeksointi seuraa osastojen nu-
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merointia)
l=(p1 p2 p3 ps)l =(100.00 10.00 2000.00 150.00).

Tuotannontekijoiden yksikkohinnat ovat (indeksointi vastaa tuotannontekijéiden nu-

merointia)
'=(c1 ¢ 3 ¢4 s cg)T =(70.00 10.00 50.00 8.00 15.00 25.00)7.

Yrityksen kate saadaan selville, kun lasketaan tuotteiden euroméériiset myyntituotot

ja tuotannontekijéiden ostot

myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensd
tuotel Osl 1400 100 140000
tuote2 0s2 400 10 4000
tuote3 0s3 12 2000 24 000
tuote4 Os4 400 150 60000 | 228000
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1  ttl 400 70 28 000
raaka-aine 2 tt2 5000 10 50000
raaka-aine 3 tt3 500 50 25000
energia tt4 200 8 1600
tyovoima 1 tt5 6000 15 90000
tybvoima2  tt6 300 25 7500 | 202100

Yrityksen myyntikate on

228000 — 202100

278000 -100% = 11.35%

Seuraavana vuonna kysynnin rakenne muuttuu siten, ettd tuotteen 1 kysynti pienenee

ja tuotteen 4 kysynti kasvaa niin, ettd uusi kysynti-vektori on
dyusi = (500 400 12 1300)7.
Tuotannontekijoiden tarve -vektori on uudessa tilanteessa

Fuusi = B(I —A) " 'dusi = (5782 6666 4712 304.8 10635 634.1)7.

Uusi katelaskelma on
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myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensd
tuotel Osl 500 100 50000
tuote2 0s2 400 10 4000
tuote3 0s3 12 2000 24 000
tuote4 Os4 1300 150 195000 | 273000
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1  ttl 578.2 70 40476
raaka-aine 2 tt2 6666.2 10 66 662
raaka-aine 3 tt3 471.2 50 23561
energia tt4 304.8 8 2438
tyovoima 1 tt5 10635.0 15 159526
tybvoima2  tt6 634.1 25 15853 | 308516

Kysynnin rakenteen muuttuminen pilasi kannattavuuden. Tami johtui tietenkin siitd,
ettd tuotteet oli hinnoiteltu huonosti. Tuotetta 1 myytiin ylihintaan ja tuotetta 4 myytiin
alihintaan. Kun ylihintaisen myynnin osuus pieneni ja alihintaisen myynnin osuus kas-

vol, niin kate romahti.

Seuraavaksi laskemme tuotteille omakustannusarvot. Periaate on seuraava.

Tuotto =R = ﬁTJ
Kustannus =C = & 7= B(I—A)~"'d

Jos nyt asetamme

P =BI-A)",

niin riippumatta kysynnén rakenteesta tuotto riittdd kustannusten peittimiseen. Oma-

kustannus -arvot edellisen yrityksen tapauksessa ovat
pl=c"BI—-A)"'=(69.35 10.32 2153.50 187.59).

Omakustannushintoihin vield lisdtddn haluttun kateprosentin (esim. 15%) suuruinen

korotus, jolloin hinnoiksi tulee

pl = 1.15-¢'BI—-A)"'=(79.75 11.87 2476.48 215.73)
~ (80.00 11.85 2475.00 216.00).

Nidilld hinnoilla edelliset kaksi katelaskelmaa menevit seuraaviin muotoihin
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myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensd
tuotel Osl 1400 80.00 112000
tuote2 0Os2 400 11.85 4740
tuote3 0s3 12 2475.00 29700
tuote4 Os4 400 216.00 86400 | 232840
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1  ttl 400 70 28 000
raaka-aine 2 tt2 5000 10 50000
raaka-aine 3 tt3 500 50 25000
energia tt4 200 8 1600
tyovoima 1 tt5 6000 15 90 000
tybvoima2  tt6 300 25 7500 | 202100

myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensd

tuotel Osl 500 80.00 40000

tuote2 Os2 400 11.85 4740

tuote3 0s3 12 2475.00 29700

tuote4 Os4 1300 216.00 280800 | 355240
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi

raaka-aine 1 ttl 578.2 70 40476

raaka-aine 2 tt2 6666.2 10 66 662

raaka-aine 3  tt3 471.2 50 23561

energia tt4 304.8 8 2438

tybvoima 1 tt5 10635.0 15 159526

tyovoima2  tt6 634.1 25 15853 | 308516

Nyt kate on halutun suuruinen riippumatta kysynnin rakenteesta. Tdméa on tietenkin
vasta ldhtokohta laajemmalle analyysille, jossa huomioidaan myds markkinoiden ky-
syntdpuoli. Seuraavassa muutama helppo periaate:

e Tuotetta ei kannata valmistaa, jos se pitdd myydi alle omakustannusarvon.

e Jos voitonmaksimointi -tarkastelu johtaa oleellisesti omakustannusarvoa korke-
ampaan hintaan, niin tuote on ’lypsylehmi” ja sitd tulee lypsia.

e Lypsylehmit houkuttelevit alalle uusia toimijoita, jolloin kilpailu kiristyy.

e Kilpailun kiristyessd tulee huolehtia kustannusten minimoinnista ja hinnoittelun
tarkkuudesta.

e Uuden tuotteen tapauksessa tuotetta voidaan myydi alle omakustannusarvon, jos
silld tavoin saadaan vallattua markkinoita, ja jos uskotaan, ettd tulevaisuudessa
tuote voidaan hinnoitella kallimmaksi tai tuotantokustannukset saadaan painettua
alemmiksi niin, ettd tuotteesta tulee lypsylehma.
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e Hinnoittelu on kédytdnndssd dynaaminen prosessi, jossa ratkaisevinta ei ole ti-
minhetkinen kate, vaan tuotannosta nyt ja tulevaisuudessa saatava nettotulovirta.
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