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Kaanteismatriisi

2 -1 3 Cramerin kaavat
Matriisi = A= 7 4 -6
5 -2 0
Alimatriisi = A= ( ; _06 )
. 7 —6
Minori = det(Alz):‘ 5 0 ‘:30
Kofaktori = (—1)'"2det(A;2) = —30
<O <Fr <= <=» = VA0



Adjungaatti 2

Maaritelma n x n nelic-matriisin A adjungaatti, Adj(A), on Azt

matriisin A kofaktorikaavion transpoosi.

Helppo tapa tehda adjungaatti yksinkertaisin askelin, on
ensin laskea kaikki minorit. Jos m;; = Det(A;;) on matriisin A
paikkaan 7, liittyva minori, niin

+mi1 —mo1 +ms3y
—mi2 +mpy —m3

Adj(A) = +miz —mp3 +ms3



Esimerkki 1: Laske adjungaatti matriisille

Lasketaan ensin minorit

N~ g o~
N~ g g~

|
B

Aiheet
Nimityksia
Adjungaatti
Kaanteismatriisi

Cramerin kaavat



-1
4

+(-12)
—(30)
+(—34)

~12 -6
~30 -15 33
—34 -1

Aiheet
Nimityksia
Adjungaatti
Kaanteismatriisi

Cramerin kaavat

+(-6)

+(~15) —(-33)

+(15)

—6

DA
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Lasketaan seuraavaksi matriisin A ja sen adjungaatin Adj(A)

matriisitulo.

a1l a2 a3 +my; —moy
B=A-Adj(A)=| ax ax ax —mi2  +mp
a3l a3 ass +mi3 —mo3
a1 a2 a3
bii = aixmi—aiomip+a;zmz=| ax ax» a3
d31 432 4a33

ail a2

bio = —aijimoi+aipme —azm3z =| a1 an

d31 432
a1 a2 a3
biz = aiimz1—aipmzx+aizmz=| ax ax ax
a1 a2 a3

ai3
ai3
ass

+m31
—ms32
+m33

Kaanteismatriisi

= Det(A)

=0

=0
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a1l d12 a3 +mi1 —m21 +m3;
B = AAd] (A) = a1 ax» a —mi> +moy —mgp |Kadnteismatiisi
a3l a3 ass +myi3 —me3 +ms3

d21 422 4a23
br1 = apimii—apmiptaxmz=| ax ax ax |=0
d31 432 433
ail are as
by = —acima1+axpmap—apm=|ax ax ax3 |=Det(A)
a1 as ass
di1 412 413
b3 = apimzi—axxm3x+axmzz=| ax ax a3 |=0
a1 ax» ax
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a1l d12 a3 +mi1 —m21 +m3;
B = AAd] (A) = a1 ax» a —mi> +moy —mgp |Kadnteismatiisi
a3l a3 ass +myi3 —me3 +ms3

431 432 4a33
b31 = azimii—azpmiptasmz=| ax ax ax |=0
d31 432 433
a11 412 ai3
bsp = —azimoi+azpmo—aszme3=| a31 az az | =0
a3l a3 ass
d11 412 413
b33 = asimzi—asomzp+aszmz=| a1 ax ax | = Det(A)
a1 a2 as



Kaanteismatriisi 8

Johtopaatos:
Det(A) 0 0 Kasnteismatrilsi
A-Adj(A) = 0 Det(A) 0 = Det(A) -/
0 0  Det(A)
A(AUAN _,
Det(A)
Eli

Lause: Jos matriisi A on saanndllinen, eli Det(A) # 0, niin

. 1
A= Der(A) A4



Kaanteismatriisi 9

esimerkki 2: Esimerkin 1 matriisille

2 -1 3
Det(A) = 7 4 —6 K3anteismatriisi
5 -2 0
4 -6 7 -6

- +(2)]_2 ; \(1)15 ; '+(3)]§ _“2|
= 2-(0—12)+(0+30)+3-(—14—20) = —96
Siis
1 1 —-12 -6 -6
A Det(A)'Adj(A)%<§2 ey f?)
(12/96 6/96  6/96 )

30/96 15/96 —33/96
34/96 1/96 —15/96
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Seuraavaksi ratkaisemme yhtaloryhman (Oletuksella

D = Det(A) # 0)
Cramerin kaavat
Ax=b

a1 awx a3 X1 b

< a1 ax ax x | =1 b
a3l a3y ass X3 bs

& x=A1
X1 1 mi —mp1 m3p b

< X | =p| M2 M2 —ms b

X3 miz  —mp3  ms3 b3
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X1

X2

X3

X1
X2
X3

1 mip1  —mop  m3p b1
=5 | —m2 m2  —ms by
mi3  —mo3  ms33 b3

b1 a1p a3

(m11b1 — mo1by 4+ m31b3) = by ax ax

Ol ~——

D

1
—(—mi2b1 +mpby —mzab3) = =| a1 b a3
D D

a1 b3 a3z
1 1] a1 an by
5(m13b1 — mo3by + m33b3) = | %21 a2 by

a1 ax b3

Cramerin kaavat
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Lause (Cramerin kaavat:) Jos kvadraattisen yhtdloryhman
Ax = b kerroinkaavio on saanéllinen (Det(A) # 0), niin
muuttujan xx arvo yhtdléryhman ratkaisussa on

Cramerin kaavat

missd D on kerroinkaavion determinantti, ja Dy on
determinantti kaaviolle, jonka k:s sarake on RHS-vektori b ja
muut sarakkeet ovat samoja kuin kerroinkaaviossa A.
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Esimerkki: Ratkaistaan yhtaloryhma

-3x 4+ 2y + z =0
X — y — z = 0 Cramerin kaavat
-x + 3y — z =6
-3 2 1 0 2 1
D = | 1 -1 -1|=-6, D;=|0 -1 —1|=-6,
-1 3 -1 6 3 -1
-3 0 1 -3 2 0
D, = 1 0 -1 |=-12, D3=| 1 -1 0 |=6,
-1 6 -1 -1 3 6
D —6 D —12 D 6
== 2=1 u=2="C0s) ==l
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