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Funktion

2
x< —4
f(x) = ——
) ="—
arvoa ei voi laskea, kun x = 2.
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Raja-arvo

Funktion
X2 — 4 Raja-arvo

X —2

fx) =

arvoa ei voi laskea, kun x = 2.

Jos x eroaa kahdesta (x # 2), niin funktion arvo voidaan
laskea ja seuraavasta taulukosta ndhddan, ettd arvot ovat sitd
|shempand 4:33 mitd lshempand x on 2:ta.

X f(x)
1.9 3.9
1.99 3.99
1.999 | 3.999
2.000 | -
2.001 | 4.001
2.01 4.01
2.1 4.1




Raja-arvo

Funktion

arvoa ei voi laskea, kun x = 2.

X2 — 4 Raja-arvo

X —2

Jos x eroaa kahdesta (x # 2), niin funktion arvo voidaan
laskea ja seuraavasta taulukosta ndhddan, ettd arvot ovat sitd
|shempand 4:33 mitd lshempand x on 2:ta.

X f(x)
1.9 3.9
1.99 3.99
1.999 | 3.999
2.000 | -
2.001 | 4.001
2.01 4.01
2.1 4.1

Nyt merkitdan

x?—4
=4

lim
x—=2 X — 2
Lue: " Raja-arvo, kun x
lahestyy 2:ta, lausekkeesta
(x2—4)/(x —2) on 4.



Toinen paljon kidytetty merkintdtapa on

f(x) —4,x— 2,
tai

unktion

derivaatta

f(x) 23 4.
Lue: "f(x) lahestyy 4:83, kun x ldhestyy 2:ta”
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Aiheet
limy_5 f(x) = b, jos jokaiselle e > 0 on olemassa vastaava Raja-arvo
d > 0 Siten, etta Jatkuvuus

Derivaatta

(]x —al <d)=(|f(x) — b| < e).

Polynomi-
funktion
derivaatta
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= m(X—Z)(X+2):“mM:
X—2 (X_2)1

4
x—2 1
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i =2 42)
x—2

. (x+2) olynor
= | _— = 4 erivaatta
(X — 2) .1 X[}n2 : ;
. X3 _ 3X2
im X
x—3 x 3

(O B> <>
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Derivaatta
( 2)( + 2) ( + 2) Polynomi-
X — X X funktion
- ||m - ||m —_— = 4 derivaatta
x—2 X — x=2 (x—2)-1 x—2 1
. x3-3x2 . x*(x-3)
lim = lim ————=
x—=3 x—3 x=2(x —3)-1
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im X —4 ! (x —2)(x+2) | (x +2)
m == _—— _—
x|—>2 x—2 x|—>2 (x — 2) .1 XI_>2 1

. x3—3x2 . x*(x—3) X2

lim =——— = Iim ———% = lim >

x=3 x—3 x=2(x—3)-1 x=21
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Polynomi-
- 4 - 2 2 2 unktion
||m X - || w - ||m M == 4 (fieriltlaatta
x=2 x—2 x=2 (x—=2)-1 x—2 1
3 2.2 2(x — 2
m 23 x(x—3) _ lim X g
x=3 x—3 X—>2(X—3) 1 21
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Derivaatta

Polynomi-
- 4 - 2 2 2 unktion

||m X - || w - ||m M == 4 (fieriltlaatta
x=2 x—2 x=2 (x—=2)-1 x—2 1

3 2.2 2(x — 2
m 23 x(x—3) _ lim X g
x=3 x—3 X—>2(X—3) 1 21
. o x2—1
lim
x—=2 x—1
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Esimerkkejd raja-arvon laskemisesta

2_y ) 2 2
fim 4 g 3D H D),
x—2 X — 2 x—2 (X—2)-1 x—2 1

3 o2 20, 2
im 3 iy X3
x—=3 x—3 x—2 (X—3) 1 x=21

Raja-arvo



Laske seuraavat raja-arvot

lim 5 =
x—0 \ x* + bx
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olemassaolo

Raja-arvoa ei aina ole olemassa. Esimerkiksi funktiolla

[ f(x) = 25, kunx #£0,
f(x)_{ f2) = 0

Raja-arvo

ei ole raja-arvoa 2:ssa.

10

1/(x-2)
o




Jatkuvuus

Funktio 7(x) on jatkuva kohdassa x = a, jos

» funktion arvo kohdassa x = a, eli f(a), on hyvin
maaritelty (laskettavissa)

» funktion raja-arvo kohdassa x = a, eli limy_,, f(x), on
olemassa,

» arvo ja raja-arvo ovat samat, eli

f(a) = lim f(x).

X—a

Funktio 7(x) on jatkuva vililla (a, b), jos se on jatkuva
jokaisessa valin (a, b) pisteessa.

Jatkuvuus



Jatkuvuus

Havainnollinen kuvailu: Funktio f(x) on jatkuva, jos sen ku-
vaaja voidaan piirtdd nostamatta kynd3 paperista.

Jatkuvuus
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Derivaatta

Tarkastellaan funktion arvoja kohdissa xg ja xg + h. Kuvaajan
pisteiden (xo, f(x0)) ja (xo + h, f(xo + h)) kautta kulkeva
suora on "melkein kuvaajan suuntainen”.

Derivaatta
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Aiheet
Kun h — 0, saadaan kuvaajan tangentti. Raja-arvo
Ks. myds maths online / derivaatta. Jatkuvuus

Derivaatta

Polynomi-
A funktion
derivaatta
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Kun h — 0, saadaan kuvaajan tangentti.

Ks. myds maths online / derivaatta.
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http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/diff1/diff1.html

Funktion f(x) derivaatta kohdassa xo on funktion
erotusosamadaran raja-arvo

F/(x0) = fim 00+ W)= T0)

(XO + h) — Xp

Polynomi-

funktion

derivaatta
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Derivaatta

Funktion f(x) derivaatta kohdassa xo on funktion
erotusosamadaran raja-arvo

Derivaatta

, _ .
Sy ey s

Derivaatalle kdytetddn monia merkintgja. Jos y = f(x), niin
merkinnan f’(x) lisdksi kaytetddn merkintdja

dy df d
, —_— —_— —_—
.y ? dX’ dX’ Df(x)ﬂ Df’ dX f(X)



Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

f’(Xo) _ ’lgno f(Xo + hz — f(Xo)
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Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

f'(x) =

—0

lim f(XO + h) — f(XO) _
h

. a(xo + h)? — axg
h iy h
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Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

_ 2 _ 2
flo) = lim f(xo+ h) — f(xo) ~lim a(xo + h)* — axg
h—0 h h—0 h
im axg + 2axgh + ah® — ax02
h—0 h
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Esimerkki 1

Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

Derivaatta

f(xo + h) — f(x0) a(xo + h)? — axg

' = i =i
(xo) hino h h@o h
! axg + 2axgh + ah® — axg im h(2axp + ah)
= m =1mm —-—

h—0 h h—0 h



Esimerkki 1

Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

Derivaatta

f(xo + h) — f(x0) a(xo + h)? — axg

! _ - N H
flo) = ,I7£no h N ,I'[;no h
— im axg + 2axoh + ah? — ax? i h(2axp + ah)
h—0 h h—0 h

= lim(2 h
hTo( axo + ah)



Esimerkki 1

Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

Derivaatta

f(xo + h) — f(x0) a(xo + h)? — axg

! _ - N H
flo) = ,I7£no h N ,I'[;no h
— im axg + 2axoh + ah? — ax? i h(2axp + ah)
h—0 h h—0 h

= lim(2axg + ah) = 2axg
h—0



Esimerkki 1

Masritetddn funktion f(x) = ax? derivaatta

Derivaatta

f(xo + h) — f(x0) a(xo + h)? — axg

f' = i =li
(o) Pl h h0 h
. ax@ +2axoh+ah®> —ax3 . h(2axg + ah)
= l|im = lim —————
h—0 h h—0 h
= lim(2axg + ah) = 2axg
h—0
Siis
—(ax?) = 2ax

dx



Lause: Jos n > 0 on kokonaisluku, niin

(x+h)"=x"+n-h-x""1+h Py(x,h),

missd limp_,0 Pn(x, h) = 0.

Todistus:

«4O> 4F)>r «=r «E)»

DA

Derivaatta

Polynomi-
funktion
derivaatta



Esimerkki 2*

Lause: Jos n > 0 on kokonaisluku, niin
(X+h)n :XnﬂLn’h’Xnil %‘th(X7h)7 Derivaatta

missa limp_,o Py(x, h) = 0.

Todistus: (1) Véite pitda paikkansa, kun n =1 silla

(x+h'=x'4+1-h-x"+h-0



Esimerkki 2*

Lause: Jos n > 0 on kokonaisluku, niin
(X+h)n :XnﬂLn’h’Xnil %‘th(X7h)7 Derivaatta

missa limp_,o Py(x, h) = 0.

Todistus: (1) Véite pitda paikkansa, kun n =1 silla
(x+h)=xt4+1-h-x"+h-0
(2) Olkoon lause totta, kun n =1,2,... k. Silloin

(x + kL = (x+ h)(x* + khx*=1 + hP,(x, h))
x4 (k4 1)hx*=1 4+ A[P(x, h) - (x + h)]



Esimerkki 2*

Lause: Jos n > 0 on kokonaisluku, niin
(X+h)n :XnﬂLn’h’Xnil %‘th(X7h)7 Derivaatta

missa limp_,o Py(x, h) = 0.

Todistus: (1) Véite pitda paikkansa, kun n =1 silla
(x+h)=xt4+1-h-x"+h-0
(2) Olkoon lause totta, kun n =1,2,... k. Silloin

(x + kL = (x+ h)(x* + khx*=1 + hP,(x, h))
x4 (k4 1)hx*=1 4+ A[P(x, h) - (x + h)]

.. Lause on tosi Vn > 1,n e N. O



Maaritetddn funktion f(x) = ax” derivaatta

f’(Xo) _ ’llno f(XO + h) — f(XO)

h
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Maaritetddn funktion f(x) = ax” derivaatta

f’(Xo) _ ’lino f(XO + h) — f(XO) —

. alxo+ h)" —ax§
h pm, h
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Aiheet
. . . Raja-arvo
Maaritetddn funktion f(x) = ax” derivaatta | :k
i fX +h _fX . al x -l-h"—ax" Derivaatta
f/(XO) = ||m ( 0 ) ( 0) — ||m ( 0 ) 0 Polynomi-
h—0 h h—0 h funktion
derivaatta
! ax§ + anhx{ ™1 + ahPa(x, h) — ax§
= m
h—0 h
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Esimerkki 3

Maaritetdan funktion f(x) = ax” derivaatta

fl(x) = lim foo+h) —fxo) _ | albo+h)" —axg e
h=0 h h—0 h
i 26 anhg !+ ahPo(x, ) — axf
h—0 h
B I C))

h—0 h



Esimerkki 3

Maaritetdan funktion f(x) = ax” derivaatta

fl(x) = lim foo+h) —fxo) _ | albo+h)" —axg e
h=0 h h—0 h
i 26 anhg !+ ahPo(x, ) — axf
h—0 h
B I C))

i -1
h—0 h = lim (naxg ™" + aPy(x, h))



Esimerkki 3

Maaritetdan funktion f(x) = ax” derivaatta

f'(x0)

f' h _ f' h n__ n Derivaatta

i (00t h) —flo) . alxo + h)" — axg

h—0 h h—0 h

_ax{ + anhx§ ™! + ahPy(x, h) — ax{

lim

h—0 h

_ h(nax{7t 4+ aP,(x,h) .

| 0 ne =1 n—1 P.(x, h

Pt h fim (naxg " + aPa(x. h))
n—1

naxo



Esimerkki 3

Maaritetdan funktion f(x) = ax” derivaatta

_ n__ n Derivaatta
flxo) = lim f(xo+ h) — f(x0) ~ lim a(xo + h) axg
h—0 h h—0 h

_ ax§ + anhx{ ™1 + ahPa(x, h) — ax§

- h—0 h

o hag T aPule )

= am h = fim(naxg" + aPa(x, b))

= naxé’_1
Siis

d 1

—(ax") = nax""

dx



On helppoa ja suoraviivaista osoittaa, ett3

5 F0) +8(x)) = F'(x) + &'(x)-
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Polynomi-funktion derivaatta

On helppoa ja suoraviivaista osoittaa, ett3

T, + 80) = F() +8/(x)

Siis: Polynomi-funktio derivoidaan termi kerrallaan kaavalla

d 1

a(ax") = nax""".

Polynomi-
funktion
derivaatta



Polynomi-funktion derivaatta

On helppoa ja suoraviivaista osoittaa, ett3

T, + 80) = F() +8/(x)

Siis: Polynomi-funktio derivoidaan termi kerrallaan kaavalla

d

a 1
dx

(ax") = nax""".

Kannattaa muistaa erikoistapaukset:

Polynomi-
funktion
derivaatta



(1)

== f'l(X) _

‘O s =
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(1)

== f'l(X) _ 6X

‘O s =

«E»

Q>



(1)

= f’(X) —6x+7

‘O s =

«E»

Q>



(1) f(X):3X2+7X+15
== fl(X) = 6X—|—7

(2)

unktion

derivaatta
g(X) =2x% — 3x* +x3 + 7x2 — 20x +1
= g,(X) _

(O B> <>

=

Q>



(1) f(X):3X2+7X+15
== fl(X) = 6X—|—7

(2)

Polynomi-
funktion
derivaatta
g(X) =2x% — 3x* +x3 + 7x% — 20x +1
& g’(x) — 10x*

(O B> <>

=

Q>



(1) f(X):3X2+7X+15
== fl(X) = 6X—|—7

(2)

Polynomi-
funktion
derivaatta
glx) = 2x% —3x* + x3 4+ 7x% —20x + 1
& g'(x) =10x* — 12

(O B> <>

=

Q>



(1) f(X):3X2+7X+15
== fl(X) = 6X—|—7

(2)

Polynomi-
funktion
derivaatta
g(X) =2x% — 3x* +x3 + 7x% — 20x +1
- g,(X) = 10X4 — 12)(3 + 3)(2

(O B> <>

=

Q>



(1)

(2)

f(X) = 3X2 + 75 N s
<~ f/(X)=6X+7

glx) = 2x% —3x* + x3 4+ 7x% —20x + 1
& g'(x) = 10x* — 12x% 4 3x% + 14x

‘o @ =

<z

Q>

Derivaatta

Polynomi-
funktion

derivaatta



f(x) =3x? +7x + 15
& fl(x)=6x+7

g(x)=2x5 —3x* + x3 +7x2 —20x +1
& g'(x) = 10x* —12x% 4+ 3x% + 14x — 20

«O> «Fr «=>»
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Polynomi-
funktion
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Polynomi-funktion derivaatta, esimerkki

(1) f(x) =3x*+7x +15
/(x) = Funkcion
<:> f (X) - 6X + 7 ;eribi/aatta
(2) g(x) = 2x° = 3x* + x3 + 7x* — 20x + 1

& g'(x) = 10x* — 12x3 + 3x% + 14x — 20

(3) h(x) = —x® 4+ 4x? + 2x + 11
& H(x)=



Polynomi-funktion derivaatta, esimerkki

(1) f(x) =3x*+7x +15
/(x) = Funkcion
<:> f (X) - 6X + 7 ;eribi/aatta
(2) g(x) = 2x° = 3x* + x3 + 7x* — 20x + 1

& g'(x) = 10x* — 12x3 + 3x% + 14x — 20

(3) h(x) = —x® 4+ 4x? + 2x + 11
& H(x)= —3x°



Polynomi-funktion derivaatta, esimerkki

(1) f(x) =3x*+7x +15
/(x) = Funkcion
<:> f (X) - 6X + 7 ;eribi/aatta
(2) g(x) = 2x° = 3x* + x3 + 7x* — 20x + 1

& g'(x) = 10x* — 12x3 + 3x% + 14x — 20

(3) h(x) = —x® 4+ 4x? + 2x + 11
& h(x)= —3x> +8x



Polynomi-funktion derivaatta, esimerkki

(1) f(x) =3x*+7x +15
/(x) = Funkcion
<:> f (X) - 6X + 7 ;eribi/aatta
(2) g(x) = 2x° = 3x* + x3 + 7x* — 20x + 1

& g'(x) = 10x* — 12x3 + 3x% + 14x — 20

(3) h(x) = —x® 4+ 4x? + 2x + 11
& h(x)= —3x>+8x+2



Polynomi-funktion derivaatta, harjoitus

Kirjoita seuraavien polynomifunktioiden derivaatat

(1) f(X) = 4X2 - 2X + 6 Polyn.omi—
& fl(x) = dertvantta
(2) g(x) =3x>+2x* —=5x* 4+ x> — x4+ 9
& gx)=
(3) h(x) = 2x® — x> + B5x + 2
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