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Linkkeja 1

Linkkeja

Linkkeja
» Matta-projekti(Aalto yliopisto): Integraali
(http://matta.hut. fi/matta2/isom/html/isomli8. html)
» Johdatus korkeakoulumatematiikkaan (Tampereen
teknillinen korkeakoulu): Integraali
(http://matwuww. ee. tut. fi/jkkm/integraa/integ01.htm)
» Wikipedia: Riemannin-integraali
(http://fi.wikipedia.org/wiki/Riemannin_integraald)
» MathWorld.Wolfram.com: Integrals
(http://mathworld.wolfram.com/topics/Integrals.html)


http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/isomli8.html
http://matwww.ee.tut.fi/jkkm/integraa/integ01.htm
http://matwww.ee.tut.fi/jkkm/integraa/integ01.htm
http://fi.wikipedia.org/wiki/Riemannin_integraali
http://mathworld.wolfram.com/topics/Integrals.html

Integraalifunktio, maaritelma 2

Jos jatkuvan funktion F(x) derivaatta on

Integraalifunktio

d
2 F(x) = f(x),

niin sanomme, ettd F(x) on funktion f(x) integraalifunktio,
ja merkitsemme

F(x) = / F(x)dx.

Lue: "(Iso)F-x on integraali-f-x-dx".

(HUOM. Merkintatapa, jossa funktio nimetdin pienell3
kirjaimella ja sen integraalifunktio vastaavasti samalla
ISOLLA kirjaimella, ei ole standardi, mutta paljon kiytetty.
Kaytamme tassa kalvosarjassa tatd merkintitapaa.)



Integraalifunktio, integroimisvakio 3

Integraalifunktio on "vakiota vaille” yksik&sitteinen.

Integraalifunktio

Esim. Jos f(x) = 2x, niin funktio F1(x) =x2 on fn
integraalifunktio, mutta myos funktio F»(x) = x?+100 on
f:n integraalifunktio, silla

d d , _
aFl(X) = X =2x = f(x), ja
iF() = i( 2+100) = 2x = f(x)
dx 20 X = dXX =X = X

Vakio voidaan valita vapaasti. Jokainen valinta kelpaa. Siksi
merkitsemme

/2xdx=x2+C




Integraalifunktio, integroimisvakio 4

Integraalifunktio

Integraalifunktio ei siis ole yksikasitteinen.

Lause: Jos Fy(x) on funktion f(x) integraalifunktio, niin
mikd tahansa toinen f:n integraalifunktio F(x) saadaan
Fo:sta lisaamalla jokin vakio

F(x)=Fo(x)+A, V¥x.

Sivuutamme nyt asian perustelun. Se on mielenkiintoinen
itsessddn ja palaamme ehka asiaan.



Integraalifunktio, peruskaavat 5

Derivointikavojen avulla saadaan yksinkertaisia kaavoja
integraalifunktion |0ytamiseksi

Integraalifunktio

Derivointikaava Integrointikaava
%ax” =nax""! /bxmdx = ml—)i—lme +C
Derivointikaava Integrointikaava
di)l((aebx) = abe™ ++— /aebxdx = %ebx +C
Derivointikaava Integrointikaava
d 1

1
a(lnx):; — /;dlenx—i—C



Integraalifunktio, lineaarisuus 6

Integroimisen lineaarisuus: Integraalifunitio
Jos Fi(x) on funktion fi(x) integraalifunktio ja
jos Fa(x) on funktion f(x) integraalifunktio, niin

/(a- A(x)+b-fi(x))dx=a-Fi(x)+b- F(x)+ C.

Perustelu: Derivoidaan oikea puoli.
Seuraus: Polynomi voidaan integroida termi kerrallaan.

4, 6 4
/(4x2—|—6x—|—5)dx:§X3—i—§x2+5x+C:§x3+3x2+5x+C.



Integraalifunktio, kaavoja 7

/adX = ax+ C, Kaavoja

/dx:/ldx:x—FC

/OdX:0x+C:C,
1
kg k+1 _
./x dx—k+1x +C, kuns#-1
1
/xildx:/—dx:lnlx\—i—C,
X
/exdx:eX+C,

/(Inx)dx: (selvidd myshemmin)
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Integraalifunktio, esimerkkeja 10

a) Polynomi integroidaan termi kerrallaan

7 5
/(7x3 —5x+8)dx = ZX4 — §x2 +8x+C Y
b) Seuraavassa poistetaan ensin sulut

/<1+)1<>2dx /<1+2+ >dx—/(1—|—2x_1—|—x_2)dx

1 1
= x+2-Inlx|==+C=x+In(x*)—=+C
X X

1
/X\/X2+1dX = f/2x'(x2+1)1/2dx

1
— . 1 +1 C = 13/2 C
2 +1)(x +1)7 4 3(x +1)7° +

=N

N =



Integraalifunktio, esimerkkeja 11

Kaavoja

Esimerkki 1. Jos yrityksen rajakustannus on
MC(q) =5+0,01q, niin kustannusfunktio rajakustannuksen
integraali

Clg) = /MC(q)dq:/(5+o,01q)dq:5q+o,005q2+A

Integroimisvakiota kannattaa nyt merkitad jollakin muulla
kirjaimella kuin C:ll3. Kaytdnnossd A on kiintedt
kustannukset eli A= FC.



Integraalifunktio, esimerkkeja 12

Esimerkki 2. Maaritd kustannusfunktio, kun rajakustannus
on MC(q) =6+0,02q ja C(100) = 1200.

(askel 1, integrointi) Kaavoja
Clq) = /(6+0,02q)dq=6q+0,01q2+A

(askel 2, vakion ma&aritys)

C(100) = 1200

& 6-1004+0,01-100°+A = 1200
< 6004+100+A = 1200
<A = 500

(askel 3, tulkinta)

C(q) = 6q+0,01¢° +500.



Integroimiskeinoja 13

Osittaisintegraali

Lause: Jos f ja g ovat derivoituvia (ja siis jatkuvia), niin et

/f X)dx = f(x)g /f’

Perustelu: Viite on yhtapitava sen kanssa, etta

/ (F'(x)g(x) + f(x)g'(x))dx = f(x)g(x) + C.

Tama puolestaan on selva tulon derivointikaavan perusteella.



Integroimiskeinoja, osittaisintegraali 14

Esimerkkeja

/f(x)g/(x)dx =f(x)g(x)— / f'(x)g(x)dx. Integroimiskeinoja

Esimerkki 1. Laske integraali [ xe*dx.

Valitaan

{ f) = x ;5{ F'(x) - (19X , jolloin

X) = e

/(Inx)dx:x.ex—/1~exdx:x'eX—eX—FC



Integroimiskeinoja, osittaisintegraali 15

Esimerkkeja

/f(X)g/( dx = f(X / f’ Integroimiskeinoja

Esimerkki 1. Laske integraali [ (Inx)dx.

Valitaan

f) = Inx _ [ Filx) = 1/x
{(fo 27 =1 2

, jolloin

/(Inx)dx:x-lnx—/(l-x)dxzx-lnx—x—i—C
X



Integroimiskeinoja jatkuu 16

Muuttujan vaihto

Lause: Jos t = f(x), niin

[ar6)- £ (x)ax= [g(t)et.

Perustelu: Viite on yhtapitava sen kanssa, etta

Integroimiskeinoja

/g(f(x)) F(x)dx = /g(t)dt — G()+C = G(f(x))+C.

Tama puolestaan on yksi kaavakokoelman kaavoista, joka
perustellaan yhdistetyn funktion derivointikaavalla.

Muistisaanto:

g(f(x)=g(t) silla  t=f(x),
f'(x)dx =dt  silla % = f'(x).



Integroimiskeinoja, muuttujan vaihto 17

Esimerkkeja

[ £(F60)-F(x)ox = [ g(e)de

Esimerkki 1. Laske [ x(3x%—1)%dx.
Otetaan kdyttddn uusi muuttuja t = 3x2 —1 = f(x).
Silloin dt = f'(x)dx = 6x - dx. Teemme siis sijoitukset

Integroimiskeinoja

3x2—1 «
x-dx <+

o= o+

e

' 1
/X(3X2—1)5dX = /t5-6 6/t dt
1

-1
36(3x )+ C

(o))
| =



Maaratty integraali 18

Oletamme, seuraavassa, ettd f(x) > 0. (Oletus on
mahdollista "puhua pois”, mutta asia on helpompi omaksu ja
kuvat on helpompi piirtad, kun aluksi yksinkertaistamme
hieman.)

Merkitsemme F(xp):lla sitd pinta-alaa, jota rajoittavat kayra
y = f(x), x-akseli, y-akseli ja suora x = xo.

—~
>

I X x

Kun x > 0, nin F maérittelee pinta-ala -funktion
F:x— F(x).

Maératty integraali



Maaratty integraali 19

Lause: Olkoon f(x) jatkuva, ja olkoon F(x) siihen liittyva
edelld méaaritelty pinta-alafunktio. Silloin

F'(x) = f(x),
Maératty integraali

eli pinta-alafunktio on erads funktion f integraalifunktio.

y = fix)

x & x+h

Perustelu: Arvioidaan F(x):n derivaattaa kohdassa x.

. F(x+h)—F(x)
/ o _
F(X)_}g}) h h»0 h



Maaratty integraali 20

Lause: Olkoon f jatkuva funktio ja F mika tahansa sen
integraalifunktio. Silloin kdyran y = f(x), x-akselin ja suorien
X = a ja x = b rajoittaman pinnan ala on

F(b) — F(a).

Maératty integraali

y =fix)

Perustelu: Jos F(x) on edellisen lauseen pinta-alafunktio,
niin asia on selvd. Jos ®(x) on edellisen lauseen
pinta-alafunktio, niin ®(x) — F(x) = A on vakio. Silloin

Ala= ®(b) — d(a) = (F(b)+ A) — (F(a) + A) = F(b) — F(a).



Sovitaan seuraavat merkinnit

/ab f(x)dx

= /:F(X)
= F(6)-F(&)

"m&aratty integraali a:sta b:hen f-x-dx"

"sijoitus a:sta b:hen (is)F-x-dx”
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Maaratty integraali summana 22

Oletetaan, ettd funktio f(x) on maaritelty ja jatkuva valilla
[a,b]. Jaetaan véli n osaviliin jakopisteilla
a=x9<x1<xp<-<x,=b. Osavalin [xx_1,xx] leveys on
dxx = xx — xk—1. Valitaan joka valiltd luku & € (xk—1,xk) ja
tarkastellaan summaa Y.} _; (&) dxk.

: ‘({h ) M3aritty integraali
‘) '7"!— ‘3 summana

faw—
P A, © x

Jakoa tihennettdessd summa ldhestyy raja-arvoa

z:: (&) dxkﬁ/



Kassavirta, kassakertyma ja NNA 23

Olkoon K(t) kassavaranto hetkelld t ja k(t) kassavirta
(rahavirta kassaan péin) hetkelld t. Lyhyend aikavalind
T <t < T+ dt kassaan kertyvd maara on

dK = k(1)dt.

Jakamalla aikavali ty < t < t; osavialeihin ja laskemalla
pienet kertymat yhteen saadaan aikavalin kokonaiskertyma

n "ty Kassavirta,

K(t1)— K(t) = Z k(t)dT — k(t)dt N crovma e
j=1 to
Aikavalilla ty < t < t; tulevan kassavirran nettonykyarvo
saadaan vastaavasti, mutta jokainen erd tulee diskontata
nykytetkeen
dNNA = e P%k(t)dt
n

ty
Y e Phk(r)dt— | e Ptk(t)dt

to

NNA

j=1



Vakiotulovirran nykyarvo 24

Esimerkki 1. Vakiokassavirta k(t) = k alkaa hetkelld t = a
ja paattyy hetkelld t = b. Lasketaan kassavirran nykyarvo
(hetkeen t =0)

b k k
NNA = / e Pthdt=/" <epf> = —(eP?—ePb)
a —-p p
Esimerkki 2. Jos kassavirta alkaa hetkella t =0, eli edella

a=>0, niin

Vakiotulovirran

k
NNA == E(l — e—Pb) nykyarvo

Esimerkki 3. Jos kassavirta alkaa hetkelld t =0, eli edelld
a=_0, ja kassavirta on paattymaton, eli b — oo, niin

k k
NNA = lim —(1—e Pb)==
b—ree P P
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