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10.2 Aritmeettinen ja geometrinen sarja

Sarja on &drellisen monen termin merkitty summa
n
Dug =upuy fuy o,
k=1

5
Esimerkki: ZlOk=10+20+30+40+50=150

k=1

D> (2k+1)=3+5+7+9+11=35

5
k=1

Sarja on aritmeettinen sarja, jos perdkkaisten termien erotus on vakio. Esimerkkeji

aritmeettisista sarjoista ovat

6

a) Y (2+(k-1)5)=2+7+12+17+22+27
k=1
6

b) D (2+5k)=7+12+17+22+27+32
k=1
6

©) Y.(5k-3)=2+7+12+17+22+27
k=1

5
d) Y (2+5k)=2+T7+12+17+22+27
k=0

Aritmeettinen sarja on helpointa mairitelld ilmoittamalla termien mééra n, ensimmaéinen
termi u, ja viimeinen termi u, . Toinen tapa on ilmoittaa termien méiré n, ensimmaéinen

termi u, ja perakkiisten termien erotus d (, jolloin u, =u, +(n—-1)d ).

Aritmeettisen sarjan summa on

n
Zu L =n-— 5 . ("n kertaa ensimmaisen ja viimeisen keskiarvo")
k=1

Todistus: Lasketaan ensin S = ZZZE =1+2+3+...+n.

S =1 +2 +3 o 4n
S = n +(n-1) +(n-2) - +1
28 = (n+1) +(n+1) +(n+1) -+ +(n+1)
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n(n+1)

Siis D k=1+2+3+...4n= - Nyt

Zuk =Z(u1 +(k—1)d)=Z:ul +dZ(k—1):n-ul +(d2k)—nd

k=1
=n-(ul+(n+1) _d):n.ul—'-(ul-i_(n_l)d):n.u1+u"
2 2 2

U

7
Esimerkki: Z(3k—1) =7- 2+20 _

k=1

77

Sarja on geometrinen sarja, jos perdkkéisten termien suhde on vakio. Esimerkkeja

geometrisista sarjoista ovat

6
a) > 2" =2+4+8+16+32+64
k=1

3
b) > 2:3" =6+18+54

k=1

Geometrinen sarja on helpointa méaritelld ilmoittamalla termien méérd », ensimméinen
termi u, ja perdkkiisten termien suhde g, jolloin sarja on

zuk = zulq(k_l) =u +uqg+ ulqz + u1q4 4.4 ulq(”_l)
k=1 k=1

Geometrisen sarjan summa on
n
S 2, s oy _t(1-4")
Du =u +ugrug’ +ugt+o+ug") =———=
k=1

Todistus:
S=u, +u1q+ulq2 +u1q4 +---+ulq("_1)
-8q = _ulq_ulqz _”1q3 _ulqs ——uq"
S(l-q)=u,(1-q") O
4 1_24
Esimerkki: ) 3-2f =6- 5 =80
k=1 -

135




136

Jos |q| < 1, niin drettdmén geometrisen sarjan summa on

c 2 4 u,
Dup=u, +ug+ug’ +ugt+e=
k=1 l1-¢q

. e - . u q
Todistus: Jos |¢| < 1, niin > u, =1lim> u, =lim— =
pa n—>e0 4= n—w l_q l_q

© k N
Esimerkki: E (%) :%4_%4_%4_%4_,_, 121 —1
)

k=1
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