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Luku 1: KOMPLEKSILUVUISTA JA
KOMPLEKSIFUNKTIOISTA

1.1 Peruskisitteita trigonometrisista funktioista — kertausta
Seuraavat sini- ja kosini-funktioiden laskukaavat tulevat usein kayttoon:

Sinin yhteen- ja vihennyslaskukaavat

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

sin(z — y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)
Kosinin yhteen- ja vahennyslaskukaavat

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

yhteys: sin(§ — x) = cos(x) ja cos(§ — x) = sin(x).

Sinien summaa ja erotusta koskevat kaavat

x+y r—vy
5 ) cos( 5 )

;ry)sm(g”;y)

sin(z) + sin(y) = 2sin(

sin(z) — sin(y) = QCos(x

Kosinien summaa ja erotusta koskevat kaavat

cos(x) + cos(y) = 2cos(x ;— y) cos(x ; y)

)

xr —

cos(z) — cos(y) = —2 Sin(x y) sin(
Peruskaava: sin?(z) + cos?(z) = 1.
Maaritelma 1.1.1. Funktio f on parillinen, jos

f(=x) = f(z), =€ My
ja funktio f on pariton, jos

f(—z) =—f(x), =€ M;j.

Parillisen reaalifunktion kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen, parittoman
reaalifunktion kuvaaja on symmetrinen origon suhteen.
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Esimerkki 1.1.2. cos(z) on parillinen funktio. Vastaavasti sin(z), tan(z) ja cot(z)
ovat parittomia funktioita.

Funktiota f sanotaan jaksolliseksi, jos Ja # 0 s.e. Vo € My pétee f(x +a) = f(x).
Vakiota a # 0 sanotaan talldin f:n jaksoksi. Pieninté positiivista jaksoa kutsutaan
funktion perusjaksoksi; usein jaksona ilmoitetaan juuri funktion perusjakso.

Esimerkki 1.1.3. Funktiot sin(x) ja cos(x) ovat 2m-jaksollisia, kun taas funktiot
tan(z) ja cot(z) ovat m-jaksollisia.

1.2 Kompleksiluvut

Kompleksilukujen joukko C muodostuu luvuista z = x + iy, missd z,y € R ja
i on imaginaariyksikks, jolle pitee i = —1. Kompleksiluvut voidaan ajatella
reaalilukupareina (x,y) ja havainnollistaa vektoreina kompleksitasossa, jolloin er-
ityisesti ¢ = (0,1). Luvun z = x + iy € C reaaliosa on x ja imaginaariosa on
Y.

4i —— Z =6+ 4i

y = IM(z)

@ = RE(2)

Kuva 1.1: Piste z = 6 + 44 kompleksitason vektorina.

Laskutoimitukset. Kompleksiluvuille voidaan maéaaritella yhteen- ja kerto-
lasku. Kompleksilukujen z; = x1 + iy1 ja 29 = T9 + iyo summa on

21 + 29 = (1 + x2) + i(y1 + y2)

ja tulo on
2122 = (2172 — Y1y2) + i(T1y2 + T201).

Yhteenlaskulla on seuraavat ominaisuudet:
(i)
(i)
)
)

(liiténnéisyys) (2’1 + ZQ) +2z3=21+ (2’2 + 23);
(vaihdannaisuus) z1 + 29 = 29 + 21;
(iii) on olemassa nolla-alkio 0 = 0 + i0 € C, jolle pétee: z +0 = z, Vz € C;

(iv) jokaisella z = x + iy € C on olemassa vasta-alkio —z = —x +i(—y) = —z — iy
ts. z+ (—2) = 0.

Kertolaskulla on ominaisuudet:
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(i) (liitdnnaisyys) (z1 - 22) - 23 = 21 - (22 + 23);
(ii) (vaihdannaisuus) zj - 2o = 29 - 21;
(iii) (osittelulaki) z1(zo + 23) = 2122 + 2123;

(iv) on olemassa ykkosalkio 1 = 1+ 10 € C, jolle pétee: 1-z =z, Vz € C;

(v) jokaiselle z # 0 on olemassa ki#nteisluku 2! = %, jolle pitee 271z = 1.
Itse asiassa, jos z = x + iy € C, niin
) )
1 T ]
- = —1 .
z x4y a?4y?
iy
a=z122= (F —2) + ($+3v3)
iy
. e =240
2 = %+2
4i 4 2o =6+ 4i
29 = —4+2i 2i 4 T 1=V3+
e b | 1
—6 —4 01 2 6 v | | -
—4i 4 - T
20 = —6 — 4i
(a) Yhteenlasku (b) Kertolasku

Kuva 1.2: Yhteen- ja kertolasku.

Kompleksiluvun z = x + iy liittoluku eli kompleksikonjugaatti on z = x — y.
Liittoluvulla on ominaisuudet

(i) (2) =2
(i) 21 + 22 = 71 + 72;

(iii) zZ122 = 71 Z2;

N
z
7 N\
& |
N———
Il
SIS
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iy

Zz=—1+3i
3i

21 =3+ 2i

3 L
29 = —1—3i

Kuva 1.3: Liittoluku.

Liittoluvun avulla z = x + iy:n reaali- ja imaginaariose saadaan seuraavasti

1 1
x:Rez:ﬁ(quZ) ja y:Imz:Z(zfz).

Kompleksiluku voidaan esittaa napakoorinaattien avulla muodossa
z=ux+ 1y =r(cos ¢+ ising).

Pituutta r = |z| sanotaan kompleksiluvun z moduliksi ja kulmaa ¢ = argz sen
argumentiksi. Naille patee

|2l = Va? +y? = V2z;

6= argz = arctan 2, Rexz > 0;
Caes= +7 4 arctan 4, Rex < 0.
Vaihtoehtoisesti
cos ¢ = sin ¢ =

L Y
Va2 +y? Va? +y?
Moduli on ei-negatiivinen reaaliluku ja argumentti puolestaan on 27:n monikerran

tarkkuudella maéritelty reaaliluku, kun z # 0. Usein argumentti rajataan vélille
0 <argz < 2w tai vilille —7 < argz < 7.
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Yy Y
r=|z| =Vzz
y = IM(z)
¢ =arg(z)
0 —~ x 0 x
2 = RE(2)
(a) Karteesiset koordinaatit (z,y) (b) Napakoordinaatit (r, ¢)

Kuva 1.4: Karteesinen- ja napakoordinaattiesitys.

Esimerkki 1.2.1. Liittoluku napakoordinaateissa:
Z=x—iy=rcos¢—irsing =r (cos(—¢) + isin(—9)).
Erityisesti |Z| = r = |z]| ja arg(z) = —¢ = — arg(z).

Kompleksilukujen summaa 23 + 25 vastaa kompleksitasossa vektoriyhteenlaskua,
vrt. Kuva 1.2(a). Kompleksilukujen tuloa z1zs voi puolestaan havainnollistaa kom-
pleksitasossa napakoordinaattiesityksen avulla. Asian selvittamiseksi tarkastellaan
tulon z1z9 napakoordinaattiesitysta.

Tulo ja osamddrd napakoordinaateissa: Esitetddn kompleksiluvut 21 ja 29 na-
pakoordinaateissa:

z1 = r1 (cos @1 + isin ¢q)

29 = 19 (COS g + i sin ¢g) .
Télloin tulolle z; 29 saadaan napakoordinaattiesitys
2122 = 11 (cos @1 + isin ¢y) - o (cos ¢p2 + isin ¢2)

= r17a( cos(¢1) cos(pa) — sin(p1) sin(¢a) + i (cos(41) sin(¢a) + sin(¢p1) cos(d2)) )
= r1ra(cos(p1 + ¢2) + isin(¢p1 + ¢2)),

missé viimeinen yht&lo seuraa sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista (kts. Luku 1.1).
Niinpa

|z122| = 112 = |21] - |22]

arg(z222) = @1 + 2 = argz; + arg 2s.
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wy

Kuva 1.5: Tulo z;29 napakoordinaateissa.

Osaméaaran napakoordinaattiesitys: Kun z9 # 0, niin

21 =17z ri(cos(¢1) +isin(¢r)) - 2 (cos(—¢2) +isin(—¢o))

29 2929 7‘%

_ %(cos(d}l — ¢2) +isin(¢1 — ¢2)),

joten
al_n_lal

9 - ‘ZQ|

ja amg (;) — arg(z1) — arg(z2).

22

‘ 7 reaali- ja imaginaariosa seka moduli
(2

Esimerkki 1.2.2. Lasketaan luvun zy = I
ja argumentti.

i i(1—iV3) _¢+\/§_§+1
i+iv3  (14+iV3)(1-iv3) 4 4 4

Siten Re zg = v/3/4 ja Im 29 = 1/4. Toisaalta zp:n moduli on

i 1 1

)
ZO = - = - = =
& ‘1+z\/§‘ R VE] 12 + (v/3)2

ja argumentti on

) T T ow s
argzg = arg [ ———— | = arg(i) — arg(1 +iV3) = = —arctan V3 = = — — = —.
o —arg (2 ) = ane(i) - a1+ v3) = 3 It
Siis Y
3 1. 1 T .., m
ZO_T+11_§<COSE+ZSIHE)'
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iy

29 =14+1iV3

Kuva 1.6: Osamaaré zg = % napakoordinaateissa.

Modulilla on térked geometrinen ominaisuus. Moduli mddrdad normin (vrt.
Mat.Menet. II) kompleksilukujen joukossa, ts. silld on seuraavat kolme ominaisu-

utta:
(i) |2/ >0,VzeCja|z| =0« z=0;
(i) |az| = la| - |z|, Ya € R ja Vz € C;
(iii) (Kolmioepayhtald) |21 + z2| < |z1| + |22], V21, 22 € C.
Esimerkki 1.2.3. Olkoot z; = —2 4 2¢ ja zo = 3¢. Talloin

2129 = (—2 + 27,)(31) = —6 — 61,
21 —242 _ (—2+2i)(—3i) B 24+ 2 _2 2

2 3 3i-(—3i) 3 3 'y
2120 = V/(=6)2 + (—6)2 = 6V2 = V83 = /(=2)2 + 22\/(3)? = |z1] - |2,

37 us
arg(z) = 27 ang(ea) = 7.
3t o7
arg(z12) = - = 21 = arg(z1) + arg(zg) — 2,
21 . I _ _
S I

Tulon modulin ja argumentin kaavat yleistyvéat n:n luvun tulolle. Jos z = 27 -

29+ ... Zp, Niin
n
|2l = |21] - |22] -+ [za] Ja  arg(z) =) arg(z:).
1=1

Jos tassa valitaan z1 = z0 = ... = z,, saadaan ns. de Moivre’n kaava:

2" = |z|"(cos(ng) + isin(ng)).
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Jos erityisesti |z| = 1, niin
2" = cos(ng) + isin(ng).

Napakoordinaattiesitys on hyédyllinen myos ratkaistaessa polynomiyhtéloita. Tarkastel-
laan erikoistapausta z™ = w, jolloin z = Yw; ts. on etsittava luvun w € C kaikki
n-juuret kompleksitasossa. Olkoot

w = r(cos(¢) +isin(¢)) ja z= p(cos(f)+ isin(h)),
r,p > 0. Talloin

2" = p"(cos(nb) + isin(nf)) = r(cos(¢ + isin(¢)) = w,

joten
p=1r ja nb=q¢+2kr, (keZ)
eli ok
p=13r ja 0:?—#—#, (ke Z).
n n
Erisuuret juuret saadaan arvoilla £k = 0,1,...,n — 1 ja ratkaisuksi saadaan n kap-

paletta luvun w n-juuria:
2k 2k
z= W(COS <¢+7T> + isin (W>> , k=0,1,...,n—1.
n n

Kun |w| = 1, ndhdéén, ettd juuret {Yw sijaitsevat kompleksitason yksikkGympyran
kehalla ja maaraavat tasasivuisen n-monikulmion, jonka kéarjet ovat pisteissa

2 2k
Cflzcos(kﬂr)—kisin(W), k=0,1,...,n—1.

n n

N - N - ~
e \ i \ - \
/ N / \ / \
‘ g > X g
\ / \ \
\ // \ // k //
N - N - N ”

(a) juuret /1 (b) juuret v/1 (c) juuret /1

Kuva 1.7: Luvun z = 1 n erisuurta n-juurta /1 arvoilla n = 3,4, 5.

Kompleksilukujen erdéné tarkednd ominaisuutena on, etté jokaisella (reaali- tai
kompleksikertoimisella) n:n asteen (n > 0) polynomilla on tdsmélleen n kappaletta
juuria kompleksilukujen joukossa monikerrat huomioiden. [Algebran peruslause.]
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1.3 Eraita kompleksifunktioita
Eksponenttifunktio kompleksitasossa méaaritellian kaavalla

(1.1) e” = e = ¢%(cosy +isiny), z=ux+iyeC.

Kuva 1.8(b) havainnollistaa funktion z — e* mééritelméé kompleksitason kuvauk-
sena.

Kun 2z = Rez = z, saadaan tavallinen reaaliakselilla maaritelty eksponentti-
funktio. Kun 2z = iy, saadaan

e =cosy +isiny. (Eulerin kaava)

Kun z esitetdén napakoordinaateissa z = |z|(cos ¢+isin ¢), saadaan jokaiselle kom-
pleksiluvulle z # 0 seuraava esitys eksponenttifunktion avulla
(1.2) 2= |z]e"® = el g = el lEl+e ) > 0.

+7mi ux3 .. T

mi—e0 =1, et = _1,e2 =ijae 2 = —i.

Esimerkkeja: e

Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista seuraa

eW1e2 = (cos(y1) + isin(y1)) (cos(ya) + isin(y2))
= (cos(y1) cos(y2) — sin(y1) sin(yz)) + @ (sin(y1) cos(y2) + cos(y1) sin(y2))
= cos(y1 + o) + isin(y, + 1) = W12,
Taman nojalla e* toteuttaa myos kompleksitasossa kaavan

eA1tze — p@itwe)+iyity) — (w14w2) i(Y14y2) — @122, piy2 _ T1+iy pTatiys _ 21,22

Sini- ja kosinifunktion jaksollisuudesta seuraa, etta e” on 2mi-jaksollinen funktio,
T — ez e C.

Siten e saavuttaa kaikki arvonsa jo jaksovyossi —m < y < w, x € R; kts. Kuva
1.8(c).

Huom. Selviisti e* # 0 Vz € C, silld [e?| = ef¢* = ¢* > 0 Vo € R. Toisaalta
kaavan (1.2) nojalla kaikki arvot z € C\ {0} kuuluvat e*:n arvojoukkoon.

Huom. Eksponenttifunktion miiritelmistd (1.1) nihdiin, etti e* = e%e®
kompleksitason pisteessd z = x + iy maaraytyy olennaisesti sen arvoista imag-
inaariakselilla z = iy eli Eulerin kaavasta. Palautetaan mieleen reaaliakselilla
maéariteltyjen funktioiden e®, sinx ja cosx Taylor-sarjakehitelmét:

% 00 a2 o0 L 22k
T __ _ 3 — _ — —
e —T;)n!, smx—kz_o( 1) IR cosx—kZ_O( 1) o

Korvaamalla e”:n Taylor-sarjakehitelméssa luku x imaginaariluvulla 7y ja huomioimalla,

etta
n = 4k

n=4k+1
-y, n=4k+2
—iy™, n=4k+3
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todetaan, etta

o 2k+1

Z ):cosy+isiny,
n=0 k=0 =0 Qk +1)!

mika osaltaan selittdd e*:n méaritelmén (1.1) ja Eulerin kaavan sisallon.

Trigonometriset funktiot kompleksitasossa. Eulerin kaavoista

e =cosy+isiny ja e ¥ =cosy—isiny, yeR

saadaan ‘ , , ,
eV +e W eV —e W
cosy=——— ja siny=——7— wyecR.
2 23
Sini- ja kosinifunktiot maaritellaan koko kompleksitasossa eksponenttifunktion avulla
vastaavasti:
eiz e—iz eiz _ e—iz
(1.3) cosz:% ja sinz:?, z e C.
i

Samalla Fulerin kaava yleistyy koko kompleksitasoon
i

e* =cosz+1isinz, ze€C.

Tangentti- ja kotangenttifunktiot voidaan nyt maaritellda kaavoilla

kun cos z # 0 ja vastaavasti sin z # 0.

Logaritmifunktio kompleksitasossa: Kun eksponenttifunktio rajoitetaan jaksovychon
—7m <y <,z €R, niin se on injektiivinen ja arvojoukkona on C\ {0}. Luonnol-
lisen logaritmin In z ns. pddhaara kompleksitasossa (z # 0) méaaritellidn e*mn yo.
rajoittuman kisnteisfunktiona. Olkoon Inz = w = u + v ja z = re'®. Talléin

joten e =r = |z| ja v = ¢ = arg z. Siten
Inz=1In|z| +iarg(z), —-m<argz<m

eliRe (Inz) = In|z| jalm (Inz) = arg z. Muut In z:n haarat saadaan sen padhaarasta
2mi-monikertoina:
Lnz =Inz + 2kni, k€ Z.

Maaritelmasta ja eksponenttifunktion ominaisuuksista seuraa

In(z122) =lnz; +1lnzy ja In <Zl> =1Inz; — In 2o.
z2
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Huom. Funktio In z on epdjatkuva negatiivisella reaaliakselilla (—oo, 0].

Yleinen potenssi- ja eksponenttifunktio kompleksitasossa: Yleinen pontenssi-
funktio z€, missd my6s potenssi ¢ voi olla kompleksiluku voidaan maéaaritelld log-
aritmifunktion avulla:

2¢ = €M% (pidhaara),

2¢ = ¢I%  (muut haarat).

Esimerkki:
y L L ) ) x o
it = ezlnz _ ez(ln|z|+zargz) _ ez(ln|1\+12) —e 5 R

Vaihtamalla méaritelméassa z:n ja c:n roolit saadaan maariteltyad myos eksponentti-
funktio kantalukuna a € C:

af = ezlna.

Huom. sinz ja cosz ovat myos kompleksitasossa 2m-jaksollisia, koska e® on 27i-
jaksollinen:

sin(z + 27k) = % <ei(z+27rk) — e—i(z+27rk))

1, . . _
:2—2,(6”—6 ¥) =sinz, (ke€Z).

Vastaavasti cos(z + 27k) = cosz, Vz € C. Sen sijaan ne eivit ole rajoitettuja
kuvauksia C:ssé. Valitsemalla z = iy todetaan, etta

1/, < 1
cosiy = 3 (6123, + 6_22y> =3 (¥ +e7Y),
joten imaginaariakselilla kosinifunktio kasvaa rajatta:
ltmy— 4 cos iy = +o00.

Esimerkki 1.3.1. Etsitdén yhtélon cos z = 5 kaikki ratkaisut. Maaritelmén nojalla
yhtéalo saa muodon

(e +e7 %) =5

N =

S (e"z)2 + e e = 10"
— (") =106 +1=0
e 10i\/2100—4 5Bl

Toisaalta e?* = ¢! +W) = =¥+ joten

y=—1In(5++/24)
T = arg (eiz) =arg(5+v24) = 27k, keZ.

Niinpa yhtalolla on ddrettoméan monta eri ratkaisua kompleksitasossa:

z=2rk—iln(5+24), keZ
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Hyperboliset funktiot. Hyperboliset funktiot sinh x ja cosh x méaritellaan reaali-
alueessa seuraavilla kaavoilla

1
sinhz = 5(6” —e "), zekR,

1
coshx = §(€Z +e ), zeR,
ja edelleen hyperboliset funktiot tanh x ja coth x reaalialueessa vastaavasti kaavoilla

sinh z et —e
tanhx = = , x €R,
coshry e*+4e®

coshx ef+e*
thz = = R\ {0}.
O = Gnhe et —ee T €R\ {0}

Suoralla laskulla todetaan, ettd sinh(—z) = —sinhz ja cosh(—xz) = coshz. Niinpa
sinh z on pariton ja cosh x parillinen funktio, ja siten funktiot tanh x ja coth x ovat
parittomia. [Hahmottele niiden kuvaajat.]

Seuraava kaava antaa erddn yhteyden funktioiden sinh z ja cosh x valilla:

(1.4) cosh?z — sinh?z = 1.

Hyperbolisten funktioiden maaritelméat yleistyvéat sellaisenaan myo6s komplek-
simuuttujalle z € C:

1 1
sinh z = 5(62 —e %), coshz= E(ez +e %),

sinh 2 cosh z
, cothz=

sinh z~

Huomioimalla kompleksisten trigonometristen funktioiden sin z ja cos z maaritelmét
kaavoissa (1.3) todetaan, ettd kompleksialueessa hyperbolisilla funktioilla on yhteys
trigonometrisiin funktioihin:

coshiz =cosz, sinhiz=1sinz

tai yhtapitavasti

costz = cosh z, siniz =1 sinh z.
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2¢
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T x
(a) nelion korotus
1y A 1Yy
2 f(z) = e?
1 X\ %
T \| 4~
oL, : 0ot ¢ :
T x
a b e eb
(b) suorakaiteen kuva kuvauksessa z — €*
1y
f(z) =¢€*
T | — =
=== = AN E— AN
— N NN NS NN
— AN ARNNRNRNRN AN
P OO AN RN AANNNN
- 71— — = ARRNRRNRRR AN
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(c) jaksovyon osien kuvautuminen kuvauksessa z — e*

Kuva 1.8: Alueiden kuvautuminen nelidinnin ja eksponenttifunktion tapauksissa.



14 Chapter 1. Kompleksiluvuista ja kompleksifunktioista

1.4 Jatkuvuus ja derivoituvuus

Koska kompleksiluvun moduli |z| m&éraa normin, joka yhtyy kompleksitasoon piir-
retyn vektorin z = x + 4y pituuteen, yhtyy kompleksitason topologia R?:n topolo-
giaan. Siten, esim. pisteen zy € C e-séteinen (avoin) palloympéristé on joukko

B.(z0) ={z € C: |z — 2| < e}.

Kompleksitasossa funktion raja-arvon ja jatkuvuuden maéritelmét ja niiden sisalto
on sama kuin kahden muutujan vektorifunktioilla R> — R2. Niinpa funktio f :
My — C on jatkuva pisteessé zg € My C C, jos lim,_.., f(2) = f(20), 2 € My, ts.

Ve >0 3. >0: |2 — 2| <dc(z€ My) = |f(2) — f(20)] <e.

Derivaatta: Toisin kuin tavallisessa zy-tasossa R? kompleksiluvuille on mééritelty
kertolasku ja siten myos osamaara. Tama mahdollistaa derivaatan mdaritelmdan
kompleksifunktioille yhden muuttujan reaalifunktioiden tapaan, suoraan erotusosa-
maaran raja-arvona. Jos raja-arvo

Flz0) = tim LH) =70

2—20 zZ— 29

on olemassa sanotaan, ettd f on derivoituva (differentioituva) pisteessa zp ja ettd
raja-arvo f'(z9) on f:n derivaatta pisteessi zp € C. Huomaa, ettd médritelméassi
z — 2o kompleksitasossa. Ko. raja-arvo ei saa siten riippua suunnasta tai tavasta,
jolla z — zp.

Esimerkki 1.4.1. Olkoon f(z) = 2%. Téllsin

2 2
z) — f(z z°—z
lim M = lim =Y = lim z + 29 = 2.
z—z20 2 — 20 z—20 Z — 20 2—20

Siis f”(20) = 220, V2o € C.
Derivaatalla on seuraavat tavanomaiset ominaisuudet:
(i) (cf)'(2) =cf'(2), c € C
(i) (f +9)'(2) = f'(z) + ¢'(2);
(iii) (f9)'(z) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2);

: @Y _ r@e@-f(2)d ()
(iv) (g(z)) = 92 :

Kompleksifunktion derivoituvuus muistuttaa vektorifunktioiden differentioituvuutta
(vrt. funktion f : R? — R approksimointi tangenttitasolla), joka on luonteeltaan
voimakkaampi vaatimus kuin osittaisderivaattojen olemassaolo. Useat yksinker-
taisetkaan kompleksimuuttujan funktiot eivat valttaméatta ole derivoituvia.
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Esimerkki 1.4.2. (Kompleksikonjugaatti) Olkoon f(z2) =z = = — iy, Vz = = +
1y € C. Funktio f ei ole derivoituva milladn zg € C. Tarkastellaan funktion f
erotusosamadria pisteessa zg € C:

f(z)—f(z0) Z—Z (v —m0)—i(y — o)

z— 20 z—z0 (v —mo)+i(y—yo)

Jos y = yg, niin

lim im —— =1,
220 Z— 20 z—20 T — X
ja jos T = xq, niin
z) — f(x —
i J&) = fE0) oy mw
zZ—20 z — ZO Z—20 y — yO

Niinpd f:n erotusosaméaaralld ei ole raja-arvoa missidn pisteessa zg € C, ts. f’(20)
ei ole olemassa.

Kompleksifunktiota f(z) sanotaan analyyttiseksi alueessa A C C (téssd ”alue
= avoin yhtendinen joukko C:ssd”), jos se on derivoituva Vz € A. Funktiota f(z)
sanotaan analyyttiseksi pisteessd zg € C, jos se on analyyttinen jossakin pisteen zg
e-ymparistossa.

Esim. Polynomit P(z) = c,2" +cp_ 12" 1 +...c12+co, ¢; € C, ovat analyyttisii
koko kompleksitasossa C. Samoin rationaalifunktiot P(z)/Q(z), missd P(z) ja Q(2)
ovat polynomeja, ovat analyyttisid nimittajdn nollakohtia (¢(z) = 0) lukuunotta-
matta.

Cauchy-Riemannin yhtdlot. Olkoon f kompleksifunktio ja merkitdén z =
T + 1y,

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

missd v = Re f jav = Im f. Jos f on derivoituva, niin se on myos jatkuva (vek-
torifunktiona) ja talldin myds reaaliarvoiset komponenttikuvaukset u(z,y) ja v(z,y)
ovat jatkuvia kahden muuttujan x ja y funktioina. Voimme myos tutkia w:n ja v:n
osittaisderivaattojen

Vp=—70 Ja Uyza—yv
olemassaoloa. Osoittautuu, ettd f:n analyyttisyys voidaan karakterisoida u:n ja v:n
osittaisderivaattoihin liittyvien Cauchy-Riemannin yhtaléiden avulla.

Olkoon f = w + ‘v maaritelty pisteen zy ympéaristossa ja oletetaan, ettd f on
derivoituva pisteessa zg = xg + typ. Tarkastellaan erotusosaméaran raja-arvoa, kun
z— 2o

f(z2) = f(z0) _ ulz,y) —ulwo,90) | . v(x,y) — v(zo,%0)

+1 .
Z — 20 Z — 20 zZ— 20
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Kun valitaan y = yo, ndhddén (pitamalld f:88 vektorifunktiona), ettd seuraavat
raja-arvot ovat olemassa ja etta

(1.5)

f'(z0) = lim

2—20,Y=Y0

<U(.’E,y) B u(anyO) + Z,U(‘T’y) B U($an0)) _ ux($07y0)+ivx(fp0)y0)-
T — X T — o

Vastaavasti, kun x = zo paaddytain raja-arvoyhtaloon
(1.6)

f'(z0) = lim

2—20,L=XQ

u(x,y) —u(zo,yo)  .v(z,y) — U(xo,y0)> .
- —+1 - = —uy (2o, “+vy (2o, .
( i(y — o) i(y — o) yl0, 30) 404 (0, 10)
Kohdista (1.5) ja (1.6) ndhdaan, etta

{ uz(l'07 yO) = Uy(l‘Oa y0)7
uy(20,%0) = —v(Z0, Yo)-

Siis f toteuttaa zg:ssa ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

Uy = Uy,
Uy = —Vg.

Funktion derivoituvuus kompleksimuuttujan suhteen on yhtapitavia differentioitu-
vuuden kanssa, mikd ndhdéaén seuraavasta differentiaalikehitelmastd:

(1.7) Fz0+A) = f(z0) = A+ Ae(N),

missd €(A) — 0, kun A — 0. Télloin ¢ = f’(29)(€ C). Perustelu on sama kuin yhden
muuttujan reaalifunktioiden tapauksessa (vrt. Mat. menet. I). Nyt seuraukset ovat
kuitenkin voimakkaampia, nimittdin funktiot u(x,y) ja v(z,y) ovat myos differen-
tioituvia kahden muuttujan funktioina (vrt. Mat. menet. II). Huomioimalla liséksi
Cauchy-Riemannin yhtélot saadaan funktion derivoituvuudelle kompleksimuuttu-
jan suhteen seuraava karakterisaatio.

Lause 1.4.3. Funktio f(z) = u(x,y) + iv(x,y) on derivoituva pisteessé zp = xo +
iyo € C, jos ja vain jos komponenttikuvaukset u(z, y) ja v(x, y) ovat differentioituvia
pisteessa (z9,yo) ja ne toteuttavat Cauchy-Riemannin yhtalot

Ug = Uy,
Uy = —Vg.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on derivoituva pisteessa zg. Merkitdan A = h+ ik
ja f'(20) = a + ib(€ C). Differentiaalikehitelmésta (1.7) ndhdaéan, ettd kun A # 0,
niin
u(zo + h,yo + k) — u(wo,y0) = Re (f'(20)A + Ae(N))
= ah — bk 4+ Re (Ae(X))
= ah — bk + |Xei(N),
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missa Re (el A
lim £1(\) = lim Re(A=(Y))

=0.
A—0 A—0 Al

Vastaavasti, kun A # 0,
(o + R, yo + k) — v(zo,y0) = Im (f'(20)A + Ae(N)) = bh + ak + [Ale2(N),

missa

lim e2(\) = lim Im (Ae(Y)) = 0.

A—0 250 [Al

Siten u ja v ovat differentioituvia pisteessa (zo,yo) ja

{ uz(z0,90) = a, uy(zo,y0) = —b;
vz(x0,%0) = b,  vy(xo,y0) = a.

Oletetaan kééntéen, ettd u ja v ovat differentioituvia (zg,yo):ssé ja toteuttavat
Cauchy-Riemannin yhtalot. Talloin

{ u(zo + h,yo + k) — u(xo, yo) = uz(x0, yo)h + uy(xo, yo)k + |Ale1(N);
v(zo + h,yo + k) — v(20,%0) = ve(T0, y0)h + uy(z0, yo)k + [Aea(N),

missd £1(A) — 0 and e2(A) — 0 kun A — 0. Siten

f(z0+A) = f(20) = (ux(o,y0) + tvz(z0,%0)) b + (uy(z0,Y0) + ivy(T0,y0)) k
+Al (e1(A) +ie2(N)) -

Téassd |A] (e1(A) +ie2(N)) = Ae(N), missd e(A) — 0, kun A\ — 0. Huomioimalla
Cauchy-Riemannin yhtalot nahdaan, etta

f(z0+A) — f(20) = ug(z0,y0)(h + ik) + tvg(z0, yo) (h + ik) + Ae(N)
= (uz(20,90) + ivz(20,50)) A + Ae(A).

Siis f on derivoituva pisteesséa zg ja
f'(20) = uz (20, 90) + 102 (20, y0) = vy(20,Y0) — tuy(zo,Yo)-
O

Seuraava tulos antaa riittavén ehdon funktion f derivoituvuudelle pisteessa zg €

C.

Lause 1.4.4. Jos reaaliarvoisilla funktioilla u(x,y) ja v(x,y) on jatkuvat 1. ker-
taluvun osittaisderivaatat pisteessi (xo,yo) ja ne toteuttavat Cauchy-Riemannin
yhtélot pisteessé (xo, yo), niin funktio

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
on derivoituva pisteessé zg = xg + Y. Lisaksi

f’(zo) = g (20, yo) + vz(x0,Y0) = Uy(fﬁo,yo) - Z'Uy(fﬂo,yo)-
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Todistus. Osittaisderivaattojen jatkuvuus takaa funktioiden w ja v differentioitu-
vuuden (zg,yp):ssé (vrt. Mat. menet. II-kurssi). Tamén perusteella véite saadaan
Lauseesta 1.4.3. ]

Esimerkki 1.4.5. f(z) =z = x — iy. Nyt u(z,y) = z, v(z,y) = —y ja edelleen
Uy =1, uy =0, v, =0, vy = —1. Siten u, # vy.

Lause 1.4.6. Jos f = u + iv on analyyttinen alueessa A C C, niin u = Re f ja
v = Im f toteuttavat Laplace-yhtalon:

2
Vou = ugy + uyy = 0,

V20 = vy + vy = 0.

Todistus. (IDEA) Funktion f analyyttisyydestd seuraa, ettd myos sen derivaatta
f" on analyyttinen = f( on analyyttinen (tdmé perustellaan my6hemmin). De-
rivoimalla Cauchy-Riemannin yhtélot saadaan

(1.8) Uz = Uyz, Ugy = Vyy;
Uyy = —VUgx, Uyy = —Ugy-.

Koska £(™ on analyyttinen, komponenttikuvauksilla u ja v on kaikkien kertalukujen
jatkuvat osittaisderivaatat. Témén nojalla ugzy = Uys ja vgy = vy, (vrt. Mat.
menet. II-kurssi). Niinpé yhtaloisté (1.8) ndhdéén, ettd gy +uyy = 0 ja vgp +vyy =
0. O

Esimerkki 1.4.7. (i) f(z) = €7, f'(z) = €%

Esimerkki 1.4.8. My6s hyperbolisten funktioiden derivaatat on helppo johtaa
normaalien derivointisddntéjen avulla huomioimalla kaava (1.4) sekéd peruskaava
D(e?) = e*:
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Luku 2: KOMPLEKSINEN INTEGROINTI

2.1 Kayraintegraali kompleksitasossa

Kompleksifunktioille voidaan méaaritella kdyrdintegraali samaan tapaan kuin usean
muuttujan reaalifunktioille. Olkoon C paloittain siled kayrd kompleksitasossa, t.s.
silld on parametriesitys [a,b] — C, t — z(t), joka on paloittain jatkuvasti derivoituva
parametrin ¢ suhteen. Ositetaan véli [a,b] C R jakopisteilld a = to,t1, ..., t, = b,
jolloin pisteet z = z(ty) jakavat C:n osakéyriin. Valitaan kultakin C:n osakéyralta
Zk—1:0 ja z:m valistd piste & (= z(nk), tk—1 < nr < tx). Jos summalla

Sa=Y_ F(&)(zk — 21
i=1

on raja-arvo, kun |D| := maxy |z — zx—1| — 0, joka ei muutoin riipu jaosta D
eiké pisteiden & valinnasta, sanotaan ko. raja-arvoa f:n kayraintegraaliksi pitkin
(suunnistettua) kayrdad C. Raja-arvon olemassaolo ilmaistaan usein sanomalla, ettd
funktio f on integroituva yli kdyréan C' ja ko. raja-arvolle kdytetadn merkintaé

/C £(2)de.

Kirjoittamalla f = u+iv ja z — 21 = Az + 1Ay, saadaan fc f(2)dz palautettua
reaalifunktioiden kayraintegraaleiksi

Sy = Z up Ay — Z Ay + ¢ (Z ur Ay + Z vaxk>
k=1 =1 =1 =1

+ [ 1z = [ wle e [ v(z,wdyw( [ v+ [ v(x,y>dm>-

Kirjoittamalla

{ f(2) = u(z,y) +iv(z, y);
dz = do +¢dy

voidaan tdmaéa yhteys ndhda myo6s laskemalla symbolisesti:

/ f(z)dz = / (u(z,y) +iv(z,y)) (de + idy)
C C

= /C (u(z,y)dz — v(z,y)dy + iu(z,y)dy + iv(z,y)dz)

/ (u(z,y)de — v(z,y)dy) + Z/ (u(z,y)dy + v(z,y)dx) .
C C
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Jos f on jatkuva, niin f on integroituva yli kdyran C' ja kayridintegraali voidaan
laskea méérattyna integraalina kayttdmalla apuna C':n parametriesitysté ¢ — z(t)
(vrt. Mat. menet. I ja II-kurssit):

/C feyaz= [ " Fa) 1) dt

Integraalifunktio ja yhteys kdyrdintegraaliin. Kuten reaalifunktioiden tapauk-
sessa funktiota F', jolla on ominaisuus F'(z) = f(z) sanotaan funktion f inte-
graalifunktioksi. Integraalifunktio on kompleksista vakiota vaille yksikéasitteisesti
méaaratty. Todettakoon, ettd integraalifunktion olemassaolo muistuttaa vektori-
funktion potentiaalin olemassa ja sen ominaisuudetkin ovat samankaltaiset (vrt.
Usean muuttujan analyysin kurssi).

Lause 2.1.1. Jos f:114 on integraalifunktio /', niin

/ f(2)dz = F(z1) — Flz),
C

missd zg on kdyran C alkupiste ja z; C':n paétepiste.

/f dz—/ (2 dt_/ab(Foz)’(t)dt:[Foz]Z

= (Foz)(b)— (Foz)(a) = F(z1) — F(20).

Todistus.

O]

Tama osoittaa, etté jos f:114 on integraalifunktio, niin sen kiayraintegraalit eivdt
riipu pisteitd zg ja z; yhdistdvan polun valinnasta. Myos kddnteinen vaite patee:

Lause 2.1.2. Olkoon f : A — C jatkuva alueessa A C C. Tall6in funktiolla
f on integraalifunktio alueessa A, jos ja vain jos kaikille umpinaisille paloittain
saannollisille kédyrille C' C A on voimassa

fc F()dz =

Taman lauseen kaanteinen vaite voidaan todistaa samalla tavalla kuin Mat.
menet. II-kurssilla vastaava tulos.

Esimerkki 2.1.3. Lasketaan fc
ja sateena 1, kehda suunnistettuna vastapalvaan

Valitaan C:lle parametriesitys z(t) = zg + cost +isint = zg + €', 0 < t < 27.
Tallsin 2/(t) = ie' ja

1 2 1 27
j(I{ dz = / —tze” dt = z/ dt = 2mi.
cZ— 20 o € 0

Huomaa, ettd (In(z — 29)) = ﬁ, kun z — zg ¢ (—00,0], mutta In(z — z9) on

epijatkuva arvoilla z — 29 € (—00,0]. Erityisesti funktiolla f(z) = 1 (20 = 0) ei ole
integraalifunkiota alueessa, joka sisaltda origon.
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2.2 Cauchy’n integraalilause ja integraalikaava

Integraalifunktion olemassaoloa on helpointa tarkastella alueessa A, joka on yhdesti
yhtendinen: jokaisen A:n umpinaisen kayrdan C' rajoittaman C:n osajoukon pisteet
kuuluvat joukkoon A. Tama tarkoittaa, ettd A:ssa ei voi olla "reikid”. (Piirra kuva.)
Kayraa C sanotaan saannolliseksi (ja siledksi), jos se ei leikkaa itsedén eiké siiné ole
kulmia (ts. kédyralla on tangentti kaikissa pisteissd). Téllaisen kdyrén parametriesi-
tys z(t) : [a,b] — C on sdannollinen, jos z(t) on injektiivinen ja sen derivaatta 2'(t)
on olemassa ja jatkuva, seka lisdksi 2/(z) # 0. Kéyra C on paloittain sdannoéllinen,
jos se voidaan jakaa #érellisen moneksi osakdyréksi, jotka ovat saannollisid. (Piirra
kuva.)

Lause 2.2.1. (Cauchy’n integraalilause) Jos f on analyyttinen yhdesti yhtenéisessé
alueessa A, niin jokaiselle A:n umpinaiselle paloittain sd&nnolliselle kayralle C' patee

i F()dz =

Todistus. Naytamme vain kuinka véitetty tulos voidaan johtaa, kun f/(z) on jatkuva.
Maaritelman nojalla

740 f(2)dz = 74 (u(a, y)dz — v(z, y)dy) + i ;4 (ule, y)dy + v(z, y)dz)

// 8vxy _ Ou(z,y) dxdyﬂ// 8umy _ Ov(z,y) dzdy,
oy dy

missé jalkimmaéinen yhtalo seuraa ns. Greenin lauseesta, joka todistetaan Matemaat-
tiset menetelmét II-kurssilla (tdssd R on kdyran C sisdpuolelle rajattu tasoalue).
Huomioimalla nyt Cauchy-Riemannin yhtélét todetaan, ettd molemmissa tasoin-
tegraaleissa integroitava funktio on nollafunktio, jolloin ko. tasointegraalien arvot
ovat myos nollia. O

Seuraus 2.2.2. Jos f on analyyttinen yhdesti yhtenéisessé alueessa A, niin f:114
on A:ssa integraalifunktio.

Cauchy’n integraalilauseen tulos péatee myos yleisemmille kompleksitason alueille
seuraavassa muodossa. Jos f on analyyttinen alueessa, joka siséltaé alueen A ja sen
(paloittain saannolliset ddrellisen pituiset) reunakdyrat, niin

/8 Sz =0,

kun alueen reuna 0A (aluetta rajoittavat reunakéyrat) on positiivisesti suunnistettu:
kuljettaessa reunakayraé pitkin positiiviseen suuntaan alue A jia vasemmalle.

Esimerkki 2.2.3. (Vrt. Esimerkki 2.1.3.)
Suoraan havaitaan, etté jos C, = 0B, (zp) on r-siteisen ympyran kehé keskipisteend
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20 ja valitaan parametriesitykseksi z(t) = r(cost + isint) + zg = 29 + re (0 <t <
27), jolloin 2/(t) = rie', niin saadaan

1 27 1 ) 27
}1{ dz = / —,trielt dt = z/ dt = 2mi.
c, 2 — 20 o ret 0

Integraalin arvo ei siis riipu sdteesta r, vaikka eri r:n arvoja vastaa eri integroin-
tipolku C;. Soveltamalla ennen esimerkkid mainittua tulosta, sama johtop&aatos
voidaan yleistdd monimutkaisemmille integrointipoluille C':

Olkoon C' sdannollinen umpinainen kayré, joka kulkee kerran pisteen zg € C
ympéri suunnistettuna vastapaivéaén ja olkoon 0B, (zg) sellaisen r-séteisen ympyran
keha keskipisteena zg, myos suunnistettuna vastapaivadn, joka sijaitsee kayréan C
sisdpuolella. Télloin C ja 0B, (zp) rajaavat kompleksitasossa alueen A, jonka re-
unakéyrind ne ovat. (Piirra kuva.)

Vaihtamalla kdyran 0B, (zp) suunnistus vastakkaiseksi (eli kulku my6tapaivaan),
tulevat molemmat A:n reunakayrit positiivisesti suunnistetuiksi. Taméan nojalla

0= [ #e- 740 F(2)dz + 74_ NG 7{) F(2)dz — 7{9 o f

1

kun f on analyyttinen joukon A siséltavissa alueessa. Erityisesti, kun f(z) = prt

patee
f dz ?{ dz -
= = 27ri.
CZ=2  JoB(z) # ~ %0

Niinpa integraalin arvo ei edelleenkadn riipu yo. integrointikayrasta C.

Esimerkin tulos voidaan yleistda seuraavasti.

Lause 2.2.4. (Cauchy’n integraalikaava) Olkoot f analyyttinen alueessa A, zy
mielivaltainen A:n piste seka C' sdannéllinen umpinainen kerran zg:n ympari kulkeva
vastapaivaan suunnistettu kayré, jonka rajaama alue kuuluu A:han. T&ll6in

f(z0) = L ﬁdz.

21 Jo z — 2o

Todistus. Kirjoitetaan f(z) = f(z0) + (f(2) — f(20)). Tall6in

O S S e
dz_f(o)}é +fc g,

cZ =%

Toisaalta C' voidaan korvata zo-keskiselld r-siteiselld ympyrélld; valitaan z(t) =
re’ + z9, 0 <t < 2m. Funktio f on derivoituvana jatkuva pisteessi zg, joten

Ve>03r >0 se. |f(z)— f(20)] <€ kun|z — 2| <.
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Koska 2/(t) = ire' ja |2/(t)| = r, saadaan nyt arvio
Tf(e(t) — f(z0)
t

fz) = f(=0) 4| _ f(2) = f(z0) 4, s
740 z— 2 d’ éB,«(zo) z — 20 d 0 z(t) — 2o (£)dt

2 ()~ FCO [T )
</ Zjae= [ [fG0) - fe)] <2

‘Z(t) - 2’0‘ N——— ~
N’ =r <e

=r

Téssé € > 0 oli mielivaltainen. Niinpé ¢, fe)=1z) g, — . O

zZ—20

Esimerkki 2.2.5.

4
7{ C 4= omie?|,—g = 2mie?(~ 46, 47).
c 2

Cauchy’n integraalikaava antaa myos esityksen derivaatalla f/(zg).

Seuraus 2.2.6. (Derivaatan esitys) Lauseen 2.2.4 oletuksin pétee
1 f(2)
!/
= — ¢ ——dz.
fz0) 270 fé (z — 20)? ®

Todistus. Soveltamalla Cauchy’n integraalikaava pisteissd zg ja 2o + A saadaan

f(z0) = L Mdz

2w Joz— 2

ja
1 f(z)
A)=— ¢ ————dz.

fzo+2) 2772'%02—(%—1—)\) :
Viahentamalla nama esitykset puolittain nahdaan, etta
(2.1) flzo+A) = fz0) _ 1% f(2) &

A 210 Jo (2 — 20 — A) (2 — 20)
Siten

f'(20) = lim 1}2 ( /() dz = 1%(70(2)(12.

z2—20— AN (z— 20) 2mi z— 20)?

Téssé raja-arvon A — 0 ja integraalin jarjestys voidaan vaihtaa (perustelu sivuute-
taan), mista viite seuraa. O

Saatu esitys f’(z0):lle osoittaa, ettd f’(zp) on jatkuva. Itse asiassa vastaava
paattely kayttamalla f'(zo):m esitysta osoittaa, ettd f'(2) on derivoituva ja

" (z0) = l %C (f(z)dz.

2mi z—z9)3
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Niinpa f:ll4 on kaikkien kertalukujen derivaatat ja

211 Jo (2 — zo) L

Huom. f (”)(zo):n esitys saadaan derivoimalla Cauchy’n integraalikaava n ker-
taa zp:n suhteen (tassa a%g:n ja $m jérjestyksen saa vaihtaa).
Analyyttisen funktion kaikkien kertalukujen derivaatat ovat siis analyyttisia.

Tasta seuraa, ettd Cauchy’n integraalilause voidaan kdantaa.

Seuraus 2.2.7. (Moreran lause) Olkoon A ja C' kuten Cauchy’n integraalilauseessa
(Lause 2.2.1). Jos f on jatkuva ja kaikille C' patee

ﬁ f(2)dz =0,

niin f on analyyttinen A:ssa.

Todistus. §. f(z)dz = 0, YC = f:1ld on integraalifunktio F'(z). F(z) on talldin
analyyttinen = f(z) on analyytinen. O
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Luku 3: SARJAKEHITELMISTA KOMPLEKSIALUEESSA

Kompleksialueessa sarjakehitelmilla on keskeinen merkitys. Kompleksilukujen zi,
22, ... muodostama sarja Y p; 2k suppenee, jos osasummien jonolla

n
Sy = Z 2k
k=1

on darellinen raja-arvo S (= Y po, zx) € C. Sarja Y ;- z; on suppeneva, jos ja
vain jos reaalilukusarjat

o oo
dae ja Y uk (2 =k + iy
k=1 k=1

kumpikin ovat suppenevia. Talloin

o oo o0
S = sz = Zwk —i—iZyk.
k=1 k=1 k=1

Sarjaa ) p-, 2z sanotaan itseisesti suppenevaksi, jos modulien |z;| muodostama
reaalilukusarja > ;- | |zx| suppenee. Jos sarja suppenee itseisesti, suppenevat myds
reaalilukusarjat > 7-, @, ja > po, yk (itseisesti) majoranttiperiaatteen nojalla ja
siten sarja - 2z, suppenee myos tavallisessa mielessé.

3.1 Potenssisarjat kompleksialueessa

o0
Z an(z — 20)",
n=0

missé a, € C ovat sarjan kertoimia, zg € C on sarjan kehityskeskus ja z € C on
muuttuja. Seuraava lause todistetaan kuten reaalilukusarjoille.

Potenssisarjat ovat muotoa

Lause 3.1.1. (Abelin lause) Jos potenssisarja 7, an(z — 20)™ suppenee pisteessi
z1 # 20, niin se suppenee itseisesti jokaisella arvolla z, jolle |z — zo| < |21 — 2p]. Jos
ko. potenssisarja hajaantuu pisteesséa zo, niin se hajaantuu jokaisella arvolla z, jolle
|z — 20| > |22 — 20].

Tamén nojalla potenssisarjaan voidaan liittad suppenemisside R (R > 0 tai
R = ), jolle pétee

oo
|z — 2| <R = Z an(z — 20)" suppenee,
n=0

oo
|z — 2| >R = Z an(z — 20)" hajaantuu.
n=0
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Kuten reaalialueessa potenssisarja méérittelee konvergenssikiekossa funktion f(z) =
Yoo o 2z — 20)™, jolla on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat z:n suhteen ja
ne voidaan laskea derivoimalla sarja termeittain:

o0

fRE) = nn—1)mn-2)...(n—k+1an(z — 20)" "

n=~k

Nain saaduilla potenssisarjoilla on sama suppenemissidde R kuin alkuperaisella sar-
jalla, eli ne suppenevat arvoilla |z — zo| < R. Erityisesti f*)(z9) = klas, joten
alkuperainen sarja voidaan suppenemiskiekossaan kirjoittaa muodossa

2 1(n)(,
fo=3 By el <R

n!
n=0
Tétéa sanotaan f:n Taylorin sarjaksi pisteessd zg.

Esimerkki 3.1.2. Muodostetaan Taylorin sarja fuktiolle

1
f) =
kehityskeskuksena origo.
Selvasti
d 1
")=—1-2)"'=(=1)-1=-2)"2 (-1 =
fle)= G0-a7 = () 0-27 ()= 7=
Vastaavasti 1 0
1" - —(1— -2 _
f (Z) dZ( Z) (1 —Z)3
ja yleisesti
|
M= —" _ p=12
f (Z) (1 _ Z)n+1 Y n 9y 73’ A
Siten f("(0) = —2%—1 = nl(=n(n—1)-----2-1) ja f(z):lle saadaan Taylor sarjaksi

(1-0)

f(Z) _ Z f n|(0) S — Zzn‘
n=0 ’ n=0

Ko. Taylor-sarja yhtyy geometriseen sarjaan » - ;2" = 1712, joka suppenee arvoilla
|z| < 1.

Esimerkki 3.1.3. Funktio f(x) = H% on jatkuva Vr € R ja jopa aarettoman
monta kertaa derivoituva funktio = voidaan muodostaa Taylor-sarja. Mutta: Ko.
Taylor-sarja suppenee pisteessi © € R < x €] — 1,1[. Syy: funktiolla f(z) =
(z € C) on navat pisteissd z = =i.

_1
1422
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Potenssisarjan summa f(z) on derivoituvana funktiona analyyttinen kiekossa
|z — 20| < R. Osoittautuu, ettd myos kéénteinen tulos on voimassa: pisteesséd zp
analyyttinen funktio voidaan kehittda potenssisarjaksi (Taylorin sarjaksi) pisteessé
zp, joka suppenee kohti alkuperdista funktiota.

Potenssisarjan suppenemissateeseen liittyy sama tulos kuin reaalialueessa: Jos
raja-arvo

lim — — R tailm %l _ R

n—oo n |an| n— o0 ]an+1| o

on olemassa, niin se on sarjan Y °  an(z — 29)" suppenemisséde.

Esimerkki 3.1.4. Geometrisen sarjan » 2" suppenemisside on R = 1 ja sen

summa f(z) = Y02 2" = - on analyyttinen kiekossa |2| < 1. Itse asiassa

rationaalifunktiona ﬁ on analyyttinen, kun z # 1.

3.2 Laurentin sarja

Esitdmme analyyttiselle funktiolle sarjakehitelméan, jonka kehityskeskukseksi voidaan
valita my0s piste, jossa ko. funktion ei tarvitse olla edes maaritelty. Kehitelmalla
on paljon kaytto6d muun muassa residy-laskennassa, jonka avulla esimerkiksi han-
kalien kéayraintegraalien laskeminen saattaa helpottua olennaisesti. Erikoistapauk-

sena saamme analyyttisen funktion Taylor-sarjan.

Esimerkki 3.2.1. Funktiolle f(z) = i muodostettiin Taylor-sarja kehityskeskuk-
sena origo Esimerkissa 3.1.2:

fe) ==
n=0

Tami sarja suppenee arvoilla |z| < 1, z € C. Funktiolle f(z) voidaan muo-
dostaa myos z:n negatiivisiin kokonaislukupotensseihin perustuva sarjakehitelméa
seuraavasti:

1:7::‘;:; :‘iiC)n:—i(i)n (2 #0,1).

n=0 n=1

Kyseinen sarja suppenee, kun E‘ < 1, tai yhtapitavasti, kun |z| > 1.
1

Niinpé funktiolla f(z) = = on seuraavat sarjakehitelmat:

1 o0
= Zzn, kun |z| < 1;
n=0

1—2

1 i(l)"
=— -], kun|z|>1.
1—2z = \z

Lause 3.2.2. Rengasalueessa r < |z — zp| < R analyyttinen funktio voidaan esittaa
Laurent-sarjana
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missa

1

L (T
270 Jo (& — zo)nt

ja integrointi suoritetaan vastapaivéén pitkin renkaassa r < |z — 29| < R olevaa

saannollistd umpinaista kayréd C (kiertden kerran zg:n ympari). Ko. sarja suppenee

kohti funktiota f ainakin rengasalueessa r < |z — 2| < R.

Todistus. Yhdistetdan reunakdyriat 0B, (z9) ja OBRr(z0) janalla, jolloin muodostuu
umpinainen kdyra +y, joka “kiertdd kerran” renkaassa 0 < |z — zg| < R olevan
pisteen z ja jonka rajaamassa alueessa f on analyyttinen (piirrd kuva). Cauchy’n
mtegraahkaavan (Lause 2.2. 4) nojalla

[ g L £(©)
27TZ § - 2 27TZ dBRr(z0) § 271 3By (20) f -z

d€ =: fi(2)+fa(2).

Kirjoitetaan
k
1 1 Z (z —zo)" (z — z0)

() B e

k

Sijoittamalla tdmé fi(z):n lausekkeeseen ja integroimalla termeittiin saadaan

(1 f(€)de o (2= 20) F(€)de
he = nZ:;) (27” jfiBR(Zo) (€ = z0)"*! (r=20)"+ 2mi fi‘?BR(zo) (€—2)(€—20)""

=an (korvataan OBg(zo) polulla C) =:Ry(2)

(€

\_/

Tassa ’

< M < oo Y€ € 0Br(20) (jatkuvana rajoitettu funktio), joten

2rRM — 2] \*
T [Ry(2)] < WQR kfolo(V’RZO\> — 0.

s

<1

Siis f1(z) = Y nogan(z —20)" ja tdmé sarja suppenee ainakin arvoilla |z — zp| <

R.
Toisaalta lahtemélld esityksestd ——— = ———~+—— saadaan
SR =)
fa(2) =
zk: 1% FE(E = 20)"1dE | (2 — 20) " + (==2)" 7{ (€ —20)* f(£)d¢
1 21 8B (20) 211 OB (20) (Z_E)
=an (korvataan 0By (zg) polulla C) =:Ry,(2)

ja téssa ‘ﬁ(fi)‘ <M< 00, V¢ € B, (29), joten

~ 2mr M r k
lim |R < li — =0
i e < 25 i ()

<1
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Niinpé fa(z) = 3., 27 ; an(z—20)™ ja tAma sarja suppenee ainakin arvoilla |z — zo| >

n=—1
r. Koska f(z) = fi1(2) + f2(2), véite on todistettu. O
Huom. Lauseessa 3.2.2 esitetyt Laurent-sarjan kertoimien a,, lausekkeet voidaan
johtaa myos seuraavasti. Integroidaan sarja f(z) = o0 an(z—2p)" termeittiin

ja sovelletaan Cauchy’n integraalilausetta ja derivaattojen lauseketta:

dz dz
dz n — nd = 0 _ _ R
jif(z) Zaj{z 20)"dz +a 17{@*2—20—’—@ 2740(2—20)24_

n=-—00 Lause 2.2.1

d
—a_ ]{ L4 040+
C S——

zZ— 2

derivaattojen esitys
=2mi,Estm. 2.1.3

eli

27rz f{ 1z
Vastaavasti -

f(2) e
(z — 20)F T D an(z—z)" Y

n=-—00

antaa
d
j{‘fm Zan]{ Z—ZO”“dz—ak]{ c  a2mi
c (2 —20) o cZ— %

eli .

2mi Jo (z — z0)F 1

Laurent-sarjan alkuperaistéd suppenemisrengasta voi laajentaa: v | ja R T kunnes
ao. ympyran kehd saavuttaa pisteen, jossa funktio f ei ole endé analyyttinen. Eri-
tyisesti, jos f on analyyttinen zo-keskisessi R-séteisessd pallossa 0 < |z — zg| < R,
niin Laurent-sarjan negatiivisia indekseja vastaavat kertoimet a_i,a_s,... ovat
kaikki nollia Cauchy’n integraalilauseen (Lause 2.2.4) nojalla. Laurent-sarja antaa
siten erikoistapauksena pisteessd zg analyyttiselle funktiolle sen Taylor-sarjakehitelman.
Kiintedssa suppenemisrenkaassa funktion Laurent-sarjakehitelmd on yksikdasitteisesti
mddrdtty: jos sarjakehitelmat

o0

flz) = Z an(z — 20)" ja f(z Z bn(z — 20)"

n=—oo n=—oo

suppenevat samassa rengasalueessa r < |z — 29| < R, niin a,, = by, Vn € Z. Mikéli
funktiolle f saadaan muodostettua ko. tyyppiad oleva suppeneva sarjakehitelm4,
niin se on valttdmétta ao. rengasalueessa funktion f Laurent-sarja, ts.

1 f€)

— —_— 7.
27 Jo (& — z0)n ! S one

Ay —
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Esimerkki 3.2.3. Sarjakehitelmi = = >°° /2" suppenee arvoilla 0 < [2] <

—Zz

1. Kyseessd on funktion f(z) = 1iz Taylor-sarjakehitelmé eli Laurent-sarja, joka

suppenee rengasalueessa, jossa r = ( ja R=1.

. . . , k+1
Toisaalta sarjakehitelmé 1 = W >R, (3)T === ZLQ - z% =

— Z;i_oo 2™ suppenee arvoilla |z| > 1. Kyseesséd on funktion f(z) = ﬁ Laurent-
sarja, joka suppenee rengasalueessa, jossa r = 1 ja R = oc.

Esimerkkeja Taylor-sarjoista:
Eksponenttifunktio

=l+z+ 5+ +.

P 2’2 23
! 3!

=33

ja sarja suppenee Vz € C. Trigonometriset funktiot

0 Z?n-‘rl 23 25
nz=S (-1 =2 2
S ;( Vans T F s

a z2n 2 4
_ n _ £
cosz =) (1) oy~ T T

ja molemmat sarjat suppenevat Vz € C. Geometrinensarja

oo
:Zz”:1+z+z2+...

suppenee arvoilla |z] <1 (z € C).

Logaritmi
o0 n+1 2 3
z z z
In(l1+2) = E 1" =4
n ?) n:O( ) n+1 ‘ 2

suppenee arvoilla |z| < 1.
Huom! Taylor-sarjan tapauksessa kertoimet a, (n =0,1,2,...) voidaan laskea

.. (n) .. C e
myos kaavalla a, = fTEZO) Taylor-sarjoja voi kayttad apuna muodostettaessa

funktioiden Laurent-sarjakehitelmia.

Esimerkki 3.2.4.

=1 /1\" 11
f(Z)=z2el/Z:z2<Zn!<Z>>—z +z+ - +37+

n=0

Laurent-sarja pisteessé zg = 0, joka suppenee arvoilla |z| > 0.
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3.3 Residy lause

Usein Laurent-sarja muodostetaan rengasalueessa 0 < |z — 29| < R, missé kehi-
tyskeskus zp on aina R-séteisen palloympéariston piste, jossa f(z) ei ole analyytti-
nen. Tarkastelun kohteena on talloin erityisesti sellaiset funktiot, joiden Laurentin
sarjoissa negatiivisia indekseja vastaavista kertoimista vain aarellinen maéré on nol-
lasta eroavia, ts. f(z)m Laurent-sarja on muotoa

FE) = 3 anlz— 200" = 1(2) + oz 0= 0t =i = ...
missa
— - _ n ] — a-1 a-2 e 7{17”1
filz) = nz:%an(z 20)" ja  fa(z) = po— + = 20) 4+ 4 ez

Kun tésséa a_p,, # 0, sanotaan etta f:114 on m-kertainen napa pisteessd zg. Jos zg on
f:n napa, niin lim,_.,, |f(2)| = oo. Funktion Laurent-sarjakehitelmén kerroin a_;
on erityisasemassa ja sitd sanotaan funktion residyksi pisteessd zg, merk.

1
- 55 §

Tata voi hyodyntad mm. kiyraintegraalien laskemisessa, jos funktion Laurent-sarja
tunnetaan.

(3.1) Res,, f(z) = a_1

Esimerkki 3.3.1. Laske fC Sizrff dz, missa C on yksikkoympyréan kehd. Funktion
sin z Taylor-sarjakehitelmé antaa Laurent-sarjan

sin z 1 1 z

24 3 3l 5 T

joka suppenee kun |z| > 0. Siten

sin z . 1 )

Téssd z = 0 on f(2):n 3-kertainen napa.

Usein funktion residy voidaan kuitenkin laskea muodostamatta sen Laurent-
sarjaa. Tarkastellaan tilannetta, jossa funktiolla on 1-kertainen napa pisteessd zg.
Talloin m =1 ja

a1

f(z):z B +ag+ai(z—2) +ax(z—2)*+--- (0<|z—2| <R).
— 20

Nyt

(z—20)f(2) = a1 +ag(z—20) +a1(z —20)? +ag(z —20)° +--- (0< |2 — 20| < R),
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joten
Res,, f(z) = a—1 = lim (2 — 20) f(2), kunm=1.

Z—Z20

Jos p(z) ja q(z) ovat analyyttisid pisteessd zp ja piste z = zp on ¢:n l-kertainen
nollakohta (eli ¢(z9) = 0 ja ¢/(z0) # 0) ja p(20) # 0, niin

(3.2) Res,, ) = Pl0).
q(z)  ¢'(20)
Nimittain
. p(z) .. p(2) . p(2) p(20)
lim (2 — z9)—% = lim ——— = lim = .
z—»zo( 0) q(z) Z2—20 q(z) -0 zZ—20 q(z) — q(Zo) q/(Zo)
Z— 20 Z— 20
Esimerkki 3.3.2.
9z 41 9z 41 107 )
Reszg=s [ (2 + 1)] N [322 + J R

Lause 3.3.3. (Residy lause) Olkoon C' paloittain sdanndllinen umpinainen kayré,
jonka rajaamassa kompleksitason alueessa funktio f on analyyttinen lukuunotta-
matta pisteitd z1, z9,..., 2k, jotka ovat C:n sisdpuolella. Talloin

k
7{ f(z)dz = 2mi Z Res., f(z).
c =

Todistus. Lisataan jokaiseen pisteeseen z; niitd ymparocivat ympyrakehat, jotka
eivat leikkaa toisiaan ja sijaitsevat kdyran C rajaaman alueen sisédpuolella. Olkoon
A se alue, joka on C':n sisdpuolella poislukien pisteitd z1,zo,...,2z; ymparoivit
ympyraalueet (ts. alueessa A on k ympyrédnmuotoista reikéé: piirrd kuva). T&ll6in
f on analyyttinen A:ssa, joten fa 4 f(2)dz = 0, missd alueen A reuna dA (ts. kaikki
sen reunakédyrit) on positiivisesti suunnistettu (vrt. s. 17). Toisin sanoen

% f(z)dz + % f(z)dz + f)dz+---+ f(z)dz=0
c — —C —Cy
eli
7{ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz+ -+ f(z)dz,
C C Co Ck
missé kdyrdt C1,...,C) on suunnistettu vastapaivién. Kéyran C; (j = 1,...,k)

sisdpuolella piste z; on ainoa piste, jossa f ei ole analyyttinen, joten (katso (3.1))

1 .
27_”- \%Cj f(Z)dZ—ReSij(Z), J _17"'7k'
Niinpa
L' f f(Z)dZ’ - Resz1f(z) + ReSfo(z) +oet Reszkf<z)-
211 C
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Esimerkki 3.3.4. Lasketaan fo ;12__?“ dz yli kdyran C, joka ymparoi pisteet z; =

z
0 ja zo = 1 eli integroitavan funktion navat. Napojen kertaluku on yksi, joten

vastaavat residyt ovat

z

4 — 3z 4 — 3z
R — = 1

4 — 3z 4 — 3z
2=

katso (3.2). Lauseen 3.3.3 nojalla saamme

4-3
7{ —"2dz = 2i [~4 + 1] = —67i.
crRT—Z

3.3.1 Residyn laskeminen m-kertaisessa navassa

Jos funktiolla f(z) on m-kertainen napa pisteessé zp, niin sen Laurent-sarja zp:ssa
on muotoa

[e.e]
A_m a—1
fe)=——+---+ + ) an(z—20)",
) (z —z0)™ (z — 20) T;) ol 2
missé a_p,, # 0. Funktion f(z) residy Res,, f(z) = a—1 voidaan t&llgin laskea

pisteessd zg seuraavasti. Merkitaan
o

9(2) = (2—20)" f(2) = a—m+a—ms1(z—20)+" - -+a_1(z—zo)m_1+z an(z—20)" L.
n=0

Talloin

m—1
— ™) = o B | S (- 0" )

Esimerkki 3.3.5. Lasketaan Esim. 3.3.2 tulos yo. kaavalla, kun m = 1:

| 9z +1 — lim | (2 — i) 92 +1 ~lim 9z 41 _@__52,
z N 2(22+ 1) Silz(z+d)| 202 7

Esimerkki 3.3.6. Olkoot f(z) = (Z-FQ)Z(%UQ Funktiolla f on navat pisteissa z; =
—2, jonka kertalukuna on 1, ja zo = 1, jonka kertalukuna on 2. Siten

2 4
Res,, f(z) = lim 22

1 . [d [ 22 . [2(z+2)—22-1] 4
Resz, f(2) 2-1):0 [dz (z+2>] LH%[ (z+2)? 9
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3.3.2 Residy-lauseen sovelluksia
Olkoon F'(z,y) rationaalifunktio. TAll6in integraali
2T
F(cosx,sinz)dz

0

voidaan muuttujanvaihdolla palauttaa kayraintegraaliksi yli yksikkoympyran kehan.

Merkitéin e = z, jolloin g—; =ie =iz & dr = %. Koska
fome oo i)
: _ 1 ( iz _ —izy _ 1 1
sinz = 5; (e ) =g (2-3)

saamme muuttujanvaihdolla

2
/ F(cos:z,sin:c)da::y{ f(z)%,
0 C 1z

o= (3(+2) £ (-2)

on rationaalifunktio ja C on yksikkGympyran kehé suunnistettuna vastapaivaén.

missa

Esimerkki 3.3.7. Lasketaan fo% \/iiizosx'

Sijoitus: cosz = % (z + %) jadx = ?—ZZ:

2 dz 1 dz dz

0 \@—cosx_yif—%(z+1/z)i2_jé—;(zQ—%@z—l—l)
. dz

:2172(2«—\6—1)(2—\@“)‘

Téssé 21 = V2 + 1 on C:n ulkopuolella ja 2z = v/2 — 1 on C'n sisipuolella. Nyt

27 21
Res;—, ’ = L_ ! —1,

- V2-1)(z—v2+1) ﬁ—leﬂl:

joten
2m dx

— = 27i(—1) = 2m.
0o V2—cosz (=)

3.3.3 Rationaalifunktion epaoleellinen integraali

Olkoon f(z) = p(x)/q(z) reaalinen rationaalifunktio. Oletetaan lisdksi, etta

degp < degq — 2;
(3.3) { q(z) # 0Vz € R.
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Talloin integraali f_oooo f(z)dx suppenee ja

R

/OO f(z)dz = P}im f(z)da.

-R

Ko. epéaoleellisen integraalin arvo voidaan laskea kompleksisen kéyraintegraalin
avulla Residy-lausetta kayttden: Yhdistetadn reaaliakselin pisteet R ja —R puoli-
ympyran kaarella Sg, ympyran keskipisteené origo. Yhdessa reaaliakselilla sijaitse-
van janan [—R, R] kanssa muodostuu suljettu paloittain sdédnnéllinen umpinainen
kayré, jonka rajaama alue on C:n ylemmassa puolitasossa C sijaitseva R-sidteinen
puoliympyré. (Piirrd kuva.)

Koska f on rationaalifunktio ja g(x) # 0, Vx € R, saadaan kompleksitason
ylemmiéssé puolitasossa sijaitsevat ¢:n nollakohdat (ts. f:n kaikki C, :ssa sijaitsevat
navat) z; kiyran C' =" [—R, R]U S}, sisdpuolelle, kun R on riittavan suuri. T&ll6in:

R
jif(z) = . f(z)dz—l—/_Rf(a:)dx = 2w Z Res., f(2).

Lause 3.3.3 2z;€C4,2; f:n napa

Osoitetaan, ettd limp .o fSR f(2)dz = 0: Valitaan Sg:lle parametriesitys z(t) =
Re' t € [0, 7], jolloin 2/(t) = Rie® ja

f(z)dz = / i f (Re™) Rie"dt.
SR 0

Tassa

|f (Re™) - Rie"| = R|f (Re™)| < R’jQ,

kun séde R ja vakio k > 0 ovat riittdvan suuria (syy: degp < degq — 2). Siten

Tk k
< lim R [ —“odt= lim -~ —o.

lim 5
R—o0 0 |Z| R—o00

R—o0

(z)dz
SR

Johtopaatos:
(3.4) / f(x)dz = 2mi > Res., f(2)
oo z;€C4,2z; fn napa

Vastaavasti voidaan todistaa, ettd kun f(x) = p(z)/q(x) toteuttaa annetut 2
ehtoa ((3.3)), niin kaikilla s > 0 pétee

(3.5) /_00 f(z)e™®dz = 2mi Z Res.; [f(z)eisz]

2;€C4,z; f:n napa
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Todistus. Olkoon z € Sk, missd S on puolin ympyran kaari kuten ylla. Talloin
z=z+ 1y jay >0 jasiten

isz} _

‘6 6is(:c+iy)‘ _ ‘eisx . e—sy‘ _ ‘eisx} . ‘e—sy‘ <1,
=1
koska —sy < 0 (s > 0 ja y > 0). Niinpa
[F(2)e™?| < 1f(2)] - €] < |£(2)]

ja kuten edella paatetdan, etta

lim =0.

R—o00

f(2)e*dz
Sr

O]

Kaava (3.5) on kayttokelpoinen ns. Fourier-integraalien laskemisessa. Reaali-
ja imaginaariosiin siirtymalld saadaan kaavasta (3.5) reaalisia Fourier-integraaleja
koskevat kaavat.

Seuraus 3.3.8. Olkoon f(z) = p(x)/q(x) reaalinen rationaalifunktio, joka toteut-
taa ehdot (3.3). Talloin

/_oo f(x) cos(sx)dr = —27 Z Im (Reszj [f(z)eisz]) ’

2z;€C4,z; fn napa
/ f(x)sin(sx)dz = 27 Z Re (Res;, [f(z)eisz])
—© 2;€C4,z; f:n napa

Todistus. Sijoitetaan kaavaan (3.5) esitys e’ = cos(sz) + isin(sz), misti viite
seuraa ottamalla reaali- ja imaginaariosat puolittain. O

Esimerkki 3.3.9. Osoitetaan, ettd [ 1%;4 = ”T‘/i

Huomaa, ettd funktiolla f(z) = 1/(1 + z*) on nelji yksinkertaista napaa: z; =
e 2y = 3T g = 73mi/4 ja zg = e~ ™/4, Niistd vain navat z ja zo sijaitsevat
C:ssa. Koska

1 1 , 1
ReSZ:zlf(Z) = |::| — 76737”/4 _ —*6m/4
zZ=z1 4 4

423
_ L omipa _ L _qipa
Res,—, f(2) = [423],222 =1¢ =7¢ ,

saadaan kaavan (3.4) nojalla

00 d ‘ 1 ri/4 1 nija e7ri/4 _ 6—7ri/4 ' 7.‘.\/5
= —_— — = _— = 4 = .
/ 2m< 1€ + 1€ T 5; 7sin(m/4) 5
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Luku 4: LAPLACE-MUUNNOS

4.1 Laplace-muunnoksen maaritelma
Olkoon f : R — C (tai R) kompleksi- tai reaaliarvoinen funktio. Funktion f Laplace-
muunnos madaritelladn kaavalla

[e.9]
(4.1) F(s) = / f(t)e™*'dt, s€R tai yleisemmin s € C,
0

merk. my6s L£(f) tai £(f(t);s). Jotta F(s) olisi hyvinmadritelty funktio, pitéa
méédritelméassa (4.1) esiintyvdn (epéoleellisen) integraalin supeta arvolla s € C.
Koska integrointi suoritetaan yli vélin [0,00) ei funktion f saamat arvot negatii-
visella reaaliakselilla vaikuta sen Laplace-muunnokseen. Siksi voidaan olettaa, ettéa
f:[0,00) — C tai vaihtoehtoisesti asettaa f(¢) =0, kun t < 0.

Esimerkki 4.1.1. Tarkastellaan funktion f(¢t) = 1, ¢ > 0, Laplace-muunnosta
pisteessd s € R. Kun s > 0 ndhdaan, etta

css) = [ etar= [~ = pm Lo il — gyl
e 0 ‘ B s lo Y e S\Zfo’ s’
S

silld téssd 0 > —sT — —oo ja siten limp_oo e *7 =0, kun s > 0. Jos s = 0, niin

L(f();0) —/Oooeodt—/oooldt—oo

ja jos s < 0, niin

T—oo S S

L(f(t);s) = / et = lim —=e T 4+ = = o0,
0

silld téssd 0 < —sT — +00 ja siten limp_, e ™7 = oo.

Esimerkki 4.1.2. Olkoon f(t) = e, t > 0, a vakio. Vastaavalla tavalla kuin
edellisessa esimerkissa todetaan, etta

oo (a—s)t > (a—s)T
(4.2) E(f(t);s):/ eateStdtzle ] — Jim © BN
0

a— S T—oo a— S a— S s—a

kun a —s < 0 eli s > a. Arvoilla s < a pétee L(f(t);s) = oo.

Yleisemmin, jos s = z + iy € C, niin funktion f(t) = e* Laplace-muunnos on
miritelty vain arvoilla z = Re s > a, silld nyt kaavassa (4.2) termi (@7 yoidaan
kirjoittaa seuraavasti:

a—s)T a—z—iy)T —iyT (a—x)T
ela=s)T _ ( T = o=wT (a—2)T
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missid [e=%?| = 1 (moduli) ja 0 > (a — )T — —oc, kun z > a ja T — oo,
jolloin limyp_, oo ela=2)T — ja siten myo6s limy_, ela=s)T — limp_, o e~ Wl gla—a)T —
0. Sensijaan arvoilla = Res < a mééritelméssa (4.1) esiintyvén (epéoleellinen)
integraali ei suppene.

Laplace muunnoksen olemassaolo edellyttii, etta integraali fooo f(t)estdt sup-
penee pisteessé s. Seuraava tulos on usein riittava.

Lause 4.1.3. Olkoon f(t), t > 0, paloittain jatkuva ja oletetaan, ettd on olemassa
reaaliset vakiot M ja k siten, etté

(4.3) IF(1)] < MeFt, vt >o.
Télloin f:n Laplace-muunnos L£(f(t);s) on olemassa kaikilla arvoilla s > k.

Todistus. Koska f on paloittain jatkuva f(t)e™% on integroituva yli dérellisen pituis-
ten valien. Lisaksi

/ f(t)e_Stdt’< / F(b)]etdt < / Mekte=stdt — M / =)ty
0 0 0 0

(k—s)t
= [6 ] = M {lim e(ks)T—l] = M < 00

k—s k—s |T—x s—k
k—s<0

O
Todistus osoittaa, ettd kun annettu eksponentiaalinen kasvuehto (4.3) on voimassa,

niin itse asiassa Laplace-muunnos L£(f(t); s) voidaan laskea yleisemmin kompleksi-
tason pisteissé, jotka sijaitsevat puolitasossa s = x +iy € C, x = Res > k.

4.2 Laplace-muunnoksen ominaisuuksia
Lause 4.2.1. Olkoot L(f(t);s) ja L(g(t); s) funktioiden f ja g Laplace-muunnoksia.

(1) (Lineaarisuus) L(af(t) + bg(t);s) = aL(f(t);s) + bL(g(t);s), a,b vakioita

(2) (Skaalaus) £(f(at);s) = 1L(f(t);£), a>0

T a

) . 0, t<0
(3) (Siirto oikealle) Olkoon u(t) = { 1, t>0

isiden funktio. Talloin L(u(t —to)f(t —to);s) = e SOL(f(t);s), to >0

yksikkoaskelfunktio eli ns. Heav-

(4) (Eksponenttifunktiolla kertominen) £(e® f(t);s) = L(f(t);s —a), a vakio

Todistus. Harjoitustehtavd. Huom. Ominaisuudet voidaan johtaa kuten Lauseen
7.3.1 todistuksessa (tai mm. palauttamalla ne vastaaviin Fourier-muunnoksen om-
inaisuuksiin). O
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4.2.1 Derivaatan Laplace-muunnos

Lause 4.2.2. Olkoon f(t) derivoituva ja f’(t) paloittain jatkuva, kun ¢ > 0 ja olete-
taan, ettd Lauseen 4.1.3 ehto on voimassa. Talloin f'(¢):114 on Laplace-muunnos
(arvoilla s > k, vrt. Lause 4.1.3) ja

L(f'(t);s) = sL(f(t);s) — £(0).

Todistus. Osittaisintegrointi antaa

/ e tdt = [f(t)e ] / f)(—s)e *tdt

— Tim f(T)e™T —£(0)+ s / F()e*tat = — f(0) + sL(f(t); ).
| 0

T—o0

=0(+)

(*):n perustelu: ‘f(T)e*ST‘ < e TMebT = Me=3)T — 0 jos T — oo, kun k— s <

O
Saatu kaava voidaan yleistaa korkeamman kertaluvun derivaatoille. Olkoot f(t),
'@, ..., f@ () jatkuvia ja £ () paloittain jatkuva sekii Lauseen 4.1.3 ehto
voimassa. Talloin
LM (E):5) = s"L(f(t);8) = "7 F(0) = s"2f/(0) — ... = f71(0).
Esimerkiksi
14N, o 1/, o _ . _ o
L (t)is) = sLUf(t);s) = f(0) = s[sL(f(t);s) = f(0)] = f7(0)
Lause 4.2.2 Lause 4.2.2

= s"L(f(t):5) — sf(0) — f(0).
Esitetty kaava £(f(™(t); s):lle saadaan suoraan toistamalla Lauseen 4.2.2 tulosta n
kertaa (funktioihin £ (¢), f=D (1), ..., f"(t), f'(t)).

Esimerkki 4.2.3. Lasketaan funktion f(¢) = ¢?> Laplace-muunnos. Koskaa f”(t) =
2ja f(0) =0, f'(0) = 0 seké Esimerkin 4.1.1 nojalla £(1; s) = 1, saadaan derivaatan
muuntokaavasta yhtalo

2L (7 (1) 8) = SL(055) = s1(0) — F10) = SL(F(0)59)

Esimerkki 4.2.4. Olkoon f(t) = cos(at). Lasketaan f:n Laplace-muunnos. Nyt
f'(t) = —asin(at) ja f"(t) = —a®cos(at) = —a?f(t). Derivaatan muuntokaava
antaa yhtalon

—aL(f(t);5) = LIf"(t);5) = s*L(f(1);5) = s£(0) = f(0) = *Lf(t);5) — 5
= (sP+a®)L(f(t);s) =s
= L(f(t);s)= 2 5> 0.



40 Chapter 4. Laplace-muunnos

Esimerkki 4.2.5. Olkoon f(t) = tsin(at). Lasketaan f:n Laplace-muunnos.

1'(t) = sin(at) + at cos(at)
f"(t) = acos(at) + acos(at) — a’tsin(at) = 2a cos(at) — a f(t).

Lisaksi f(0) =0 ja f/(0) = 0. Derivaatan muuntokaava antaa nyt
(4.4) L(f"(t);5) = $*L(f(1):5) — sf(0) = ['(0) = s°L(f(1); 5)
ja yht#losta f”(t) = 2acos(at) — a® f(t) saadaan

(4.5) L(f"(t);s) = 2aL(cos(at);s)—a’L(f(t);s) = 2a————a’L(f(t);s).

Yhdistamaélla (4.4) ja (4.5) saadaan edelleen yhtélo

PLUW);8) = s — LI (0):9)
e L(f(t):s) = (521“22)2 s> 0.

4.2.2 Integraalin Laplace-muunnos

Lause 4.2.6. Olkoon f(t) paloittain jatkuva, kun ¢t > 0, ja oletetaan, ettd Lauseen
4.1.3 ehto on voimassa. Té&ll6in

t
1
o [ swaus) = L
0
Todistus. Merkitaan F'(t) = fot f(u)du. Tallsin F(t) on jatkuva ja F'(t) = f(t) eli
F(t) paloittain jatkuvasti derivoituva. Liséksi F'(0) = 0, joten Lauseen 4.2.2 nojalla
L(f(t);s) = sL(F(t); 5) — F(0) = sL(F(t); 5).
]

Esimerkki 4.2.7. Olkoon L(f(t);s) = m Tehtévand on etsia funktio f(¢),

jonka Laplace-muunnos on oikealla puolella oleva rationaalifunktio (ts. laskea ko.
rationaalifunktion Laplace-kdénteismuunnos). Esimerkin 4.5 nojalla £(cos(at); s) =
Siten Lauseen 4.2.6 nojalla

t
L </0 cos(au)du; s) = .sz—k;a?

. t . .
ja tassa fotcos(au)du = [Sm(““)} — sin(at) (ts. L7t <71 t) — sin(e)

a 0 a s2+a2) a

__Ss _
s24a?"

L(sin(at); s) = ¢.z). Edelleen Lauseen 4.2.6 nojalla
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ja tassa

a a? a?

f@t) = /Ot Mdu = [_cos(au)]; = i(1 — cos(at)).
Ts. f(t) =L} (m;t) = a%(l — cos(at)).

4.2.3 Laplace-muunnoksen derivaatta ja integraali

Merkitaan F(s) = L(f(t);s). Madritelmén mukaan

F(s) = /000 f(t)e stdt.

Derivoimalla s:n suhteen saadaan

0

! _ i > —st _ * i —st _ > —st
F'(s) = ds/o fe dt\(—,)_//0 f(t)dse dt = / tf(t)e*'dt.

Kohdassa (*) derivoinnin ja integroinnin jarjestyksen vaihto on sallittua (- tétéd
emme téssé tarkemmin perustele). Siten

F'(s) = —L(tf(t); 5).
Toistamalla samaa paattelya n kertaa saadaan seuraava tulos.

Lause 4.2.8. Jos f(t) on paloittain jatkuva, kun ¢ > 0, ja F(™)(s) on olemassa,
niin
dTL

T ds

PO (s) = < L(f(t);s) = (—1)"LEF(2):5).

Tuloksen voi muotoilla yhtépitavasti muodossa: (polynomilla ¢ kertominen)
L f(t);s) = (=1)"F"(s),
missd F'(s) = L(f(t);s).
Esimerkki 4.2.9.

d s s2—1
dss2+1  (s24+1)2

E(tcos(t);s):(—1)%5@05(25);8) = (1
Esimerkki (4.2.4)

Lause 4.2.10. Jos f(t) on paloittain jatkuva, ¢ > 0, ja funktiolla f(t)/t, t > 0, on
Laplace-muunnos, niin

missd F(s) = L(f(t);s).
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Todistus.

/S F(u)du = - f(te dtdu-/0 f(t) (/S e du)dt
1
t

s 0

> f(t 1
= [T 0 gy - Ly
0t t
O
Esimerkki 4.2.11. Lasketaan funktion f(t) = (f w du Laplace-muunnos. Koska
L(sin(t);s) = 52714—1 (kts. Esimerkki 4.2.7), saadaan Lauseen 4.2.10 nojalla

L(Sm(t);g) :/ du = [— arctan(l)} = arctan(l)— lim arctan(%) = arctan(l).

t uZz +1 u’ |, s’ S—oo s

s d 1y _
(Huomaa, ettd 7 arctan(y) = ;

; L (;—21)) Lopuksi sovelletaan Lausetta 4.2.6

e

t g i
c (/ sin(u) du: 8> _ 15 <Sm(u);s) _ larctan(l)-
o u 5 “ ’ ’

4.2.4 Jaksollisen funktion Laplace-muunnos

Lause 4.2.12. Olkoon f(t) paloittain jatkuva, kun ¢ > 0, ja Lauseen 4.1.3 ehto
voimassa. Jos f(t) on T-jaksollinen eli f(t+ T') = F(t), niin

T —st
£y s) = S SO TA

Todistus.
T o0
C(f(t);s) = /O F()e—stdt + /T F(t)estdt

Tassa

f, st [t D e

T *)
=T [T pwe st = e TLF (09,
0

missé suoritettiin muuttujanvaihto ¢ = w + T kohdassa (*). Siten L(f(t);s) =
fOT f(t)e stdt + e*TL(f(t); 5), mistd viite seuraa. O
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4.2.5 Konvoluution Laplace-muunnos

Lause 4.2.13. Olkoot f(t) ja g(t) paloittain jatkuvia, kun ¢ > 0 ja oletetaan, ettd
f(t) ja g(t) toteuttavat Lauseen 4.1.3 ehdon. Talloin

L((f +g)(t); ) = L(f(£); )L(g(); 5),
missa (f x g)( fO f(t —u)g(u)du.
Huomaa, ettd téssi g(u) =0, kun v < 0 ja f(t —u) =0, kun t —u < 0.

Todistus.

L(f(v);s) / f(w)e *'dv / g(u)e *"du

_ —s(u+v) _.
/0 /0 f(v)g(u)e dudv =: 1

Tehdaan muuttujanvaihto ¢ = uw + v, jolloin dt = dw, ja

/ / F(t —u)g(u)e * dudt = /OOO (/Otf(t—u)g(u)du> oSt s

t);s).
O

Esimerkki 4.2.14. Integraalin Laplace-muunnos konvoluutiona: vrt. Lause 4.2.6.
Kirjoitetaan

/ flu)du = / 1 f(u)du = /0 1t —w) - f(u)du = (1% f)(¢t).
Koska £ (1;s) = <, saadaan Lauseen 4.2.13 nojalla
c ( /0 ) ) = L8 L(F(0:5) = £(F(W)s).

Esimerkki 4.2.15. Midrittiavi £ (m, t). Esimerkin 4.2.7 mukaan g(t) :=

L1 (W;t) = a%(l — cos(at)) ja toisaalta Esimerkin 4.1.1 mukaan f(t) :=
L1 (%;t) =1, kun ¢t > 0. Siten

£_1<1-1;t> = (f*g)(t):/otl-;(lcos(au)du

s s(s?2+a?)
Lause 4.2.13

_[u  sin(aw) t 1 . sin(at)
a2 a o a? a '
Esimerkki 4.2.16.

£ (813;15> =Lt <iiit> :(1*(1*1))(t):/0t1~(/Oul-ldv>du
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4.2.6 Raja-arvo-ominaisuuksia

Lause 4.2.17. Oletetaan, ettd f(¢) toteuttaa Lauseen 4.1.3 ehdot. Olkoon F(s) =
L(f(t);s). Talloin

(1) limy oo F(s) = 0
(2) lims—oo sF(s) = f(0), ns. alkuarvo-ominaisuus
(3)

3) lims_,o sF(s) = limy—.oo f(f), ns. péétearvo-ominaisuus

Todistus. (1)

s)| = t)eStdt‘ < / If@®)e At = M [ eMestde
0 Lause 4.1.3 0
(k—s)t & M M
= M/ —tdt = ¢ = lim e*=97T 1] = — 0.
k—s 0 k—s |T—oo s —k~~~
(2) Lauseen 4.2.2 nojalla
L(f'(t);s) = sL(f(t);s) — f(0) = sF(s) — f(0).
Toisaalta kohdan (1) mukaan lims_., £(f'(¢);s) = 0, joten
0= lim sF(s)— f(0)
< lim sF(s) = f(0).
(3) Harjoitustehtéva. O

4.3 Laplace-kaanteismuunnos ja yhteys Fourier-muunnokseen
Kun asetamme f(t) = 0 arvoilla ¢ < 0, saamme esitettyd Laplace-muunnoksen ja
ns. Fourier-muunnoksen (jota késitelldén tarkemmin vasta tuonnenpana) vélisen

yhteyden:
=/wfmew:/mfwaMw:zwwn@
—00 0

tai yhtapitavasti L(f(t);s) = F(f(t); —is) (s € R).

Esimerkki 4.3.1. Olkoon f(t)y=e % t>0ja f(t) =0, t <0. Tilloin lihtemalli
kaavasta L(f(t ),5) = S+a s > —a, saadaan Fourier-muunnoskaava F(f(t);w) =

L(f(t);iw) = katso Taulukko A.2. Ka#ntden

a+zw ;

11
a—i%s a+s’

kun s > —a.
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Laplace- ja Fourier-muunnoksen vilisesta yhteydesta seuraa, etta Fourier-muunnoksella
on samankaltaisia ominaisuuksia kuin Laplace-muunnoksella.

Laplace-muunnoksella on ka&nteismuunnos. Se méaritellaan kaavalla

c+io0o
LP(s):t) = — / F(s)et*ds,

2mi c—100

missé vakio ¢ (€ R) pyritddn valitsemaan niin, ettd kyseinen integraali suppenee.
Kaavaan paadytéaén Fourier-muunnoksen avulla seuraavasti: Olkoon F'(s) funktion
f(t) Laplace-muunnos. Kéyttamalla Fourier-muunnosta ja sen yhteyttd Laplace-
muunnokseen,

F(f(t);w) = LIf(t); iw) = F(iw),

seka Fourier-kaanteismuunnosta saadaan

16 = F A O)st) = F L Fwyit) = o [ P,

:% .

ds

Muuttujanvaihto s = iw, jolloin { , antaa

1
+oo — +i00

1 100 .
t) = — F(s)e*ds.
=50 [ P
Perustelu osoittaa, ettd kun f:n Laplace-muunnokseen suoritetaan Laplace-kadnteis-
muunnos, saadaan alkuperiinen funktio f (lukuunottamatta ns. nollamittaista R:n
osajoukkoa), ts.

LTHLf () )5t) = f (1),

kun f(t) ja F(s) ovat esimerkiksi jatkuvia ja integroituvia funktioita.

4.3.1 Laplace-kaanteismuunnoksen laskeminen

Osamurtomenetelmé on eras kayttokelpoinen tapa laskea Laplace-kadnteismuunnos
rationaalifunktioille. T&ll6in annettu rationaalifunktio esitetddn osamurtokehitelméan
avulla yksinkertaisempien rationaalifunktioiden avulla ja tehtdvaksi jaa kunkin osan
kadnteismuunnoksen selvittdminen erikseen taulukoita apuna kayttden. Osamur-
tokehitelman muodostamista on késitelty mm. matemaattiset menetelmat I-kurssilla.
Tarkastellaan menetelméa esimerkkien avulla.

Esimerkki 4.3.2. Lasketaan funktion F(s) = 52%1 Laplace-kaanteismuunos. Muo-
dostetaan osamurtokehitelma:

1 1 _ 4 B
s2—1 (s+1)(s—1) s+1 s—1
<—1=A(s—1)+B(s+1)=(A+ B)s+ (B — A),

{A+B=O <:>{ )A::—;

B-A=1 B =

[N
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ts. ﬁ = _%54%1 + %ﬁ Tassa L1 (H%;t) =etjaL! (ﬁ;t) = e (vrt.

Esimerkki 7.2.1). Siten lineaarisuuden nojalla:

1 1 1 1 1 et —et
-1 —_— = — — -1 _— —_ -1 N = — | = 1
L <82 — 1,t> 2£ <s—|—1’t> + 2£ <s— 1,t> 5 (= sinh(?)).

Esimerkki 4.3.3. Lasketaan funktion F(s) = % Laplace-kéénteismuunnos. Suorite-
taan ensin jakolasko niin, ettd osoittajan asteluku saadaan nimittdjan astelukua
pienemmiéksi:

52 s2-949 9
F(s)= = =1 .
() s2—9 s2—9 +52—9
Jaetaan sitten jalkimmaéinen rationaalifunktio osamurtoihin:
9 9 A n B
$2—9 (s+3)(s—3) s+3 s-3
Kuten edelld saadaan: A = —% ja B = % eli
9 3 1 3 1

82—9:_584—3—1—58—3'

s+37 s—3
tio Taulukko B). Siten

2
1 S -1 3 1 3 1
. — 1:4) = 2 . he .
c <32—9’t> L7151 2£<s+3’t>+2£<3—3’t

o3t _ o3t

Téssd L1 (it) =edt L1 (it) = e ja £L71(1;t) = 6(¢) (Diracin deltafunk-

= 5(t) + 3sinh(3t).

4.3.2 Residy-menetelma

Residy-menetelma Laplace-kadanteismuunnoksen laskemiseksi on osamurtomenetelmaé
kayttokelpoisempi ja usein myos muutoinkin suoraviivaisempi. Se perustuu residy-
lauseen kayttoon (vrt. kompleksianalyysin kurssi). Menetelmén voi kiteyttéé seu-
raavasti: Olkoon F'(s) analyyttinen funktio kompleksitasossa lukuunottamatta aérellisté
médrad erillisid napoja ay, az, ..., ay (jolloin lims .4, F((s) = 00, s = 1,...,N).
Talloin

N
L7 (F(s);t) = Y Rese—q, {F(s)e"} .
j=1

Kaava perustuu yhtaloihin (s € C):

1 c+1i00 1
£ (F(s);t) = 2m/ ‘ F(s)e'ds = 9 CF(s)etsds
N
= Ress=q; {F(s)e“} .
=1

Residy— Lause J
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(Téssé C on umpinainen kéyré, joka koostuu pisteiden ¢ — i K, ¢+ K yhdysjanasta
ja niitd yhdistdvastd ympyrankaaresta.)

Erityisesti, kun F(s) = o)

R(s) ja Q(s) ovat keskendén jaottomia polynomeja ja Q(s):n nollakohdat (eli F'(s):n
navat) ovat yksinkertaisia (ts. Q(a;) = 0, R(a;) # 0 ja Q'(a;) # 0, j =1,...,N)
saa yo. kaava muodon:

o (33 S (- S0

missd deg(R) < deg(Q) — 1: Vrt. Kompleksianalyysin materiaali.

, deg(R) < deg(®) — 1, on rationaalifunktio, jossa

Esimerkki 4.3.4. Funktion F(s) = 321—1 navat ovat s = +1. Nyt residy-menetelmélla
saadaan F'(s):n kddnteismuunnos

t —t

1 1 1 e —e
£t i) = |—e —e* = ——— = sinh(¢).
(wmt) = 5] L[] - e

Téssa esimerkissé sinh(t) = # on hyperbolinen sinifunktio. Vastaavasti
hyperbolisen kosinifunktion méaarittelee lauseke cosh(t) = %

Esimerkki 4.3.5. Lasketaan residy-menetelmalla funktion SQJFLGQ Laplace-kdanteismuunnos.

= s y sest n se’t iae' n —iqe~iat
—— 't ) =ress—ig 4 ——— reSg——_; = — -
s2 4+ a?’ T 82 4 a2 ST 2 4 g2 2ia —2ia

iat —iat
= % = cos(at).

Edella olevissa esimerkkeissd napojen kertaluvut olivat ykkosia. Tarkastellaan
residy-menetelméaé korkeampikertaisen navan tapauksessa.

Esimerkki 4.3.6. Lasketaan residy-menetelmlli £* (s%;t). Téssd F(s):114 on
2-kertainen napa origossa.

1 est d [ s%et d
1 . _ ol G yse (. StY 1 st ‘
L <82,t> Ress—o { 32 } = lm(l) 5 { 32 } = lm(l) s {e } = lm(l)te =t

coett 1 xoo (sH)F o1 b 2 a3 s o de <
(Huomaa, ettd <5 = 5> 0lg 3 = o + ¢ + 5 + 5 + ..., mistd residy saadaan

myo0s suoraan maaritelman nojalla tekijaan % liittyvané kertoimena a_; = t.)

4.4 Differentiaaliyhtaloiden ratkaiseminen Laplace-muunnoksella

Laplace-muunnoksen avulla voidaan katevasti ratkaista differentiaal- ja osittaisdif-
ferentiaaliyhtaloitd. Menetelmén kannalla keskeinen on derivaatan Laplace-muunnosta
koskeva kaava (vrt. Lause 4.2.2):

L(fM(t);s) = s"L(f(t);8) — sV f(0) — ... — f7D(0).
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Tarkastelemme esimerkkeiné vakiokertoimisten lineaaristen differentiaaliyhtaléiden
ratkaisemista.

Epdhomogeeminen 1. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo
on muotoa

y'(t) + ay(t) = f(t).
Téssé f(t) on annettu ja y(t) on etsittava funktio, joka toteuttaa annetun differen-
tiaaliyhtdlon. Ottamalla yhtalosta puolittain Laplace-muunnos saadaan

sY (s) —y(0) + aY (s) = F(s),
missd Y (s) = L(y(t); s) ja F(s) = L(f(t);s). Yhtépitavasti

+ .
s+a s+a

o) Vi) — 1O, F

Funktio -1~ on funktion e~* Laplace-muunnos. Lauseen 4.2.13 nojalla funktion

sta
% on e~%:n ja f(t):n konvoluution (e~% x f)(t) Laplace-muunnos. Siten Laplace-

muunnoksen lineaarisuuden nojalla

Y(s) = £ ([y(0)e™ + (™ % f(u))(£)] ;5),

jolloin (ottamalla Laplace-kddnteismuunnos)

t
y(t) = y(0)e ™ + / e "t —u)du.
0
Havaitsemme, ettd saatu y(t):n lauseke on itse asiassa alkuarvotehtavaan

y'(t) +ay(t) = f(t), y(0)=wo

liittyva ratkaisukaava, jonka voi kirjoittaa my6s muodossa

t t
v =me e+ [ eenpte—udu= e (+ [ e pwan).
0 0

missd on kaytetty konvoluutiotulon vaihdannaisuutta, kts. Lause 7.5.1. Kyseinen
ratkaisukaava on esitetty Mat. peruskurssilla (sitd ei siellda kuitenkaan johdettu).
Esimerkki 4.4.1. Ratkaistaan alkuarvotehtava

y'(t) +y(t) =0, y0)=1.
Laplace-muunnos puolittain antaa yhtalon

sY (s) —y(0) +Y(s) =0,

missd Y (s) = L(y(t); s). Sijoitetaan y(0) = 1 ja ratkaistaan Y'(s):

1
Y(s) = .
(5) s+1

Kéaanteismuunnos antaa nyt suoraan haetun ratkaisun

y(t) =e "
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Esimerkki 4.4.2. Ratkaistaan alkuarvotehtava
y'(t) +3y(t) = 2¢7",  y(1) =0.
Lapalce-muunnos puolittain antaa yhtalon
2
Y(s) —y(0)+3Y(s) = ——.
SY(s) = y(0) + 3V (5) = —~
siten 0 5
s+3 (s+3)(s+1)
Muodostamalla osamurtohajotelma saadaan edelleen
WO 111 o1
s+3 s+1 s+3 s+1 s+ 3

Y(s) =

mistd nahdaan, etta

y(t) = L7} (s—i—ll;t> +L71 (y(sozr;l;t) =e '+ (y(0) — 1)e .

)

Edelleen alkuehdon y(1) = 0 nojalla on oltava

0=y(1)=e" +(y(0) — e’
«—=y(0) -1 <’ 2
—1l=—-—=—¢"
Y =
Sijoittamallla tdmé y(t):n lausekkeeseen saadaan lopullinen vastaus
y(t) — e—t + (62)6—31& — e—t . €—3t+2‘

Esimerkki 4.4.3. Ns. RL-piirin (kts. kuva) virtai(t) toteuttaa differentiaaliyht&lon

d
L&i(t> + Ri(t) = e(t),
missd L = kela, R = vastus ja e = ldhdejannite. Méaératadn RL-piirin virta (ts.
ratkaistaan ko. differentiaaliyhtéld), kun ¢(0) = 0 ja ldhdejannite e(t) = FEp on
vakio. Laplace-muunnos antaa
E
L(sI(s) — i(0)) + RI(s) = =2,

~—~— S
=0

Ratkaistaan I(s) = L(i(t); s):

1(s) Ey Ey (1 1
S) = — — JE— e —
(Ls+ R)s ~~ R \s s+R/L
osamurto hajotelma

Tasté saadaan kaanteismuunnoksella vastaus

i(t) = % (1 - e—%t> .
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Epdhomogeeninen 2. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo
on muotoa

y'(t) +ay (t) +by(t) = f().
Ottamalla puolittain Laplace-muunnos saadaan
s°Y (5) — sy(0) — y'(0) + a(sY (s) — y(0)) +bY (s) = F(s)
ja edelleen ratkaisemalla Y (s) = L(y(t); s):

y(0)(s +a) +¢'(0) + F(s)
s2+as+b '

(4.7) Y(s) =

Téasta kadnteismuunnos antaa yleisen ratkaisukaavan

y(t) = £ (y(O)ijiziiZ/(o);t> + L7 (%;Q ,

missd ensimmaéinen termi antaa homogeenisen yhtéalon ratkaisun ja toinen termi
antaa epahomogeenisen yhtélon (y(0) = ¢/(0) = 0)) yksityisratkaisun.

Esimerkki 4.4.4. Ratkaistaan alkuarvotehtiava
y" () +2¢/(t) + 2y(t) = e, y(0) =/(0) =0.

Laplace-muunnos puolittain antaa

)~y DAV ) + 270D = 1
=0 =0 =0
eli
S (s) + 25Y (s) + 2V (5) = - Jlr I
—=Y(s) = 1 - : - 5

(s+1)(s2+25+2) (s+1)((s+1)2+1) s+1 (s+1)2+1

Ottamalla Laplace-kdénteismuunnos ja kdyttamalla Taulukkoa B seké Lauseen 4.2.1
kohtaa (4) saadaan

y(t) = £ (s+11 t) s ((5514321“ t) — et — et cos(t) = e~ (1 — cos(t)).

Esimerkki 4.4.5. Maarattava differentiaaliyhtalon
y"(t) + 6y (t) + 9y(t) = 10>

ratkaisun y(t) raja-arvo lim;_.. y(t), kun tiedetdén, ettd se on olemassa.
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Laplace-muunnos antaa

10
s”Y (s) = sy(0) — y'(0) + 6(sY (s) — y(0)) + 9Y () = 13
10 /
= + (s +6)y(0) +v'(0)
Y — S+3 .
(s) s2+6s+9
Ko. raja-arvo saadaan nyt soveltamalla Lauseen 4.2.17 kohtaa (2)
10s /
—5 +s(s+6)y(0) + sy’ (0
lim y(t) = liH(l) sY (s) = lim 5+3 ( )y(0) y'(0) =0.

t—00 s—0 (S + 3)2

4.5 Integraaliyhtaloiden ratkaiseminen Laplace-muunnoksella

Integraaliyhtéloissa tuntematon funktio esiintyy osana integroitavaa funktiota. Tyyp-
illinen lineaarinen integraaliyhtalé on muotoa

B
(4.8) a(t)y(t) +/ K(t,u)y(u)du = f(t).

Funktiota K (t,u) sanotaan integraaliyhtélon ytimeksi. Yhtaloa (4.8) sanotaan ho-
mogeeniseksi, jos f(t) = 0. Jos kerroinfunktio a(t) # 0, kutsutaan yhtalod (4.8)
toisen lajin integraaliyhtdloksi tai ns. Fredholmin integraaliyhtdloksi. Jos a(t) = 0,
saadaan ns. ensimmdaisen lajin integraaliyhtalo:

B
/ K(t, uyy(u)du = f(£).

Késittelemme yhtélon (4.8) erikoistapausta, jossa ko. integraalitermi on kahden
funktion konvoluutio:

(4.9) ay(t) + /0 h(t — w)y(u)du = f(t).

(Téssé lisdksi kerroin a on vakio.) Kyseessd on itse asiassa ns. Volterran inte-
graalinyhtéalon erikoistapaus. Tama yhtalo voidaan ratkaista Laplace-muunnoksen
avulla kdyttamalla apuna konvoluutioteoreemaa (Lause 4.2.13). Yhtélo (4.9) muun-
tuu Laplace-muunnoksessa muotoon

aY (s)+ H(s)Y (s) = F(s),
misséd H(s) = L(h(t);s). Tasta saadaan rakaisemalla

F(s)
a+ H(s)

y(t) =L (le(;)(s);t> :

(Edellyttéen, etta kaikki yo. muunnokset ovat olemassa.)

Y(s) =

ja edelleen
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Esimerkki 4.5.1. Ratkaistaan 1.lajin integraaliyhtalo

t
/ ey (u)du = 2¢.
0

Laplace-muunnos antaa yhtéalon

kts. Taulukko B. Siten 2s+1) 2 2
s+
Y($)=—"F=-+4+—.
(s) s2 s TS

Ottamalla ka&nteismuunnos saadaan edelleen, kts. Taulukko B,

y(t) =2£7"1 <i;t> +2£71 <812;t> =2(1+1).

Esimerkki 4.5.2. Ratkaistaan 2. lajin integraaliyhtalo

2y(t) + /0 cos(t — u)y(u)du = sin(t).

Laplace-muunnos puolittain antaa yhtalon

S 1
2V (5) + -V (s) = ———
)+ 277V = @
1
—=Y(s)= —
(5) 252 4+ s+ 2

1 2 t V15
—=yt) =L [ ———t ) = —=e T —
y( ) (282+8+27 ) /156 4Sln< 4 ) 9

missé on kayttetty Taulukon B kaavaa (5) ja Lauseen 4.2.1 kohtaa (4).

Kun integraaliyhtdlo (4.8) tai (4.9) sisdltdéd lisdksi tuntemattoman funktion
derivaattoja, sanotaan ko. yhtaloa integro-differentiaaliyhtdloksi.

Esimerkki 4.5.3. Ns. RLC-piirin (kts. kuva) virta i(¢) toteuttaa differenti-

aaliyhtalon
2

ds . d . 1. d
L@z(t) + R&z(t) + 6Z(t) = ae(t).

Integroimalla ajan ¢ suhteen ko. differentiaaliyhtalé muuntuu integro-differentiaali-
yhtaloksi

L%z’(t) +Ri(t) + é/o i(u)du = e(t).

Ratkaistaan taméa yhtalo Laplace-muunnoksen avulla:

L(sI(s)—1i(0)) + RI(s)+ é IS) = E(s)
~—
Lause 4.2.6
LC's Cs

—=I(s) =

) E(s).
Z(O)LC'S2 +RCs+1 + LCs?2+ RCs+1 (5)
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4.6 Siirtofunktio

Laplace-muunnoksia ja seuraavassa luvussa késiteltdvia Z-muunnoksi kaytetadn
paljon tekniikan sovelluksissa. Usein ne esiintyvét lineaaristen input-output-systeemien
yhteydessa. Tilannetta havainnollistaa seuraava kaavio

xz(t) — [LTI-systeemi] —  y(t)

Téssd x(t) on systeemin input eli herdte tai sydte ja y(t) on systeemin output eli
vaste tai tulosuure.

LTI-systeemin (Linear Time Invariant system) toimintaa kuvataan funktiolla g(t),
jota kutsutaan systeemin impulssivasteeksi. Talloin systeemin vaste y(t) saadaan
impulssivasteen ja herdtteen x(t) konvoluutiona: y(t) = (g * x)(t) eli

v0) = [ gt~ wdu

— 00
tai

ymzégwawmmj

jos g(t) = x(t) = 0, kun t < 0. Laplace-muunnos muuntaa jélkimméisen yhtélon
muotoon

Y(s) = G(s)X(s).

Ts. vasteen y(t) Laplace-muunnos Y (s) saadaan impulssivasteen ¢(t) Laplace-
muunnoksen G(s) ja herdtteen z(¢) Laplace-muunnoksen tulona. Systeemin raken-
netta kuvaavaa funktiota

o0 =36 (- S

kutsutaan systeemin siirtofunktioksi. Téssé oletetaan, ettd x(t) ja y(t) ovat nolla-
alkuarvoisia; ts. ettd niiden arvot ja mahdolliset derivaattojen arvot pisteessa t = 0
(lahtohetki) ovat kaikki nollia.

Esimerkki 4.6.1. 1. kertaluvun differentiaaliyhtalossa

Y () +ay(t) = f(t),

f(t) on herite ja y(t) on vaste. Alkuehdon y(0) = 0 nojalla

F
v(s)= 1,
s+a
katso kaava (4.6), ts. G(s) = 541- - on tdmén systeemin siirtofunktio. Yleinen ratkaisu
voidaan kirjoittaa siirtofunktion G(s) = H% avulla muodossa (vrt. kaava (4.6))

Y (s) =y(0)G(s) + G(s)F(s).
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Esimerkki 4.6.2. 2. kertaluvun differentiaaliyhtalo

y"(t) + ay'(t) + by(t) = f(t),

missd f(t) on heréte ja y(t) on vaste. Alkuehdoilla y(0) = 3/(0) = 0 saadaan

F(s)
Y()=——""—
() s24+as+0b’
joten systeemin siirtofunktio on
1
G(s) = ——.
() s2+as+b

Yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa nyt muodossa (vrt. kaava (4.7))

Y(s) = (y(0)(s + a) +y'(0)G(s) + G(s)F (s).
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Luku 5: VEKTORI- JA SISATULOAVARUUDET

Vektoriavaruus on (epétyhjé) joukko V', jonka alkioihin liitetdén kaksi laskutoimi-
tusta: yhteenlasku ja skalaarikertolasku. Vektoriavaruuden alkioita kutsutaan yleensa
vektoreiksi. Yhteenlasku liittdd kahteen V:n alkioon z,y € V kolmannen alkion,
jota merkitddn = + y(€ V). Siis yhteenlasku on kuvaus V. x V — V.

Yhteenlaskulta vaaditaan seuraavat ominaisuudet:
(1) z+y=y+z, Ve,yeV (vaihdannaisuus)
(2) (x4+y)+z=x+(y+2), Vr,y,ze€V (liitAnnaisyys)
(3) nolla-alkion olemassaolo:

eV se z4+0=x, VeV

(4) vasta-alkion olemassaolo:
VeeV JyeV se xz+y=0

Vasta-alkiota y merkitdan symbolilla —zx.

Vektoriavaruus voi olla reaali- tai kompleksikertoiminen riippuen siita maaritellaanko
skalaarilla kertominen reaali- vai kompleksilukujen avulla. Kummassakin tapauk-
sessa skalaarikertolaskulta, joka tarkemmin ilmaistuna on kuvaus R x V' — V tai
C x V — V, vaaditaan seuraavat ominaisuudet (téssd K = R tai K = C):

5) a(bzr) = (ab)x, Va,be K, Vx €V, (skalaarikertolaskun liitdnnaisyys)
6) a(z+vy)=ar+ay, YacK,Vr,yeV (osittelulait)

&) luku 1 € K on skalaarikertolaskun neutraalialkio:

(5)
(6)
(7) (a+b)x =azx+bx, VYa,be K, VeV (osittelulait)
(8)

l-x=z, VexeV

Esimerkki 5.0.3. R™ on reaalikertoiminen vektoriavaruus:

yhteenlasku :  (z1,...,2n) + (Y1, Yn) = (T1 + Y1, -, Tn + Yn);

skalaarikertolasku :  a(z1,...,2,) = (az1,...,axy).

Jostassd a € Cjax;,y; € C, 1 <i <n,saadaan kompleksilukujonojen muodostama
vektoriavaruus C”.
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Esimerkki 5.0.4. Funktioavaruuksia.
(a) V. ={f:R — R}, reaalifunktiot R:ssé
yhteenlasku: (f +g)(x) = f(z) + g(z), Va eR;
skalaarikertolasku :  (af)(z) = af(z), Va € R,VxeR.

(b) V, = {p : R — R reaalikertoiminen polynomi} varustettuna kohdan (a)
laskutoimituksilla. Nimittain

p,q polynomeja = p+¢q ja ap (a € R) polynomeja,
joten V, C V eli V,, on V : n vektorialiavaruus.

(¢c) C([a,b]) = {f : [a,b] — R jatkuva funktio} varustettuna kohdan (a) lasku-
toimituksilla on myos vektoriavaruus. Nytkin kyseiset laskutoimitukset ovat
hyvinméériteltyja joukossa C([a, b]), silla

f,g jatkuva = f+g¢ ja af (a € R) jatkuva.
Esimerkkien (a)-(c) vektoriavaruudet ovat dédretonulotteisia.

Alkiota x1,...,x, € V sanotaan lineaarisesti riippumattomiksi, jos niiden lin-
eaarikombinaatioille patee

E ari=0=— a1 =a=...=a, =0.
=1

Asretonulotteisessa vektoriavaruudessa lineaarisesti riippumattomia alkioita loytyy
aarettoman monta.

5.1 Sisatuloavaruus

Vektoriavaruuteen voidaan liittda geometriset ominaisuudet sisatulon avulla. Reaa-
likertoimisen vektoriavaruuden tapauksessa sisdtulo maaritellddn kuvauksena (-, -) :
VxV >R xxywr (z,y) (z,y € V), jolta vaaditaan seuraavat ominaisuudet:
Ve,y,z € VijaaeR

(1) (z,y) = (y, ) (vaihdannaisuus)

(2) (x+y,2) = (7,2) + (y,2) (lineaarisuus)

3) (az,y) = alz,y) (skalaarin siirtosiinto)
4) (2,2) >0 ja (2,2)=0<=2=0 (positiivisuus)

Jos kyseessa on kompleksikertoiminen vektoriavaruus, niin
(,): VXV —=C, zxy— (z,y), Vo,yeV

ja ehto (1) korvataan ehdolla
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(1) (x,y) = (y,z), (eli (y,z):n kompleksikonjugaatti)

Kohdan (2) lineaarisuusominaisuus toisen muuttujan suhteen saadaan seuraavasti:

(2) (w,y+2) =Y +z2)=(,2)+(22) = (y,2) + (2,2) = (z,y) + (2, 2).

Edelleen skalaarin siirtosaanto jalkimmaéisen komponentin suhteen saa muodon

(3) (z,ay) = (ay,x) = a(y,x) = a(x,y), =z,yeV jaacC
Esimerkki 5.1.1.
(a) R™:ssé sisdtulon voi méadaritella skalaari- eli pistetulon avulla:
(z,y) =2 y=21y1 + T2y2 + - .. + TnYn,

téssd x = (z1,...,%n) jay = (Y1, ., Yn).

(b) C™:ssa sisdtulon voi madritelld vastaavasti kaavalla
(x,y) = 2191 + 222 + - . . + TnTn.
Talloin nimittdin Vo € C™:
(z,2) = 2177 + ToTz + . . . + T Ty = |z1]* + |x2\2 + ..+ |z,)? >0,
tassi |z;| = /2;T; on x; : n, 1 <i < n, moduli.

Esimerkki 5.1.2. Funktioavaruudessa C([a, b]) sisétulon voi méaritelld kaavalla

b
@m:/ﬂmmw(Meamm

Ominaisuus (1) seuraa yhtalosta f(t)g(t) = g(t) f(¢). Ominaisuudet (2) ja (3) seu-
raavat integraalin ff lineaarisuudesta. Ehto (4):

0= [ serazo
ja lisdksi
0= /bf(t)th > f(t)=0 VtE€ la,b],
koska f on jatkuva funktio valilla [a, b].

Sisdtulon avulla V:n alkioihin voidaan liittda normi:
z|| == /(z,2), VreV (vektorin pituus)
Sisdtulo toteuttaa tarkedn ns. Cauchy-Schwarzin epdyhtdlon:
|z, )| <|lz|| - llyll, Vz,yeV (todistus sivuutetaan)

Normille saadaan sisatulosta seuraavat ominaisuudet:
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1) llzll 20 Ve eV ja [lz]|=0+=z=0;

(2) |laz|| = |a| - ||z||]] VzeV,aeR tai a € C;

3) llz+yll < llz|| +1lyl| Vz,y € V (kolmioepéayhtald).
Todistus. Kohdan (3) perustelu:

lz+yl>=(@+y.24+y) = (2,z2+y) + W.z+y) = (2,2) + (2,9) + (v.2) + (¥, 9)
= ||z]]* 4+ 2Re (z,y) + |[y||> < [|=]* + 2|(z, y)| + ||y|[*
< ||| + 2/|=|| - [yl + [yl = (]| + [[y]])>

Esimerkki 5.1.3.

o) |2 o] < (12 sear) (J2otorar)

Cauchy-Schwarzin epayhtélo C([a, b]):ssé.

[SIES

(b) [Lfldt = [ - 1dt < ( s f(t)?dt)§ ( s 12dt)E - ( Ji f(t)?dt) .

Tata kutsutaan Jensenin epayhtdloksi. Esim.

1 2 1
1 1
tdt ) ==-< | 2=2.
(/0 > 1 /0 3

Normi liittd4 V:n alkioihin niiden pituuden. Erotuksen x — y normi ||z — yl|
puolestaan ilmoittaa pisteiden x,y € V vilisen etdisyyden toisistaan. Sisétulon
avulla voimme mééritella myos z:n ja y:n vélisen kulman £(x,y) kaavalla

(z,y)
cosL(z,y) = ———, 0< L(z,y) <m,
(|- [yl
kun V on reaalikertoiminen. Huom. |||f£ﬁfﬁ2/‘\| < 1 Cauchy-Schwarzin epiyhtalon

nojalla. Siten x ja y ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, merk. z Ly, jos ja vain jos
(xz,y) = 0. Sovimme, myos, ettd 0Lz Vo € V.
Vektorin x kohtisuora eli ortogonaalinen projektio y:lle saadaan kaavalla

(z,y) (LY

Iyl [lyll

(5.1) Pyx = .
! Iyl

Erityisesti, jos ||y|| = 1, niin Pyx = (z,y)y. Jos vektorit y1,ys, ...y, ovat kaikki
kesken#één kohtisuorassa toisiaan vastaan, ts. (y;,,y;) = 0, kun ¢ # j, ja 2 =
Yoy a;yi, niin valttamatta
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Nimittain
n n
2
(@,y5) = O_ i, yy) =Y _(awi y5) = a;(y;,v5) = a;lly;1*.
i=1 i=1
Siis, jos (yi,y;) = 0, kun ¢ # 7, niin voimme kirjoittaa z = > | Py, x.
Usein ortogonaaliset vektorit vield normeerataan yksikkovektoreiksi: e; = HZ%H’
1 < i < n, jolloin saadaan ortonormaali jono ei,es,...en: (e,e5) = 0, i # j,
ja (ej,e;) = 1, 1 < i < n. Talloin niiden lineaarikombinaatiot voidaan esittda
muodossa
n n
x = Z(az, ej)e; = Zpeﬂf-
i=1 i=1

(Téassa esiintyvad lukua (x,e;) kutsutaan toisinaan myds z:n Fourier-kertoimeksi
ei-kantavektorin suhteen.)

Lause 5.1.4. Vektoriavaruuden sisatulolla on seuraavat ominaisuudet:
(1) Pythagoran ominaisuus: Jos y1, ..., y, ovat ortogonaaliset, niin
2

I

Iy + -+ yl® =l + -+ [lyn

(2) Suunnikassdanto:
[l +yl[* + [l =yl = 2]|z]* + 2|lylI*;

(3) Polaariyhtalot:

(a) Kun vektoriavaruus on reaalikertoiminen, pitee
1 2 2
(@,y) = 7z +yll" = llz = 9lI” );

(b) Kun vektoriavaruus on kompleksikertoiminen, pétee
1 2 2 . 2 2
(@,y) = 7 {llz +yll" = llz —ylI" +illz +ayl|" —illz —ayl|” );

Kaikki kaavat todetaan oikeiksi suoralla laskulla. Kohdasta (1) seuraa, ettéd
ortogonaaliset vektorit ovat aina lineaarisesti toisistaan riippumattomia. Nimittain

aryr +agys + ... +apy, =0

17 17

= 0= |laiy1 + ...+ anynl|” = |a1] - ||y1||2+...|an| ||yn

= a1 =...=ay, =0,

silld [|y]|2 > 0,1 <4 < n.
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Olkoon ey,...,e, € V ortonormaali jono ja olkoon E, ko. wvektoreiden virittamd
n-ulotteinen V :n alicvaruus:

n
E, =span{ei,... ey} = {Zaiei ca; € K, 1<i<n},
i=1
tdssa K = R tai K = C. Olkoon z € V mielivaltainen V:n vektori. Pyritdan
1oytamadn y € E,, siten, ettd etdisyys ||z — y|| minimoituu.
Lause 5.1.5. Olkoon x € V, tallgin
|z — Pg,z|| < |lz—yll, Vye En,

missa
n

Pg x = Zn:Peix = Z(a:, €i)e;.
i=1

i=1
Yhtasuuruus patee, jos ja vain jos y = Pg,x on x:n kohtisuora projektio I, :lle.

Todistus. Olkoon u =Y 1" | a;e; € E,. Talloin

n
(:L‘—u)J_En<:>0:(:E—u,ej):(:E—Zaiei,ej):(fn,ej)—aj, 1<j<n
i=1

n

= u= Z(m, ei)e; = Pg, x.
i=1

Nyt Vy € E, patee u—y € E, jasiten (u—y)L(z —u). Pythagoran lauseen (Lause
5.1.4) nojalla pétee
e —yl1* = [z = w) + (u = IP* = ||z —ull* + |Ju—y|[* > lz — ||
Niinpa
lz = yl* > [lo = ulf® = ||z — Pg,z|[*, VyeE,
ja tésséd yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos |lu—y|| =0 <=y =u = Pg,z. O

Jokainen x € V voidaan projektion Pg, avulla jakaa kahteen osaan, jotka ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan:

x = (z — Pg,z)+ Pg,x, (x— Pg,) L Pg,x.
—_—————
EE,,% S

E- on E,mn kohtisuora komplementti, kirj. V = E;- @ E,. Itse asiassa Pg, on
lineaarinen kuvaus V:ssd: Pg, (ax + by) = aPg,x + bPg,y Vz,y € V ja Va,b € K.
Silla on seuraavat kaksi karakterisoivaa ominaisuutta:

P = Ppg, (Pg, on projektio)
Pg, = Pp, (Pg, kohtisuoruusominaisuus).

Téssd Py, on Pg,m konjugaatti transpoost:

(Pg,z,y) = (z, Pg,y), Yv,yeV.
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Seuraus 5.1.6. (Besselin epayhtélo) Kaikille z € V pétee epayhtalo

n
>l e)l® < llalf?,
i=1

missé ey, ..., e, on ortonormaali jono V:ssa.

Todistus. Koska (I — Pg, )x L Pg,x, Lause 5.1.4 antaa
l2||* = ||z - Pp,||” + || Pe,z|* > ||Pg,z||*.

Toisaalta e; L ej, i # j, ja |le;]] =1, 1 < i < n, joten edelleen

n

n n
1Pzl = 1D (@, e)edl P = O (wen)ei, y (@, e:)er) Z! (z,e0)” - [Jes?
i=1 i=1 i=1
n
=3 (e
=1

O]
Seuraus 5.1.7. (Parsevalin yhtél) Jos z ja y ovat E,:n alkioita, niin
n
(‘Ta y) = Z(.’E, Ci)(y, ei)'
i=1
Erityisesti
ll|* = ZI (z,€)°, € Ey.
Todistus. Kirj. x =371 (z,ei)ei, y = > 71 (y,ej)e;. Tilldin
n n n
(x7y) Z X, € euz y7ej ej ZZ x, 62 ezuej) Z(x,ei)(y,ej).
=1 7j=1 =1 =1 =1
O

Mikéa tahansa V':n alkioiden muodostama jono lineaarisesti riippumattomia alkioita
voidaan ns. Gram-Schmidtin ortogonalisoimismenetelmélla muuntaa ortonormaa-
liksi jonoksi.

Lause 5.1.8. (Gram-Schmidtin ortogonalisointi) Olkoon {z1, z2, ...} jono lineaaris-
esti riippumattomia V:n alkioita. Talloin jono

n—1 N,
o) = T ey = xy — (w2,e1)eq N Tp Z;:_ll(xaez)ez ....jne...
[|z1]] |22 — (22, €1)eq]| zn — S0 (2, e)edl|

on ortonormaali. Lisdksi F, = span{x1,...,x,} =span{ey,...,e,}, Vn € N.
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Todistus. Geometrisesti ilmeinen. Voimme kirjoittaa: e, = IIZnH’ Uy = Ty —
n

P(y—1)®n, missd F,_1) on ortogonaali projektio Ey,_:lle. ]

Esimerkki 5.1.9. z; = (1,-1,1,—-1), 2o = (5,1,1,1) ja z3 = (=3, -3,1,—3), silla

Uy = T,
($2,U1) 4

U2 = T2 — P(l)xQ = T2 — ||U1||2 up = (57 ]-a 17 1) - 1(1’ _17 1a _1) = (4’25052)7
(z3,u1) (23, u2)

U3:x3—P(2)9:3::c3— ||u1||2 uyp — ||u2||2 U

4 —24
=(-3.-3,1,-3) = (L, -1,1,-1) - -=(4,2,0,2) = (0,0,0,0).

24
Koska ug = (0,0,0,0) vektorit z1,z9,z3 ovat lineaarisesti riippuvia. Toisaalta
us # 0, joten 7 ja x9 ovat lineaarisesti riippumattomia ja saamme e; = Hzill =

1 : _ _ 1
31, =1,1,-1) ja es = 25 = 52(2,1,0,1).

Esimerkki 5.1.10. Varustetaan vektoriavaruus V = {p: [-1,1] — R, p on polynomi}
sisdtulolla

1
(7, q) = / POa0d paeV

Polynomit p, = t"*, n = 0,1,2,... muodostavat V:n lineaarisesti riippumattoman
jonon; itse asiassa jopa virittivdt Vi (ts. muodostavat V:n kannan). Gram-
Schmidtin ortogonalisointi antaa:

up(t) = po(t) = 1.
Koska
1 1
(pl,uo):/ t-1dt=0 ja |u0|2:/ 1dt = 2,
1 —1

saadaan kuten edelld kaavan (5.1) mukaan

Edelleen

1 9 1 1 )
(pQ,UO) = / tzdt = (p27u1) = / t2 tdt = 0) ja ||’LL1||2 = / tht =3
-1 3 -1 -1 3

joten

(p2,u0) (p2,u1)u1 e 1
luoll> ™ et 3
Vastaavasti: uz(t) = 3—%t, ug(t) = t4—gt2+33—5 jaus(t) = t5—%

up(t) = (2"—75)!%(9 —1)".

uz(t) = p2(t) —

34+ %t. Yleisesti:

o . t
Normalisoimalla pituudet saadaan: eo(t) = ity = %, e1(t) = % = \/g t,
ea(t) = %\/g (3t2 — 1), jne. ... (ns. normalisoidut Legendre polynomit).
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Luku 6: FOURIER-SARJAT

Taylorin sarjojen yhteydessa funktioita pyritadn kehittaméaan potenssisarjoiksi. Kom-
pleksialueessa tdmé onnistuu analyyttisten funktioiden tapauksessa, reaalifunktioille
valttdméton (mutta ei riittdvé) ehto on, ettd funktiolla on kaikkien kertalukujen
derivaatat. Fourier-sarjojen tapauksessa naitd sdadnnollisyysvaatimuksia voidaan
huomattavasti lieventdd. T&lloin funktio pyritdan esittdmaan ns. trigonometrisen
sarjan, jonka termit koostuvat sini- ja kosinifunktioista summana. Ne ovat muotoa

a [e.@]

0 .
0} + Z (an cos(nx) + by, sin(nx)) .

=1

Koska sin(x) ja cos(x) ovat 2m-jaksollisia, on ilmeistd, ettd jos yo. trigonometrinen
sarja suppenee kohti funktiota f(z), niin f on 27-jaksollinen. Nyt voimmekin kysya
milloin annettu funktio f : [—7, 7] — R voidaan esittdd yo. sarjan summana ja
miten kertoimet ag, a1, as, ... seké by, bo, b3, ... pitad valita?

6.1 Fourier-kertoimet
Tarkastellaan trigonometrisen sarjan luonnetta geometrisesta nakokulmasta. Funk-
tiot cos(nx) ja sin(nx) ovat jatkuvia ja siten integroituvia vélilla [—m, 7r]. Kaavoista

cos(mz) cos(nz) = % [cos((m + n)z) + cos((m — n)z)];
sin(mz) sin(nz) = % [cos((m — n)z) — cos((m + n)z)]:
cos(mx) sin(nx) = % [sin((m + n)x) — sin((m — n)z)],

m,n € N, seuraa 2m-jaksollisuudesta johtuen, ettd Vm,n € N:

0, m#n
T, m=n

/ " cos(ma) cos(nz)de = / " sin(ma) sin(na)dz — {

—Tr —TT
ja

/7r cos(mz) sin(nx)dx = 0.

—T

Néin ollen funktiot eg(z) = \/%, en(z) = Cof}?), en(r) = Sili(/%x)y n=12...

muodostavat ortonormaalin jonon vektoriavaruuteen C'([—7, 7)) sisétulon

(f.9)= [ g0, f.g€C-mm)
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suhteen. Trigonometriseen sarjaan liittyvaa osasummaa
N
0
= ? E ap, cos(nz) + by, sin(nz))

sanotaan astetta N olevaksi trigonometriseksi polynomiksi. Jos f : [—m, 7| on
jatkuva, jolloin f € C(|—m,7]), niin Lauseen 5.1.5 nojalla lauseke

7= sl = [ " () — Sy () Pda

—Tr

saavuttaa minimin (kiintedlld N:n arvolla), kun

2N
(6.1) Sn =Y (fren)en = Py f.
=0
Tama tarkoittaa, etta
2 1 (7
ap = — f = f(z)dz
5 ) ( )r = )
ja
1 (7 . 1 (7 )
an = — f(z)cos(nz)dz ja by, =— f(z)sin(nz)dz, n=1,2,....
™ J_x T J—m

Kun némé kertoimet on laskettu ne médrddvit sarjan 92 + > 72 (ay, cos(nx) +
by sin(nx)). Jos tdmé sarja suppenee (pisteittdin) kohti funktlota f, niin kohdan
(6.1) merkintoja kayttamalla saadaan

f(z) = lim Sy(x)= A}im Py, f(x).

N—o0
Seuraavan lauseen tulos on nyt ilmeinen.

Lause 6.1.1. Jos f(z) = % 4+ > 2, (an cos(nz) + by sin(nz)) ja f on (paloittain)
jatkuva vélilla [—, 7], niin Vn € N pétee

ap = — ! f(x)cos(nz)dx ja by, :% ' f(z)sin(nz)dx.

™

Lauseen 6.1.1 lukuja a, ja b,, n € N, sanotaan funktion f trigonometrisiksi
Fourier-kertoimiksi ja niidden maaraamaa sarjaa funktion f trigonometriseksi Fourier-
sarjaksi. Jos f on valilld [—m, 7] integroituva, ts.

| 1r@lde <o,

—Tr

my0s tulofunktiot f(x)cos(nx) ja f(x)sin(nx), n € N, ovat integroituvia valilla
[_ﬂ-v 7'[‘] ja

‘ 7; () cos(nz)dz

< /Tr |f(x)] -] cos(nz)|dex < /7T |f(x)|dz < 0.

—T —T
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Siten Fourier-kertoimet ja Fourier-sarja voidaan muodostaa, kun f on integroituva
(el vélttamatta jatkuva) valilld [—m, w]. On huomattava, ettd Fourier-sarja ei aina
kuitenkaan valttdmatta suppene (edes jatkuvan funktion tapauksessa), ja vaikka se
suppenisi, ei sen summa vélttdméatta yhdy alkuperéiseen funktioon f(z).

Esimerkki 6.1.2. Olkoon f : [-m, 7| — R méiiritelty seuraavasti:
-1, —m<x<0;
f(:z)—{ 2, 0<z<m.

Huomaa, ettd f on epajatkuva pisteessd x = 0. Muodostetaan f:n Fourier-sarja.
Fourier-kertoimet ovat:

1]
ap = — / dx—i—/ 2dx}: —m 4 27| =1
T J_x T
1 1 . 0 . T
an = — —/ cos(nzx)dz +/ 2cos(nx)d:c] = — [_sm(n:p) + QM ] =0
™ — 0 ™ n —T n 0
1 r 0 T 1 0 s
b, = — —/ sin(nzx)dz —I—/ QSin(nx)dx] =— [cos(m:) - 2M ]
7T - 0 s n - n 0
1 3 0, n parillinen;
= [1 — cos(nm) — 2cos(nm) + 2] = E[l —(-D)" = 6 pariton.
nm

Siis f:n Fourier-sarja on

1 . si sin((2k + 1)z) 1 1 1

Selviisti Sp(0) = 3, joten Sy(0) # f(0) = 2. Fourier-sarja ei suppene kohti f:4
pisteessd « = 0. (Sen sijaan pisteissé « # 0, —m < x < 7, pitee Sy(x) = f(x).)

Havaitaan my®s, ettd f:n epéjatkuvuuskohdassa S¢(0) = %ﬁ, ts.

5700 = 5 ((tim 1)+ i (@)

z—0— z—0+
Seuraavat tulokset saattavat usein helpottaa Fourier-kertoimien laskemista.

Lause 6.1.3. Jos f on 2a-jaksollinen jatkuva funktio, niin

a a+r

(6.2) ft)dt = / f(t)dt, VreR.
—a —a+r

Todistus.

a —a—+r a+r a
(6.3) / F(#)dt = / F(t)dt + / fodi+ [ pode

—a —a —a-+r a-+r
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Jaksollisuudesta johtuen voimme kirjoittaa

/a+rf(t)dt:/a+rf(t+2a)dt=/aa+rf(u)dt:— ’ F(u) du,

—a —a a+r
missd toinen yhtalo saadaan sijoituksella u = ¢ + 2a (jolloin du = dt, t = —a <
u=a,t=—a+r < u=a+r). Hiomioimalla edellinen yhtalo lausekkeessa (6.3)
saadaan kaava (6.2). O

Niinp4, kun jaksollinen funktio integroidaan yli jaksovélinsa, integroinnin aloi-
tuskohdan voi valita vapaasti.

Esimerkki 6.1.4. Jos f on 27-jaksollinen funktio, niin

1 T 1 27

ap = — f(z)cos(nz)de = — (x) cos(nx)dz,
™ J_x ™ Jo
1 T ) 1 27 )

by, = — f(x)sin(nz)dx = — (z) sin(nz)dz.
™ J)_x m™Jo

Lause 6.1.5. Jos f(x) on integroituva funktio, niin Ve € R pétee:

an = 1 /7r (f(x) + ¢) cos(nz)dz,

—T

b, = — /7T (f(z) + ¢) sin(nx)dz,

arvoillan =1,2,3,....

Todistus.
™ s
/ ccos(nz)dr =0 = / csin(nz)dz, ceR,0<neN
—T —T

O]

Tulos osoittaa, ettd jos funktioon f lisatddn vakio ¢, niin sen Fourier-sarjassa
. . o 1 pm o
ainoastaan kerroin ag = f_ﬂ f(z)dz muuttuu arvoon ag + f_w cdr = ag + 2c,
jolloin

Jos funktio f(x) kerrotaan kiinteélla vakiolla a, niin funktion a f (z) Fourier-kertoimet
saadaan kertomalla vastaavat f(x)m Fourier-kertoimet vakiolla a, silla esim.

(6.4) /7T (af(z))sin(nz)dr =a i f(x)sin(nz) dz.

Parillisille ja parittomille funktioille on voimassa seuraava yleinen tulos, joka yhdis-
tettyné edellisiin havaintoihin, helpottaa usein Fourier-kertoimien laskemista.
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Lause 6.1.6. Jos f on parillinen funktio, niin b, = 0, Vn € N, ja jos f on pariton
funktio, niin a,, = 0, Vn € N.

Todistus. Jos f on parillinen, niin tulofunktio f(z)sin(nz) on pariton. Tésté seuraa,
ettd [T f(z)sin(nz)dz = 0. Vastaavasti, jos f on pariton, tulofunktio f(x) cos(nz)
on pariton, mista seuraa, etta ffﬂ f(z) cos(nz)dz = 0. O

Esimerkki 6.1.7. (Vrt. esim. 6.1.2) 27-jaksollinen suorakaideaalto on muotoa

—k, —m<xz<O0;

f(x):{ kE, O0<uz<m,
flz+27k) = f(z), keZ.

Sen Fourier-kertoimet saadaan Lauseiden 6.1.5 ja 6.1.6 sekd Esimerkin 6.1.2 avulla
suoraan huomioimalla lisdksi kaava (6.4):

an,=0, n=0,1,2,... (f pariton)
b — 0, n parillinen
" 2—; % = %, n pariton

fm Fourier-sarja on siis muotoa

S(x) = % <sin(x) + %sin(?)x) + %sin(5a:) +.. )

Funktion f Fourier-sarjaan liittyvid ensimmaéisia osasummia on esitetty Kuvissa
6.1. Kuviot viittavat siihen, ettd kyseinen Fourier-sarja suppenee ja ettd sen summa
yhtyy alkuperéiseen funktioon f pisteissd x, joissa f(x) on jatkuva. Funktio f(z)
on epajatkuva pisteissi ¢ = 0 ja x = =£x sekd yleisemmin pisteissd =z = km,
k € Z. Funktion f epidjatkuuvuuskohdissa pétee sin(kmw) = 0 ja tdmén seurauk-
sena Fourier-sarjan summana on myo6s arvo nolla. Havaitaan, ettd kyseinen arvo
nolla on toisaalta alkuperéisen funktion f toispuoleisten raja-arvojen aritmeettinen
keskiarvo pisteissa x = k.

Pisteessd x = § funktio f on jatkuva, ja jos vastaavan Fourier-sarjan summa
yhtyy arvoon f(%), niin

s 4k 1 1
ja siten
AR S U
3 5 7 4

Tama osoittaa, etta Fourier-sarjan avulla voi katevasti laskea hankalien reaalilukusar-
jojen summia. Ko. sarjan summan laski ensimméiisend Leibniz (v. 1673) geo-
metrisin keinoin.
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1 \
\ 7
1 P
2} 3 1

| ~—— i
(a) funktio f. (b) f:44 approksimoiva Fourier-sarjan
ensimmainen osasumma.
1 _ 1
/ N
L N A ngvgv*
(c) f:a4 approksimoiva Fourier-sarjan (d) f:34 approksimoiva Fourier-sarjan
toinen osasumma. kolmas osasumma.

Kuva 6.1: f ja sitd approksimoivat kolme ensimméisté Fourier-sarjan osasummaa.

6.2 Fourier-sarjan suppeneminen
Jos f on integroituva funktio valilld [—, 7], niin sille voidaan muodostaa vastaava
Fourier-sarja:

f(z) ~ % + Z (a, cos(nz) + by, sin(nz)) =: S¢(x),
i=1

missé a, ja b, ovat fn Fourier-kertoimet (Lause 6.1.1 ), osoittautuu, etté ko. sarja
suppenee kohti alkuperéistd funktioita melko vahéisilla oletuksilla funktiosta f.
Funktio f : [a,b] — R on paloittain jatkuva, jos f on jatkuva vélilla [a, b] lukuunotta-
matta aarellista maaraa pisteita, joissa silla on olemassa darelliset toispuoleiset raja-
arvot. Edelleen funktiota f sanotaan paloittain jatkuvasti derivoituvaksi valilld [a, b)),
jos f on valilla [a,b] paloittain jatkuva ja derivoituva lukuunottamatta &dérellista
mAAraa pisteita, ja jos lisiksi sen derivaatta f' on paloittain jatkuva valilld [a, b].

Lause 6.2.1. Olkoon f 2m-jaksollinen funktio, joka on valilla [—m, 7| paloittain
jatkuvasti derivoituva. Télloin f:n Fourier-sarja S¢(x) suppenee pisteessd z € R
kohti f:n vasemman- ja oikeanpuoleisen raja-arvon keskiarvoa:

Sy(e) = 5(f@ +0)+ fz —0))

Erityisesti, jos f on jatkuva pisteessd x, niin S¢(x) = f(x).
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Todistus. Esitamme todistuksen vain tapauksessa, jossa f on kaksi kertaa jatkuvasti
derivoituva. Osittaisintegrointi antaa

s 1 T

- f'(z) sin(nz)du.

L -

f(x)sin(nx)

nm

an = — i f(x) cos(nz)dx =

—T

=0
Suoritetaan osittaisintegrointi toisen kerran, jolloin saadaan

ﬂ' 1 s 1 ™
i} f"(x) cos(nz)dx = “ozn | 1" (z) cos(nz)dx.

1/ (x) cos(nx)

Ay — 27[_

——
_. nem

=0

Huomaa, etté oletuksen mukaan f on 2mw-jaksollinen funktio, jolloin my&s sen deri-
vaatta f’ on 27-jaksollinen funktio. Talloin erityisesti f'(—m) = f/(7), mik4 selittda
sen, etta edellisen lausekkeen ensimmaisessd termissa tehtava sijoitus todella antaa
arvoksi luvun nolla.

Koska f” on jatkuvana suljetulla valilla rajoitettu eli |f”(z)] < M < oo, x €
[—7, ], saadaan arvio

onl = | [ ") costnaide] < - [ 1@y cos(nolde < o [ arde = 25
an| = —— x) cos(nx)dr| < — x) cos(nx)|de < —— r=—,
") ~nlr J__ ~nlm ) n?2
n = 1,2,.... Vastaavasti nihdasn, ettd |b,| < 2% kaikilla n = 1,2,.... Majo-
ranttiperiaatteen nojalla fmn Fourier-sarja suppenee, silld sarja > ° # suppenee

yliharmonisena sarjana. Liséksi sarjan summa S¢(x) on téssd tapauksessa jatkuva
funktio (yo. ns. Weierstrassin majoranttiehto = suppeneminen on tasaista valilla
[—m, 7). Selvésti S¢(x):m Fourier-kertoimet ovat a,, b, Vn € N:

an(Sf) = an(f) ja bn(Sf) = bn(f)

Niin ollen (f — S¢) L cos(nx),sin(nz) Vn € N avaruuden C([—m,7]) sisétulon
suhteen <= (f — Sy) L C([—m,7]), joten valttamétta f — Sy = 0 (C([—m,7])n
nollavektori). O

Esimerkki 6.2.2. 27-jaksollinen suorakaideaalto on epajatkuva pisteissd x = km,
k € Z. Sen Fourier-sarja suppenee kohti alkuperaista funktioita lukuunottamatta
pisteitd x = k7, k € Z, joissa pitee Sy(km) =0 (Kts. Kuva 6.1 ).

Esimerkki 6.2.3. (sahahammasaalto) Olkoon f 27-jaksollinen funktio, jonka méarit-
telee ehdot

flx)=x+m, —-nm<zx<m ja f(x+27k)=f(x), keZ
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27
Tt
—27T37T—7T,£ 7T T 3 277
2 2 2 2

Kuva 6.2: funktio f(x).

Valilla [—m, 7| funktio y = x on pariton (ja siten my06s sen 27-jaksollinen jatke
f(x) —m, Yz € R). Nyt Lauseet 6.1.5 ja 6.1.6 antavat: % = 7 ja a, = 0, n =
1,2,3,. ..

+/ cos(nac)dx]
) n

1 /7 1
by, = / zsin(nz)dr = — [_w cos(nz)
™

n

Sg(z) =

Kuva 6.3: funktio f(z) ja sen kolme ensimmaéistd Fourier-approksimaatiota; vrt.

).

Y14 esitetyt tulokset voidaan helposti siirtda 2m-jaksollisesta tapauksesta funk-
tioille, jotka ovat a = 2L-jaksollisia. Talloin esim. funktioon f : [-L,L] — R
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liittyva Fourier-sarja ja sen Fourier-kertoimet saadaan kaavoilla

24 Z (an cos( )+ by sm(nz$)> ,

L
/ f(z) cos( )da: ja by, = i/_L f(x) sin(n—zm)dx.

Myo6s Lauseiden 6.1.5, 6.1.6 ja 6.2.1 tulokset ovat ilmeisin muutoksin voimassa 2L-
jaksollisille funktioille.

6.3 Kompleksiset Fourier-sarjat
Fourier-sarja esitetddn usein kompleksisessa muodossa. Ideana on kéyttda ekspo-
nenttifunktiota e?, joka on méaaritelty koko kompleksitasossa kaavalla

e = W = e = ¢ (cos(y) + isin(y)) .

Téll6in ) . ) )
e +e W ey —e W
cos(y) = T siny) = 0
Voimme nyt kirjoittaa
inT —inx nr __ ,—Iinx — b ) b
a, Cos(nx)—i—bn sin(nﬂs) _ ane +e +bn€ .6 _ an — 1 neznw+an + 205 —m:}c
2 27 2 2
Merk. cp = 9@ ja ¢, = %, jolloin ¢, = a”“b” Talloin
- | H@)cosna) ~ isinro)yde = - [ fa)e
Cp = — x)(cos(nz) — isin(nx))dr = — x
" on 27 ’
¢, = L f(x)(cos(nx) + isin(nx))dr = L f( )e"da
DY S 27 )

Sallimalla n:lle myos negatiiviset arvot havaitsemme, etta
Ch=C_p, n=12,....

Sijoittamalla namé f:n Fourier-sarjaan saamme esityksen

f(fE) ~ Sf(x) = Z Cnei”x, Cn = % /7T f(af)efim”dx,

n=—oo

Sarjaa y 0 cpe'™® sanotaan f:n kompleksiseksi Fourier-sarjaksi ja sen kertoimia

Cn = %ffﬂ f(x)e™@dx f:n kompleksisiksi Fourier-kertoimiksi. 2L-jaksolliselle
funktiolle vastaavat kaavat ovat
1n7\' 1 L inm
flx) ~ Z e LY cop = 2L/Lf(a: Je~ L *dx.

n=—oo
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Kantafunktioihin e*, n € Z, liittyy samat geometriset tulkinnat kuin edelld funk-
tioihin cos(nz) ja sin(nz), n € N. T&ll6in vektoriavaruuteen

C([-m,7w]) ={f: [-m,7] = C jatkuva},

jossa sallitaan my06s kompleksilukuarvoiset funktiot, voidaan liittaa sisatulo
(19) = 5= [ st
= — z)g(x)dz.
9)=op | (@)
Nyt

(ei”“””,eimx) - 1 /7" eINT GimT g — Qi /7" ei(n—m)xdx _ { 0, m#n,
m —T

T om o 1, m=n.
Ko. funktiot muodostavat ortonormaalin kannan C([—, 7]):hin,
C([-m, 7)) = spam{e™® : n € Z}.
Kun f:n Fourier-sarja suppenee kohti f:44, saamme seuraavan tuloksen:

™

% /_: F(a)2dz = % _’r f(x) ( _f: cneinx> dz = n:io:oo % 3 F(z)e™

Seuraus 6.3.1. (Parsevalin yhtalo)

o0

1 ™
||f||2=§ 3 f@Pde= )" e

n=—oo

Huomioimalla, ettad c_, = ¢, ja etta ¢, = %, voimme kirjoittaa Parsevalin

yhtalon my6s muodossa

[e.9]

o0 o0
P2 3 Jeal = feof 423 fea? = D 4 3 @t
n=1 4 n=1 2

n=—oo

Tekniikan sovelluksissa lukua (f:n nelidllinen keskiarvo yli jaksovélin)

1 ™
1P =5 | f@Pas

sanotaan usein 2m-jaksollisen signaalin (funktion) f keskimddrdiseksi tehoksi. Par-
sevalin yht#lo osoittaa, etts signaalin teho jakautuu komponenttifunktioiden c,e™®
tehojen summaksi, nimittéin:

1 T ) ) 1 T
cpeepe "M de = — lenldz = |,

o2 r 2 J_,
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Komponentit ¢, e!® vastaavat eri aaltopituuksia ja kerroin ¢, kuvaa sité millé pain-
olla ko. aaltopituus esiintyy signaalissa f. Funktion f Fourier-sarjaan > c¢,e'™
liitetaan tyypillisesti seuraavat kasitteet.

27-jaksollisen funktion spektri: pisteparien (n,c,) joukko, ts.
{(n,cp) :ne€Z}, (fmn spektri),

missa ¢, on f:n kompleksinen Fourier-kerroin. Spektri ilmoittaa painokertoimet c,,
joilla vastaavat ns. harmoniset taajuuskomponentit e'™*, n € Z, esiintyvat funktion
f Fourier-sarjassa.

Spektrid voidaan havainnollistaa 3-ulotteisessa avaruudessa; kts. kuvat 6.4 alla.
Spektri on kuvaus Z — C. Se kuvaa funktiota f ns. taajuusalueessa, kun taas f:n
tavanomainen esitys t — f(t), t € R, kuvaa funktioita f ns. aika-alueessa.

Im

A

(a) Kolmiulotteinen spektri. (b) Spektri suoraan edesta.

Kuva 6.4: spektrin havainnollistuksia

Kompleksisen Fourier-sarjan painokertoimet ¢, ovat kompleksilukuja. Luvun c,
modulia |¢, | sanotaan amplitudiksi ja sen argumenttia arg(c,,) vatheeksi. Esittamalla
Fourier-kertoimet ¢, napakoordinaatistossa saadaan f:n spektri jaettua kahteen
komponenttiin:

amplitudispektriin:  {(n,|c,|) : n € Z},
vaihespektriin:  {(n,arg(c,)) :n € Z}

Esimerkki 6.3.2. Maarataan funktion f(¢) = sin(kt) spektri ja sen osat (k € N

kiinted). Koska
: L ke ikt
sin(kt) = 5 (e e ™)
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paattelemme, ettd sin(kt):n kompleksiset Fourier-kertoimet ovat

cpk=—=—=, C_p=——== ja ¢, =0 muulloin.

Siten funktion sin(kt) spektri on {(—k,

(
{(—k, %), (k, %)} ja vaihespektri on {(—k, §

ANAWA
VALV

(a) Funktio f(t) = sin(3t).

N
S—

5 ) 3 2 1 ' 1 2 3 4 5

1/2 7

(b) Funktion f(t) = sin(3t) amplitudis-
pektri.

- -1/2

(c) Funktion f(t) = sin(3t) vaihespektri. (d) Funktion f(t) = sin(3t) spektri
kolmiulotteisena.

Kuva 6.5: funktio f = sin(3t), sen spektri ja spetrin kaksi komponenttia.

Esimerkki 6.3.3. Lasketaan Kuvassa 6.6 olevan sakarapulssin spektri.

Kuva 6.6: sakarapulssi; vrt. [2].

Suoraan laskemalla tai kayttamélla apuna Esimerkkia 6.1.7 toteamme helposti, etta
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sakarapulssiin liittyvan trigonometrisen Fourier-sarjan kertoimet ovat
) 4A
ap=2A, a,=0, ja b,=—(1—-cos(nm)), n=1,23,....
nm
Tasta seuraa, etta

' ' 4Ai .
co = A7 Ccn = _Zbl — %(einﬂ _ 1) _ { _n77rl’ n pariton,

2 nm 0, n parillinen.

Kuvissa 6.7 on valittu 4 = 1.

3T||||||||||||
||r1|||||g T

I il

—20 —10 10 20

(a) Amplitudispektri. (b) Vaihespektri.

Kuva 6.7: sakarapulssin spektrin kaksi komponenttia; vrt. [2].

Huomattakoon, etta amplitudispektrissa joka toisen spektriviivan korkeus on nolla

ja vaihespektrissa vaihe on aina joko —3 tai 5. Tama kertoo siita, ettd kaikki

Fourier-kertoimet ovat puhtaita imaginaarilukuja.

Spektrid tarkasteltaessa on hyva huomioida seuraava painokertoimia ¢, (tai a, ja
by,) koskeva yleinen tulos.

Seuraus 6.3.4. Fourier-kertoimille ¢, on voimassa:

lim ¢, =0.
n—+oo

Vastaava tulos patee kertoimille a,, b,: limy, .o a, = 0 = lim,, . by,.

Todistus. Parsevalin yhtélon (Seuraus 6.3.1) nojalla >0 e |2 = [|f|]? < oo,
joten sarja >0 |c,|? suppenee. Talldin vélttdmétti
li =
o 1] = €
ja sitten myo6s lim, 1o ¢, = 0. Jilkimmiinen viite seuraa siiti, etti |c,|? =
a2 +b?
—n—n — 0. 0

Jos funktion kompleksisesta Fourier-sarjasta halutaan pa#sté trigonometriseen
(reaaliseen) Fourier-sarjaan, niin kertoimet a,, ja b, saadaan kertoimista ¢, kaavoilla

an, =2Rec, =cp+¢,=cp+c_n, n>0,

b, = —2Ime¢, = - i(cn —Cn) = i(cn —c—p), mn>0.
i
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Palautetaan mieleen, etté funktion 2L-jaksollinen kompleksinen Fourier-sarja on
muotoa

[e.o] .

(6.5) f(z) ~ cpe TP, missd ¢, = % /_LLf(:B)e

n=—oo

_inmw

L Tdzx.

Téssa esityksessd Fourier-sarja muodostuu taajuuskomponenteista, joissa esiintyvét
perustaajuuden wy = m/L kokonaislukumonikerrat nwg, n € Z. Jaksollisuudesta
paastdan muodollisesti eroon antamalla L:n kasvaa mielivaltaisen suureksi (L —
o0), jolloin perustaajuus wg — 0. Tamaé johtaa yleiseen Fourier-muunnokseen, jota
kasitelladn seuraavassa luvussa.
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Luku 7: FOURIER-MUUNNOS

Fourier-muunnokset liittyvat laheisesti Fourier-kertoimien ja -sarjojen kasitteeseen.

Fourier-muunnosta voi pitaa Fourier-sarjaan liittyvéin spektrin yleistyksené tilanteeseen,

jossa taajuutena w = “ voi esiintyd miké tahansa reaaliluku. Tamé saavutetaan

muodollisesti antamalla kaavassa (6.5) L — oo. (2L-jaksollisen funktion spektriin
liittyy kuvaus nwo — ¢,, missd wo = T jan € Z}.)

7.1 Fourier-muunnoksen maaritelma ja kianteismuunnos

Funktion f : R — R tai yleisemmin f : R — C Fourier-muunnoksen méaarittelee
kaava

(7.1) F(w) = /_oo ft)e ™tdt, weR.

Fourier-muunnos on hyvin maéaritelty Vw € R, jos f on integroituva yli koko R:n,
ts. jos

/Oo £ ()]t < oo

—0o0

Téllsin funktion f Fourier-muunnos on kuvaus F': R — C, w — F(w). Sen arvot
ovat siis yleensa kompleksilukuja. Sille kdytetdan myos merkintda f:

-~

o0
Fwy = Fw) = [ se
— o0
Fourier-muunnokseen liittyy ldheisesti kddnteismuunnos:

(7.2) F7(t) ! /OO F(w)e™dw, teR.

:% .

Muuunnokset F' ja F~! ovat toistensa kiinteismuunnoksia, joille kiytetdin myos
seuraavia tasmallisempid merkintoja:

F(ftsw) ja FHEw);).

Talloin (F~1o F)(f(t)) = f(t) (f ja F integroituvia/jatkuvia), ts.

(7.3) % _Z < /_ Z f(s)e-iw5d3> evtds = f(1).

Kaanteismuunnos vastaa Fourier-sarjaa, jossa yhteenlaskettavia taajuuskomponent-
teja e esiintyy kaikilla reaaliluvuilla eli taajuuksilla w € R; tilloin muodollisesti
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oo . . — . .
P oo~ Joo7 - Yhdessd F ja F ! muodostavat ns. Fourier-muunnosparin. Ne

esiintyvét toisinaan my6s muodossa

1 * —iwt
F(w) = Nors /OO f(t)e dt,
f(t) = \/72? /_OO F(U})e tdw,

vrt. [1]. Huomaa, etti —t——1 %, jolloin kaava (7.3) pysyy voimassa eli yo.

V2m V2m

kaavat maaraavat edelleen toinen toisensa kaanteismuunnoksen.

Esimerkki 7.1.1. Olkoon

f(t):{k’ O<t<a; (a>0)

0, muulloin.

Lasketaan funktion f Fourier-muunnos:

00 ) a . k —wt |a k(1 — —iaw
Fw) = / ft)e™tdt = /0 TR . el il §

mw 0 mw

Esimerkki osoittaa, ettd myos reaalisella vakiolla & € R, f:n Fourier-muunnos
on kompleksiarvoinen funktio.

Esimerkki 7.1.2. Olkoon

f(t):{k’ —a <t<a; (a>0)

0, muulloin.

Nyt f:n Fourier-muunnokseksi saadaan

o0 . a . k —jwt |a k iaw _ —iaw 2k .
F(w) = / F(t)e wtdt = / Leitds — — €. _ (e ‘ e ) _ sln(aw).
—0o0 —a w o |_, iw w
Nyt f:n Fourier-muunnos on reaaliarvoinen, jos k € R. Koska lim, g % =1,

nahdaan etta

F(O):/_oo f(t)dt:/_a kdt = 2ak = lim F(w).

w—0

TN m TN
T NG NG S

Kuva 7.1: Funktion F(w) = %%(aw) kuvaaja arvoilla a =1 ja k = 3.
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7.2 Laplace- ja Fourier-muunnoksen valinen yhteys
Kun asetamme f(t) = 0 arvoilla ¢ < 0, saamme esitettyd Laplace-muunnoksen
Fourier-muunnoksen avulla:

_ / 7 f(te e = /0 " f(etat = £(f(1):is)

tai yhtapitavasti L(f(t);s) = F(f(t); —is) (s € R).

Esimerkki 72 1. Olkoon f(t) = e %, t > 0 ja f(t) = 0, t < 0. Tallsin
F(f(t);w) = a+w), katso Taulukko A.2. Niinpa

L(f(t);s) = F(f(t); —is) = 1 _ 1

a—1i%’s a-+s’

kun s > —a. Kéaédntden lahtemélld kaavasta L£(f(t);s) =
Fourier-muunnoskaava F(f(t);w) = L(f(t);iw) = —=

a+iw”

1
o S > —a, saadaan

Laplace- ja Fourier-muunnoksen vélisesta yhteydesté seuraa, ettd Fourier-muun-
noksella on samankaltaisia ominaisuuksia kuin Laplace-muunnoksella.

7.3 Fourier-muunnoksen ominaisuuksia
Esitamme eraita keskeisia Fourier-muunnoksen ominaisuuksia.

Lause 7.3.1. Olkoot a ja b vakioita. Tall6in:

(1) (Lineaarisuus) F(af(t) + bg(t);w) = aF (f(t);w) + bF (g(t); w),
(2) (Skaalaus) F(f(at);w) = 2F(f(t); L), kun a > 0

(3) (Siirto) F(f(t —to);w) = e ™ F(f(t);w)

(4) (Taajuussiirto) F(f(t)e"™""; w) = F(f(t);w — wo)

1
2

Todistus. (1) Seuraa suoraan integraalin lineaarisuudesta.
(2) Kaytetdadan muuttujanvaihtoa A = at, jolloin d\ = adt;

why 1 1 [ -
/ f(at)e™™dt = / F(A)e FaA d)\—a/ F(N)e Farda
).
(3) Muuttujanvaihto A = ¢ — ¢, jolloin d\ = d¢, antaa
F(f(t—to); / f(t —tg)e ™tdt = / F(N)e Ot g\

= g~ twho / FN)e AN = e~ F(F(N\);w).

= —F(f(N);

=

(4) Tama jatetddn harjoitustehtavéksi. O
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Esimerkki 7.3.2. Lasketaan funktion

3, FT<t< i
_ 3 9 2
z(t) { 0, muulloin.

Fourier-muunnos Esimerkin 7.1.2 ja Lauseen 7.3.1 avulla: Merkitaan

3, —T<t<T;
_ ) 2 2
y(t) { 0, muulloin.

Talléin y(t) = f(t), kun valitaan Esimerkissd 7.1.2 k = 3 ja a = 5. Esimerkin 7.1.2
nojalla y:n Fourier-muunnos on

Flyteyw) = “E),

w

Toisaalta z(t) = y(t — 2m), jolloin Lauseen 7.3.1 kohtaa (3) soveltamalla saadaan

6 sin(7%5%)
o

Flzt);w) = Fly(t — 2m);w) = e 2T F(y(t),w) = e~ W27

Esimerkki 7.3.3. (Jatkoa edelliseen esimerkkiin.) Lasketaan esimerkin 7.3.2 Fourier-
muunnos vaiheittain, kun lahtokohdaksi valitaan funktion

zo(t) = 1, —7m<t<m
0= 0, muulloin

Fourier-muunnos F(zo(t);w) = 2 sin(rw) = 272458) Kiiytetiidn apuna Lauscen
7.3.1 kohtia (1), (2) ja (3):
6 sin(mw)
x1(t) = 3x0(t) = F(z1(t);w) = 3F (zo(t); w) = T;
1 w 6 sin (™2
To(t) = 21(2t) = F(ao(t);w) = if(l'l(t); 5) - u(12);
x(t) = zo(t — 27) = F(x(t);w) = 6_2mw.7:(:€2(t); w) = e—QanSHfu()Q)'

Tilanteen havainnollistamiseksi piirré funktioiden xo(t), z1(t), z2(t) ja z(t) kuvaajat
seké myos niitd vastaavien Fourier-muunnosten kuvaajat vaiheittain.

7.4 Derivaatan Fourier-muunnos
Lause 7.4.1. Olkoon f derivoituva ja |f]|, | f/| integroituvia yli R:n. T&llin

F(f'(t);w) = iwF (f(t);w).
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Todistus. Olkoon F(w) f:n Fourier-muunnos. Talloin

1 [ ;
/ F(w)e™tdt

:% .

f(t) = FH(F(w);)

ja derivoimalla ¢:n suhteen saadaan

d . g i > Twt _ i > i iwt
SH=3 LW | Pl dt] o | Fw) e

—00

= % h F(w)iwe™tdt = F 1 (iwF(w);t).
Siten q
F( [(#);w) = iwF(w) = iwF(f(t);w).

dt

Soveltamalla Lausetta 7.4.1 toistuvasti saadaan

Seuraus 7.4.2. Jos f(t):1li on kertalukua n oleva derivaatta f(™(t), joka on inte-
groituva yli R:n, niin pétee

F(FM ()3 w) = (iw)"F(f(t); w).

Esimerkki 7.4.3. Lasketaan funktion f(t) = te~*" Fourier-muunnos kéiyttamalli
apuna Taulukon 7.1 kohtaa 5, vrt. liitetaulukot A:

2

y 2
W}Q\/Ee_wz.

F(wpu) =75 (-3¢ ) = =5 = = e ) = -

f(®) F(f(t);w)
1 1, b < t <c efibw_eficw
0, muulloin w
9 1, —ec<t<ec 2sin(cw)
0, muulloin w
3| gk a0 | =

e, b<t<e
0, muulloin

2
e~ q>0

in(at)
sinfat) 5

ela—iw)e_ (a—iw)b

a—iw

_w?
Vel
{ T, |w| <a

0, |w|l>a

Taulukko 7.1: Eraiden funktioiden Fourier-muunnoksia.
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7.5 Konvoluutio

Olkoot f,g koko R:ssé méaariteltyja funktioita. Talloin funktioiden f ja g konvoluutio
f * g on funktio, joka méaritellaan kaavalla

@) (o) = [ reate-as (= [ o)==+ o).

Konvoluutioita kaytetaan paljon tekniikan sovelluksissa juuri integraalimuunnosten
yhteydesséd, mutta myos esim. todenndkoisyyslaskennassa. Seuraavat konvoluution
ominaisuudet saadaan helposti méaaritelméstd, mm. (1) saadaan yhtalosta (7.4).

Lause 7.5.1.
(1) (vaihdannaisuus) fxg=gx* f
(2) (liitdnnaisyys) (f xg)*h = f* (g h)
(3) (osittelulaki) f*(g+h)=fxg+ f*h
Konvoluution Fourier-muunnokselle pétee seuraava téarkeé tulos.

Lause 7.5.2. (Konvoluutioteoreema) Olkoot f ja g jatkuvia ja integroituvia yli
R:n. Talloin
F((f *9)(t);w) = F(f (u); w) F(g(v); w).

Todistus.

F(f(u);w)F / flu)e ™" du / h g(v)e ™ dy

/ / f(u _“”(”'F”)dudv =1

Tehdadn muuttujanvaihto ¢ = v + v, jolloin dt = dwv, ja

I= / / f(u)g(t —u)e”™tdudt = /Z (/O; flu)g(t — u)du) ettt

= F((f x9)(t); w).

7.6 Eriiden funktioiden Fourier-muunnoksia
Dirac:in delta(funktion) §(t), tdsméllisemmin J-distribuution (lue ” delta-distribuution”)
eli d-jakauman voi ajatella raja-arvona funktioista

pito = {

%, 0<t<e
0, muulloin,

oo, t=0;
0, muulloin.

/Z fo)dt =1

kun e — 0. (Muodollisesti téalléin §(¢) = { ) Deltafunktiolle saadaan

ominaisuudesta
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muodollisesti vastaava tulos -

§(t)dt = 1.
—0o0
Asia voidaan esittaé tdsmallisemmin pitamaélla deltafunktiota jakaumana (distribuu-
tiona), joka saa arvot 0 ja 1, ja jossa mg = 1 suuruinen ”integrointimassa” sijaitsee
pisteessd t = 0 eiké integrointimassaa esiinny muualla R:ssa.

Tasta johtuen deltafunktiolle on voimassa

o0
| swsat = s
—00
Seurauksena saamme deltafunktiolle seuraavan Fourier-muunnoksen
oo
F6(t),w) = / S(te ™dt =e ™0 =1, VweR.
— 0o
Siis F(§(t); w) = 1. Deltafunkiolle patee my6s mm. seuraavassa lauseessa esitetyt

ominaisuudet.

Lause 7.6.1.
(1) J25 F)a(t —to)dt = f(to), to € R
(2) 6(—t) =4(t)
0, <0

® [ rwina={ o S0

(4) [*_6(t)dt = { (1) 'S 8

Johdetaan wvakiofunktion f(t) = 1 Fourier-muunnos. Koska F(d(t);w) = 1,
saadaan | e s
_ 1. — wt 34 —iw(—t)
_ 1:1) = 1 - 1
5(6) = F(1510) = o /_OO R
ja edelleen
F(1;t) = 2m0(—t) = 27H(¢).

Signumfunktio (eli merkkifunktio) s(t) mééritelldén kaavalla

-1, t<0
s(t) = 0, t=0
1, t>0

Lauseen 7.6.1 kohdan (4) perusteella ndhdaan, etta %s(t) = 2§(t). Télloin Lauseen
7.3.1 nojalla saadaan

iwF(s(t);w) =2F(6(t);w) =2-1=2.
Siten F(s(t);w) = 2 (w # 0).

LW
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Esimerkki 7.6.2. Johdetaan kompleksisen eksponenttifunktion f(t) = e?“0! Fourier-
mMuunnos:

F(ft);w) = F(1-e™hw) = F(l;w—wp) = 218 (w —wp) = { 2, kun w = wo,

0, kunw # wy.
Yleisemmin olkoot wi,ws, ..., w, reaalilukuja ja tarkastellaan funktiota g(t) =
Sor_i ape™rt, missi ap € C k = 1,...,n. Talldin g(t):n Fourier-muunnokseksi

saadaan

Flg(t)w)=F <Z age™r; w) = Z}"(eiw’“t; w) = QWZak(S(w — Wg)-
k=1 k=1

k=1

Siis kun funktio g(t) koostuu harmonisista taajuuskomponenteista e™s*, k =1,...,n,
niin sen Fourier-muunnoksen kuvaajassa esiintyy ”piikit” 2mwa; kohdissa wyg, k =
1,...n, ja F(g(t);w) = 0 kun w # wg, k = 1,...n. F(g(t);w):n kuvaaja ndyttaa
seuraavalta (vrt. moniste!)

Vertaa g:n Fourier-sarjan esitystéa taajuusalueessa g:n spektrin avulla!
Fourier-muunnos f(w) esittdd alkuperdistd funktiota f(t) taajuusalueessa, jol-
loin taajuuskomponentteja et yoi esiinty# milld tahansa taajuudella w € R. Esittimélla
Fourier-muunnos f(w) kompleksitason napakoordinaatistossa (modulin ja argumentin

avulla)

Flw) = [Fwfet it

paadytadn f:n amplitudi- ja vaihespektriin:

w— | f(w)| amplitudispektri

w — arg(f(w)) vaihespektri

Myo6s (signaalin) keskinééréiselld teholla on vastineensa:

E:= /Oo |£(1)]dt.

— 00

Jaksottomien funktioiden tapauksessa ko. integraalia kutsutaan yleensa (signaalin)
f(t) energiaksi.

Lause 7.6.3. (Parsevalin yhtalo)

/OO F(6)2dt = % /OO | Flw)[2dw.

— 00 —00
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~ ~

Todistus. Kirjoitetaan f(t) = F~1(f(w);t) = &= [*° f(w)e™dw, jolloin

E:— / £(t) / [ / A(w)ei“’tdw] dt
- [/ 70 -mdt} Flwydw

—~

— 5 [

— o [ IFw)aw.

O]

Yhtédlon voi tulkita niin, ettd signaalin energia E' jakautuu taajuuskomponen-
teille yli R spektritiheyden 5-|f(w)|* osoittamassa suhteessa. Integraali

1 w2 - 2
o | 1FwPdu
T w1

kuvaa signaalin energiaa taajuusvalilla [wy, ws].

Esimerkki 7.6.4. Olkoon

f(t):{ L, —1<t<1,

1, muulloin.

. . . 2N osin(w)
Esimerkin 7.1.2 nojalla f(w) = 222, Nyt

/Z |f(t)2dt = /11 1dt =2

ja toisaalta

o [ = g [T (Y g 2 2 [ (Y,

Soveltamalla Lauseen 7.6.3 tulosta saamme yhtalon

[ (e

Téama osoittaa kuinka Parsevalin yht&lon avulla voi laskea hankalienkin (epéoleellisten)
integraalien arvoja katevasti.
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7.7 Sovellus differentiaaliyhtaloihin
Tarkastellaan differentiaaliyhtaloa

—f"(t) +a® f(t) = g(t),

missd a # 0 on kiinted vakio. Tehtdvéné on ratkaista funktio f, kun g on jokin
annettu funktio (R — R). Muunnetaan annettu yhtalo ottamalla siitd puolittain
Fourier-muunnos. Soveltamalla Lausetta 7.4.1 ja Seurausta 7.4.2 saadaan Fourier-
muunnoksille yhtalot
— F(f"(t);w) + a*F(f(t);w) = F(g(t); w)
= — (W)’ F(f(1):w) + > F(f(t);w) = Fg(t):w)
eli
(w? + a®)F(f(t); w) = Flg(t); w).
Tésta voidaan ratkaista funktion f Fourier-muunnos:

(7.5) F(F(1):w) = —— Flg(t); w).

w2 4 a?

Huomioimalla, etta (kts. liitetaulukot A)

2
Fletiu) = =,

saadaan
1 1

- —F(=
w? + a? (2a
missa h(t) = %e‘“'t‘. Yhtalo (7.5) voidaan kirjoittaa nyt muodossa

F(f(t);w) = F(h(t);w)F(g(t); w) = F((h*g)(t); w),

josta kaanteismuunnoksella saadaan haettu ratkaisufunktio

el w) = F(h(t); w),

1

16 = (g0 = 5 [ eIyl

Vastaavalla tavalla voidaan johtaa useiden muidenkin differentiaali- ja osittaisdif-
ferentiaaliyhtéloiden ratkaisukaavoja.

Esimerkki 7.7.1. Epdhomogeenisen differentiaaliyhtalon
F(6) +af(®) = g(t), a vakio

eras ratkaisu saadaan kaavalla

() = emat / " s g(s)ds,

—00

Kaavan johto: Harj. teht.
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7.8 Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Palaudetaan mieken, ettd T-jaksollisen funktion f kompleksinen Fourier-sarja on
muotoa

o) T
S Z2TTN 1 s Z2TTNnt
f(t) ~ E cneﬂTt, C”:T ’ f(t)e*ZQdet, n=0,++2,....
T
Fl

n=—oo

Kun f:n Fourier-sarjan summa lasketaan vain kokonaislukupisteissd ¢t = n, n =
0,+1,42, ..., saadaan sarjasta diskreetti funktio X : Z — C,

[e.9]
X(n) = Z Cne T

k=—0oc0

Kun jakson pituus on positiivinen kokonaisluku T' = N, havaitaan, etta

- 2mkn

eizw(k;\?N)" _ €i27§\’f" ei27rn — TN
. . ; 2mkn .
Néin ollen taajuuskomponenteille Xy (n) = €'~ |, k=0,£1,42,..., on voimassa:

Xk-JrN(n) = Xk(n), Vn € Z.

Siten diskreetin funktion X : Z — C Fourier-sarjassa erilaisia taajuuskomponentteja
N-jaksollisessa tapauksessa on N kappaletta: Xp(n), Xi(n), ..., Anv—1(n). Néin
paadytaan diskreetin N -jaksollisen funktion X : 7 — C diskreettiin Fourier-sarjaan:

= 2k 1 V= omk
X(”):zjckeZ N CkZNZX(n)e_’ N, n=0,%1,+2,...
k=0 n=0

missi ¢, on funktion X diskreetti Fourier-kerroin. Naista kertoimista saadaan
diskreetti kuvaus X : Z — C, X(k) = ¢, eli kompleksilukujono

_s2mkn

N—-1
1 (A
3€(k)anz_:oX(n)e N n=0,4,42,. ..

jota sanotaan IN-jaksollisen funktion X : Z — C N pisteen diskreetiksi Fourier-
muunnokseksi (DFT).

Huom. 7.8.1. Lauseen 7.6.1 kohdan (1) nojalla havaitaan, etté

_ ! OONi D6(t —n)e F dt = 1}"(NZ_:1 (1)3(t — n); 22
oy [ Do me e g st0ste - T
N—-1

= F(>_ x(Nt)§(Nt — n); 2rk),
n=0
vrt. Lause 7.3.1. Siis kayttamalla apuna deltafunktiota § ndhd&dén, ettad kyseessé
on todella diskreetin funktion Fourier-muunnos. Téamén perusteella DFT:14 on
vastaavat ominaisuudet kuin Fourier-muunnoksella (Vrt. esim. Lause 7.3.1: line-
aarisuus/siirto/taajuussiirto/skaalaus).
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Huom. 7.8.2. N-pisteen diskreetti Fourier-muunnos on /N-jaksollinen ts.
X(k+ N)=X(k), Vkel.

Niin ollen N-pisteen diskreetille Fourier-muunnokselle riittda laskea arvot X(0),

x(1), ..., X(n—1).

Esimerkki 7.8.3. Jono (X(0), X(1),X(2),X(3)) = (1,1,0,0) méaraa 4-jaksollisen

funktion X : Z — R. Lasketaan sen diskreetti Fourier-muunnos. Riitaa laskea

Fourier-kertoimet X(0), X(1), X(2), X(3):
1

X(0) = = [X(0) + X(1) + X(2) + X(3)] °

1 1+1+0+4+0]=

.-lk\*—‘

1—1
4

ZX 4[16 Tl z+0+0}:

= % Z X(n)e ™ =

747TTL 1
422{ ~dign 4{1e f1e +0+0}

[1e? + 1e7™ + 0+ 0] =0,

=

141
1

Diskreettiin Fourier-muunnokseen liittyy myos kaanteismuunnos, ns. diskreett:
Fourier-kadteismuunnos (IDFT):

Merk. myoés:
’ DF Y (X(k)) = 271 (n).

Jos téssa X(k) = DF(X(n)) (ts. X on X DFT), niin
DF Y (X(k)) = X(n)
eli kddnteismuunos antaa alkuperaisen funktion X : Z — C.

Esimerkki 7.8.4. Lasketaan edellisen esim. jonoon (X(0), X(1), X(2), X(3)) liittyva
diskreetti Fourier-kdanteismuunnos:

X7(0) = [X(0) + X(1) + X(@) + XB)] e = L + 1 +0+ 1?4” 1,

271 = [2(O0) + 20 + 2@ + 2@ F] = L Ly BHIED
£7H2) = [2(0)e” + X(1)el™ + X(2)e¥™ + X(3)e%] = %Jr (1 —1)(—1) o4t (HZ)( ) o,
x71(3) = [%(0)60 +X(1)e’F +X(2)e + x(3)e¥} _ é L= i)(—l) o4 4 +4i)( ) _o.

Siis X~ 1(n) = X(n), n =0,1,2,3.
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Huom. 7.8.5. Myos N-pisteen diskreetti Fourier-kidanteismuunnos on N-jaksollinen,

ts.
X 'n+N)=x"'(n), neZ

Perustelu on sama kuin ylla: eksponenttifunktio on kompleksialueessa 2mi-jaksollinen.

Konvoluutioteoreema (kts. Lause 7.5.2) patee my0s diskreetille Fourier+muunookselle

seuraavassa muodossa:

Nl i2nnk 1 Nl 1
XY T = - 3 Xm)V(n —m) = (X = V)(n)
k=0 m=0
eli
1
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Luku 8: Z-MUUNNOS

8.1 Z-muunnos ja sen kaanteismuunnos

Z-muunnos on diskreetti(aikainen) muunnos, joka suoritetaan lukujonoon (vrt. diskreetti
Fourier-muunnos). Olkoon x(n) jono, ts.  : Z — R tai x : Z — C, reaali- tai kom-
pleksilukujen jono. Jonon 2-puolinen Z-muunnos on

(5.1) Zanyz) = 3 alm)e,

missd z € C\ {0}. Merk. my6s X(z) = Z(x(n);z). Z-muunnos on siis komplek-
simuuttujan z kompleksiarvoinen kuvaus. Kyseesséd on itse asiassa Laurent-sarja,
joita tarkasteltiin kompleksianalyysin kurssilla. Tavalliseen Laurent-sarjaan verrat-
tuna sarjassa (8.1) esiintyy muuttuja % muuttujan z asemasta. Jos Z-muunnos
on olemassa jossakin pisteessé z € C, niin tieddmme, ettd ko. sarja suppenee ren-
gasalueessa

D={zeC:r<z<R},

missd 0 < r < R < oo. Siten D on Z-muunnoksen méarittelyjoukko. Z-muunnokseen
liittyy Z-kadnteismuunnos, joka liittadd annettuun kompleksifunktioon

(8.2) X(z) = Z x(n)z™"
n=-—oo
sen yo. muotoa olevan Laurent-sarjan kertoimet x(n), n = 0,+£1,£2,.... 2-

kiinteismuunnosta merkitdin symbolilla Z71(X(2)). Kompleksianalyysist# tiedim-
me, etta ko. Laurent-sarjan kertoimet saadaan kaavalla

(8.3) 2(n) = —— & X2z, n=0,41,42,. ..
211 C

Funktion X (z) Z-kédédnteismuunnos voidaan periaatteessa siis laskea kompleksitason
kéayraintegraalien avulla; kaavassa (8.3) C' on umpinainen sadédnnéllinen kdyra, joka
sijaitsee renkaassa D ja kiertad kerran origon itsedan leikkaamatta. Jos erityisesti
z(n) = 0 kun n < 0 (tai yleisemmin z(n) = 0 kun n < —ng < 0), kyseessd
on kddnteinen potenssisarja, jonka Z-muunnos on madritelty alueessa D = {z €
C : |z| > r} (vrt. ns. kausaalinen jono alla) ja ko. alueessa D olevan kayrén C
sisiipuolelle integraalissa (8.3) jad télldin integroitavan funktion X'(z)z" ! kaikki
navat. Usein funktion X(z) Laurent-sarja voidaan muodostaa suoraan esimerkiksi
osamurtokehitelmien ja potenssisarjojen avulla, jolloin ko. integraaleja ei tarvitse
erikseen laskea. Tieddmme my0s, ettd yleisemmin ko. kertoimet x(n) voidaan
laskea soveltamalla funktioon X (z)z"~! Residy-lausetta (katso kompleksianalyysin
osuutta): z(n) = Z{ajnapa} Res (X(z)z" 1),
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Esimerkki 8.1.1. Jonon z(-2) = z(2) = 1, z(-1) = z(1) = 2, z(0) = 3 ja
z(0) = 0 muulloin. 2-puolinen Z-muunnos on
- 2 1
Z  2) = =224+ 2243+ >+ .
(z(n); 2) nz_:oox(n)z 27+ 2z + +Z+Z2

Esimerkki 8.1.2. z(n) =1,n=0,1,2,... ja z(n) =0, n < 0. T&llin

_im(n)zn:i<i>n:11i:z—l’

n=0

n=0

ja kyseinen sarja suppenee alueessa D = {z € C: |z| > 1}.

Useissa sovelluksissa tarkastellaan ns. kausaalisten jonojen x(n), missé x(n)

0, kun n < 0, Z-muunnoksia:

n=0

Kyseessé on ns. 1-puolinen Z-muunnos.
., Z-muunnos on

Esimerkki 8.1.3. Jonon z(n) =a”, n=0,1,2,

2t =3 =3 () = e =

ja ko. sarja suppenee arvoilla |z| > |al.
.., Z-muunnos on

Esimerkki 8.1.4. Jonon z(n) =n, n=20,1,2

ja sarja suppenee arvoilla |z| > 1.
., Z-muunnos

Esimerkki 8.1.5. Jonon z(n) =

Z(a(n)iz) = Y =,

ja sarja suppenee Vz € C\ {0}.
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8.2 Z-muunnoksen ominaisuuksia
Z-muunnoksen ominaisuudet ovat samantapaisia kuin Laplace-muunnoksen. Tarkas-
telemme jatkossa 1-puolisia Z-muunnoksia ja siten voimme olettaa, etta lukujonot
ovat kausaalisia (ts. z(n) = 0, kun n < 0).

Lause 8.2.1. Olkoot z(n),y(n) : N — R tai N — C ja X(z) = Z(z(n); 2), Y(z) =
Z(y(n); z) niiden Z-muunnokset suppenemisalueina D1 = {a < |z| < 8} ja Dy =
{c < |2| < d}. Tallbin:

(1) (Lineaarisuus)

Z(ax(n) + by(n);z) = aX(z) + bY(z), D= DN Dy ja a,b vakioita

(2) (Siirto oikealle)

—1
Z(x(n—ng);z) =2""X(2) + 2 Z x(m)z™™, D=Di ja ng>0

m=—ng
(3) (Potenssifunktiolla a™ kertominen)

Z(a"a(n);z) = X(), D ={lala <|z| < |a|8}
(4) (Funktiolla v(n) = n kertominen)

Z(nx(n); z) = —Z%X(Z), D=D

(5) (Konvoluutio-ominaisuus)
Z((x*xy)(n);z) = X(2)V(2), D= DinNDsy,

missa jonojen konvoluutio maaritellaan kaavalla

n

(@*y)(n) =Y a(k)y(n — k).

k=0
Todistus. Perustellaan esimerkkiné kohta (2):

Z(x(n—no); 2) = x(—no) + 21— ng)z ™" + ...+ a(—1)z" 07D 4 2(0)27"0 + 2(1)z 7™ 4.
= 27"[z(—np)2"™ + (1 —ng)2™ 4+ ...+ a(=1)2] + 27 [2(0) + 2(1)2 7 + .. ]

-1

=z "0 Z x(m)z"™ 4 270X (2).
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Huom. Lauseen 8.2.1 kohta (2) sisdltdd ei-kausaalisen termin, jossa arvoja
x(—ng), x(—no+1),...,z(—1) kiytetadn tyypillisesti differenssiyhtéloiden ratkaisu-
jen alkuehtoina (yhtélon yksikéasitteistd ratkaisua varten).

Esimerkki 8.2.2. Jonon z(n) =na”, n=0,1,2,..., Z-muunnos on
d d z az
(na ’Z)v “dz (a”) - <z—a> (z —a)?’
(4) Esim. 8.1.3

ja sarja suppenee, kun z > |al.

Esimerkki 8.2.3. z(n) = (£)", n = 0,1,2,.... Jonon y(n) = x(n —2) = ()"
Z-muunnos on

4\ 2 4\ ! 5 5 25
z . _ 2~ -2 * 2 * __ 9% 9,
(y(n),z)vz Z_%—i-z <<5> 2%+ 3 z 522—4z+4z+16’

(2)

ja sarja suppenee, kun |z| > %. Téssé jono x(n —2) ei ole kausaalinen, silld x(—1) =

(%)71, x(=2) = (%)72. Néama (alku)arvot liittyvéat usein ns. alkuarvoehtoihin (vrt.

differenssiyhtélot).

22

Esimerkki 8.2.4. Olkoon X (z) = 53 Lasketaan X ( ):n Z-kadnteismuunnos
Z7HX(2);n). Merkitidn U(z) = 25, V(z) = LU(2);n) = u(n) =
" ja Z71(V(2);n) = v(n) = 3". Konvoluutio-ominaisuus (5) antaa siten

Z7HX(2)in) = 27 UEV()in) = (uxv) szgnk 3"2(3>

k=0
92 n+1
1—(3) ] n=0,1,2,....

Vertailun vuoksi lasketaan vastaava tulos osamurtokehitelméan avulla. Kirjoite-
taan

— 3n+1

22 z z

=A B
(z—=2)(z—3) Ao

mista ratkaisemalla A, B saadaan A = —2, B = 3. Siten

9 n+1
Z71(X(2);n) = —2-2" 433" = 2"+ 4 gnHt = 3t [1 - <3> ] :

Lasketaan lopuksi vastaava tulos residy-menetelmaélld. Funktion X (z) = %

navat 2 ja 3 ovat selvasti yksinkertaisia. Niinpa

Z " S2,n—1 |:Z22n—1:| . |:Z2Zn—1:|
es =
(aamma) (z—=2)(z—3) z2=3 ], ., z2—=2 ], 4
1 1
_ 2n+ 37’1+ _ _2n+1 + 3TL+1.

—1+1
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8.3 Differenssiyhtialoiden ratkaiseminen Z-muunnoksella
Kertalukua N oleva differenssiyhtalé on muotoa

N
S awy(n - k) = a(n)
k=0

misséd x(n) on annettu jono ja jono y(n) on haettavana oleva differenssiyhtalon
ratkaisu.

Esimerkki 8.3.1. 1-kertaluvun differenssiyhtélé on muotoa
y(n) + ary(n — 1) = 2(n)
ja 2-kertaluvun differenssiyhtélo on vastaavasti muotoa
y(n) + ary(n — 1) + azy(n — 2) = (n).

Esimerkki 8.3.2. Ratkaistaan rekursiivisesti 1-kertaluvun differenssiyhtalo

y(n) + Jyln 1) =1,

alkuehdolla y(—1) = 0.

YO =1 y(-1)=1
y(1) =1 Jy(0) =

Y2 =1- ) =1-="
=1y =1-2="2

Samoilla periaatteilla kuin differentiaaliyhtéloita ratkaistiin Laplace-muunnoksella,
voidaan differenssiyhtéloita ratkaista Z-muunnoksen avulla. Tarkastelemme asiaa
esimerkkien avulla.

1-kertaluvun differenssiyhtalo:
y(n) +ay(n —1) = z(n)
Otetaan puolittain Z-muunnos
V(2) +a(z"1V(2) +y(-1)) = X(2).

Asetetaan alkuehto y(—1) = 0 (kausaalisuus), jolloin

1
= X(2).
V) = gt )
Téssd H(z) = lig = i, on (diskreetin) systeemin siirtofunktio.
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Esimerkki 8.3.3. y(n) —y(n — 1) = d(n), y(—1) = 0 (n > 0). Téssd d(n) on

o-funktio, ts.
1, n=0,
8(n) = { 0, n>0.

z

1 ja a = —1, jolloin H(z) = ;*y. Siten yhtdlon ratkaisuksi

Nyt Z(d(n);2)
saadaan

z

=yl =2 i = 27 (5

) =1, n=01,2....
(Vrt. Esimerkki 8.1.2.)

Huomaa, etta saadun ratkaisun oikeellisuus on helppo tarkistaa. Selvésti kausaalisen
jonon y(n) =1 (n > 0) differenssille péatee: y(n) —y(n —1) = 1, kun n = 0 (silla
y(—1) = 0 kausaalisuuden nojalla) ja y(n) —y(n — 1) = 0, kun n > 0.

Esimerkki 8.3.4. y(n) —y(n — 1) = 1, y(—1) = 0. Nyt Z(1;2) = %5, joten

z—1?

Y(2)=H(z) g = ﬁ Osamurtokehitelméa kayttamalla saadaan

z n z
(z—1)?

<:>y(n):Z_1 ((z—zl)z’n> + 27! <zi1;n> =n+1, n=0,1,2,....

Tarkistus: y(n) —y(n—1)=mn+1)—(n—14+1)=(Mn+1)—n=1kunn > 0.

Y(z) =

z—1

Toisinaan Z-muunnoksen siirtokaava (2) esiintyy muodossa.

Siirtokaava (2°):
Z(x(n+ng); z) = 2" Z(x(n); z) — (2"z(0) + 207 () + .+ x(ng — 1)z).
Kaava (2’) (vastaavasti myos aiempi kaava (2)) seuraa yhtalosta

20 Z(x(n); 2) = 2™ |2(0) + ()2 4.+ 2(ng — 1)z~ 07D 4 a(ng)z7"0 + .. ]

1

= 2"02(0) + 2™ te(1) 4+ ... + 2(ng — 1)z + [(no) + z(nog +1)z"" +...].

Téllo6in differenssiyhtélossé on kiinnitettava alkuarvot x(0), z(1), ..., x(ng—1), kun
kyseessa on kertalukua ng oleva yhtalo.

Esimerkki 8.3.5. Ratkaistaan differenssiyhtélo
y(n+2)+3y(n+1)+2y(n) =0; y(0)=1, y(1)=2.
Soveltamalla Z-muunnosta saadaan yht&lo
22Y(z) — 22y(0) — zy(1) + 3(2Y(2) — zy(0)) + 2V(2) = 0
(2> +32+2)V(2) = 2> + 52
22 + 52 4z 3z

=) = (z+1)(z2+2) T2H1l 2+ 2
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Tastéa saadaan Z-kddnteismuunnoksella annetun differenssiyhtélon ratkaisu
y(n) =4(=1)" =3(=2)" = (-1)"[4=3-2"], n=0,1,2,....

Huom. Kuten yll& jo muutamassa esimerkissé nahtiin differenssiyhtaldille (aivan
kuten diffenrentiaaliyhtéldidenkin tapauksessa) saatu ratkaisu on yleensd helppo
tarkastaa sijoittamalla ratkaisuna saatu jono alkuperéiseen differenssiyhtaléon ja
todeta, etta ko. ratkaisujono toteuttaa annetun yhtalon.
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Liite A: FOURIER-MUUNNOSKAAVOJA

A.1 Fourier-sarja
2L-jaksoinen funktion f(¢) Fourier-sarja

Trigonometrinen muoto

J(0) ~ S5(t) = 5

missa

1 [r 1 [t nm
=7 /L fdt, ap= L/Lf(t) cos(ft)dt

Eksponentti- eli kompleksimuoto

f@t) ~ 5¢(t) =

missa,

eli

Parsevalin yhté&lo

1 [F >
of L!f(t)\th= > el =laol? +2) el =
- n=1

n=—oo

oo
+z:1 ap, cos( —t + by, sin( T
n=

nm
—1

);

2 oo 2
] a
4

n=1

+b;

n

n ' n
* 2
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A.2 Fourier-muunnos

Fw) = F(f(05w) = [ T pe

Kidnteismuunnos f(t)=F Y F(w);t) = 5= [ F(w)e™dw
Lineaarisuus Flaf(t) +bg(t);w) = aF(f(t); w) + bF(g(t); w)
Skaalaus F(f(at);w) = LF(f();2)  (a>0)

Siirto F(f(t—to);w) = e O F(f(t);w)

Taajuussiirto F(f(t)etvolt;w) = F(f(t);w — wo)

Konvoluutio (F*9)(t) = [ f(s)g(t — s)ds = [ f(t — s)g(s)ds

Konvoluutioteoreema — F((f * g)(t);w) = F(f(t);w)F(g(t); w)

Derivaatan muunnos F (%f(t); w) = (iw)"F(f(t);w)

Integraalin muunnos  F ( It f(s)ds; w) _ AU Z(fu) W) 4 ro(w)F(F(1); 0)
Parsevalin yhtlo [ OR A = & [ F () w)Pdw = £ [ [F(w)[2dw
A.3 Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)
X (k) = §(x(n); k) = % ng(n)em’f?

Kéinteismuunnos 2(n) = F (X (k)in) = SN X (k)N

Lineaarisuus S(az(n) +by(n); k) = a§(f(n); k) + b3 (y(n); k)

Siirto S(z(n — no); k) = e MFF F(z(n); k)

Modulaatio 3 (emko%az(n); k:) — F(x(n): k — ko)

Konvoluutio (zxy)(n) = S0 g z(k)y(n — k)
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Funktio Fourier-muunnos
17 b < t <c e*ibwieficw
0, muulloin w
1, —c<t<c 2sin(cw)
0, muulloin w
_ 2
et >0 wzf:ag
2 ’w2
e a>0 \/§€,7
sin(at) T, |w\ <a
e oa>0 { 0, |w|>a
—tgiaz, a>0 ge_‘”w‘
5(t) 1
1 27 (w)
gtwot 270 (w — wo)
-1, t<0 2
s(t) = { 1, t>0 iw
0, t<0 1
“(t)_{ 1, t>0 fw T W)
u(t)e™ ™, a>0 —
cos(at) m[0(w —a) + 6(w + a)]
sin(at) —im[6(w —a) — §(w + a)]

Taulukko A.1: Fourier-muunnoksia.



102 Appendiz A. Fourier-Muunnoskaavoja




103

Liite B: LAPLACE-MUUNNOSKAAVOJA

F(s) = L(f(t):s) = /0 " ft)etat

Ki#nteismuunnos Ft) =LY (F(s)t) = o [H2 F(s)etsds

= gri $o Fls)e*ds = . F;ﬂam Ress—a; {F(s)e*'}
Lineaarisuus L(af(t) +bg(t):s) = al(f(t);w) + bL(g(t); s)
Skaalaus L(f(at);s) = ;L(f(t);5) (a>0)
Siirto oikealle L(u(t —to)f(t —to);s) = e SOL(f(t);s),

misséiu(t):{ (1)’ iig jate >0

Eksponenttifunktiolla kertominen L(e® f(t);s) = L(f(t);s — a)

Derivaatan muunnos E(dtnf(t) s)=s"L(f(t ) s) — s"Lf(0)
S"EF(0) = = FUTR(0)
Integraalin muunnos < fo w)du; s) =1L(f(t);s)

Potenssifunktiolla kertominen Lt f(t);s) = (—1)"LL(fF(#);8), n=0,1,2,...
Laplace-muunnoksen integraali L % f F(u

. . S ftye=stat
Jaksollisen funktion muunnos L(f(t);s) = Olﬁ, ft+T)=f(t)

Konvoluutio fo g(t — s)ds

Konvoluution muunnos L((f=g)(t);s)=L(f(t);s)L(g(t);s)
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Taulukossa B.1 Laplace-muunnos maéritelty arvoilla Res > 0, ellei toisin mainita.

Funktio Laplace-muunnos

o(t) 1

1taiu(t):{(1): i;g 1

e L. (Res>a)

tn =

sin(at) P

cos(at) P

1 — cos(at) s(ngQraQ)

t sin(at) (Szilasz)z

t cos(at) { Ssz2+—aa22)2

etn (sfs!nﬂ, (Re s > max{0,a})
e sin(bt) (s—a§2+b2’ (Res > a)
e cos(bt) ﬁ, (Res > a)

Taulukko B.1: Laplace-muunnoksia.
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Liite C: Z-MUUNNOSKAAVOJA

Kaksipuolinen Z-muunnos on

Kaanteismuunnos

Lineaarisuus

Yksipuolinen siirto oikealle

Yksipuolinen siirto vasemmalle

Kaksipuolinen siirto
Potenssifunktiolla kertominen
Funktiolla n kertominen
Konvoluutio

Konvoluution muunnos

z(n) = 271X (2);n) = 5= $, X (2)z" " 1dz

Z(az(n) + by(n); 2) = aZ(w(n); 2) + bZ(y(n); 2)
D = Dy N Dy (D on X(z)m, Dy Y(z):m suppenemisalue)

Z(x(n —ng);2)=2""Z(x(n);z) + 27"° Z,;:l_no z(k)z=F
D =D ja ng>0

Z(x(n+mng);z)=2"2Z(x(n); z) — 2"° ZZOZ_OI :n(k:)z_k
D=D; janyg>0

Z(x(n—mng);2) =2""2Z(x(n);z), D=D
Z(a"z(n);z) = Z (z(n); 2), D ={lala <|z| <lalf}
Z(nz(n);z) = —2 L Z(x(n);2), D=D;

(@ xy)(n) =>4 z(k)y(n — k)
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Appendiz C. Z-Muunnoskaavoja

Z-muunnos

Suppenemisalue

I
|
—

D={zeC:|z| > 1}

D={zeC:|z| >|a|}

D={zeC:|z| > 1}

D={z€C:|z| > |a|}

D =C\{0}

D=C
D=C,ny<0,jaD=C\{0},no>0

Taulukko C.1: Z-muunnoksia.
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Liite D: KOMPLEKSI ANALYYSI

Kompleksianalyysin kaavoja:

B [e%e] Zn ) oo N 22n+1 o] . 22n
e :;ﬁ’ SIHZ:’,;)(fl) m, COSZ:”;O(fl) (2n)'
() () = f(2) _

f (ZO)_27T2'}{C(2720)"+1 dz, n=0,1,2,...

R n _ 1 £ _
flz) = n;m an(z=20)" an= g0 f e ads n= 0L E2

Res b [ m
eS2=z0 f(2) = R [dzml ((z = 20)"f(2)] -

/_OO f(z)dx = 2mi Z Res f(z)

z€C4 napa
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