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Luku 1: JOHDANTO

1.1 Joukko-opilliset merkinnét
Joukko muodostuu alkioista. Joukkoja merkitéén yleensé isoilla ja alkioita pienilld kirjaimilla.
Esimerkiksi: a € A, ”a kuuluu joukkoon A”ja a ¢ A, ”a ei kuulu joukkoon A”.

Seuraavat lukujoukot ovat kaytossa:

N = {0,1,2,...} luonnollisten lukujen joukko

Z = {0,£1,4£2,...} kokonaislukujen joukko

Q = {a/b:a,beZ, b+#0} rationaalilukujen joukko

R reaaliluvut, eli rationaalilukujen joukko tdydennettyna

irrationaaliluvuilla, kuten /2,7, e

C = {a+ib:a,beR} kompleksiluvut (missi i2 = —1)
Typpillisid lukujoukkojen osajoukkoja ovat mm. :

Zy = {1,2,3,...} positiiviset kokonaisluvut

Z_ = {-1,-2,-3,...} negatiiviset kokonaisluvut

Ry = {xeR:z>0} positiiviset reaaliluvut

R = {rxeR:2<0} negatiiviset reaaliluvut
Usein esiintyvié joukkoja ovat reaaliakselin vélit:

[a,b] = {zeR:a<z<b} suljettu vili

la,b] = {reR:a<z<b} avoin vili

[a,b] = {zeR:a<z<b} puoliavoin vili

la,b) = {rx€R:a<z<b} puoliavoin vili

T&llsin a ja b ovat vilin pddtepisteitd, muut pisteet ovat vilin sisdpisteitd (Mahdollisesti
a= —00, b= 00).

Tyypillisid merkint6ja:

merk. | sisdltod luetaan
A C B | jokainen A:n alkio on my6s B:n alkio | A on B:n osajoukko
A=B|AcCcBjaBCA A ja B ovat sama joukko
AUB | {z:2 € Ataiz € B} A:n ja B yhdiste
ANB | {z:2€ Ajax e B} A:n ja B leikkaus
A\B | {r € A:x ¢ B} A:n ja B erotus

0 joukko, jossa ei ole yhta#in alkiota tyhja joukko

Esimerkki 1.1.1.  a) {1,2} ={2,1} ja {1,2,3} = {1,2,1,3};
b) RO =R, U{0} ={z €R:2 >0} =[0,00) eli ei-negatiiviset reaaliluvut;

¢) AC Ajal C A mille tahansa joukolle A;
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d) [a,b) U{b} = [a,b] ja [a,b) N {b} = 0.

Yhdistetta, leikkausta ja erotusta voidaan havainnollistaa ns. Venn-diagrammeilla:

Kuva 1.1: Venn-diagrammeja.
Jérjestetyt joukot: Kun joukko {a, b} jirjestetdin, saadaan jirjestetty pari (a,b). Kaksi jarjestettya
paria (a,b) ja (¢,d) ovat samat (identtiset), jos
a=c ja b=d.

Vastaavasti mééritelladn n-alkioiset jarjestetyt joukot (aq,...,a,) ja niiden yhtdsuuruus.
Joukkojen Ay, ..., A, tulojoukko eli karteesinen tulo on joukko:

Ay X Ay x ... x Ay ={(a1,a2,...,a,) 1 a1 € Aj,a0 € Ag, ... a, € Ap}.
Jos A:= A1 = Ay = ... = A, merkitdén lyhyesti A" = A1 x Ay X ... X A,.
Esimerkki 1.1.2. R? = {(z,y) : =,y € R} on reaalilukutaso ja R3 = {(z,,2) : z,y,2 € R},

3-ulotteinen reaalilukuavaruus.

1.2 Logiikan symboleista

merk. | sisilto luetaan
\% disjunktio tai
A konjuktio ja. Huom. usein kaytetddn vain pilkkua A:n sijasta
- negaatio ei/vastakohta
3 olemassaolo kvanttori | on olemassa
\4 kaikki kvanttori kaikilla

—> | implikaatio jos ... niin
<= | ekvivalenssi jos ja vain jos/joss
johtopéétos siis /siten/téten

Matemaattiset viittdmat ilmaistaan tyypillisesti lauseina, joita seuraava kaavio ilment&as:

merk. ‘ sisalto ‘ luetaan
p=q jos p on tosi, niin ¢ on tosi
p=q p=qjaq=p

implikaatioita
ekvivalensseja

Téssé p ja ¢ sisdltdvit vaittdmaén, joilla on totuusarvo: tosi/epitosi.
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Esimerkki 1.2.1. a) Lause

on tosi. Sen sijaan lause
r=3 <= 2°=9 (x € R)
on epétosi, koska implikaatio ”<="on selvésti epatosi.

Lause
(a>b)AN(b>c) = a>c (a,b,c € R)

on tosi.

Lause
VeeZ yeZ se. xz+y=>0

on tosi. Nimittéin, jos x¢ € Z on mielivaltaisesti valittu, niin y:ksi kelpaa esimerkiksi luku

Yo = —xp. (y:n valinta riippuu téssé valitusta xg:sta.)
Lause
dreZ se. VYyeZ z+y>0
on epitosi. Nimittdin valitaanpa xg € Z miten tahansa niin esim. valinta yop = —xzg — 1

antaa g +yo = —1 < 0.

Seuraava pédttelysainto esiintyy usein todistustehtdvien yhteydessé.

Kontraposition periaate:

(p=14q <= (~g= p).
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Luku 2: REAALI- JA KOMPLEKSILUVUISTA

2.1 Reaaliluvuista

Reaalilukujen ominaisuudet voidaan palautta tiettyihin perusominaisuuksiin, jotka voidaan esit-

tdd aksiomeina:
A) Algebralliset ominaisuudet; kunta-aksiomat

B) Jérjestysominaisuudet; jirjestysaksiomat
C) Taydellisyysominaisuus; tédydellisyysaksioma

Kohta A) pitéd sisélldan R:n yhteenlasku - ja kertolaskusdannét:
Al) z+y=y+uz yht. lask. vaihdantalaki
A2) (z+y)+z=a+(y+2) yht. lask. liitdntalaki
A3) J0eRse VzeR

x+0=x on olemassa nolla-alkio
A4) VzeR3IyeRse
x+y =0 y on x:n vastaluku
A5) zy=yzx kertolaskun vaihdantalaki
A6)  (zy)z = x(yz) kertolaskun liitdntélaki
A7) x(y+z2) =xy+az osittelulaki
A8) dleRse. l1#0jaVreR
l-x=2 on olemassa ykkosalkio
A9) VzeR\ {0} Jy e Rse.
z-y=1 y = 1/ on x:n kddnteisluku

Kohta B) liittda R:a4n jarjestysrelaation <, joka toteuttaa seuraavat aksiomat:
B1l) Jokaisella z,y € R tésmailleen yksi relaatioista z =y, = <y ja y < x on voimassa
B2) z<yjay<z= z <z (transitiivisuus)
B3) Jos z < y, niin kaikille z € R pitee z + 2z < y + 2
B4) Josz >0 jay >0, niin zy > 0.

Kohta C) erottaa reaalilukujen joukon olennaisesti rationaalilukujen joukosta.
C) Taydellisyysaksioma: Jokaisella ylh#éltd rajoitetulla epityhjalla R:n osajoukolla
on pienin yldraja. (Tdhén palataan myéhemmin.)
Kaikki reaalilukuja koskevat laskusddnnét ja ominaisuudet voidaan johtaa edelld olevista
aksiomista.

Esimerkki 2.1.1. 0-z =0, Vx € R. Todistus:
z-x2+0-z=(x+0)-z2=z-z=z-2+0
ja vihentdmaélla molemmilla puolilla x - x saadaan viite:

040-2=04+0 <= O0-2=0.
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Reaalilukujen joukko saadaan tdydentdmélld rationaalilukujen joukko Q irrationaaliluvuil-
la (padttyméttoméit jaksottomat desimaaliluvut). Jokaista reaalilukua voidaan approksimoida
mielivaltaisen tarkasti rationaaliluvuilla. Tdm& mahdollistaa reaalilukujen konstruoinnin ratio-
naaliluvuista ldhtien laajentamalla joukko Q kaikkien Q:n ns. perusjonojen eli Cauchy’n jonojen
raja-arvoilla. Téllaisia rationaalilukujonoja ovat padttyméttoméat jonot

(:L‘n) = (xlvaa z3, .. ')7
joilla on seuraava ominaisuus:
Ve>0(e€Q) IneeN se. |z, —xzp| <e, kunn,m >ne.

Emme paneudu kyseiseen konstuktioon tdmén yksityiskohtaisemmin. Seuraava esimerkki osoit-
taa, ettd Q on R:n aito osajoukko.

Esimerkki 2.1.2. v2 ¢ Q. Todistus: Teemme vastaoletuksen: Im/n € Q (m,n € Z) s.e.
(m/n)? = 2. Voimme olettaa, etti m/n on supistetussa muodossa. Johdamme ristiriidan. Nyt
yhtépitiavisti m? = 2n2. Siten 2 on luvun m? tekiji ja siis my6s luvun m tekiji (muutoin
m = 2p+1, p € Z, jolloin m? = 4p® + 4p + 1 = 2(2p? + 2p) + 1 olisi 2:lla jaoton). Tilléin 4
on luvun m? tekijé ja yhtélon m? = 2n? nojalla luku 2 on luvun n? ja edelld olevan nojalla siis
my6s luvun n tekija. Néin ollen luku 2 on lukujen m ja n yhteinen tekija, miké on ristiriidassa
oletuksen kanssa. Viite on todistettu.

Itseisarvo: Realliluvun x itseisarvo |z| médritelldin seuraavasti:

| = x, kun x > 0;
| —z, kunz <0.

Maéritelmasté seuraa helposti mm. seuraavat ominaisuudet:

1) |z[>0

2) | —x|=|z|

3 Imy=||fv‘| |y
X X
z Ly #£0
Yy Iy\( #0)

o Ot

|z| <y <= —y <z <y (tdssd y > 0)
|| >y <=z < —ytaiz >y

~J H~
_ D D D=

Esimerkki 2.1.3. Ratkaise epiyhtélo |22 — x| < 22. Ratkaisu: Kohdan 7) nojalla > 0 ja
edelleen

2?2 — x| < 22

—r<a?—x <2

2 +x>0jaz®—32<0

(x>0Vz<—-1)jad<z<3

0<x<3.

rree
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Seuraavat itseisarvoa koskevat epayhtélot ovat térkeité.

Lause 2.1.4. (Kolmioepayhtilot) Kaikilla x,y € R pétee
|z = [yl| < |z +yl < |z + [yl
Todistus. Harj. teht. O

Itseisarvoepéyhtaloiden kasittelysséd voi usein kayttasd seuraavaa:
lz| < ly] <= 2?<y? Va,yeR.

Laajennettu reaalilukujoukko: Usein reaalilukujen joukko laajennetaan ddretdon-symboleilla
o0 ja —o0o, merk. R = RU{oco}U{—o0}. Nimi symbolit esiintyvit etenkin raja-arvo tarkastelujen
vhteydessé ja niihin liitetdén seuraavat laskusa&dnnot:
1) z4+oc0o=x—(—o0)=00,VxreR

) x4+ (—o0)=2—00=—00, Vz €R

) x/oo=x/(—0)=0,VreR
4) Vr>0:xz-co=o0jax-(—00)=—00

) Vx<0:z-00=—00jax-(—00)=00

) o0+ oo=00-00=(—00)"(—00) =00

) (=00) + (—00) = 00+ (—00) = (—00) - 00 = —oc

8) Jirjestys: Vo € R: —00o < & < 00
Huom. Médrittelemétta jaddviat mm. oo — 0o, co/oo ja 0 - co.

Esimerkki 2.1.5. Kun # — oo, niin f(z) = 1/(z +2) — 0, silli  +2 — o0 ja 1/(z +2) —
1/00 = 0.

Supremum ja infimum: Reaaliluku M on joukon A C R yldraja, jos
Vx € A pitee z < M.

Talloin sanotaan, ettd A on ylhddltd rajoitettu. Vastaavasti médritelldéin joukon alaraja ja al-
haalta rajoitettu joukko. Olkoon A # () R:n osajoukko ja merkitdén

Bsy = {z € R:x on Am ylidraja}.

Jos Ba # (0, on Ba:ssi tiydellisyysaksioman nojalla pienin alkio, joka on A:n pienin yldraja eli
supremum, merk. sup A. Jos joukolla A on suurin alkio max A (ts. max A € A ja Vo € A pitee
x < max A), niin se on myds A:n pienin yldraja: max A = sup A.

Esimerkki 2.1.6. A={r ¢ R:x < 1}. Tallsin supA =1 ¢ A.

Rationaalilukujen joukko ei toteuta tdydellisyysaksiomaa. Esimerkiksi joukko A = {x € Q :
22 < 2} on epityhji ja ylh#iltd rajoitettu Q:ssa (2 on erdis A yliraja), mutta A:lla ei ole
pieninti ylidrajaa Q:ssa. Sen sijaan R:ssé supremum 18ytyy: sup A = /2.

Seuraava lause on yhtépitdva joukon A pienimmén yldrajan méédritelman kanssa.

Lause 2.1.7. Luku g on joukon A supremum jos ja vain jos seuraavat kaksi ehtoa on tédytetty:
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i) Ve e Arx < g;

ii) Ve>03zx e Ase.x>g—e
Esimerkki 2.1.8. A={z €R:2 =23 n e Z,}. Tilloin sup A = 2.
Todistus. i) Vn € Z, pitee % =2-— % < 2. Siis 2 on A:n yléraja.

ii) Osoitetaan, ettei pienempéi A:n ylidrajaa ole:

2n —3
Ve >0dne€Z; s.e. 2—¢€
n
Téamén todistamiseksi havaitaan, etté
2n — 3 3 3
n >2—€ &= ——>—-€ = n>-. O
n n €

Joukon A # () suurin alaraja eli infimum, merk. inf A, voidaan mééritelld joukon
Cy={re€R:zon Amn alaraja}

suurimpana alkiona, kun C'4 # ). Sen olemassaolo voidaan johtaa tiydellisyysaksiomasta sovelta-
malla supremumin olemassaoloa joukkoon F = {z € R : —x € A} ja havaitsemalla, ettd
inf A = —sup E. Jos joukolla A on pienin alkio min A, niin se on my6s A:n suurin alaraja:
min A = inf A. Lauseen 2.1.7 vastine infimumille saa seuraavan muodon.

Lause 2.1.9. Luku g on joukon A infimum jos ja vain jos seuraavat kaksi ehtoa on taytetty:
i) Ve € A: x > g;
i) Ve>03z e Ase.x <g+e.

Jos joukko A # () ei ole ylhidilté (alhaalta) rajoitettu, voidaan kdyttdd merkintdd sup A = oo
(vast. inf A = —00).

2.2 Kompleksiluvut
Kompleksilukujen joukko C muodostuu luvuista z = x + iy, missd z,y € R ja ¢ on imaginaariyk-
sikko, jolle pitee i2 = —1. Kompleksiluvut voidaan ajatella reaalilukupareina (z,y) ja havainnol-
listaa vektoreina kompleksitasossa, jolloin erityisesti ¢ = (0,1). Luvun z = x + iy € C reaaliosa
on x ja tmaginaariosa on y.

Laskutoimitukset. Kompleksiluvuille voidaan mééritelld yhteen- ja kertolasku. Komplek-
silukujen z; = x1 4+ iy1 ja z9 = T9 + 1yo summa on

21+ 20 = (1 + 22) + i(y1 + y2)

ja tulo on
2120 = (X122 — Y1y2) + 1(T1Y2 + T2Y1).

Yhteenlaskulla on seuraavat ominaisuudet:
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(i (liiténnéiisyys) (2’1 + 22) + 23 =21+ (22 + 23);

)
(ii) (vaihdannaisuus) zj + 22 = 22 + 21;
(iii) on olemassa nolla-alkio 0 = 0 + i0 € C, jolle pétee: z +0 = z, Vz € C;

(iv) jokaisella z = x+iy € C on olemassa vasta-alkio —z = —z+i(—y) = —z—iy ts. z+(—z) = 0.

Kertolaskulla on ominaisuudet:
(i) (liitdnndisyys) (z1 - 22) - 23 = 21 - (22 + 23);
(ii) (vaihdannaisuus) zj - z9 = 22 - 21;
(iii) (osittelulaki) z1(zg + 23) = 2122 + 2123;
(iv) on olemassa ykkosalkio 1 = 1+ 140 € C, jolle pétee: 1- 2z = z, Vz € C;
)

(v) jokaiselle z # 0 on olemassa kisinteisluku z~! = %, jolle pitee 271z = 1.

Itse asiassa, jos z = x + iy € C, niin

1 T Y

= —1 .
2 22492 2242

Kompleksiluvun z = x 4 iy liittoluku eli kompleksikonjugaatti on Z = x — iy. Liittoluvulla on
ominaisuudet

(ii) 21 + 22 = 71 + Z2;

(ili) z122 = 71 Z2;

aw<2>:z.

Liittoluvun avulla z = x + iy:n reaali- ja imaginaariosa saadaan seuraavasti

1 1
x:Rezzi(z—FE) ja y:Imz:Z(z—Z).

Napakoordinaattiesitys. Kompleksiluku voidaan esittda napakoorinaattien avulla muodossa
z=x+ iy =r(cos¢ + isin@).

Pituutta r = |z| sanotaan kompleksiluvun z moduliksi ja kulmaa ¢ = argz sen argumentiksi.
Niille pétee

|2l = Va? +y? = V2z;

gb—argz—{ arctan 2, Rex > 0;

)

+7m 4 arctan ¥, Rex < 0.
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Vaihtoehtoisesti
cos ¢ = L o= N
22 + g2 /22 + 42

Moduli on ei-negatiivinen reaaliluku ja argumentti puolestaan on 27:n monikerran tarkkuudella
médritelty reaaliluku, kun z # 0. Usein argumentti rajataan vélille 0 < argz < 2m tai vélille
—m < argz < 7.

Esimerkki 2.2.1. Liittoluku napakoordinaateissa:
Z=x—1y=rcos¢—irsing =r (cos(—¢) + isin(—¢)).
Erityisesti |zZ| = r = |z] ja arg(Z) = —¢ = — arg(2).

Kompleksilukujen summaa z; + zo vastaa kompleksitasossa vektoriyhteenlasku. Komplek-
silukujen tuloa z1z9 voi puolestaan havainnollistaa kompleksitasossa napakoordinaattiesityksen
avulla. Asian selvittdmiseksi tarkastellaan tulon zjze napakoordinaattiesitysté.

Tulo ja osamddrd napakoordinaateissa: Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavat:

sin(¢1 + ¢2) = sin(¢1) cos(¢2) + cos(¢1) sin(¢pa);
cos(¢1 + ¢a) = cos(¢1) cos(p2) — sin(¢py) sin(pa).

Esitetddan kompleksiluvut z; ja 2o napakoordinaateissa:
z1 = r1 (cos ¢1 + isin ¢1)
29 = 19 (COS g + i 8in ¢3) .

T&ll6in tulolle z; 29 saadaan napakoordinaattiesitys

2122 = 11 (CO8 p1 + i sin ) - ro (cos 2 + i sin ¢9)
= 7172 cos(¢1) cos(¢2) — sin(¢1) sin(dz) + i (cos(¢1) sin(¢z) + sin(¢) cos(¢2)) )
= rira(cos(¢r + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)).
Niinpa
|2122] = 1172 = [21] - [22]
arg(zez2) = ¢1 + P2 = arg z; + arg zs.

Vastaavasti johdetaan osaméirin napakoordinaattiesitys: Kun zo # 0, saadaan

21 =172 ri(cos(¢1) +isin(¢r)) - r2 (cos(—¢2) +isin(—¢o2))

) 2029 r%

= % (cos(¢p1 — p2) + isin(p1 — ¢2)) .

Niinpéa
21

1 21 . ?1
== = ‘—' ja arg () = arg(z1) — arg(z2).

2| T2 |2 29
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Esimerkki 2.2.2. Lasketaan luvun zy = 1+§ 7 reaali- ja imaginaariosa sekd moduli ja argu-
mentti.
i 0-wB)_i4VB_ VB
i+ivV3  (1+iV3)(1—iv3) 4 4 4'
Siten Re 2o = v/3/4 ja Im 2y = 1/4. Toisaalta zg:n moduli on
1 1

‘0|_)1+1\[‘ \1+Z\f| 12+(\/§)2_2

ja argumentti on

s s

argzozarg<1+zi\/§>:arg()—arg(l—i-zf) i—arctan\f—i—g:

S

Siis V3
3 1. 1 T, w
zo—T—FZZ—Q(cosg—i—zsmg).

Esimerkki 2.2.3. Olkoot z; = —2 + 2 ja 2z = 3¢. Tall6in

z1z9 = (—2 + 2i)(31) = —6 — 64,
A 2420 (—24+20)(=3) 242 2 2

P 3 3i-(=3) 3 _3''®
2122 = V/(=6)2 + (=6)2 = 6v2 = V8- 3 = /(=2)2 + 22/(=3)% = |21 - | 2],

37 T
arg('zl) = Zv arg(ZQ) = 5’
3 5
arg(z129) = — Z ZTF — 27 = arg(z1) + arg(z2) — 2,
1 T
arg [ — | = — = arg(z1) — arg(z2).
g<Z2) 7 = as(z1) - arg(z2)
Tulon modulin ja argumentin kaavat yleistyvat n:n luvun tulolle. Jos z = 21 - 22 ... 2z, niin
2] = |21] - |z2] -+ - |za| ja  arg(z Zarg z).
Jos téssd valitaan z1 = 29 = ... = z,, saadaan ns. de Moivre’n kaava:

2" = |z|"(cos(ng) + isin(ng)).
Jos erityisesti |z| = 1, saadaan edellisestéa
" = cos(n¢) + isin(ng).

Namé kaavat voidaan kirjoittaa lyhyesti koko kompleksitasosassa mééritellyn exponenttifunk-
tion avulla: katso Kappale 6.3.
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Napakoordinaattiesitys on hyddyllinen myos ratkaistaessa polynomiyht&lditd. Tarkastellaan
erikoistapausta 2" = w, jolloin z = {/wj; ts. on etsittédvd luvun w € C kaikki n-juuret komplek-
sitasossa. Olkoot

w = r(cos(¢) +isin(¢)) ja z = p(cos(h)+ isin(M)),

r,p > 0. Talloin
2" = p"(cos(nb) + isin(nf)) = r(cos(¢ + isin(¢)) = w,

joten
p=1r ja nb=q¢+2kr, (keZ)
eli ok
p=13r ja 9:?+i, (keZ).
n n
Erisuuret juuret saadaan arvoilla k = 0,1,...,n — 1 ja ratkaisuksi saadaan n kappaletta luvun w
n-JUUria:
2k 2k
z = %(COS <q§+7r> + ¢sin (W>> , k=0,1,...,n—1.
n n

Kun |w| = 1, nihdéén, ettd juuret {/w sijaitsevat kompleksitason yksikkoympyrian kehilld ja
madraavat tasasivuisen n-monikulmion, jonka kérjet ovat pisteisséa

2k 2k
%:cos<7r>+isin(w), k=0,1,...,n—1.

n n

Kompleksilukujen erééné tiarkednd ominaisuutena on, etté jokaisella (reaali- tai kompleksik-
ertoimisella) n:n asteen (n > 0) polynomilla on tdsmélleen n kappaletta juuria kompleksilukujen
joukossa monikerrat huomioiden. [Algebran peruslause.|
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Luku 3: REAALIFUNKTIOISTA

3.1 Relaatiot ja funktiot

Relaatiot: Olkoot A ja B epétyhjid joukkoja. Jokainen tulojoukon A x B osajoukko R on relaatio
joukosta A joukkoon B. Jos A = B sanotaan, ettd R C A x A on relaatio A:ssa.

Esimerkki 3.1.1. R = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} on R x R:n osajoukkona relaatio R:ssé.

Relaatiolle R ¢ A x B voidaan méiritelld kddnteisrelaatio R~ seuraavasti:

R~ ={(y,z): (z,y) € R}.

Esimerkki 3.1.2. R = {(z,y) : y = 2%,z € R} on relaatio R x R}:ssa (R} = Ry U {0}). Sen
kéanteisrelaatio

' ={(yx):y=2" xR} = {(y,2) 1y € R} jax = £y}
on relaatio RS)F x R:ssi. Tissd R vastaa nelioon korotusta, R~! nelicjuuren ottoa.

Funktiot: Relaatio f joukosta A joukkoon B on funktio eli kuvaus, jos se toteuttaa seuraavat
kaksi ehtoa:

i) Ve € A3y € Bse. (z,y) € f;
ii) Vo € A, Vy, z € B pitee:
(z,y) e fia(z,2)ef = y=-=z

Siis jokaista A:n alkiota x vastaa relaatiossa f yksikésitteinen joukon B alkio. Sanotaan, ettd
f on funktio/kuvaus joukosta A joukkoon B ja merk. f : A — B. Jos (z,y) € f, merkitddn
y = f(z) ja sanotaan, ettd x on (vapaa) muuttuja ja y funktion f arvo pisteessi x. Usein funktio
maédritelladin antamalla kuvausséinto f:x — y.

Nimityksié: Olkoon f: A — B. Talloin:

1) A(= Mjy) on fm mddrittelyjoukko eli ldhtdjoukko;

\V]

fAy={ye B:y= f(z),z € A} on fm kuvajoukko eli arvojoukko;

)
)
3) Relaatiota {(z,y) : x € A,y = f(x)} sanotaan f:n kuvaajaksi;
4) f on injektio, jos Vx,y € A pétee: f(x) = f(y) = z=uy;
)

5) f on surjektio, jos f(A) = B, ts. Vy € B Jz € A: y = f(x);
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6) f on bijektio, jos se on sekd injektio ettd surjektio.
Huomioita:

a) Funktiot f ja g ovat samoja eli identtiset jos niilli on sama maarittelyjoukko, ts. My = M,
ja f(z) = g(x) Vo € My.

b) Jokaisella funktiolla f : A — B on olemassa kiiinteisrelaatio f~! C B x A. Se maiirittelee
kuvauksen B — A, jos ja vain jos f on bijektio. Tlloin sanotaan, ettdi f~': B — A on fmn
kddnteiskuvaus. Siten kidnteiskuvaus f~! on olemassa, jos ja vain jos yhtlolla y = f(x)
on yksikésitteinen ratkaisu x € A jokaisella y € B.

Esimerkki 3.1.3. f: R — RS)F, y = x2. Tallsin f:1l4 ei ole kiidinteikuvausta R‘i — R.
Kuvaus f: A — A, f(z) =z, Vo € A, on A:n identtinen kuvaus, jota merk. usein f = Idy.

Yhdistetty kuvaus: Olkoot f: A — B ja g : B — C kuvauksia. Niiden yhdistetty kuvaus go f
maédritelladn kaavalla

gof:A—=C, (gof)(x)=g9(f(zx)), z€A

Sanotaan, ettd f on sisdfunktio ja g ulkofunktio.

A B C
f g
T T
I o) (g0 f)(x)

Kuva 3.1: f:n ja g:n yhdistetty kuvaus.

Esimerkki 3.1.4. (v —1)2, 2/ + 1, sin?(2?) ja log(z? + 1).

Seuraavat tulokset ovat tyypillisia:

i) Jos f: A— Bjag: B — C ovat bijektioita, niin myds go f : A — C on bijektio. Niiden
kidnteiskuvauksille pitee: (go f)~' = f~log 1t

ii) Jos f: A — B on bijektio, niin fo f~' = Idg ja f~'o f = Idy.

iii) Jos kuvauksille f: A — Bjag: B — A piétee go f = Ida ja fog= Idg, niin f ja g ovat
bijektioita ja f~1 =g, ¢~ = f.
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3.2 Yhden muuttujan reaalifunktiot

Olkoon f : A — B funktio. Jos A ja B ovat R:n osajoukkoja sanotaan, ettd f on yhden reaalisen
muuttujan reaaliarvoinen funktio, lyhyesti reaalifunktio.

Esimerkki 3.2.1. f:R =Ry, f(z) =¢e*jag: R, =R, g(z) =In(z). (9= f1)

Usein reaalifunktiot madritellidn muuttujien = ja y vélisilla yhtéloilld. Erotetaan kolme eri
tapausta.

A) Eksplisiittinen esitys: y = f(x). Téssd z:n ja y:n viliset yhtdlst on annettu tai ratkaistu
y:n suhteen.

B) Implisiittinen esitys: F(x,y) = 0. Muuttujien x ja y véliset yhtdlot ovat ratkaisemattomas-
sa muodossa. Parit (x,y), jotka toteuttavat yhtdlon F(z,y) = 0 muodostavat aina relaa-
tion. Erikseen on varmistettava esim. 1dhto- tai kuvajoukkoa sopivasti rajoittamalla, etté
ehto F(x,y) = 0 todella méérittelee funktion.

C) Parametriesitys: © = u(t) ja y = v(t). Tdssd = ja y riippuvat reaalisesta parametrista ¢.
Jilleen on erikseen varmistettava, ettd parit (z,y) = (u(t),v(t)) médrittelevit funktion.
Jos parametrin t eliminointi onnistuu, saadaan funktiolle ekplisiittinen tai implisiittinen
esitys.

Esimerkki 3.2.2. Yhtilo 2z + 3y = 6 méirittelee funktion f : R — R. Vastaavat esitykset ovat:
a) y = —2x + 2 (eksplisiittinen esitys);
b) 2z + 3y — 6 = 0 (implisiittinen esitys);

c)r=3t—1ljay=—-2t+ % (t € R) (eriis parametriesitys).
3.3 Reaalifunktion raja-arvo
Raja-arvon méaérittelemiseksi otetaan kayttoon pisteen e-ympdristd, joka médritelladan pisteessé

zo € R joukkona
Ue(zo) ={z € R: |z — z0| < €}.

Téssd € > 0 on yleensé pieni positiivinen luku. Pisteen xq aito e-ympdristé saadaan poistamalla
piste xg sen e-ympéaristostés:

Ul{lzg) ={z € R: 0 < |z — z0| < €} = Uc(z0) \ {z0}-

Olkoon funktio f mééritelty jossakin pisteen z aidossa ympiristossd U'(zg). Funktiolla f on
raja-arvo a pisteessi xg, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa § = (d.) > 0 siten, ettd

O0<|z—z9|<d ==|f(x)—a|<e
Maéaritelmén voi kirjoittaa yhtépitdvéasti muotoon

Ve > 030 >0 s.e. f(Us(zo)) CUca).
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Yy
e atepF—————— — — — -y = f(z)
________ |
f(Us(z0)) |
Ue(a) - < flwo) = a —r |
|
| |
I |
- a—cr | |
| |
xg — O x0J+5 x

Kuva 3.2: Raja-arvo; luvun § = () > 0 valinta.

Kun f:1l4 on xq:ssa raja-arvo a merkitain

lim f(z)=a.

T—T0

Raja-arvoehdon todistamiseksi pyritdan epayhtélostd |f(x) — a| < € johtamaan ehto § = d.:1le.

Esimerkki 3.3.1.  a) Jos f(x) = ¢ (vakio) Vo € R, niin lim,_.,, f(z) = ¢, Vzo € R. Nimittiin
Ve > 0: f(Us(xo)) = {c} C Ue(c), olipa § > 0 valittu miten tahansa.

b) f(z) =ax +b, z € R ja a # 0. Todistetaan, ettd lim,_.,, f(z) = axo + b. Nyt

joten valitsemalla § = ¢/|a| (> 0) saadaan Ve > 0:

|f(z) = (azo + b)| = |az — awo| = |af - [x — o,

O0<|z—z9|<d =

|f(z) = (azo +b)| <lal -

€
= —e
ol

c¢) Funktio f(x) = 2%sin(1/x) ei ole méiiritelty pisteessi = 0. Kuitenkin lim, .o f(z) = 0.
Olkoon € > 0 mielivaltainen. T&lloin

|f(z) — 0| = |#?sin(1/x)| = 22 - |sin(1/z)| < 2% -1 <,

kun |z| < /€. Siis voidaan valita § = \/e.

Jos funktiolla f on raja-arvo pisteessd xg, niin se on yksikésitteisesti méaratty.
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Lause 3.3.2. Jos lim,_,,, f(z) = a ja lim,_,,, f(z) = b, niin a = b.
Todistus. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Oletuksen nojalla 36 > 0 s.e.
[f(x) —al <e ja [|f(z)—b]<e
kun 0 < |z — zg| < 0. Téll6in kolmioepéyhtélon (Lause 2.1.4) nojalla
b—al =[(f(x) —a) = (f(z) =) < [f(x) —a| + [f(2) —b] <e+e=2e
Koska € > 0 oli mielivaltainen, on oltava |b —a| =0 eli b = a. O

Funktioille voidaan méaritelld myo6s toispuoleiset raja-arvot. Funktiolla f on oikeanpuoleinen
raja-arvo a pisteessé xg, merk. lim, ...+ f(x) = a, jos

Ve>036>0 se. 0<z—20<6 = |f(z)—a|<e.
Vastaavasti méadritellddn vasemmanpuoleinen raja-arvo: lim,_,,— f(x) = a, jos
Ve>036>0 se. 0<zp—x<d = |f(z)—a|<e.
Madritelmistéd seuraa valittomaésti: limg, .., f(z) = a <= limg_g04 f(2) = a = limy_4— f(2).
Raja-arvoja méadritettéessé seuraavat laskusddnnot ovat hyodyllisia.
Lause 3.3.3. Olkoot funktioilla f ja g raja-arvot pisteessid xg. Télloin:
i) limg_z, (cf(x) +b) = ¢ limg—y, f(x) + b (tdssd ¢, b € R);
i) limg g, (f (z) + g(2)) = limg gy f(2) + limg . 9(2);

i) limg g, f(2)g(z) = (limg—g, f(2)) - (ime—a 9(2));
f(x)  limg g f(2)

g(z)  limg_., g(x)

iv) limg_.4, , kun limg_.,, g(x) # 0.

Todistus. Todistukset voidaan perustaa suoraan méaritelméén. ]
Raja-arvon mééritelmé voidaan laajentaa myos tapauksiin g = 00 ja a = £oo. Esimerkiksi:

lim f(z)=a, josVe>03IM >0 se. x>M = |f(z)—al<e¢

r—00

lim f(z) =00, josVM >035>0 se. 0<|z—x9|<d = f(z)> M.

T—x0
Vastaavasti voidaan méaéritelld toispuoleiset raja-arvot:

lim+f(x):oo,jOSVM>OE|(5>O se. 0<z—z9<d = f(x)> M,
r—x0
lim f(x)=—o00, josVM >036>0 se. 0<zp—2<d = f(z)<—-M,

T—xTo—

jne., kuten myés raja-arvot lim, 1o f(x) = fo0.
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Esimerkki 3.3.4.

lim (z4+1)3=—-00, lim —=o0, lim —=—o00, f(z) L kun o — 0 —

1 .1 1 0, kun z — 0+;
= —-n—
T——00 z—04+ X r—0— T 3% +1

Huom! Lauseen 3.3.3 tulokset (laskus##innot) ovat voimassa myos toispuoleisille ja epdolen-
naisille raja-arvoille. Téll6in raja-arvolaskuissa on huomioitava symboleita co ja —oo koskevat
rajoitukset niilld laskettaessa.

3.4 Jatkuvuus
Olkoon funktio f médritelty pisteen x erdéssi ympéristossd U(xg). Talloin f on jatkuva pisteessd
Zo, jOS

lim f(x) = f(xo).

T—T0

Jos f ei ole jatkuva pisteessi xy sanotaan, ettd f on epdjatkuva pisteessd xg. Talloin f:114 ei ole
raja-arvoa pisteesé xg tai ko. raja-arvo on olemassa, mutta erisuuri kuin f(zo).
Raja-arvoa koskevasta Lauseesta 3.3.3 seuraa valittomésti

Lause 3.4.1. Jos f ja g ovat jatkuvia pisteessd x¢, niin my6s funktiot ¢- f +b (¢,b € R), f+g¢,
f-gija f/g (kun g(zp) # 0) ovat jatkuvia pisteessd xg.

Voidaan méaritelld my6s funktion toispuoleinen jatkuvuus. Funktio f on oikealta jatkuva
pisteessd xq, jos

lim f(z) = f(zo)

=0+

ja vasemmalta jatkuva pisteessd xg, jos

lim f(z) = f(zo).

Tr—Tro—

Vastaavasta raja-arvoa koskevasta tuloksesta seuraa:
f on jatkuva xg:ssié <= f on seké oikealta ettd vasemmalta jatkuva xq:ssé.

Jatkuvuuden ja raja-arvon mééritelmét yhdistdmaélla saadaan f:n jatkuvuudelle pisteessi xg
seuraava karakterisaatio:

Ve>030>0 se |z—x0|<d = |f(z)— f(zo)] <e
eli Ve > 0 35 > 0 s.e. f(Us(xo)) C Ue(f(p)).
Esimerkki 3.4.2.  a) Itseisarvofunktio f(z) = |z| on jatkuva Vz € R.
b) Funktio f(z) = (2z+|z|)/(x — 3) on jatkuva pisteissi x € R\ {3} eli méérittelyjoukossaan.

Funktiota f sanotaan jatkuvaksi avoimella vililli |a, b, jos f on jatkuva vilin ]a, b[ jokaisessa
pisteessi. Vastaavasti f on jatkuva suljetulla vililli [a, b], jos se on jatkuva valilld |a, b[ ja lisdksi
toispuoleisesti jatkuva vélin [a, b] pddtepisteissi.
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Esimerkki 3.4.3. Polynomit P(x), sinz, cosx ja e® ovat jatkuvia R:ssé, In 2 on jatkuva R, :ssa.
Rationaalifunktiot P(x)/Q(z) ovat jatkuvia véleilld/pisteissé, joissa Q(x) # 0. Samoin tanz on
jatkuva vileilld/pisteissi, joissa ¢ # 7/24nm, n € Z, ja cot x on jatkuva vileilld/pisteissé, joissa
x#nmw,n €.

Lause 3.4.4. Jos f on jatkuva pisteessi o ja g on jatkuva pisteessi yo = f(z0), niin yhdistetty
funktio g o f on jatkuva pisteessi xg:

lim (go f)(z) = lim g(f(z)) = g(lim f(z)) = g(f(w0)) = (g0 f)(z0).

T—x( T—X0

Todistus. Olkoon € > 0. Funktion g jatkuvuuden nojalla 36’ > 0 s.e.

(3.1) ly—wol <& = lg(y) —9(p)| <e.
Toisaalta f:n jatkuvuuden nojalla lukua ¢’ > 0 kohti on olemassa ¢ > 0 s.e.
(3.2) lz—20] <0 = |f(z)— f(z0)] <&

Téssd f(zg) = yo, joten voimme soveltaa implikaatiota (3.1) arvolla y = f(x). Siten yhdistaméall&
(3.2) ja (3.1) saadaan viite: Ve > 0 3§ > 0 s.e.

(3.2) (3.1)
[z -zl <6 =" [f(x) = flzo)[ <6 = [9(f(z)) = g(w) [<e 0
~—~— S~~~
=Y0 =9(f(x0))

Seuraava jatkuvia funktioita koskeva tulos on térkes.

Lause 3.4.5. (Bolzanon lause) Jos f on jatkuva suljetulla vélill [a, b] ja saa vélin padtepisteissi
erimerkkiset arvot (ts. f(a)- f(b) < 0), niin on olemassa ainakin yksi piste £, a < & < b, siten

ettéd f(£) = 0.
Todistus. Geometrisesti ilmeinen; yksityiskohdat késitelldén luennoilla (todistus perustuu téydelli-

syysaksiomaan). O

Bolzanon lauseesta voidaan helposti johtaa seuraava jatkuvan funktion arvoja koskeva tulos.

Lause 3.4.6. Jos f on jatkuva suljetulla valilld [a, b] ja luku ¢ on arvojen f(a) ja f(b) vélissi,
niin on olemassa ainakin yksi piste &, a < £ < b, s.e. f(§) =c.

Todistus. Sovelletaan Bolzanon lausetta funktioon g(x) = f(xz)—c. Yksityiskohdat jatetdén harj.
tehtavaksi. O

Lause 3.4.7. Suljetulla vililld [a, b] jatkuva funktio f on seké ylh&iltd ettd alhaalta rajoitettu.
Lis#ksi f saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa vélilld [a, b], ts. 3x1,z2 € [a, b] siten, ettéd

f(xr) < flo) < f22), Vo €la,b].

Todistus. Tamakin tulos voidaan todistaa ”supremum-tarkasteluilla”, ts. reaalilukujen taydelli-
syysaksiomasta késin (yksityiskohdat késitelladan luennoilla). O

Esimerkki 3.4.8. Funktiolla f(z) = 1/(sin?z + 2) on suurin arvo vililli [—1,1]. Nimittiin
sinz ja siten myos sin? 2 + 2 ja edelleen f(x) on jatkuva vililld [—1, 1], koska nimittjilld ei ole
nollakohtia. Lause 3.4.7 = viiite. Itse asiassa: sinz +2 > 2 eli f(x) < 1/2 ja f(0) = 1/2.
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3.5 Funktion derivaatta

Derivaatan mééritelmé perustuu raja-arvon késitteeseen. Olkoon funktio f mééritelty pisteen
o € R erddissd ymparistossi. Talloin f on derivoituva pisteessd g, jos erotusosamddrdlld

f(xo+h) — f(z0)

N ) h#0
on &drellinen raja-arvo, kun h — 0. T&t4d raja-arvoa sanotaan f:n derivaataksi pisteessd xg ja
merk. ( ) (o)
/ . f .’E() + h - f 1?0
xp) = lim .
f ( 0) h—0 h

Oheinen kuva havainnollistaa derivaatan méaéritelmad. Kuviossa suoran S kulmakerroin on

%ﬁxo). Kun & — x( suoran kulmakerroin lihestyy pisteeseen (xq, f(xg)) piirretyn tangentin

kulmakerrointa, miké antaa derivaatalle geometrisen tulkinnan:

/ T f(x) - f(xO)
fi(wo) = Bim == —

f(=)

f(zo)

Esimerkki 3.5.1. f(z) = 22. Tallsin Vh # 0:

f(zo+h)— flzo)  (wo+h)*—ad  ad+2hxo+ h* —

h h h

= 2z +h,

joten f'(x¢) = limp_0(2x0 + h) = 2x0.

Funktion y = f(x) derivaatalle kdytetdin myos merkintdja dégf), d%(f), Df(z), y'(x). Jos
funktio f on derivoituva esim. vilin ]a, b[ jokaisessa pisteessi, derivaatta méérittelee uuden funk-

tion f’:]a,b[— R, x — f'(x). Tétéd derivaattafunktiota f’ merk. usein myos %, %, Df, .
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Derivaatan méiritelmésti ndhdééin, etté jos f on derivoituva pisteessi g, niin kaikilla h # 0:

f(zo+h) = f(z)
h

lim |z + h) — f(z0)] = Jim |A] - Jim = 0-|f'(z0)| = 0.

h—0

Siten, jos f on derivoituva pisteessé g, niin se on myos jatkuva pisteessid xg. Kéénteinen viite
ei pade, ts. funktion jatkuvuus ei takaa sen derivoituvuutta.

Esimerkki 3.5.2. Itseisarvofunktio f(z) = |z| on jatkuva Vz € R. Kun z¢ = 0, saadaan

h h

f(wo+h) — f(zo) @ [ -1, kun h <0
a 1, kun h > 0.

Siten erotusosaméérillé ei ole raja-arvoa pisteessd xg = 0.

Esimerkin tapauksessa funktiolla f(z) = |z| on erisuuret toispuoleiset derivaatat pisteessi
xo = 0. Yleisesti funktion f oikeanpuoleinen derivaatta pisteessa o médritelliin erotusosaméirian
oikeanpuoleisena raja-arvona:

Plov = i H0 )=S0

Vastaavasti f:n vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessi xo on raja-arvo

F(z0—) = lim flao +h) — flao)

h—0— h

Siten f on derivoituva pisteessé xg, jos ja vain jos sillé on olemassa toispuoleiset derivaatat pis-
teessd xg ja ne ovat kesken#ddn yhtédsuuret. Kuten jatkuvuuden yhteydessd voidaan mééritelld
funktion derivoituvuus avoimella ja suljetulla valill&.

Derivoimissidintdja: Seuraavat derivoimissddnnot voidaan johtaa suoraan méaritelmasta.
Lause 3.5.3. Olkoot f ja g derivoituvia pisteessd x. Télloin:
i)

(c- f(x)) =c- f'(x), c € R vakio;
i) (
(

f(@) +9(x)) = f'(z) + 4 (2);
f(@)g(x)) = f'(x)g(x) + f(2)d'(x);

: 1@\ _ fl@)g@)—f(2)d («)
iv) (g(ac)) =@y 9@) #0.

Lauseen 3.5.3 kohdat i) ja ii) merkitsevét, ettd derivointi on lineaarinen operaatio; ts. D(af +
bg) =a-Df +b- Dg. Yhdistetyn funktion derivoituvuutta koskee seuraava tulos.

Lause 3.5.4. Jos f on derivoituva pisteessé z( ja g on derivoituva pisteessi yo, missi yo = f(xo),
niin yhdistetty funktio g o f on derivoituva pisteessi x¢ ja

D((go f)(z0)) = ¢'(f(z0)) - f'(z0)  (Ketjusdantd).
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Todistus. Merk. u(y, o) = (9(y) —9(%0))/(y —yo) — 9'(y0), jolloin u(y,yo) — 0 kun y — yo. Kun
y = f(z), saadaan

i WO @) = (g0 f)(zo) _ . 9() —9(x)
z—0 X — Zo z—0 T — Zo

. . xr)— X
~ tim (o) + uly,po) ) iy LI
z—0 —— z—0 T — X

4)07 kun Y—Yo

=g () - f'(x0),

silld, kun = — z¢, niin my6s y = f(x) — f(xg) = yo, koska f derivoituvana on myds jatkuva
pisteessé x. ]

Seuraava tulos liittyy kddnteisfunktion derivoituvuuteen. Olkoon f méaéritelty pisteen xg
eriifissd ympéristossi ja oletetaan, ettd f:114 on kidnteisfunktio f~!, joka on médritelty eréissi
pisteen yp = f(x¢) ympéristossi.

Lause 3.5.5. Olkoot f ja f~! kuten ylli ja oletetaan, ettd f~! on jatkuva pisteessi yo = f(x0)
ja ettd f:lli on pisteessi xg derivaatta f/(zg) # 0. Tallsin f~! on derivoituva pisteessi yo ja

1 _ 1 = 1
D(f~ (yo)) = (@) (Y (wo))

Todistus. Merk. y = f(x) ja yo = f(xp). Téllin

lim fﬁl(y) _ fﬁl(yO) = lim B lim 1 = 1
Y=o Y — Yo v=vo f(x) = f(wo) w—wo [@)=S(z0)  f/(z)’

r—x0

silld =1 jatkuvuuden nojalla pisteessi yo pitee y — yo = == f~(y) — f1(yo) = x0. O

Huom. 1. Jos f~!:n derivoituvuus pisteessi yg tiedetiin jo etukiiteen, saadaan kinteisfunktion
derivoimissddnto suoraan Lauseen 3.5.4 avulla: Méaaritelmén mukaan

(f o f)(z) ==,

joten derivointi puolittain antaa

(f7) (F(20)) - f'(20) =

eli
1

f'(xo)’

Huom. 2. Kiiinteisfunktion f~! jatkuvuutta pisteessi yo = f (o) ei apriori tarvitse olettaa;
se seuraa myos suoraan oletuksesta f'(xg) # 0.

(f ™ (wo) = f'(zo) #0.
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3.6 Tavallisimpien funktioiden derivaattoja
Trigonometristen funktioiden derivaatat:

Dsinx =cosx, Dtanxz = 5 :1+tan2x,

COs* T

-1
Dcosx = —sinx, Dcotx=——5—=—-1— cot? x.
sin“ x
Eksponenttifunktio: e* : R — R,..
esc-i—h —e® eh -1
lim ———— =¢% lim = e’ 1=¢€"

vaatii toki perustelun!

Siis De® = e*. T#ssd kantaluku e on ns. Neperin luku, joka voidaan mééritelld raja-arvona

1 n
e = lim <1+> , n € L.
n

n—od

Itse asiassa N
e= lim <1+> z € R\ {0}.
T

r—+00

emlna

Kun kantalukuna on a > 0, saadaan a® = , joten

Da® = ¢e*M% . Ing = a*Ina,
missd kdytettiin ketjusddntod (Lause 3.5.4).

Logaritmifunktio: Inz : Ry — R. Inx on e”:n ki#nteisfunktio. Lause 3.5.5 =

1 1 1
Dlnx = = = —.
(DeY)y—ing em®  x

Logaritmifunkio kantalukun a > 0 (a # 1):

1
log,z =log,e-lnz, D(log,z)= 6a €
x
Yhdistetyn funktion derivointisdédnto antaa edelleen:
1 log, e

D(In |z]) = L D(log, |z|) = — z # 0.
Yleinen potenssifunktio: ¢, a € R.

20— ealnx Dzt = ealna: . (al) — 2%. a — ama—l

’ x x ’

Esimerkki 3.6.1. a) f(x) =%, x > 0. Kirjoitetaan 2% = *!"®. T#llsin

1
Df(x) = D(e®"%) = "™ . D(zlnz) = 2(1-Inz + 2-) = 2%(Inz + 1).
T
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b) D(ln(In(z? + 1)) = oy - 27 - 22

Arkusfunktiot: Trigonometriset funktiot eivit ole jaksollisina ké&éntyvid koko R:ssé. Sopivilla
R:n osavaleilld kddnteisfunktiot saadaan kuitenkin mé#riteltyé ja niitd kutsutaan arkusfunktioik-
S1.

1) arcsinz (l. arcsinz:n pédhaara)
y =arcsine <= z=sinyjay € [-7/2,7/2]

ts. kyseessd on siny:n kadnteisfunktio valilld y € [—7w/2,7/2].
Derivaatta saadaan kainteisfunktion derivointisaannollis:

,( ) 1 1 1 1
y €Tr) = N = = = .
Ssiny  cosy  \/1-siny  V1—a?

Siis D(arcsinz) = ﬁ;

2) arccosz (1. arccos z:n paihaara)
y = arccosr <= x =cosy jay € [0,7].

Derivaatta saadaan kainteisfunktion derivointisaannoll:

1 1 1
D arc g = = — .
(arccosz) = — siny 11 —cosy N

Vastaavasti saadaan:

3) arctanx (l. arctan x:n paddhaara)

1
y=arctanr < z=tanyjay€]-n/2,7/2[, D(@Erctans) = ;s
x
4) arccotz (l. arccot z:n péadhaara)
— are = | arct == 1
y =arccotx <= x =coty jay €|0,n[, D(arccotx) = 1422

3.7 Derivaatan ominaisuuksia
Derivaatta kertoo funktion lokaalista kdyttiytymisesté.

Lause 3.7.1. Olkoon f derivoituva pisteessd xg. Télloin:
i) Jos f’(xp) > 0, niin on olemassa € > 0 siten, ettd

f(x) < f(zo), kun zg—e€ <z < x0;
f(z) > f(zo), kun zo <z < g + €
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ii) Jos f/'(x¢) < 0, niin on olemassa € > 0 siten, etté

f(z) > f(zo), kun zo—e <z < x0;
f(z) < f(xo), kunzo <z <zo+¢

iii) Jos f:114 on lokaali minimi tai maksimi pisteessi g, niin f’(zg) = 0.

Todistus. 1) Koska f'(x¢) = limg_4, w ja f'(zg) > 0 on olemassa € > 0 siten, etti

f(=) = f(@0)

> 0, kun 0 < |z — o] < e.
Tr — X

Téma antaa kohdan 1). Vastaavasti todistetaan kohta ii). Kohta iii) seuraa kontrapositiolla koh-
dista i) ja ii). O
Lause 3.7.2. (Rollen lause) Oletetaan, ettd funktio f on
i) jatkuva suljetulla valilld [a, b];
ii) derivoituva avoimella vililld |a, b[;
i) f(a) = £(0)
Tillin on olemassa ainakin yksi piste £ €]a, b[ siten, ettd f/(£) = 0.

Todistus. Jos f on vakio vélilli [a,b], on f'(z) = 0, Vo € [a,b], ja viite on selvisti voimas-
sa. Muussa tapauksessa f saa vililld ]a, b] arvoja, jotka ovat esim. suurempia (pienempié) kuin
f(a) = f(b). Tallsin Lauseen 3.4.7 nojalla f jatkuvana funktiona saa maksimin (minimin) pis-
teessd € € [a,b] ja nyt valttAméatta £ # a,b; ts. a < & < b. Nyt Lause 3.7.1, kohta iii):n mukaan

f'(€) =0. O
Lause 3.7.3. (Viliarvolause) Oletetaan, ettd f on

i) jatkuva suljetulla valilld [a, b];

ii) derivoituva avoimella vélilla ]a, b].

Tillin on olemassa ainakin yksi piste & €]a, b[ s.e.

Todistus. Sovelletaan Rollen Lausetta funktioon

f(6) — f(a)

W) = @) - fl@) - LT )
Tallsin A'(€) = 0 jollekin £ €]a, b[ ja viiite seuraa derivoimalla h(z):n lauseke. (Yksityiskohdat:

Harj. teht.) O
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Viliarvolause on térked viline matemaattisessa analyysissd. Silld on useita téirkeitd sovelluk-
sia ja seurauksia.

Lause 3.7.4. (Integraaalilaskennan peruslause). Oletetaan, etté

i) f on jatkuva suljetulla vélilla [a, b];
ii) f on derivoituva avoimella vélilld ]a, b[;
iii) f'(z) = 0 kaikilla = €]a, b|.
T&llsin f on vakio koko vélilla [a, b].
Todistus. Olkoon z €]a,b] mielivaltainen. Soveltamalla véliarvolausetta vélilld [a, z] saadaan
f(@) = fla) = f'(E)(x —a), &€la,al
Oletuksen iii) mukaan f'(£§) = 0, joten f(z) = f(a). O
Raja-arvolaskuissa seuraava tulos on hyodyllinen.

Lause 3.7.5. (I'Hospitalin sddnto) Olkoot f ja ¢ jatkuvasti derivoituvia pisteen a jossakin
ympéristossi Us(a) =]a — d,a + d[. Jos f(a) = g(a) = 0, niin

lim /() = lim @) (€ R).

v—a g(z)  wma g'(z)

Todistus. Koska f(a) = g(a) = 0, saadaan

Huom.! Derivaatan jatkuvuudesta voidaan luopua soveltamalla viliarvolausetta.

I'H.
- T _ .
Esimerkki 3.7.6. a) hmxg,o exl__l = llmxﬂo D(GDI Ly = hmxﬂo % = 1,
I'H.
b) lim, g su;x = "lim,;_.g Colsx = COS(O) =1;
I'H. b)
: 2 AN . =~
c) limg 0 meesz ~= limg o % =2lim, 0= "="2-1=2.

Viliarvolause voidaan yleistdé seuraavaan muotoon.
Lause 3.7.7. (Yleistetty véliarvolause) Oletetaan, ettd f ja g ovat

i) jatkuvia suljetulla vililla [a, b];

ii) derivoituvia avoimella vélilld |a, b[;
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iii) ¢'(z) # 0 kaikilla x €]a, b[.
Tilloin on olemassa ainakin yksi piste & €]a, o[ s.e.

f) = fla) _ (&)
g(b) —g(a) g'(&)

Todistus. Harj. teht. O

Yleistetyn véliarvolauseen avulla saadaan ’'Hospitalin sdénnolle seuraava yleisempi versio.

Lause 3.7.8. ('Hospitalin sédéntd) Olkoot f ja g jatkuvia vélilla [a,b] ja derivoituvia vélilla
la, b[, ja olkoot f(a) = g(a) =0 seki ¢'(z) # 0 kaikilla x €]a, b[. Talloin

fl@) = . fl@)
zi}clzl—&- g’(x) = (E R) - zligl—&- gix) -

Todistus. Olkoon x €|a, b| mielivaltainen. Sovelletaan Lausetta 3.7.7 vélilla [a, z]:

@) _ f) = fla) _ f1©) o,

g(x)  glx)—gla) J(&)’

Kun x — a+, niin myds & — a+, mistd viite seuraa. Téssi g(x) # g(a) = 0, koska ¢'(z) # 0
YV €a,bl. O

Lause 3.7.9. Olkoon funktio f(z) jatkuva pisteessi xo ja lisdksi derivoituva pisteen z( jos-
sakin aidossa ympéristossi 0 < |z — xo| < 6 (6 > 0). Jos derivaatan oikeanpuoleinen raja-arvo
limy 5.+ f/'() on olemassa, niin f(z):114 on oikeanpuoleinen derivaatta pisteessé zg ja

f(xo+) = lim f'(x).

T—xo+
Todistus. Sovelletaan viliarvolausetta; yksityiskohdat esitetdin luennoilla. O

Huom. Vastaava tulos pitee myos vasemmanpuoleiselle raja-arvolle/derivaatalle ja siten
erityisesti: jos f(x) on jatkuva pisteessd x, niin
3 lim f'(x) = 3Jf(x0)ja f(z0) = lim f'(z).
T—xQ T—T0

T&lloin f on jatkuvasti derivoituva pisteessé xg. Huomaa, ettd f:n jatkuvuutta koskevasta ole-
tuksesta Lauseessa 3.7.9 ei voida luopua.

3.8 Funktion Airiarvot

Funktiolla f on lokaali maksimi (vast. minimi) pisteessi g, jos f(xo) on f:n suurin (vast. pienin)
arvo jossakin xo:n ympéristossi Us(zg) =|zo — J, 9 + 0[. Lauseen 3.7.1, kohdan iii) mukaan, jos
f on derivoituva pisteessi zg, niin viilttdméton ehto f:n lokaalille &éiriarvolle on, ettd f'(xg) = 0.
Kéédnteinen véite ei ole voimassa.

Esimerkki 3.8.1. f(z) = 23, f/'(x) = 322, joten f/(0) = 0, mutta 0 ei ole fmn #iriarvokohta.
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Lause 3.8.2. Olkoon f derivoituva (rajoitetulla tai rajoittamattomalla) valilla I (I C R). Jos
f(x) > 0 (vastaavasti f/(x) > 0) kaikissa I'n sisipisteissi, niin f on kasvava (vastaavasti aidosti
kasvava) valilla 1.

Todistus. Olkoot x,y € I ja x < y. Viliarvolauseen nojalla

fy) = f@)=fOy—2), z<i<y
Siten f'(§) > 0 = f(y) > f(z) ja vastaavasti f'(§) > 0 = f(y) > f(x). O
Vastaavasti:

fl(x)y <0Vr el = f vihenevi vililli I;
fl(x)<0Vzr el = f aidosti viihenevi viililli I.

Lauseesta 3.8.2 saadaan f:lle seuraava ddriarvotesti.

Lause 3.8.3. Jos f on jatkuva pisteessi xg ja derivoituva pisteen xg jossakin aidossa ympéris-
tossd Us(zo) ja f'(z) vaihtaa merkkidéin pisteessd xo, niin f:114 on lokaali dériarvo pisteessi xo:
"+ — —”= lokaali max, ”— — +” = lokaali min.

Todistus. Lause 3.8.2 sovellettuna véleilla |xg — d, zo] ja [0, zo + 4. O

Kédnteinen tulos ei taaskaan ole voimassa. Itse asiassa f:n ja f’n kiyttdytyminen lokaalin
ddriarvokohdan xg ympéristossi saattaa olla varsin epasaannollisté.

Myos funktion f toista derivaattaa f”, joka liittyy kdyrdn kuperuuteen, voidaan kiyttii
apuna lokaalien d#riarvojen médrityksessd. Kdyrd y = f(x) on vélilla I kupera alaspdiin (vast.
kupera ylospdin), jos kdyrd ei missdén vélin I pisteessd ole mink&én tangenttinsa alapuolella
(yldpuolella).

Lause 3.8.4. Jos f:n derivaatta f’ on vililld I aidosti kasvava (vast. vihenevi), niin kidyrd
y = f(z) on kupera alaspéin (vast. kupera ylospéin).

Todistus. Pisteessd x1 € I olevan tangentin yhtilo on

y =t(x) = f(x1) + f'(z1)(x — 21).

Olkoon z9 € I (22 # x1).
Viliarvolauseen nojalla

fx2) = f(z1) = f1(§)(z2 — 21),
missi & on pisteiden 7 ja xg viilissd. Nyt f’ aidosti kasvava —-

flza) = f(x1) = (&) - (w2 — z1) > f(1) - (2 — 21),

eli
f(@2) > flar) + f'(@1) - (w2 — 1) = t(x2).

Siis y = f(x) on kupera alaspéin. Vastaavasti todistetaan véitteen toinen osa. O
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Oheinen kuva havainnollistaa Lauseen 3.8.4 tulosta ja sen todistusta.

Yhdistamalld Lauseet 3.8.2 ja 3.8.4 saadaan

Seuraus 3.8.5. Jos f”(x) > 0 (vast. f”(x) < 0) Va € I, niin kiyrd y = f(z) on kupera alaspéin
(vast. ylospéin).

Toisen derivaatan avulla saadaan seuraava &dariarvotesti.

Lause 3.8.6. Olkoon f derivoituva pisteen x( jossakin ympéristossd ja kahdesti derivoituva
pisteessé xg. Talloin:

i) Jos f'(xo) =0 ja f”(xz0) <0, niin f:114 on lokaali maksimi x(:ssa;
ii) Jos f'(xzg) =0 ja f”(x¢) > 0, niin f:114 on lokaali minimi z¢:ssa.

Todistus. Lause 3.7.1 = f’(x) vaihtaa merkki&én pisteessi x, joten viite seuraa Lauseesta 3.8.3.
O

Huom. Pistettd xg, jossa f”(xg) = 0 ja jossa f”(z) vaihtaa merkiéiéin sanotaan f:n kddnne-
pisteeksi.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd suljetulla vililla jatkuvalla funktiolla f on suurin ja pienin
arvo (Lause 3.4.7). Se saavutetaan joko f:n lokaalissa déiriarvokohdassa tai vilin paitepisteessi.
Lokaaleja ddriarvokohtia vélilld I voivat olla:

(1) pisteet, joissa f'(xg) = 0;
(2) pisteet xg, joissa f ei ole derivoituva;

(3) pisteet xg, joissa f on epéjatkuva.
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3.9 Implisiitti- ja parametrimuotoisen funktion derivointi
Implisiittifunktion derivointi: Jos yhtilo F'(x,y) = 0 méirittelee jonkin funktion y = f(z),
voidaan f:n derivaatta f’(x) usein saada derivoimalla suoraan lauseketta F(z, f(x)).

Esimerkki 3.9.1. a) F(z,y) = 4> — 2 = 0. Merkitisin y = y(z), jolloin derivointi puolittain
antaa

() (@) —1=0 <« (&)=

Téssd y? = x, joten y = +./7 ja sijoitus antaa y'(z) = ﬂl\/g-

b) F(x,y) = y — ™ = 0. M#dratadn kidyrin y = e pisteeseen (0,1) piirretyn tangentin
yht&ls. Nyt
Y (x) = O (1 y(2) + 2y (2) = e (y(2) + 2/ ().

Siten y(0) = 1 = 3/(0) = (1 + 0 - y/(0)) = 1. Tangentin yht#l6 on:
y—1=1-(z-0) <= y=z+1.

Kuten esimerkit osoittavat derivaatan lausekkeeseen jai F'(z,y):n derivoinnin jilkeen y, jon-
ka arvo on erikseen selvitettavé.

Parametrimuotoisen funktion derivointi: Olkoot x = z(t) ja y = y(¢). Jos funktiolla x(¢)
on kisnteisfunktio ¢ = 271, ¢(x) = t jollakin sopivalla parametrin ¢ siséltdvilli vlilld, niin pari
(z(t),y(t)) madrittelee funktion y = f(x):

Johdetaan lauseke y:n derivaatalle ¢y’ = f/(z). Yhdistetyn funktion ja kéfinteisfunktion derivoin-
tisdantojen mukaan

Siis ¢ (z) = f'(z) = ‘Z;Eg Yhtéapitiavisti:

dy
dy _ &
~ dz
dx 5

(Mik# osoittaa, ettéd differentiaaleilla voidaan laskea kuten luvuilla.)
Tulos osoittaa, ettd funktion y = f(x) derivaatta voidaan laskea selvittdmitta itse funktion
f(x) lausekettal

Esimerkki 3.9.2. Olkoot x(t) = t3—t jay(t) = 2—t2. Madritetisin kiyran (z(t),y(t)) pisteeseen
(z(2),y(2)) piirretyn tangentin yht#ls. Nyt

{ 2 (t) = 3t2 — 1;
y'(t) = =2,
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joten
dy| Y2 -4

dz|,_, '(2) 11

on tangentin kulmakerroin ko. pisteessé. Lisdksi (2) = 6 ja y(2) = —2, ja tangentin yht&loksi

saadaan: A
y—(=2)= —ﬁ(x—ﬁ) — lly+4z=2.

3.10 Sovelluksia

Differentiaalikehitelmi: Funktion derivoituvuus pisteessé = voidaan esittaé yhtépitavéasti ns.
differentiaalikehitelmdn avulla:

(3.3) flx+h)—f(x)=a-h+h-eh),

missé a on vakio, joka ei riipu h:sta, ja €(h) on jossakin pisteen h = 0 ympéristossid médritelty
funktio, joka toteuttaa ehdot: limj_,ge(h) = €(0) = 0. Nimittédin jakamalla (3.3) puolittain h

saadaan
flz+h) — f(z)
h

joten f on derivoituva pisteessi x ja f'(z) = a. Kddntden fm derivoituvuus pisteessi z —>
(3.3): vrt. Lauseen 3.5.4 todistus.
Differentiaalikehitelmé (3.3) os-
oittaa, ettd funktiota f voidaan ap-
proksimoida pisteen x ldhell4 lineaarisel-
la kuvauksella (f:n pisteessi z ole-
valla tangentilla). f@+h)
Lisiiksi approksimaatio paranee, ar {
kun h = Az — 0. Termid f'(z)h
kutsutaan f:n differentiaaliksi pis-
teessd x (lisdyksen h suhteen) ja merk-
itdén df. Se kirjoitetaan usein muo-
dossa df = f'dx.

=a+e€e(h) — a, kun h — 0,

f(=z)

Ko. approksimaatiota voidaan kiyttai arvioitaessa esim. mittausvirheiden vaikutusta. Olkoon
Az argumentin x virhe. Télloin funktion f:n absoluuttinen virhe on Af(x) ~ f'(z)Az ja suh-

: : Af(x) . f'(x)
teellinen virhe on o~ T Azx.
Esimerkki 3.10.1. Jos Ar = 0.1 cm on ympyrédn siteen r = 10 cm mittausvirhe, niin alan
A = 7r? vithe AA = 27rAr = 27 - 10 - 0.1cm ~ 6.3cm? ja suhteellinen virhe % = % =
280 — 283 =0.02

10 .02.

= =

Viliarvolause mahdollistaa virhearviointien tekemisen myos véleilld, jos kaytettdvissd on
arvio funktion derivaatalle. Nimittéin, jos f tdyttdd viliarvolauseen ehdot, niin

Af(x) = f(§) Az, € €la,b],
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missd Af(x) = f(b) — f(a) ja Az = b — a. Siten
|f'(z)] < M Vx €]a,b] = |Af(x)| <M -|Az|.

Esimerkki 3.10.2. Méiarataan virhe, joka syntyy laskettaessa funktion f(x) = % arvo pisteessa
x = m (= 3.14159...), kun kiytetdéin likiarvoa m &~ 3.14. Ratkaisu: Nyt f'(z) = —x—g. Valilla
3.14 < x < 3.142, johon 7 kuuluu, saadaan derivaatalle arvio

/()] <

<0,102.
(3.14)2 =

Siten |Af| < 0,102 - (r — 3.14) < 0,102 - 0,002 (< 0.3 - 1073).
Kiintopisteiterointi:
Lause 3.10.3. Olkoon f : [0,1] — [0, 1] jatkuva ja derivoituva. Téll6in:
i) 3¢ € [0, 1] siten, ettd f(§) = &.
Jos liséksi | f/(z)| < K < 1 Vz €]0, 1], niin
ii) f:n kiintopiste £ on yksikésitteisesti madritty ja
iii) jos zg € [0, 1] ja médritelldén jono x,41 = f(zn), n =0,1,2,..., niin
lim z, =¢&.
n—oo

Todistus. 1) Merkitédén h(z) = f(x) — x. Tdlléin h(z) on jatkuva Vz € [0,1]. Jos f(0) = 0
tai f(1) = 1, niin kohdan i) viite pétee selvisti. Muussa tapauksessa f(0) > 0 ja f(1) < 1.
Yhtipitivisti:
h(0) = £(0) =0 > 0;
{ h(1) = f(1) =1 <0.
Bolzanon lause = 3¢ €]0, 1] siten, ettd h({) = 0 eli f(§) — & = 0 < f(§) = &. Siis joka
tapauksessa 3¢ € [0, 1] sitten, ettd f(§) = &.
ii) Tehd&#n vastaoletus: 3¢, &2, &1 < &9, siten, ettd f(&1) = & ja f(&2) = &. Viliarvolauseesta
saadaan nyt: In, & < n < & siten, etté

() = fl&)—fl&) _&e-&a _
&2—& &2—&
Ristiriita, koska oletuksen mukaan |f/(z)| < 1, Va €]0, 1]. Siis £ on yksikésitteisesti maaritty.
iii) Jos x,, = £ jollakin n € N, niin viite on selvi. Jos taas =, # &, Vn € N, niin véliarvolau-
seesta seuraa 31, (z,—1:m ja {:n viilissi) siten, etté:
|20 =& = [f(@n—1) = £ = |f () (@n-1=E) = |f ()] |#n-1—&] < Klzn1—E], n=12,...
Siten

|20 — €| < K|zp-1 =& < K- Klzp2 —¢| < K3|xn73 & < K"wg—¢|, VneN.
Téssd K < 1, joten K™ — 0, kun n — oo. Niinpa
lim |z, —¢| < lim K"|zg —&| =0.
n—od n—oo

Ts. limy—o0 , = £. ]
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Huom! Vastaava tulos pitee myés, kun f : [a,b] — [a, b].

Lause 3.10.4. Olkoon f jatkuvasti derivoituva vélilld [a, b] ja olkoon & €]a, b] piste, jossa

f(§)=¢ and [f(§ <1

T#lloin on olemassa vili [c,d] Cla, b[ siten, ettd £ €]c,d| ja jono xny1 = f(zn), n =0,1,2,...
suppenee kohti pistettd &, ts. lim, oo x,, = &, kun zgy € [c, d].

Todistus. Koska |f'(£)] < 1 ja f’ on jatkuva on olemassa vili [¢,d] = [€ — 0,& + §] Cla, b] siten,
ettd € €]c,d| ja |f'(x)] < 1, Vz € [¢,d]. Osoitetaan, ettd f([c,d]) C [¢,d]. Olkoon v € [c,d]
mielivaltainen. Jos v = &, niin f(v) = v € [¢,d]. Jos taas v # &, niin véliarvolauseen nojalla

fv) = £()

" = f'(n), nwvnja&n vilissi.

Tallin
[f () = FE) =[] Jv—¢&l <|v—g¢
=
=£
eli [f(v) —¢| < |v—¢&|. Néin ollen f(v) € [e,d], ts. f([e,d]) C [e,d]. Koska f’ ja |f'| ovat
jatkuvia suljetulla vililli [e, d], |f'| saavuttaa maksiminsa K < 1 jossakin vilin [c, d] pisteessi,
ts. |f(z)] < K <1, Vx € [e,d]. Nyt Lause 3.10.3 = viite. O

Yhtilon ratkaiseminen Newtonin menetelméllé: Tehtédvané on yhtdlon f(x) = 0 ratkaise-
minen numeerisesti muodostamalla ratkaisulle mielivaltaisen tarkkoja likiarvoja tilanteessa, jossa
yvhtéloa ei voida ratkaista eksplisiittisesti. Tarkastellaan ns. Newtonin menetelmdd.

Olkoon f kahdesti derivoituva vililld [a,b] ja f'(z) > 0 sekd f”(x) > 0 Vz €]a, b, jolloin f
on aidosti kasvava ja kiyrd y = f(x) on kupera alaspéin. Jos f(a) < 0 ja f(b) > 0, niin yhtalslla
f(z) = 0 on tésmélleen yksi juuri valilld ]a, b[.

Olkoon z¢ €|a, b| mielivaltainen piste, jossa f(zg) > 0. Pisteessa (xo, f(z0)) kiiyrdn y = f(x)
tangentin yhtilo on

y — f(zo) = f'(x0)(z — x0).

Koska kdyra y = f(x) on kupera alaspéin, ko. tangentti on kiyrin alapuolella ja leikkaa z-

akselin lahempénd yhtélon f(x) = 0 ratkaisua kuin xo (vrt. Kuva 3.3): y = 0 <= = = 27 :=
70— fidy

Toistetaan sama péitely pisteessi (x1, f(x1)), jolloin paddytéaéin ko. pisteessi olevan tangentin
ja x-akselin leikkauspisteeseen g, joka on jilleen l&hempé#nd yhtélon f(x) = 0 ratkaisua kuin

arvo 1. Néin jatkaen muodostuu jono

(34) Tnt+l = Tp — ff/((xxn))v n= 07 ]-7 27 ceey

joka on laskeva ja alhaalta rajoitettu luvulla, joka on yhtélon y = f(x) ratkaisu (y = f(z) kupera
alaspéin). Olkoon Xp := inf,en{x,} ts.

zxgp = lim z, (€la,b]).
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Koska f ja f" ovat jatkuvia ja f'(z) > 0 Va €]a, b, seuraa palautuskaavasta (3.4):

oo fi(za) T fi(wg)

Siis: Jonon (x,,)22, raja-arvona on yhtélon y = f(z) yksikésitteinen juuri xg: f(xzg) = 0.

<~ f(acR) =0.

y = f(=)

A1 /l
x2 xl x0

Kuva 3.3: Newtonin menetelmén iteraatioaskel.

Funktiota f koskevia oletuksia voidaan lieventédd soveltamalla kiintopisteiteraatiota; vrt.
Lauseet 3.10.3 ja 3.10.4. Esimerkiksi Lauseesta 3.10.4 saadaan seuraava tulos: Olkoon f” jatku-
va yhtélon f(x) = 0 juuren x = xp jossakin ympiristossi ja olkoon f/'(zg) # 0. Téllsin jonolle
(3.4) pétee lim,, .~ T, = TR, kun alkuarvo z( valitaan riittdvan liheltd lukua xg.

Perustelu: Merkitdén g(x) =z — f,((?). T&llsin:

i) g(z) on hyvinmédritelty ja jatkuvasti derivoituva, silla f/'(z) # 0, kun |z — zg| < 0 ja

(@) @@ _ f@f @)
gz =1 (f’(w) <f'<x>>2) F@E

missd f”(z) on jatkuva;

ii) g(zg) = 2R — fcc/(é';)) = TR — % = TR;

i) 1o/ (zr)| = [HERL SR —0 < 1.

Lause 3.10.4 = jono xp11 = g(xn) (= 2 — ]{c,((zz))) suppenee kohti g:n kiintopistettd g = g(xr)

ts. yhtdlon f(z) = 0 ratkaisua = = xg.
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Luku 4: INTEGRAALILASKENTAA

4.1 Integraalifunktio
Olkoot f ja F' valilla I méadriteltyjé funktioita. Jos

F'(z) = f(x), Vxel,
sanotaan, ettd F on funktion f integraalifunktio vililla I. Merkintd: F(z) = [ f(z)dz.

Esimerkki 4.1.1. F(z) = Inz on fuktion f(z) = 1 (z > 0) integraalifunktio, koska F'(z) = 1,
Vo > 0.

Lause 4.1.2. Olkoon F'(x) = f(z) Vo € I. Télloin vililla I derivoituva funktio G on fmn
integraalifunktio vélilla I, jos ja vain jos 4C € R s.e.

G(z)=F(z)+C, Vxel.

Todistus. Jos G(x) = F(z) + C, Vx € I, niin G'(z) = F'(x) + 0= f(z),Ve € [. Siis G=F + C
on f:n integraalifunktio VC € R.
Kiintien, jos G'(x) = f(z), Vo € I, niin

D|G(z) — F(x)] = G'(z) — F'(z) = f(z) — f(z) =0, Vzel.

Nyt Lauseen 3.7.4 (integr. laskennan peruslause) nojalla G(x) — F(z) = C (vakio) eli G(x) =
F(x)+C. O

Integraalifunktio on siis yksikésitteisesti méaratty integroimisvakiota C' € R vaille. Integraa-
lifunktio on vélilld I derivoituva ja siten my6s jatkuva funktio. Usein integraalifunktio joudutaan
méérittelemédn osavéleilla.

Esimerkki 4.1.3. Olkoon
0, kun x <0;
1, kun z > 0.
TAlloin esimerkiksi funktio
0, kun x <0;
z, kun x >0,

toteuttaa ehdot
F'(z) =0, kun z <0; Tt F'(0—) =0;
F'(x)=1, kunz >0, F'(0+) =1.

Ts. F on jatkuva, mutta ei derivoituva pisteessd x = 0. Méa&ritelmén mukaan F on f:n inte-
graalifunktio valeilla I, jotka eivit sisalld pistettd z = 0.

Lause 4.1.4. (Integroinnin lineaarisuus) Integraalifunktioille pétee:
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i) J(f(z) +g(x))dz = [ f(z)dz + [ g(x)dz
ii) [af(z)dz=a- [ f(z)dz, a € R vakio.

Todistus. Seuraa vastaavista derivaatan ominaisuuksista.

Esimerkki 4.1.5.

/Qx(ﬁ—l)d:c:2 </x3/2dx—/xdx> :2<§x5/2—;:c2> +C = %xzﬁ—xz—kC

Perusintegraaleja:

1) [a%dx = ﬁaz‘”‘l +C,a#—1;
1

2) [=dz=Inlz|+C, z # 0;
x

(3) [sinzdz = —cosz + C
(4) [coszdz =sinz + C;|

d
(5) fcosf :f(1+tan2x)dx:tan:c+0,x#w,keZ;
(6)f = [(1+cot?z)dz = —cotz + C, z # km, k € Z;
sin? z

) [etdr =e" + C;

) faxdz:ax-logaejLC’:li—a%—C;

dx
9) [ ———= =arcsinz + C, |z| < 1;
V1—a?
dz L
(10) [ i arctanz + C.

Ottamalla huomioon yhdistetyn funktion derivoimissédéinté saadaan

(11) [ f'(z)ef@dx = @ + O

12) | f'}()) —In|f(x)] + C:

13) [tanzdz = —In|cosz| + C;
14) [cotazdz = In|sinz|+ C;

(15) [ \/% =In(z+vV1+a2)+C

dz 1 1+z
16) [—— =21
16) 1= 2n<1—

>—|—C |z| < 1.
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4.2 Integroimismenetelmii
Rationaalifunktion integrointi: Rationaalifunktion P(x)/Q(z) (P(z) ja Q(z) polynomeja)
integroimiseksi saatetaan se jakolaskulla ensin muotoon

P(z) R(x)
Q(x) Q(z)’

missd H(z) ja R(x) ovat polynomeja siten, etti R(x):mn asteluku on pienempi kuin Q(x):n
asteluku. Téssé H (z) on polynomina helppo integroida. Termin R(z)/Q(x) integroiminen suorite-
taan muodostamalla sille ns. osamurtokehitelmd seuraavien sdédntdjen avulla.

A) Jos Q(x):n kaikki juuret ovat reaalisia ja niiden kertaluku on 1, voidaan R(z)/Q(z) esittaa
muodossa:

= H(z)+

R(zx) R(x) A - Ay
Qz) alzx—1)-...-(zx—2,) x—21 = x—x
missd vakiot Aj,..., A, on erikseen méidrattivda. Tamén jilkeen jokainen termi A;/(x — x;)

voidaan integroida logaritmifunktion avulla.
Esimerkki 4.2.1. Olkoon f(z) = (5z + 3)/(z? — 1). Siten f:n juuret ovat 1 ja —1. Siis

5t + 3 . Aq Ay Al(ZL‘ + 1) + AQ(ZE — 1) (A1 + AQ)ZL‘ + (A1 — Az)

x2—1_1:—1+m+1: (x —1)(x+1) N x? -1

ja ratkaisemalla saadaan nyt Ay =4 ja Az = 1. Siis

o3 41
2-1 z—1 zx+4+1°

B) Juuren x = a € R kertaluku on n > 1. Téllsin Q(z):n ko. juurta asetetaan vastaamaan

lauseke
B; B B,

il e AR T

Esimerkki 4.2.2. x3£

7 = $2(;71). Nyt juuret ovat x = 0 kertaluvultaan 2 ja z = 1 kertaluvul-
taan 1. Niinpé

x

1 _é+5+ C  Az(x—1)+B(x—-1)+Cz* (A+C)2>+(B—Az—-B
-2 x 22 -1 2?(x—1) B 2?2(x—1) '
Ratkaisemalla:
A4+C=0 A=-1
—-A+B=0 = B=-
- B=1 C=1.
.. 1 -1 -1 1
R Rl A
C) Q(z):114 on kompleksinen juuripari # = a £ ib (i> = —1). Jos juuriparin kertaluku on 1,

asetetaan paria vastaamaan lauseke
Ax+ B

2?2 +pr+q’
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missi vakiot A, B € R on méirittivi ja missi 22 +pr + ¢ = (x —a)? + b2 (= (v — (a +ib))(z —
(a —1b))). Jos juuriparin = = a + ib kertaluku on n, lausekkeeksi asetetaan

Az + By Asx + Bg A,xr+ B,
22+pr+q (®+pr+q9? T (2P4pr+qn
2 2
Esimerkki 4.2.3. e rh . Juuret ovat x = 0 kertaluvultaan 1 ja © = =+ kertalu-

»+z  x(z?41)
vultaan 1. Siis

t+2 A Bx+C (A+B)*+Ca+A

w3+x_m+x2+1 B z(x? +1)

Ratkaisemalla:
A+B=0 B=-2
C=1 — C=1

i r+1 2 n 1— 22
s ——=—4+ —5—.
B+x o a?+1
Kun lausekkeen R(x)/Q(x) osamurtokehitelmé on muodostettu @:n juurien avulla, inte-
groidaan siiné olevat termit perusintegraalien avulla.

2 3
Esimerkki 4.2.4. [ 3 m2+ -
3 —x2—z

1) =0 < z =1 (kertaluku 2) ja x = —1. Osamurtokehitelmiksi saadaan

1 dx. Nimitt#jin nollakohdat: 23 — 22 —z 41 = (2 —1)?(x +

2z 43 1 1 5 1 1 1

B-a?—z+1 4 x—1+2'(x—1)2+1'x+1'

Integrointi antaa

22 43 1/ 1 5 1 17 1
de = —= e+ — det+- [ —d
/1:3—x2—x+1$ 4/x—1x+2/(x—1)2$+4/:c+1x

1 5 1 1
e 1-2 4 1+C
R Bt T R e
1 r+1 5
S _ .
4“:1:—1‘ w—2 ¢

Osittaisintegrointi:

Lause 4.2.5. (Osittaisintegrointi)

[ @)t = a)g@) - [ fa)g @),

Todistus. Tulon derivointisddnnon D(f - g) = f'- g+ f - ¢’ integrointi antaa

f(@)g(z) = / f(@)g(x)da + / f(@)d (@)de,

misté véite heti seuraa. O
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Osittaisintegroinnissa funktiot f ja g pyritdén valitsemaan niin, ettd [ f(z)g'(z)dz olisi
helpompi laskea kuin [ f'(z)g(z)dz.

Esimerkki 4.2.6. a) Médritdian [(3z — 7)e “dz. Asetetaan f/'(z) = e " ja g(x) = 3z — 7,
jolloin f(z) = —e™* ja ¢’(xz) = 3. Siten osittaisintegrointikaava antaa
/(Sx —TNe *de=Bx—7) - (—e ") — /3 (—e™")dz
=—Bx—T)e"+3- /e‘“’dx

(7T—3x)e* =3¢ *+C
=4-3x)e "+ C.

b) Médrdtddn [ Inx dz. Tulkitaan integroitava funktio Inx tulona 1-Inz. Asetetaan f'(z) =1
ja g(z) =1Inz, jolloin f(x) =z ja ¢'(x) = 1/x. Tallsin

1
/lndx::vlnzn—/x-dx:xlnx—/ldx:xlnx—x—i—a
T

Integrointi sijoituksella (eli muuttujan vaihto): Sijoitusmenetelméssé integraali [ fdx las-
ketaan ottamalla kiyttoon uusi muuttuja sijoituksella z = ¢(t). Funktion g on oltava derivoituva
ja monotoninen (ainakin jollakin osavililli, jossa muuttujanvaihtoa sovelletaan).

Lause 4.2.7. Olkoon z = ¢(t) muuttujan ¢ suhteen derivoituva ja bijektiivinen (aidosti kasvava
tai vihenevd) funktio. T&ll6in

[ @z = [ s60)- g 0pat.

Todistus. Olkoon F'(x) funktion f(x) integraalifunktio. Sijoitetaan x = ¢(t) ja derivoidaan ¢:n
suhteen kayttamilld yhdistetyn funktion derivointisdantoa:

d

T Fe®) = flg0) - g'0).

Integroimalla ¢:n suhteen saadaan

/ f(@)de = F(x) = F(g(t)) = / Fa(t)) - g/ (t)dt. 0

Muistisidnts: Jos © = g(t), niin 9 = ¢/(t) eli dz = ¢’

= )dt. Siis, jos x korvataan g(¢):1l4, on
differentiaali dx korvattava integraalissa differentiaalilla ¢'(¢)dt.

Huom! Kun integraali on laskettu sijoituksen = = g(t) avulla, on F(z):n selvittdmiseksi
palattava alkuperiiseen muuttujaan z sijoituksella t = g~! (). Tdma onnistuu, silld g(¢)m bijek-
tiivisyys takaa kddnteisfunktion olemassaolon (valitulla osavililld). Huomaa, etté tulos on usein
helppo tarkistaa derivoimalla ja saatu integraalifunktion lauseke saattaa olla voimassa myos
apuna kéytetyn osaviilin (jossa valittu ¢ monotoninen) ulkopuolella.

Sijoitusmenetelméd sovelletaan usein seuraavasti:

t
(
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1) valitaan sopiva sijoitus t = ¢(z);

[\

misriatain kidnteisfunktio x = ¢~ 1(t) = g(t);

R

)
)
) korvataan z g(¢):114 ja dz ¢'(¢)d¢:114;
) integroidaan ¢:n suhteen;

)

5) palautetaan muuttuja x sijoituksella ¢t = ¢(x).

Tavoitteena sijoituskeinossa on suorittaa muuttujen vaihto niin, ettd integraali [ f(g(¢))g’(¢)dt
on helpompi laskea kuin alkuperiinen integraali [ f(z)dz.

d
° > —1. Sijoitetaan t = /1+z (> 0).

Esimerkki 4.2.8. a) Médratdin | ————, =
) f 1+vV1+4+2z -

Talloin x = 2 — 1 ja dz = 2t - dt.

dz 2t 2
[ Zat= | (2-—")dt=2t—2Im[1+¢t|+C
/1+\/1Tc /1+t /( 1+t) nll+¢
—o/T+z—2In(1+vIta)+C.

b) Mé&aratadn fcos5x - sinx dz. Sijoitetaan ¢ = cosx, jolloin 3; = %cosx = —sinz eli

dt = —sinz dz. Siten

1 1
/COSE).CC‘Sin{L'dCC = /t5(—dt) = —/tSdt = —th—i—C: 5 cos®z + C.

Tissd kddnteisfunktiota x = ¢~1(¢) = g(¢) ei eksplisiittisesti laskettu vaan differentiaalien
vélinen yhtilo selvitettiin derivoimalla ¢ = ¢(x) muuttujan = suhteen.

dx
c) Madrdtadan [ g Sijoitetaan t = Inx, jolloin & = €’ ja dz = e’ - dt. Siten
xlnzx

t

zlnz elt

4.3 Maidratty integraali

Olkoon f suljetulla vélilld médritelty ja rajoitettu funktio, ts. |f(x)| < M < oo kaikilla = € [a, b].
Muodostetaan vilin [a, b] jako D n:dén osaviliin:

a=z0 <11 <T2< ... <Tp1<Tp=2>0
ja merkitdan
m; =inf{f(z):x;-1 <x <x;} ja M;=sup{f(z): a1 <zx <z}, i=1,...,n.

f:n jakoon D liittyvé alasumma ja yldsumma madritelladn seuraavasti:

n n
SD :Zmi(xi—xi,l) and Sp :ZMi(mi—xi,l).
i=1 =1
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Selvasti sp < Sp. Lisidksi jos jakoa D tihennetdéin jakamalla yg osavilit edelleen yhteen tai
oseampaan osaan eli muodostetaan jaon D alajako D; niin alasumma ei pienene eiké ylasumma
kasva. Siis: Jos D on jaon D alajako, niin

sp <sp, <Sp, <Sp.

Havainnollisesti: approksimaatio f:n rajoittaman alueen pinta-ala vililli [a, b] paranee.

1

Y N _I
|

I

y = f(z)
| | | | T
a xl x2 LTn—1 b
Kuva 4.1: s4 = ”varjostetun alueen pinta-ala”ja Sp = "katkoviivalla rajatun kuvio pinta-ala’”.

Kaikkien alasummien joukko {sp : D jako} on ylh#iltd rajoitettu ja yldsummien joukko
{Sp : D jako} on alhaalta rajoitettu (tdssdé D on vélin [a,b] mielivaltainen jako). Tédydellisyys-
aksioman nojalla

I =sup{sp: D jako} ja I =inf{Sp: D jako}
ovat olemassa. Liséiksi I < I. Lukua I kutsutaan f:n alaintegraaliksi jalukua I f:n yldintegraaliksi
vélilld [a, b]. Nédiden avulla voidaan mééritelld funktion f integroituvuus (itse asiassa ns. Riemann-
integroituvuus):
f on integroituva vililli [a, b], jos I = I.
T&llsin luku I = T kutsutaan funktion f mddrdtyksi integraaliksi (so. Riemann-integraaliksi)
valilld [a, b] ja merkitddn

b
[ @ 1=

Esimerkki 4.3.1. Jos f(z) = ¢, Vo € [a,b], niin f on integroituva, silld sp = Sp =c¢- (b —a)
mille tahansa jaolle D. Siis: I =T = [ f(z)dz = ¢ (b — a).
]

Funktion f integroituvuus vélilld [a, b] voidaan karakterisoida my®s seuraavasti: Olkoon t; €
[xi—1,x;], jolloin m; < f(tg) < M;,i=1,...,n. Talldin

Sp =Y f(t:) - (wi — zi1)
=1
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on f:m jakoon D liittyva wvdlisumma eli Riemannin summa. Funktio f on integroituva véalilla
[a, b], jos ja vain jos

3 lim 0p, missd |D|= max {|z; — z;—1|}

X
|D|—0 1<i<n

Vv
ns. jaon D normi

(riippumatta muuten jaon D ja vilipisteiden ¢; valinnasta). Téssd tapauksessa

b
lim 5D:/ f(x)dz.

|D|—0

Lause 4.3.2. a) Jos f on monotoninen vélilli [a,b] tai b) f on jatkuva vililli [a,b], niin f on
my0s integroituva vélilla [a, b].

Todistus. a) Olkoon D vilin [a, b] tasavilinen jako, jossa x; —x;—1 = Az, i = 1,...,n. Kun esim.
f kasvava, saadaan

n n

0<T—I<Sp—sp=2~2z-Y (Mi—my) =2z (f(z:) = f(xi) = Az-(f(b) = f(a)) =0,

i=1 i=1
kun Az — 0.
b) Todistus perustuu siihen, ettid suljetulla vélilla jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva:

Ve>030>0 se |z—y|l<d = |f(z)— fly)|<e

(Téssé siis 0 ei riipu pisteiden z,y € [a,b] valinnasta.) Valitaan nyt jako D s.e. |D| < §. Talloin

n n

0<I—-1<8p—sp= Z(Mz —my) - (x; —xim) < EZ(CCZ —xi—1) = €(b—a).
i=1 i=1

Koska € > 0 oli mielivaltainen, on oltava I — I = 0. (Tasaista jatkuvuutta koskevaa viitetti
emme téssi todista.) O

Integroituvuuden mééritelmésta on ilmeista, ettd jos vili [a,b] on jaettu #érellisen moneen
osaviliin, niin f on integroituva vililld [a, b], jos ja vain jos se on integroituva jokaisella osavililla.
Lauseesta 4.3.2 seuraa, ettéd paloittain monotomiset ja paloittain jatkuvat rajoitetut funktiot ovat
integroituvia valilld [a, b].

Madratty integraali f; f(x)dz voidaan mairittelld myos tapauksessa b < a asettamalla

/abf(:c)dx = - /baf(x)d:c

ja tapauksessa a = b asettamalla [ f(x)dz = 0.
Maéaratyn integraalin ominaisuuksia

Lause 4.3.3. i) f: cf(z)dz = c- f; f(z)dx, ¢ vakio;

i) [2(f(@) +g(x))dz = [7 f(x)da + [7 g(x)dz;
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iii) fab f(@)dz = [7 f(a)dz + fcb f(x)dz, ¥V a,b,c € R;
iv) Jos m < f(z) < M, Vz € [a, b], niin

b
m(b—a) < / f(x)dz < M(b— a);
v) Jos f(x) < g(x), Vz € [a, b], niin

[ e < [ g

vi) Jos f on integroituva vililli [a, b], niin myds | f| on integroituva vililld [a, ], ja

[ | < [ inyar

Kohdissa i)-v) oletetaan funktiot f ja g integroituviksi ko. vililla.

Todistus. Kohdat 1)-iii) saadaan helposti vélisumman raja-arvoon perustuvan integroituvuuden
karakterisaation avulla. Kohta iv) seuraa heti integroituvuuden mé#ritelmésta.
v) f(z) — f(z) > 0, Vzx € [a,b], siis iv) antaa

1),i1)

Og/a(() dx/\/ dx—/f

Kohdassa vi) funktion | f| integroituvuuden todistuksen sivuutamme. Ko. epdyhtilo saadaan v):n
avulla:

) b b b
@) < flo) < 1 (@) 2 / | (@)lde < / f(a)da < / F()de. 0

Lause 4.3.4. (Integraalilaskennan viliarvolause) Jos f on jatkuva vililld [a, b], niin on olemassa

€ €la, b siten, ettd
1 b
0 [ s

Todistus. Olkoon m f:n minimiarvo ja M f:n maksimiarvo vélilld [a, b]. Talloin Lauseen 4.3.3
kohdan iv) nojalla

m <
“b—a

/f )da < M.

Jos f on vakiofunktio, kelpaa &:ksi miké tahansa vilin |a, b] piste. Jos f ei ole vakio, on m < M
ja f:n jatkuvuuden nojalla

m < / flz)de < M (Perustelu!).

Olkoot f(x1) = m ja f(x2) = M. Talléin f:n jatkuvuuden nojalla 3¢ €|x;, zof (tai £ €]za, x1])
siten, ettd f(&) = 5= fb (x)dz. O
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Lause 4.3.5. (Differentiaali- ja integraalilaskennan péilause) Olkoon f jatkuva valilld [a,b].
Talloin:

i) Funktio Fy(x) = [ f(t)dt on fm integraalifunktio, ts. F,(z) = f(z), Vz € [a, b];

ii) Jos F' on f:n jokin integraalifunktio vililla [a, b], niin
b
/ f(z)dz = /2 F(x) = F(b) — F(a) (Newton-Liebniz’in kaava).

Todistus. 1) Lauseen 4.3.3 kohdan iii) nojalla

Fu(z+h) — Fa(z) = /ax+hf(a;)dt— /:f(t)dt _ (/xmf(t)dw/;f(t)dt) _ /:f(t)dt
h

Fo(x+h) — Fa(:r).

z+h
(41) O =y [ rwar= T

Kun h — 0, niin £ — z ja f(§) — f(x) funktion f jatkuvuuden nojalla. Siten (4.1) =
f(w) = Fi(a)

ii) Koska F' ja F, ovat fn integraalifunktioita, pitee F(x) = Fy(x) 4+ C kaikilla z € [a, b].
Nyt Fy(a) =0 eli F(a) = C, jolloin

b
/ F(@)dz = Fa(b) = F(b) — C = F(b) — F(a). 0
a
Esimerkki 4.3.6. Miiritiin fo (14 cosz)dz. Selvisti [(1+ cosz)dz = z + sinz + C, joten

w/2
/0 (14 cosz)dx = g/z(a: +sinz) = (7/2+sin7/2 — (04 sin0))
=7/2+ 1= 2.57.

Huom! Newton-Leibniz’in kaavan kdytto méairatyn integraalin laskemiseksi edellyttda: Inte-
groitavana oleva funktio f(x) on jatkuva tai vihintdénkin integroituva funktio vililla [a, b].

Seuraus 4.3.7. (Miirétyn integraalin osittaisintegrointikaava)

/f (2)dz = /% f(a /f

Vastaavasti médrétyn integraalin laskeminen muuttujan vaihdolla saa seuraavan muodon.
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Seuraus 4.3.8. (Midrityn integraalin sijoitusmenetelmé) Olkoon f(x) jatkuva vélilla [a,b] ja
x = g(t) t:n suhteen jatkuvasti derivoituva funktio valilld [«, 8], missd g(a) = a ja g(B) = b.

Talloin
b I}
/ f(@)dz = / Flg(0)g' (t)dt

b
/ f(@)dz = F(b) - F(a) = (F o 9)(8) — (F o g)(a / flo

Todistus.

sillii & (F 0 g)(t) = f(g(1)) - ¢'(0). O

Huom! Sijoitusfunktion z = g(t) kdéntyvyyttd ei tdssid tarvita eikd muuttujaa x tarvitse
palauttaa. Sen sijaan integrointirajat on huomattava vaihtaa.

Esimerkki 4.3.9. M#éritadn fol V1 — z2dz. Sijoitetaan x = sint, ¢t € [0, 7/2]. Télloin V1 — 22 =
cost, dz = costdt, sin0 =0 jasint/2 =1 =

1 /2 1 w/2 /2 1
/ V1-—22dz = / cosb(t)dt = = / (14 cos2t)dt = / (t + 3 sin 2t>
0 0 0

2
- H(G0)-0e0) -3

Huom! Lause 4.3.5 todistettiin integraalilaskennan véliarvolauseen avulla. Toisaalta, jos Newton-
Leibniz’in kaava yhdisteté&n integraalilaskennan véliarvolauseeseen, saadaan

1

£&) = —

(F(b) = F(a)), & €la, b,

missid F' on f:n jokin integraalifunktio, ts. F' = f. Siis integraalilaskennan viliarvolause (Lause
4.3.4) palautuu tavalliseen viliarvolauseeseen (Lause 3.7.7) funktiolle F'.

4.4 Epéoleellinen integraali

Edellisessd kohdassa esitettiin méaratty integraali suljetulla valilld rajoitetuille funktioille. Kun
integroimisvéli on d#dreton tai funktio ei ole rajoitettu integroimisvélilliin paddytdan méadrityn
integraalin laajennukseen, jota kutsutaan epdoleelliseksi integraaliksi.

Rajoittamaton integroimisvili: Olkoon f integroituva vélilla [a, b] kaikilla b > a. Jos raja-

o (/ fa dx)—hm af()

on olemassa sanotaan, ettd epédoleellinen integraali fa f(x)dz suppenee. Jos yo. raja-arvo, kun
b — o0, ei ole olemassa sanotaan integraalin faoo f(z)dz hajaantuvan. Vastaavasti madritelldan

epéoleellinen integraali
b b
/ f(x)dz = lim f(x)dz

—_—
a [e.9] a
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Se suppenee, jos ko. raja-arvo on olemassa, ja muussa tapauksessa hajaantuu. Edelleen voimme
maaritella

/_Z f(z)dz = /_; flz)dz + /Coo f(z)dx (c €R).

Ko. integraali suppenee, jos molemmat oikealla puolella olevat integraalit suppenevat, ts.
) b
/ flx)dz = lim / f(x)dz.
— 00 b—o0,a——00 J,

Esimerkki 4.4.1.

00 b
/ e *dx=lim [ e *dx= blim f—e®=lim(—(e?—e=—0-et)=e'(=0.37).
1 —00

b—oo Jq a b—o0

.s . . oo . —
Siis integraali fl e~*dx suppenee ja sen arvo on e~ !,

Rajoittamaton integrandi: Olkoon funktio f méiéritelty esim. puoliavoimella vililli [a, b[ ja
oletetaan, ettd f on rajoitettu ja integroituva osavéleilld [a,d] C [a,b[ (d < b). Jos raja-arvo

(Abf@9¢p:>£3£nldf@yu

on olemassa sanotaan, ettd epéoleellinen integraali ff f(x)dz suppenee. Muussa tapauksessa ko.
integraali hajaantuu.

Esimerkki 4.4.2. Integraali fil \/% on epéoleellinen molemmissa péétepisteissa.

=/ Zarcsinx = arcsinb — arcsina,

/b dz
o V1— 22

joten
L de
/_1 Nipw = aﬁi%if})ﬂli(msinb — arcsina) = arcsin(1) — arcsin(—1)
5 (%)
=——(—2)=m.
2 2

.. 1 dzx .
Siis f—l V122 suppenee ja sen arvo on .

Epéoleellisen integraalin suppeneminen saattaa olla hankala selvittdd suoraan ma#ritelmésté
késin. Seuraava majoranttiperiaate saattaa talloin auttaa.

Lause 4.4.3. (Majoranttiperiaate) Olkoot 0 < f(x) < g(x) jokaisessa vélin [a, b] pisteessd. Jos
ffg(:c)dx suppenee, niin myos ff f(z)dz suppenee ja

0<A%@M$<LZ@M%
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Todistus. Olkoon ¢ € [a,b[. Tallsin valilla [a, c]

c c c b
/ f(z)dz < / glx)de < Cl_i)rgl_ g(x)dz = / g(x)dz.
“ Lause 4.3.3v) “ g(x)>0, c<b ¢ ¢

Téassd M = f;g(a;)da: < 00, joten [ f(z)dz on ylh#sltd rajoitettu kaikilla c € [a, b[. Liséksi

—~—~

g <ec = / f(z)dx S/ f(z)dzx,
f(ac)ZO a a

joten

lim /acf(m)dx: sup[/acf(x)deM< 00. O

c—b— c€la,b

4.5 Maidratyn integraalin sovelluksia

Jos f on ei-negatiivinen ja integroituva vélilla [a, b], niin ff f(z)dz méiritelmin mukaan yhtyy
kdyran y = f(x), z-akselin ja suorien z = a, x = b rajoittaman alueen pinta-alaan. Vastaavasti
esim. integraali fab |f(z) — g(z)|dz antaa kiyrien y = f(z) ja y = g(x) sekéd suorien z = a, z = b
rajoittaman alueeen pinta-alan.

y = f(z)

y=g(z)

8
Q- — =
o~ — - — —

8

(a) f, f(z)de (b) [ 1f(x) = g(a)|dz

Kéyrin pituus: Tarkastellaan tasokdyréé, joka on annettu parametrimuodossa x = z(t), y =
y(t), t € [a,b], missd x(t) ja y(t) ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita parametrin ¢ suhteen.
Tavoitteena on méérita kyseisen kdyrin pituus.

Jaetaan vili [a, b] osavileihin jakopisteilld tg = a < t; < ... < t, = b. Syntyvin murtoviivan
pituus on

Sp = Z \/(ACIZZ')Q + (Ayi)Q,
=1

missd Az; = z(t;) — x(ti—1) ja Ay, = y(t;) — y(t;—1). Viliarvolauseen nojalla 3¢; €]t;—1,t;] ja
n; €Jti—1, ti[ siten, ettd Ax; = 2/(&;) - At; ja Ay; = y'(n;) - At;, missd At; = t; — t;—1, joten

Sp =Y V(@ (&) + (v (m))? - Ati.
=1
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 C = {{z(?),y(t)} : t € [a,b]}

= C

- murtoviiva
- approksimaatio

Kuva 4.2: Kédyra C' ja murtoviiva-approksimaatio.

Kun & = n;, Vi = 1,...,n, yhtyy edellinen summalauseke funktion \/(2/(¢))2 + (/(t))? Rieman-
nin summaan. Kun |D| = max;—; _,{At;} — 0 paddytéad integraaliin

/a N OO (z lim sD) |

|D|—0

Toisaalta ko. murtoviiva approksimaatio kéyrille paranee ja rajalla murtoviivan pituus yhtyy
kiayrin C pituuteen. (Voidaan osoittaa, ettd yo. raja-arvo on olemassa myos kun & # n;.) Siis
kayrén C pituus L saadaan integraalina:

b
L= [ VEOR+ m)Fe

Erityisesti kidyrdan y = f(z), missd f on jatkuvasti derivoituva funktio vélilla [a,b], pituus L
saadaan integraalina:

b
L:/ 1+ (/(2)2de.

Esimerkki 4.5.1. Mairitisin kdyrin y = 23/2 pituus vililld [0,5]. f(z) = 2%/2 on jatkuvasti
derivoituva ja f'(z) = 321/2. Siten ko. kiiyrén pituus L vililli [0, 5] on

5 5 3
9 2.9 4 7 8 335 11
L= [ \/1+(3/221/2)2d :/ 1+ o) Pde = P21+ 22)32. 2 = — — = =222 — 12—,
/0 + (/2R e = | (14 qe) Pde = fos (L4 g0 g =n - = o7 27
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Kappaleen tilavuus: Oletetaan, etti R3:n kappaletta rajoittavat jokin pinta ja tasot z = a,
x = b, katso esim. Kuva 4.3 alla. Kappaleen tilavuus voidaan laskea méa#rétyn integraalin avulla.
Lahtokohtana on suoran lierion tilavuuden kaava V = A - h, missd A on pohjan ala ja h lierion
korkeus. Vilille [z,x + h] jadvin kappaleen tilavuutta approksimoi lauseke AV = A(z)Ax.
Muodostamalla vélin [a,b] jako D: a = z9 < z1 < ... < , = b saadaan kappaleen tilavuudelle
arvio

Vp = ZA(%) (i —wi1).
=1

Kun jakoa tihennetdéin, ts. kun |D| — 0, saadaan rajalla (mikili ko. raja-arvo on olemassa)
kappaleen tilavuus V integraalina:

V= / bA(x)dx,

missd A(x) on pisteessid x olevan x-aksilia kohtisuorassa olevan tason médraiméin kappaleen
poikkileikkauksen pinta-ala. Differentiaalimerkintéjd kiayttamalla: dV = A(x)dz jaV = ff dV =
fcf A(x)dz.

leikkauksen pinta-ala A(x)

Kuva 4.3: Kappaleen tilavuuden approksimointi

Erikoistapauksena saadaan pydrdhdyskappaleen tilavuus: Olkoon f jatkuva ja ei-negatiivinen
funktio valilld [a,b]. Kun kdyrdn y = f(x) ja suorien x = a, x = b seki z-akselin rajoittama
tasoalue pyorahtiad R3:ssa z-akselin ympiéri, syntyy kappale, jonka tilavuus on

b
V= 7r/ f(z)?d.

Nimittdin nyt A(x) = 7f(x)%.
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Esimerkki 4.5.1 Kédyrin y = \/z ja suoran x = a rajoittaman alueen pyorihtiessi z-akselin
ympari syntyy kappale, jonka tilavuus on

@ 1
V= w/ (Va)?dz = 7/8=2 = a2,
0 2 2

Pyoérihdyskappaleen pinta-ala:
Valilla [z, z + h| olevan janteen pituus on (katso Kuva 4.4)

AS = /(A0 1 (Af(@))?.

y = f(=z)

Kuva 4.4: Kappaleen pinta-alan approksimointi
Kun ko. janne pyorahtdd x-akselin ympéari on syntyvan pinnan ala

AA=2m-p,; - As,
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missi p, = 3(f(2) + f(z + h)), (ps — f(z), kun h — 0). Olettamalla f(z) > 0 jatkuvasti
derivoituvaksi vélilld [a, b] seuraa viliarvolauseesta, ettid Af(z) = f/(§) - Ax erdélla € €lx, z + hl.
Siten

AS = /1+ (f/(€))?Ax.

(f'(&) = f'(x), kun h — 0). Muodostamalla vilin [a, b] jako D ja antamalla |D| — 0 pdddytiddn
rajalla integraaliin

b
A= [ 1)/ T+ ()P,

joka antaa syntyvin pyorihdyskappaleen pinta-alan. Differentiaalimerkint6ja kayttamallé

dA =2nf(x)ds =27 f(x) /1 + (f'(x))?%dx

vrt. kdyrén pituus

ja
b b
A:/ dA:27r/ F@)VI T (f(2))2da.

Esimerkki 4.5.2 Puoliympyrin y = /72 — 22 pyorihtiessi x-akselin ympéri syntyy r-sidteinen
pallo. Koska ¢/(z) = —z - (r? — %)~ /2, saadaan pallon pinta-alaksi:

A/ 2
= 277/ rde = 2n- /7 -z = 4702,
—-r

r _ 2
A:27T/ \/r2—a:2\/1+<2x> dz
—r re—x

r = sade
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Integrointi kaarenpituuden suhteen: Lihtokohta: Integroimisvili R:ssé korvataan kayralla
R™:ssi. Olkoon C' sddnnollinen kaari R2:ssa parametriesityksens F(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b].
Funktion f : C' — R integraali yli kaaren C voidaan mééritelld kaavalla

b
[ s = [ st s0)VE@OP T ORat
C a

Esimerkki 4.5.4 Olkoon z(t) = cost jay(t) =
sint, 0 <t < 7/2. Talloin

w/2
4 [ avde = [ a0 V@O + /0
C 0

/2
= / costsint \/(—sint)? + (cost)2 dt
0

Funktion f: R? — R? kdyrdintegraali (usein tydintegraali): Olkoon C sdannéllinen kaari
R?:ssa ja f : R? — R?. Funktion f kdyrdintegraalin yli kaaren C méérittelee yhtilo

_ b b
/f@-wz/fﬁwﬁﬂwﬁz/LMMWMWf@+b@®w®wWﬂ%
C a a

missi f = (f1, f2) on jaettu 2- ja y-komponenttiinsa.

Fysikaalinen tulkinta: Kappaleen kulkiessa pitkin kiyrdd C on siihen vaikuttavan voiman f
suorittama tyo W kayralla C

W = /CF(r) o dr.

Tuuxmww:( AU N1 )

Olkoon

VE M)+ (1) V@'([0)*+ (1)

kiyrin C pisteessd (z(t),y(t)) oleva normeerattu tangenttivektori. Tallsin f ¢ T on f:n tangen-
tiaalikomponentti ja pétee (mat. menet. IT kurssi):

/Cf(r).dr:/Cfons.

Huom.! Tulkinta integroinnille kaarenpituuden suhteen (piirra kuva).
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Luku 5: REAALILUKUSARJOISTA

5.1 Reaalilukujonot ja -sarjat seki niiden suppeneminen

Reaalilukujonon raja-arvo: Jos jokaista positiivista kokonaislukua n € Z asetetaan vastaa-
maan reaaliluku x,, syntyy (péaédttyméton) jono, jota merkitdin

() tai (xn)pey (merkinnén (z1,x2,...,2Zy,...) sijasta).

Jono voidaan siten tulkita funktiona Z, — R. Jonon raja-arvo voidaan tdmén nojalla mééritella

seuraavasti: Jonolla (z,,)2° on raja-arvo L, merkitdén lim, o, x5, = L, jos

Ve >03IN =N, (e N) se. n>N, = |z, — L|<e.

Jos lim,, 0 , = L (€ R) on olemassa sanotaan, ettd jono (z,) suppenee. Muussa tapauksessa
jono (z,,) hajaantuu.

Esimerkki 5.1.1. Jono (%);ﬁle suppenee ja limn_m% = (. Olkoon € > 0 ja valitaan N, > %,
N, € N. Talloin

n>N —
n

1 0 1 - 1 <
——0l=—<—=<e

n N~
Seuraava tulos seuraa suoraan funktion ja lukujonon raja-arvon mééritelmésté.

Lause 5.1.2. Jos lim,; .o f(z) = L ja f(n) = x,, Vn € Z4, niin jono (z,) suppenee ja
lim,,— oo Tp, = L.

Inn

Esimerkki 5.1.3. Madrdtadn jonon (T)Zozl raja-arvo.

= |8 =

~—~
Lause 5.1.2

Lukujonojen raja-arvoille péatevit méaritelmén nojalla samat laskuséddnnét ja perusominai-
suudet kuin funktioiden raja-arvoille; kts. esim. Lause 3.3.3.

Jonoa (z,) sanotaan monotoniseksi jos se on kasvava, ts. x, < Tp+1 Vn € Zy, tai vihenevé,
ts. Ty > xpy1 Y € Zy.

Lause 5.1.4. Jos jono (z,) on monotoninen ja rajoitettu (|z,| < M ¥n € Z. ), niin se suppenee.

Todistus. Joukko A = {z,, : n € Z,} on ylhidiltd ja alhaalta rajoitettu, joten Isup A ja inf A.
Jos jono (z,,) on kasvava seuraa supremumin méiritelméstia helposti, ettd lim, . x, = sup A
(yksityiskohdat sivuutetaan). Vastaavasti viihenevin jonon tapauksessa lim, oo 2, = inf A. [
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Lukujonon raja-arvo voidaan mééritelld myos tapauksissa L = Foo:

lim z, =00, josVM >0dN >0 se. n>N — x, > M,
n—oo

lim z, = —o0, josVM >0dN >0 se. n>N = z, < -—M.
n—oo

Reaalilukusarjat ja niiden suppeneminen: Reaalilukusarjoilla tarkoitetaan reaalilukujen

summalausekkeita, joissa on déretén méérd yhteenlaskettavia. Olkoon (z,,) reaalilukujono. Muo-
dostetaan jonosta (z,) uusi jono, ns. osasummien jono:

n
(sn);.l/OZ]_ﬂ Sn:$1+$2++xn: E Tk
k=1

Jos osasummien jonolla (s,)$, on raja-arvo, sanotaan, ettd sarja Y po Tp (= x1 + @2 +...)
suppenee. T&llin osasummien jonon (sy) raja-arvoa S sanotaan sarjan summaksi ja merkitdén:

n—oo

(0.)
Zl‘k =s (= lim s,).
k=1
Jos sarja Y ;2 el suppene eli raja-arvo lim, . s, €l ole (#érellisend) olemassa, sarja > po | Tg
hajaantuu.

Esimerkki 5.1.5. Sarja > ;- (%)k suppenee. Nimittidin osasummalle s, pétee

n—1

1\ 1-(3)" 1\"
JE%OS"_JH%O];)(2> _HILIEOH_nli%OQ—(Q) =2

Siis 372 (4)F = limy, o0 5, = 2.
Esimerkki 5.1.6. Harmoninen sarja > -, % hajaantuu. Perustelu:

1 k+1dl‘ k+1d3}
k:/k k>/k X

x
joten
n n k+1 n+1
1 / dx / dx
s, = = > - — =In(n+1)
" — k ; L x 1 x

k
ja limy, oo Sy > limy, o0 In(n + 1) = oo.

Lause 5.1.7. Jos sarja ) -2, @, suppenee, niin lim,_, z, = 0.

Todistus. x, = S, — Sp—1, joten

o0 o0
lim z, = lim (s, — sp—1) = lim s, — lim s, = E T — E xr = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

k=1 k=1
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Huom! Lause 5.1.7 antaa vilttdméattomén ehdon sarjan suppenemiselle. Ehto lim;, oo 2, = 0
ei kuitenkaan takaa sarjan suppenemista kuten Esimerkki 5.1.6 osoittaa.

Lause 5.1.8. Jos sarjat > ;- 2 ja »_p., suppenevat, niin myos seuraavat sarjat suppenevat
ja niiden summille pétee

. fe'e) (e} o8] .
1) 2o (@ +yk) = 2520 Tk + 2500 Yk
i) Ypoja-xp=a-> ;o4 Tk, a € R vakio.
Todistus. Seuraa suoraan raja-arvon vastaavista ominaisuuksista. O

Sarjaa > 7o, sanotaan positiivitermiseksi, jos x, > 0Vn € Z,. Sarjan ., 2} sanotaan sup-
J k=1 D 5 ) + J k=1 P
penevan itseisesti, jos sarja y p- |z;| suppenee. Positiivitermisen sarjan suppenemista voidaan
tutkia seuraavan majoranttiperiaatteen avulla.

Lause 5.1.9. Jos sarja >, yx suppenee ja 0 < zp < yi Vk € Zy (tai Vk > ng € Z4), niin
myos sarja y_po, Tk suppenee.

Todistus. Sarjan »_p- xj osasummille s,, pétee

n n oo
0<sn=D) ax <) ye <) s <oo.
k=1 k=1 k=1
Jono (s,,) on siten rajoitettu ja lisiksi kasvava, koska x,, > 0. Lauseen 5.1.4 nojalla 3lim,_,« s, =
D ore1 T (2200 Yk)- O

Seuraus 5.1.10. Jos sarja > .-, xj hajaantuu ja 0 < zp < yi Vk € Zy (tal Vk > ng € Z4),
niin myds sarja Y po ; Y hajaantuu.

Todistus. Kontrapositiolla. O

Seuraus 5.1.11. Jos > 77, |xy| suppenee (ts. >, | o} suppenee itseisesti), niin myds » p- | @y
suppenee.

Todistus. —|zg| < zp < |xg| = 0 < zp, + |ag| < 2|xg|. Nyt D72, 2|ar| =23 ro |2k| suppenee
(Lause 5.1.8 1)), joten Y 32, (xk + |zx|) suppenee Lauseen 5.1.9 nojalla. Edelleen

(o] o0 o0
Dk = (e +lan) =l
k=1 k=1 k=1
suppenee Lauseen 5.1.8 i) nojalla. ]

Sarja Ziio x) sanotaan geometriseksi, jos suhde x = xy /x4 el riipu k:sta. Geometrinen
sarja on siis muotoa

iawk (a #0).
k=1
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Lause 5.1.12. Geometrinen sarja Y oo az” (a # 0) suppenee, kun |z| < 1 ja Y 3o, az® = 2.

Kun |z| > 1, niin geometrinen sarja hajaantuu. ’
Todistus. Harj. teht. O
Lause 5.1.13. Olkoon ) 77, x) positiiviterminen sarja

i) Jos ¢/x, <q<1Vn>mnge€Zy, nin Y -, ) suppenee.

ii) Jos z;—:l <q<1VYn>mngeZy,niin ) -, x; suppenee.

Todistus. i) Kun n > ng, on x,, < ¢". Sarja Y e ¢* suppenee (kts. Lause 5.1.12), joten viite
seuraa majoranttiperaatteesta (Lause 5.1.9).

ii) Arvoilla n = 1,2,...,p — 1 epéyhtéloista
k—1

Tnt1
Tn
i—f < P leliz, < z1¢P7L Sarja o @1 - ¢" ! suppenee (Lause 5.1.12) = Y72 | x, suppenee
(Lause 5.1.9). O

< q seuraa kertomalla ne keskenéén, etté

Seuraus 5.1.14. i) Jos lim, .o {/|2n| = ¢ < 1, niin sarja y .-, x suppenee (itseisesti).

Tn+1
Tn

i) Jos limy, s = ¢ < 1, niin sarja > ;- ; z3 suppenee (itseisesti).

Vastaavasti Seurauksen 5.1.10 ja Lauseen 5.1.12 nojalla saadaan:

i) Jos limy oo {/|Zn] = ¢ > 1, niin sarja > ;- |zx| hajaantuu.

= ¢ > 1, niin sarja Y, |z%| hajaantuu.

.o . x
i) Jos limy, o0 |25
n

Sarjaa, jonka termit ovat vuorotellen positiivisia ja negatiivisia sanotaan wvuorottelevaksi eli
alternoivaksi. Téllainen sarja on muotoa

&)
Z(—l)k_lwk, x> 0VEk e Zs
k=1

kun sarjan ensimmaéinen termi on positiivinen.

Lause 5.1.15. Olkoon > 22 (—1)*1z; (x; > 0) alternoiva sarja, jonka termit toteuttavat
seuraavat kaksi ehtoa: i) xpi1 < xg, Vk € Z4, ja ii) limg_ o 2, = 0. Télloin Zkzl(—l)k_lack
suppenee.

Todistus. Ehdon i) nojalla

Son+1 = Son—1 — (Tan — Tan+1) < S2p—1,
—— ——

>0

joten osasummien jonon (s,) osajono (s2,—1) on vihenevi. Se on selviisti myos alhaalta rajoitettu
(san—1 > 0), joten silld on raja~arvo S = lim,,_, S2,—1 Lauseen 5.1.4 nojalla. Toisaalta sa, =
Son—1 + Ty ja téssd lim, o 22, = 0 (ehto ii)), joten myos lim, oo s2, = S. Siten lim, o s, =

S. O
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5.2 Potenssisarjat
Potenssisarjat ovat muotoa

oo
Z an(x —20)" (= ag +ai(x — x0) + a2z — 20)* +...).
n=0
Vakioita a,, n € N, kutsutaan sarjan kertoimiksi ja lukua xg sarjan kehityskeskukseksi. Sarjan

osasummat ovat muuttujan x polynomeja. Potenssisarja suppenee ainakin arvolla z = xg.

Lause 5.2.1. Jos potenssisarja Y -~ an(z—x0)" suppenee arvolla z; (z1 # ), niin se suppenee
jokaisella arvolla z, jolle |x — x| < |21 — zo|. Jos ko. potenssisarja hajaantuu arvolla z = x3, niin
se hajaantuu jokaisella arvolla z, jolle |z — xo| > |x2 — |-

Todistus. Koska > ° an(x1 — x0)" suppenee, pitee lim, .o an(z1 — 9)” = 0 Lauseen 5.1.7
nojalla. Siten |an(z1 — x0)"| < M (< 00) Vn € N, misté seuraa

| — zo|™ B

an(x —xo)" | <M+ —F— =M - q",
(e = 20)"] < M- I M g
missd g = \ﬁ_—ioo'I < 1. Viitteen alkuosa seuraa siis majoranttiperiaatteesta. Loppuosa saadaan
alkuosasta kontrapositiolla. ]

Lauseesta 5.2.1 seuraa, ettd potenssisarjaan ZZO:O an(x — )" voidaan liittdd ei-negatiivinen
reaaliluku R, jolle pétee:

o0
jos |z —xo| <R = Z an(x — )" suppenee (itseisesti);

n=0

o
jos |z —xg| >R = Z an(x — z9)" hajaantuu.
n=0

Lukua R sanotaan potenssisarjan suppenemissdteeksi. Jos R = 0, potenssisarja suppenee vain
arvolla x = x¢ ja jos R = 0o, potenssisarja suppenee kaikilla x € R. Potenssisarjan suppenemi-
nen/hajaantuminen pisteissé xo + R, kun 0 < R < oo, on aina erikseen selvitettava.

Esimerkki 5.2.2. Geometrisen sarjan y ;- a - x* suppenemisside on R = 1 Lauseen 5.1.12
nojalla. (Vrt. myos Lause 5.2.3 alla).

Lause 5.2.3. Jos raja-arvo i) lim, oo el = R tai ii) limy, 00 a:ﬂ = R on olemassa, niin
se on sarjan » o2, an(x — x)" suppenemisséde.
Todistus. Tulos saadaan Seurauksen 5.1.14 avulla. O

Kun R > 0, potenssisarja Y -~ an(x —20)" = f(x) méérittelee funktion f :Jag — R, zo+r[—
R.

Lause 5.2.4. Potenssisarjan summa f(z) =Y a,(z — o)™ on vililld Jzg — R, zo+r[ (R > 0)
jatkuva ja derivoituva funktio. Liséksi f(x) voidaan derivoida ja integroida termeittéin:
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i) f'(@) =D (Cnlgan(z — 20)") = 352 nan(@ — 20)"
i) [y, fO)dt = [ (T0 g an(t — to)") dt = 3207 ¢ ey (2 — 20)™
kun |z — zo| < R. Néiden sarjojen suppenemisside on myos R.
Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 5.2.5. Kun geometrinen sarja > oo (2" = - (Jz| < 1) derivoidaan termeittéiin
saadaan arvoilla |z| < 1 seuraava tulos:

> 1 1
n—1
;”x (1_;,;) 1-2)2

Taylorin sarjat: Lauseesta 5.2.4 saadaan seuraava tulos, joka liittdd potenssisarjan summa-
funktion f(z) derivaatat pisteessid x = x( sarjan kertoimiin.

Lause 5.2.6. Potenssisarjan ) ~°  an(x — 29)" = f(z), jonka suppenemisside R > 0, sum-
malla f(z) on kaikkien kertalukujen derivaatat f*)(z) vililli |zo — R, 2o + R[, jotka saadaan
derivoimallla sarja termeittdin k kertaa (k = 0,1,2,...). Erityisesti

F®) () = k! - ap, VkeN.
(Tassa k! =k-(k—1)-(k—2)-...-1 on k:n kertoma.)

Todistus. Derivaattojen f*)(z), k € N, olemassaolo suppenemisvililli Jzg — R, zo + R[ seuraa
soveltamalla toistuvasti Lauseen 5.2.4 kohdan i) tulosta. Télloin k. derivaatalle saadaan esitys

fP@) =Y "n-n-1)-n-2) ... -(n—k+1)-an(x—z0)"".
n==k

Sijoittamalla tihin = = x( saadaan f*) (xo) = k! a. O

Lauseen 5.2.6 nojalla sarjan summa f(z) voidaan esittdd muodossa
() (g
f(z) = Zofn(!o)(x —z0)", kun |z — x| < R.

T#atd sarjaa sanotaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteessd xg.
Funktiolle f, jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat jossakin pisteen xg ympéristosséa, voi
yrittéi muodostaa sarjakehitelmiin sen derivaattojen f®*) (x0) avulla:

> f(n)
>
n=0 ’

Vaikka tdmén potenssisarjan suppenemisséide R olisi > 0, ei sen summan (pistettd z = xg
lukuunottamalla) tarvitse yhtyé alkuperiiseen funktioon f. Siksi ko. sarjan suppeneminen kohti
funktiota f suppenemisvililld |zo— R, z¢o+ R[ on erikseen varmistettava. Usein funktion Tarylorin
sarjan voi yrittdd muodostaa Lauseen 5.2.4 avulla derivoimalla tai integroimallla termeittéin jo
tunnettujen sarjojen summia.
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Esimerkki 5.2.7.  a) Funktiolla e® on kaikkien kertalukujen derivaatat: f(™(z) = e, n € N.

Sarja
e " 2 3
Zj—1+x+§+ TR

suppenee (itseisesti) Vo € R. Nimittéin

1
= !
lm 2 DY ) =
(n+1)!
eli suppenemissiide R = oo Lauseen 5.2.3 nojalla. Voidaan osoittaa, ettd Y %T = e”.
Siis kyseesséd on funktion e® Taylorin sarja pisteessi x = 0. Niinpé esimerkiksi
1 1 1
e=e=1+14 = +3|+ +.
b) sinz:lld on myos kaikkien kertalukujen derivaatat:
f(z) =sinz, f'(z) =cosz, f"(z)=—sinz, f"(z)=—cosz, fY(z)=sinz,

Nyt sin0 = 0, cos0 = 1, joten pisteessé x = 0 saadaan sarja

& 2n+1 3 5 7
X X X X
2;%( T TR I TR

jonka suppenemissiteeksi saadaan R = oo kuten kohdassa a). Nytkin sarjan summa yhtyy
alkuperiiseen funktioon eli Z;;O:O(—l)"% on sin z:n Taylorin sarja pisteessi x = 0.

c¢) cosx:m Taylorin sarja saadaan suoraan derivoimalla:

o0 22+ o0 220 22 gt 46
— 3 —_— J— n _— J— n P — —_— — S —
cosz = Dsinz =D Z( 1) an T ) Z( 1) o)l =1 51 + TR +
n=0 n=0
d) Integroimalla geometrinen sarja 14%3: =Y 2 o(—x)™ termeittdin saadaan
Zntl 2 g3 gt
In(1 = — = t)"dt = —l " =r——4+———+4..
w40 = [ 15 Z/ no()nﬂ LA

eli funktion In(1 4+ z) Taylorin sarja pisteessi * = 0 ja sen suppenemissiteeksi R = 1
Lauseen 5.2.3 nojalla. Niinpa esimerkiksi
1 1 1 1

M2 =1 =4 4m
n2 5737175

Taylorin sarjoilla on paljon sovelluksia mm. raja-arvojen laskemisessa, funktioiden approksi-
moinnissa ja numeerisessa laskennassa.
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Luku 6: DIFFERENTIAALIYHTALOISTA

Differentiaaliyhtalolla tarkoitetaaan yhtdlod, joka sisiltdd tuntemattoman funktion y(x) ja tdmén
funktion derivaattoja. Differentiaaliyhtélon ratkaisemiseksi pyritdan loytdmaén kaikki funktiot
y(z), jotka toteuttavat annetun yhtélon kaikilla z:n arvoilla. Esimerkiksi

y'(x) =cosz, y'(x)+2y(x)=0, ¢"(x)+ (sinz)y”(z)+ 2zy(x) =0

ovat differentiaaliyhtéloité.

Differentiaaliyhtilon kertaluku on korkeimman siiné esiintyvan derivaatan kertaluku. Yleinen
kertalukua n oleva differentiaaliyhtls on muotoa F(z,y, ', y",...,y™) = 0, missi F on (n+2):mn
muuttujan funktio. Jos tisti voidaan ratkaista y(™ paidytain normaalimuotoiseen differenti-
aaliyhtaloon:

y" = f@,y.y YY),

Differentiaaliyhtilon yleinen ratkaisu sisiltiad kaikki funktiot y(z), jotka toteuttavat ko. yhtélon
kaikilla z:n arvoilla. Jos differentiaaliyhtélon kertaluku on n, niin sen yleinen ratkaisu siséltdan n
toisistaan riippumatonta vakiota C', Ca, ..., Cy,. Kun niille vakioille C, Co, . .., C), kiinnitetdén
méadrityt arvot, saadaan differentiaaliyhtélon yksityisratkaisu.

Esimerkki 6.0.8. Differentiaaliyhtélon y' = cosz yleinen ratkaisu on y(z) = sinx + C, misséi
C € R on integroimisvakio. Tadmé seuraa integraalilaskennan peruslauseesta (Lause 3.7.4).
Yhtélon yksityisratkaisuja ovat mm. y(z) = sinz + 1 ja y(z) = sinz — 3.

6.1 Ensimmaéiisen kertaluvun differentiaaliyht&lot
Tarkastellaan 1. kertaluvun normaalimuotoista differentiaaliyht&loa

Y (@) = f(z,y).

Yhtélon yleinen ratkaisu valilla I (I C R) siséltad vililla I derivoituvat funktiot z — y(z, C),
missd C' on médrdamiton vakio. Vakio C' voidaan méirita alkuehdosta y(xg) = yo € R, jolloin
saadaan ko. alkuehdon tayttava yksityisratkaisu. Talloin puhutaan alkuarvotehtdvistai:

Y (x) = f(z,9); y(zo) = vo,

jolla on siis vain (korkeintaan) yksi ratkaisu. Késittelemme 1. kertaluvun differentiaaliyhtélén
ratkaisemista kolmassa eri tapauksessa.

1) Tapaus y' = f(x): Nyt yhtélon yleinen ratkaisu saadaan suoraan integraalilaskennan pe-
ruslauseen (Lause 3.7.4) avulla:

y(z) = / f@)dz+ C.
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Alkuarvotehtéivin ¢ (z) = f(x); y(xo) = yo ratkaisu on
xr
o) = [ Fe)dt
o
differentiaali- ja integraalilaskennan péailauseen (Lause 4.3.5) nojalla.

2) Tapaus y = h(y): Jos h(yo) = 0 jollakin yp, niin vakiofunktio z — yo on selvisti differ-
entiaaliyhtilon erdis ratkaisu. Oletetaan, ettd h on jatkuva ja # 0 vililld I. Télldin ¢ — y(x)
on aidosti monotoninen valilla I ja silld on kadnteisfunktio y — =z, jonka derivaatalla pétee

(Lause 3.5.5):
11

Y h(y)
Téstéd saadaan yleinen ratkaisu y:n kéédteisfunktiolle

x:x(y):/h(;z)—i-a

Alkuperiisen yhtédlén 3y’ = h(y) ratkaisut saadaan nyt niiden integraalifunktioiden y — z(y)
(' (y) # 0) kéidteisfunktioina x — y(z):

! _ 1 _ _ T

V(@) = 25 = hio) = hly(a)
Lyhyesti:
’ dy dy dy
Vo) = Peb) e ph=d ) £0) = [fheo=a

Esimerkki 6.1.1. Ratkaistaan yhtilo 3/ = y?. Vakiofunktio 2 — 0 on selvisti erés ratkaisu.
Arvoilla y # 0 saadaan
d d 1
y/:y2 < %:dl’ < /32/+CZSU — -75:_*4—0,
Yy Yy Yy

mistéd ratkaisut saadaan kddnteisfunkioina y(x) = Cl—x'

3) Tapaus y' = h(y) - g(z) eli separoituva differentiaaliyhtils: Téssd funktion f(z,y)
muuttujat = ja y voidaan erottaa eli separoida: f(z,y) = h(y) - g(z). Jos h(yo) = 0, niin jélleen
vakiofunktio  — yg antaa erédén ratkaisun. Oletetaan nyt, ettd h ja g ovat jatkuvia ja h # 0
vélilld I. Yleisen ratkaisun loytédmiseksi separoidaan muuttujat ja integroidaan:

W=y = Lohyge) = L —g)dr / hcg)z / g(x)dz+C.

dx h(y)
Vasemmalla puolella olevalle integraalifunktiolle H(y) = % pitee H'(y) = dgz(/y) = % #0,

joten silld on kédnteisfunktio H~! ja saatu yht&lo

/h(zZ) :/g(x)dx—FC:G(x)
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voidaan ratkaista ym suhteen: y = H1(G(z)) = (H™! o G)(z), jolloin saadaan alkuperiisen
yhtélon ratkaisut z:n funktiona y = y(z).
Vastaavasti alkuarvotehtivin y' = h(y) - g(x); y(xo) = yo, ratkaisu saadaan ratkaisemalle

yhtélo
Y ds /’”
— = g(t)dt
/yo h(s) o

Esimerkki 6.1.2. Ratkaistaan alkuarvotehtéivi ' = e Yx; y(0) = 0.

muuttujan y suhteen.

vds— (" y @ 2 2?
— —/ tdt <« /esda:—/ tdt = Jflef=/t- = e¥-e"="
o € 0 0 0 2

2

2
= ey:%+1 — y:1n<x2+1>.

6.2 Lineaariset differentiaaliyht&lot
Lineaarinen differentiaaliyht&lé on muotoa

Po(2)y™ + Puoa(a)y" ™V + . Pi(a)y + Poly) = Q(x),

missd Pj(x), j = 0,1,...n, ja Q(x) ovat yhtélon kertoimia, jotka ovat tunnettuja funktioi-
ta. Tarkastelemme téssé yksityiskohtaisesti vain 1. ja 2. kertaluvun lineaaristen differentiaaliy-
htaloiden ratkaisemista; samat periaateet soveltuvat myos korkeampaa kertalukua olevien line-
aaristen differentiaaliyhtéléiden ratkaisemiseen.

1. kertaluvun normaalimuotoinen lineaarinen differentiaaliyhtils:
Ko. yht&lé on muotoa

(6.1) Y +p@)y =q(x), zel,

missé kertaimet p(z) ja ¢(z) oletetaan jatkuviksi vélilld I. Asettamalla g(x) = 0 Vx € I saadaan
yhtélod (6.1) vastaava homogeeninen yhtdlo:

Y +plx)y=0, zcl.

Alkuperdistd yhtdlod (¢ # 0) kutsutaan vastaavasti epdhomogeeniseksi. Homogeeninen yhtilé on
separoituva, joten sen ratkaisu saadaan seuraavasti:

d
vy +pl)y=0 =— /yy = —/p(x)dx—i—Cl <~ Inly|= —/p(x)dx—l—Cl
= |yl = e/ p@detCr Yy = C’e_fp(x)dz,

missi C' = +e®. Epdhomogeenisen yhtlon (6.1) ratkaisun antaa

Lause 6.2.1. Differentiaaliyhtilon ¢’ +p(x)y = ¢(x), missd p ja ¢ ovat jatkuvia funktioita vélilld
I yleinen ratkaisu on

y(z) = e @ (C + /eh(x)q(x)dx) , CEeR,

missd h(z) = [ p(z)da.
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Todistus. Se, ettd ko. funktiot ovat differentiaaliyhtélon ratkaisuja todetaan derivoimalla an-
nettu y(z):n lauseke (harj. teht.). Kédfinteisen viitteen palautamme vastaavaan homogeeniseen
yhtaloon: Olkoot yi(x) ja y2(x) kaksi epdhomogeenisen yhtélon ratkaisua, jolloin

x)
x)

{ y1 () + p(z)y1(z)
Ys(x) + p(z)y2(2)

Siten erotus z(z) = y1(x) —y2(z) on vastaavan homogeenisen yht#lon ratkaisu eli y1(x) —y2(z) =
Ce~JP@dz - Alkuosan nojalla yo(z) = e h@) . J e("®)g(z)dx on eris epihomogeenisen yhtilon
ratkaisu, jolloin () = Ce™ %) + y5(z) on vaadittua muotoa. O

T8 — ()~ b)) + (@) (o) — () =0

Huom! Kédntéen, jos yo(x) on erds epidhomogeenisen yht#lon ratkaisu ja y(z) on vastaavan
homogeenisen yhtdlon ratkaisu, on niiden summa yo(z)+y(z) epdhomogeenisen yhtdlon ratkaisu.
Néin ollen yhtélon (6.1) yleisen ratkaisun 16ytamiseksi riittaa etsid yksi epdhomogeenisen yhtalon
ratkaisu yo(x) ja lisiti se vastaavan homogeenisen yhtilon yleiseen ratkaisuun:

y(x) =yo(x) + Ce~Jp@)de , CeR.
~~ ——

epihomog. yht. yleinen ratk. homog. yht. yleinen ratk.

Esimerkki 6.2.2. Ratkaistaan differentiaaliyhtilé 3’ + 2y = x + 1. Homogeenisen yhtélon 5’ +
2y = 0 yleinen ratkaisu on y(x) = Ce=J2dz — Ce=22 (' € R. Helposti todetaan, etti yo(z) =
%1:—1—% on erds epahomogeenisen yhtilon ratkaisu. Siten epdhomogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu
on:

y(r) = Ce ™ + %x + %, CeR.
2. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtils: Ko. yhtdlé on muotoa
(6.2) y" +ay + by = q(z),
missd a ja b ovat vakioita. Vastaava homogeeninen yhtélé on nyt muotoa

v +ay +by = 0.

Pyrimme 16ytaméén sille muotoa x — €"* olevan ratkaisufunktion:
/ i .
yz) =€ = { yy () =re™;

Siten
y' +ay +by = (r*+ar +b)e"™
ja tehtdvinid on selvittds yht#lon r2 + ar + b = 0 juuret. Tété yht#lod sanotaan differenti-

aaliyhtdloon (6.2) liittyviksi karakteristiseksi yhtdloksi. Sen juurien 1 ja ro avulla vastaavan
homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu saadaan seuraavasti.

Lause 6.2.3. Olkoot r; ja ry karakteristisen yht#lon juuret. Télloin yhtélén y” + ay’ + by = 0
yleinen ratkaisu on

y(z) = Ciyi(x) + Coya(z), Ch1,Cy €R,

missé
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jos r1,r2 € R ja 1 # 725

i { y1(x) = z”’”;

y2(z) =

0

)
i y1(z) = €** cos(fx); s 1= + i, 2- 1
) { jos { (=1, a6 €RF£0)

—~

x) =e'” :
)= e, josri=ry =71 (=-9) €R;

H

2 (x T gin(fx), ro = —if3.

Kaikki Lauseessa 6.2.3 esiintyvit funktiot todetaan yhtélod (6.2) vastaavan homogeenisen
yhtélon ratkaisuiksi suoraan derivoimalla. Kéa#nteista viitettd emme perustele. Kuten 1. ker-
toluvun lineaarisen yhtélon tapauksessa saadaan epdhomogeenisen yhtélon (6.2) yleinen ratkaisu
Lauseen 6.2.3 avulla, kunhan yhtélolle (6.2) 1oydetédén jokin ratkaisu yo(x).

Seuraus 6.2.4. Epihomogeenisen yhtélon (6.2) yleinen ratkaisu on muotoa
y() = yo(z) + Cry1(z) + Coya(x), C1,C2 €R,

missé yo(z) on yhtilon (6.2) jokin ratkaisu ja yi(x), y2(x) ovat vastaavan homogeenisen yhtélon
ratkaisuja kuten Lauseessa 6.2.3.

Huom. 1. Lauseessa 6.2.3 y1(z) ja y2(x) ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia. Ho-
mogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu saadaan néiden lineaarikombinaatioina ja ratkaisuavaruus
on 2-ulotteinen vektoriavaruus.

Huom. 2. Karakteristista yhtéilod voidaan soveltaa myos lineaaristen vakiokertoimisten ker-
talukua k& € N olevien homogeenisten differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen. Muotoa y = e"*
oleva ratkaisufunktio johtaa tilloin astetta k olevan karakteristisen polynomin nollakohtien (k
kpl) etsimiseen. Esimerkiksi Esim. 6.2.2:ssa esiintyvéii homogeeniyhtilod ' + 2y = 0 vastaa
karakteristinen yht#lo 4+ 2 = 0, jonka juuri 7 = —2 antaa ratkaisuksi funktiot Ce=2*, C' € R.

Esimerkki 6.2.5. a) 3" —y = 0. Karakt. yhtlo: 72 — 1 = 0. Juuret: 7; = 1 ja ro = —1. Siis
yleinen ratkaisu on

y(:v) = Che” + Cge_”, C1,Cy €R;

b) 3" — 2y’ +y = 0. Karakt. yhtils: 72 —2r+1=0 <= (r—1)2=0 <= r; =ro = 1. Siis
yleinen ratkaisu on
y(z) = C1e” + Coxe®, (1,0 € R;

¢) ¥y +4y +5=0. Karakt. yhtiil: 72 +dr +5=0 <= (r+2)?+1=0 <= r=-241.
Siis yleinen ratkaisu on

y(z) = e 2 (Cycosz + Cysinz), C1,Cy €R.

Esimerkki 6.2.6. Ratkaistaan epihomogeeninen yhtils 3”421/ +y = 222. Homogeeninen yhtilo
on y" 42y +y = 0, karakteristinen yhtilo: 72 +2r+1=0 <= (r+1)2=0 < r =7 = —1.
Siis homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on

y(x) = Cre™® + Coze™™, C1,Cy € R.
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Loytaiksemme epihomogeeniselle yhtilslle jonkin ratkaisun tehdisin muotoa y(x) = Az? +
Bx+ C oleva yrite. Télloin y/(x) = 2Ax + B ja y”(x) = 2A. Sijoittamalla alkuperiiseen yhtidloon
saadaan:

A=2;
2A+2-(2Az + B) + (Az* + Bz 4+ C) = 22* — B = -§;
C =12.

Niinpd yo(x) = 222 — 8x + 12 on erids epithomogeenisen yht#lon ratkaisu. Epihomogeenisen
yhtéalon yleinen ratkaisu on siten

(6.3) y(z) =222 — 8z + 12+ Cre " 4 Chze™®, C1,Cy € R.

Seurauksen 6.2.4 mukaan epdhomogeenisen differentiaaliyhtélon (6.2) yleinen ratkaisu saadaan
etsimélld ko. yhtélolle yksi ratkaisufunktio yo(z), joka lisdtdén vastaavan homogeeniyhtilon
yleiseen ratkaisuun, joka on esitetty Lauseessa 6.2.3. Yksi ratkaisu pyritd&n usein 16ytdméaan
sopivan yritteen avulla.

Seuraava taulukko antaa esimerkkejd sopivista yritteistd yo(z) epdhomogeenitermin ¢(z)
muodon mukaan:

epdhomogeenitermi q(x): yritteen yo(x) muoto:
kx™ cnd" +cp1" 4+ ezt (coy-..,cn €ER)
ke c1e®® tal coxe®® (c1,c0 €R)
k cos(bx) c1 sin(bz) + ¢ cos(bx) (c1,c2 € R)
k sin(bzx) ¢1 sin(bx) + co cos(bx) (c1,c2 € R)
ke cos(bx) e (¢ sin(bx) + c2 cos(bx)) (c1,c2 € R)
ke sin(bzx) e (¢1 sin(bx) + c2 cos(bx)) (c1,c2 € R)

Kun yritteen yo(x) muoto on kiinnitetty, lasketaan y{(z) ja y{ (x) ja sijoitetaan yhtéloon (6.2),
jonka jélkeen syntyneesté yhtélostéd pyritddn yritteen yo(x) kertoimille ¢; € R ratkaisemaan arvot,
joilla yht&lo (6.2) saadaan voimaan; vertaa Esimerkki 6.2.6.

Kun epdhomogeenisen differentiaaliyhtélon (6.2) yleinen ratkaisu on saatu selville, voidaan
siiné esiintyvien parametrien Cy ja Co arvot kiinnittdd asettamalla ratkaisufunktiolle y(x) lisé-
ehtoja, tyypillisesti ns. alkuarvo- tai reuna-arvoehtoja.

Esimerkki 6.2.7. Ratkaistaan alkuarvotehtava
(6.4) y" 42y +y = 222 y(0) =2, %/(0)=3.

Edellisen esimerkin mukaan differentiaaliyhtilon y” + 2y’ +y = 222 yleinen ratkaisu saadaan
lausekkeena (6.3). Koska /(z) = 42 — 8 — C1e™® 4+ Co(e™* — xe™ ™) saadaan alkuarvoehdoista
y(0) = 2,4/(0) = 3 yhtilopari

2=y(0)=12+C4 — C1=-10
3:y’(0):—8—01—|—02(1—0) Cy =1.

Niinp# alkuarvotehtivin (6.4) ainoa ratkaisu on funktio y(z) = 22% — 8z + 12 — 10e™% + ze 2.

Huom! Kun differentiaaliyht&lé on ratkaistu, on ratkaisun oikeellisuus hyvi tarkistaa deri-
voimalla ratkaisufunktiot ja sijoittamalla derivaattojen arvot alkuperiiseen differentiaaliyhtaloon;
samalla on hyva tarkistaa myo6s alkuarvoehtojen toteutuminen, jos kyseesséd on alkuarvotehtéva.
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6.3 Eksponenttifunktio kompleksitasossa
Eksponenttifunktio kompleksitasossa madritellidn kaavalla

(6.5) e =e*(cosy +isiny), z=x+iyeC.

Kun z = Re z = x, saadaan tavallinen reaaliakselilla mééritelty eksponenttifunktio. Kun z = iy,
saadaan ‘
e =cosy+isiny. (Eulerin kaava)

Kun z esitetédén napakoordinaateissa z = |z|(cos ¢ + isin ¢), saadaan jokaiselle kompleksiluvulle
z # 0 seuraava esitys eksponenttifunktion avulla

(6.6) z = |z]e" = el g = elzl+ie 5 5,

s s

; m . mi .
tri— 1 ez =ijae 2z = —i.

Esimerkkeji: €™ =¥ =1, e

Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista seuraa

eVie2 = (cos(y1) + isin(y1)) (cos(ya) + isin(ya))
= (cos(y1) cos(ya) — sin(y1) sin(yz)) + i (sin(y1) cos(y2) + cos(y1) sin(yz))
= cos(y1 + y2) + isin(yy + yp) = W12,
Tamén nojalla e® toteuttaa myos kompleksitasossa kaavan

e¥1%2 — e(:c1+a:2)+i(y1+y2) (x1+z2) | ei(yl+y2) T1 ,T2 iy1€iy2

= %leT2e T1+wy1 pT2+ey2 21 22

=€ =€ = e e,

Kadntden: Kaavasta e®1%2 = e*1e*2 seuraa seké sinin ettd kosinin yhteenlaskukaavat huomioimalla
Eulerin kaava (arvoilla z; = iy;, zo = iy2; katso ylld olevan kaavan johto).
Sini- ja kosinifunktion jaksollisuudesta seuraa, ettd e on 2mi-jaksollinen funktio,

M —e* 2 eC.

Siten e® saavuttaa kaikki arvonsa jo ns. jaksovyossidin —m <y <7, x € R.

Huom. Selviisti e* # 0 Vz € C, silli |e*| = ef? = ¢¥ > 0 V2 € R. Toisaalta kaavan (6.6)
nojalla kaikki arvot z € C\ {0} kuuluvat e*:n arvojoukkoon.

Huom. Eksponenttifunktion méiritelmésti (6.5) nihdiin, ettd e = e®e” kompleksitason
pisteessd z = x + iy médrdytyy olennaisesti sen arvoista imaginaariakselilla z = ¢y eli Eulerin
kaavasta. Palautetaan mieleen reaaliakselilla méériteltyjen funktioiden e”, sinz ja cosx Taylor-
sarjakehitelméit:

© n o0 s o0 . 22k
xr __ - 3 _ _ - — _
e —nzjon!, smx—kz_o( 1) Ok cosx—kz_:o( 1) on

Korvaamalla e*:n Taylor-sarjakehitelmésséd luku = imaginaariluvulla ¢y ja huomioimalla, etta

n on=4k
N 1w, n=4k+1
(iy)" = —y", n=4k+2
n

—iy™, n=4k+3
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todetaan, etté
p2k+1

ez‘yzz(iz')”:z( Z 2k:+1) )—cosy—i—isiny,

n=0 ’ k=0 k=0

mik4 osaltaan selittdd e*:n médritelmén (6.5) ja Eulerin kaavan sisillon.



