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Luku 0

Logiikkaa ja joukko-oppia

With a few brackets it is easy enough to see that 5 + 4 is 9. What is not
easy to see is that 5 + 4 is not 6. — Carl Linderholm

We all have a tendency to think that the world must conform to our preju-
dices. The opposite view involves some effort of thought, and most people
would die sooner than think — in fact they do so. — Bertrand Russel

Life is a tragedy for those who feel, and a comedy for those who think.
— Jean de La Bruyere

Tamén luvun tarkoitus on, logiikan ja joukko-opin esittelyn liséksi, esittéa for-
maaleja merkintédtapoja eli notaatiota. Toivottavasti tdma luku myos antaa al-
kusysédyksen tésmaéllisen ajattelun harjoittamiseen. Nimittdin tdsméllinen notaa-
tio ja tdsmaéllinen ajattelu kulkevat kési kédessa.

0.1 Logiikka

Logiikka on kaiken tiedon, péittelyn ja pédtoksenteon perusta. Siksi onkin
hammastyttaviad, kuinka vdhan logiikkaa opetetaan suomalaisessa koulutusko-
neistossa. Taman luvun tarkoitus on, vahéisessd méarin, korjata téta epéakohtaa.

Propositiologiikka

Propositio- eli lauselogiikassa yhdistetdaan vaitteita, eli propositioita, toisiinsa loo-
gisilla konnektiiveilla. Propositiologiikan idea on se, etté jos annettujen niin sanot-
tujen atomilauseiden totuusarvot tiedetéén, niin niistd konnektiiveilla johdettujen
yhdistettyjen lauseiden totuusarvot voidaan laskea.

Esitdmme useimmin kéytetyt konnektiivit ja niiden totuustaulut. Totuustau-
luissa konnektiivit mééritellddn luettelemalla kaikki mahdolliset totuusvaihtoeh-
dot. Tauluissa 0 tarkoittaa valhetta ja 1 totta.
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0.1.1 Maésritelmé (Disjunktio ja konjunktio). Disjunktio V tarkoittaa “tai” ja
konjunktio A tarkoittaa “ja”. Niiden totuustaulut ovat (samassa taulussa):

0.1.2 Huomautus (Disjunktion ja konjunktion symmetria). Seka disjunktio etta
konjunktio ovat symmetrisia: AV B=BV Aja ANB=BAA.

0.1.3 Huomautus. Disjunkio on “pelkéstéaéin tai”. Se ei ole “joko-tai”: esimer-
kiksi loogisesti viite “Pekka on mies tai marjanpoimija” on totta, vaikka Pekka
olisi sekéd mies ettd marjanpoimija.

0.1.4 Mairitelmi (Negaatio). Negaatio — kddntdd viitteen: = A on totta jos
ja vain jos A ei ole totta:

1
0

0.1.5 Huomautus (Negaation negaatio). Kieltdmisen kieltdminen on sallimista:
-—P =P.

0.1.6 Esimerkki. Jos P tarkoittaa “kaikki autot ovat punaisia”’, niin =P tar-
koittaa “ei pidad paikkaansa, ettd kaikki autot ovat punaisia” eli “on olemassa
auto, joka ei ole punainen”.

0.1.7 Maéiritelmé (Implikaatio ja ekvivalenssi). Implikaatio — tarkoittaa loo-
gista seurausta ja ekvivalenssi <> tarkoittaa implikaatioita molempiin suuntiin.
Implikaation ja ekvivalenssin totuustaulut ovat (samassa taulussa):

— O =
_ O O =

0.1.8 Huomautus (Ekvivalenssi on symmetrinen, implikaatio ei ole). Selvisti
PQ=Q<+ P, mutta P—>Q #Q — P.
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0.1.9 Huomautus. Implikaatio P — () luetaan “P:std seuraa Q7 tai “P impli-
koi Q:n” tai “jos P, niin ()7 tai “() on vélttaméton P:lle” tai “P on riittavé
Q:lle”. Itse asiassa loogisesti P — () on sama kuin =P V Q! Tdmé&n nikee
helposti esimerkiksi totuustaulusta

Jos P ja @ ovat viitteitd, niin ekvivalenssi P <> @ tarkoittaa (P — Q) A
(Q — P). Toisin sanoen P <> ) tarkoittaa, ettd viite P on totta jos ja vain jos
viite () on totta.

Lopuksi huomattakoon, ettd P — @) tarkoittaa “Q) jos P” ja P < @ tar-
koittaa “@) jos ja vain jos P”.

0.1.10 Esimerkki. Olkoot

P = “Pekka rakastaa Liisaa”,

@ = “Pekka rakastaa Sigriduria”.

Talloin vaite, tai kaava,
(PVQ)A(PAQ)

sanoo ‘“Pekka rakastaa joko Liisaa tai Sigridurid”.

0.1.11 Lause (De Morganin kaavat). Disjuktiot ja konjunktiot voidaan negaation
avulla vaihtaa toisikseen kaavoilla

(0.1.12) ~(PAQ) = (=P)V(=Q),
(0.1.13) ~(PVQ) = (=P)A(—Q).
Todistus. Viitteet on helppo todistaa tarkistamalla kaikki mahdolliset totuus-

vaihtoehdot totuustaulujen avulla. Todistamme vain kaavan (0.1.12). Kaavan
(0.1.13) todistus menee samalla tavalla.

Viite seuraa siité, ettd neljds ja viimeinen sarake ovat samoja. Il
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Predikaattilogiikka

Predikaattilogiikkaan paastiain propositiologiikasta, kun viitteisiin lisitaan muut-
tujia ja kaavoihin lisdtadn kvanttoreita.

Predikaattilogiikassa véitteessd kaksi termié: subjekti ja predikaatti. Subjek-
tista véitetddn jokin predikaatti, eli ominaisuus. Esimerkiksi vaitteessd “7 on
alkuluku” predikaatti “on alkuluku” véitetddn subjektista “77.

0.1.14 Esimerkki. Olkoon
P(z) = “x on alkuluku”.

Nyt siis  on muuttuja ja P on jokin ominaisuus joka kertoo jotakin x:sté, eli
predikoi x:&4. Télloin P(x) on viite, joka voi olla totta tai olla olematta riippuen
muuttujan = arvosta. Esimerkiksi P(3) on totta ja P(4) on valhetta.

0.1.15 Maéiritelma (Eksistenssikvanttori). Eksistenssikvanttori 3 tarkoittaa
“on olemassa” tai “jollekin”.

0.1.16 Esimerkki. Jos P(z) on kuten esimerkissd 0.1.14, niin kaava JxP(x)
tarkoittaa “on olemassa x, jolle P(x) pétee”, eli “on olemassa alkuluku”. Viite
on muuten totta ©.

0.1.17 Maééritelmé (Universaalikvanttori). Universaalikvanttori ¥ tarkoittaa
“kaikille” tai “jokaiselle”.

0.1.18 Esimerkki. Jos P(z) on kuten esimerkissa 0.1.14, niin kaava Vo P(x) tar-
koittaa “P(z) pétee kaikille z”, eli “kaikki luvut ovat alkulukuja”. Viite muuten
ei ole totta ©.

0.1.19 Esimerkki. Olkoot

P(z,y) = “z rakastaa y:té,

Q(z) = “x:44 rakastetaan.”.

Talloin kaava
VaP(z,Pekka) — JzQ(z)

sanoo “Jos kaikki rakastavat Pekkaa, niin on olemassa joku, jota rakastetaan.”

Existenssi- ja universaalikvanttori voidaan korvata toisillaan de Morganin kaa-
vojen 0.1.11 laajennuksilla:

(0.1.20) —VzP(r) <= dJz—-P(z),
(0.1.21) —-3JxP(zx) <= Vz-P(x).
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0.1.22 Huomautus (Predikaattilogiikka dérettoméné propositiologiikkana). Jos
tarkastelun kohteena oleva “universumi” on &arellinen, eli subjekteja x on ole-
massa vain ddrellinen maéaré, niin predikaattilogiikka ja propositiologiikka ovat
samoja asioita.

Télloin esimerkiksi laajennetut de Morganin kaavat (0.1.20)-(0.1.21), jotka
pitda ddrettoméssd universumissa olettaa aksiomaattisesti, voidaan todistaa pro-
positiologiikan de Morganin kaavoista (0.1.12)—(0.1.13). Nimittain, jos universu-

missa on vain n subjektia, x1,...,z,, niin talloin esimerkiksi kaava (0.1.20) sa-
noo, etta
(0.1.23) - (P(x1) A+~ ANP(z,)) < (—=P(x1))V- -V (=P(z,)).

Kaava (0.1.23) voidaan johtaa kaavasta (0.1.12) induktiolla seuraavasti:

1. Jos n =2, on (0.1.23) sama kuin kaava (0.1.12). Kaava (0.1.23) siis pétee n:n
arvolla 2.

2. Teemme sitten induktio-oletuksen, etté kaava (0.1.23) pétee yleiselld n:n arvolla
ja

3. osoitamme, etté tésta seuraa, ettd kaava patee arvolla n+ 1. Pitéa siis osoittaa,
ettéd kaava

(0.1.24) = (P(z1) A+ A P(23) A P(2341))
= (P@)) V-V (2P (@) V (2 P(2p41))

patee. Merkitsemaélla

A = P(x))AN--- A P(x,),
B = P(zp+1)

ja kdyttamilld de Morganin kaavaa (0.1.12) saamme

P(zy) A+ A P(xy) A P(xpq1))

-(AA B)

(mA) V (=B)

(~(Px) A= AP(@,))) V (=P (2541)) -

—/

~—~

[

Viite seuraa nyt kayttamaélla induktio-oletusta tdhén. Nimittéin

(=(P(z) Ao AP () V (P (2n41))
= ((2P@@1) V-V (2P(xn)) V (2P (2011))
= (2P(x1) V-V (2P () V (2P (2n11))
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0.2 Joukko-oppi

Matematiikka, ja sitd kautta kaikki tiede, perustuu joukko-oppiin. Kuten logiik-
kaa, joukko-oppiakaan ei opeteta juurikaan suomalaisessa koululaitoksessa (to-
sin tdhdn saattaa olla hyvé syy 70-luvun ylilyonneissd). Korjaamme siis tétékin
epikohtaa hieman.

0.2.1 Mésritelmé (Joukko, kuuluu joukkoon). Joukko on “jirkevd”! kokoelma
alkioita. Jos alkio a kuuluu joukkoon A, merkitsemme a € A. Jos alkio a ei kuulu
joukkoon A, niin merkitsemme a ¢ A.

0.2.2 Huomautus. Loogisesti siis a € A on viite —(a € A) samalla tavalla kuin
véite 1 # 2 on vaite —(1 = 2).

0.2.3 Misritelmé (Inkluusio, osajoukko). Joukko A on joukon B osajoukko,
jos
acA = acb.

Talloin merkitsemme A C B. Relaatiota C kutsutaan inkluusioksi.

0.2.4 Huomautus (Osajoukko ja aito osajoukko). Merkintd C, sekaantuessaan
merkintdin <, antaa ymmartad hieman liikaa. Nimittdin A C B on totta, vaikka
olisi A = B. Tamén takia joskus kdytetddnkin merkinndn C sijasta merkintaé
C. Merkintd C tarkoittaa aitoa osajoukkoa: A C B, jos A C B ja A# B.

0.2.5 Masaritelma (Komplementti ja poisto). Joukon A komplementti on
A = {aeQadg A}

Tassa 2 on universaalijoukko, jonka suhteen komplementointi ymmaérretdan. Jou-
kon B poisto joukosta A on joukko

ANB = {a;a€ AN a¢ B}.
Télloin siis A° = Q L A.
0.2.6 Mairitelméa (Yhdiste ja leikkaus). Joukkojen A; ja Ay yhdiste on joukko
AJUAy, = {a;a€ A; Vae Ay}
Joukkojen A; ja Ay leikkaus on joukko

AlﬂAg = {(l;CLEAl/\GGAQ}.

'Kokoelma {A4; A ¢ A} ei ole “jirkevi”.
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0.2.7 Méaaritelmé (Yleistetty yhdiste ja leikkaus). Olkoon J jokin joukko, ja
olkoon A; joukko jokaisella j € J. Yleinen yhdiste ja leikkaus ovat joukkoja

UAj = {a;3jeJ:ac A},
jeJ
(A = {a;VjeT:ae A},
jeJ

0.2.8 Huomautus (Yhdisteen ja leikkauksen symmetria). Yhdiste on symmet-
rinen: A; U Ay = Ay U A;. My06s yleistetty yhdiste on symmetrinen:

Ua = U4,
jeJ jeJ
missé (k;) : J — J on miké tahansa joukon J permutaatio eli uudelleenjérjestys.

Samat symmetriat péatevit myos leikkaukselle ja yleistetylle leikkaukselle.

0.2.9 Huomautus (Muita merkintéja yleistetylle yhdisteelle ja leikkaukselle).
Jos J =N=1{1,2,...}, niin merkitsemme myos

Ua, = J4 = Audu---,
jed j=1
N4 = (4 = Andn--.
jed j=1

Jos J={1,2,...,n}, niin merkitsemme myos

UAj = UAJ == A1UUAn,

jeJ j=1
N4 = (4 = An-nA4,
JjeJ j=1

0.2.10 Mé&éaritelmé (Karteesinen tulo). Jos A ja B ovat joukkoja, niin kartee-
sinen tulo A X B on (jarjestettyjen parien) joukko

AxB = {(a,b);a€c Abe B}.

Kiytdmme lyhennysmerkintéii A2 = A x A ja yleisemmin A" = Ax .- x A (n
kertaa).

0.2.11 Huomautus. Tarkalleen ottaen edellisen méaritelmén nojalla esimerkiksi
joukon R3 = R? x R alkiot olisivat muotoa ((x1,3),23), missi reaalilukupari
(x1,22) on paritettu reaaliluvun z3 kanssa. Yleisesti kuitenkin tehdédén ilmiselva
samaistus ((z1,x2),23) ~ (21, T2, T3).
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0.3

Harjoitustehtavia lukuun 0

0.1 Harjoitustehtava. Kaava on tautologia, jos se on aina totta. Kaava on
ristiriita, jos se on aina valhetta. Mitkd seuraavista kaavoista ovat tautologioita
tai ristiriitoja?

(a)
(b)
(c)
(d)
c)
)
)
)

(
(f
(g
(h

PV —P.

(P=Q)V(Q—P).
VaeP(z) V JzP(x).

(Va,y) P(z,y) vV (3z,y)(=P(z,y)).
P N —P.

(P=Q)A(Q—P).
JzP(x) A VxP(x).

(Va,y) P(z,y) A (Bz,y)(=P(z,y)).

0.2 Harjoitustehtédvi. Kirjoita esimerkin 0.1.19 merkinnéilld loogisin kaavoin
seuraavat viitteet:

b)
(c)
(d)

(a)
(

Kaikki rakastavat Pekkaa, mutta Pekka ei rakasta ketaén.

Kaikki rakastavat kaikkia.

Kukaan ei rakasta ketdén.

Jokaisella on joku, joka rakastaa héntéd, mutta on olemassa rakkautta, joka
ei ole molemminpuolista.

0.3 Harjoitustehtidva. (a) Looginen seuraus eli implikaatio ja arkikielen syy—

seuraus eli kausaliteetti ovat kaksi eri asiaa. Havainnollista tata keksimalla
asiat eli tosiasiaviitteet P ja @, joille P — @), mutta P seuraakin ():sta
kausaalisesti.

Kausaliteetti ja implikaatio sekoitetaan usein. Mutta soppaa hdmmentaa
viela liséksi korrelaation késite. Karkeasti ottaen korrelaatio tarkoittaa ti-
lastollista samanaikaisuutta: tapahtumat A ja B korreloivat positiivisesti,
jos tieto tapahtuman A sattumisesta lisdd uskottavuutta tapahtuman B
sattumiseen.

Selitd, miksi korrelaatio, implikaatio ja kausaliteetti ovat kaikki taysin eri
kéasitteitd, mutta miksi korrelaatio on néistéa késitteistd padtoksenteon kan-
nalta kuitenkin keskeisin.

0.4 Harjoitustehtivi. Osoita, ettéd jokainen looginen kaava voidaan kirjoittaa
kayttamalla pelkéstddn symboleja 3, — ja A. Toisin sanoen symbolit V, —,
ja V voidaan eliminoida kaavasta.

0.5 Harjoitustehtdvi. (a) Osoita, ettd symboleilla V (tai) ja A (ja) voi las-

kea viitteitd formaalisti tasmélleen samaan tapaan kuin symboleilla + (yh-
teenlasku) ja - (kertolasku) voi laskea formaalisti lukuja.
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(b) Osoita, ettd symboleilla U (yhdiste) ja N (leikkaus) voi laskea viitteitéa
formaalisti tdsméilleen samaan tapaan kuin symboleilla + (yhteenlasku) ja
- (kertolasku) voi laskea formaalisti lukuja.

0.6 Harjoitustehtava. Tulkitse seuraavat joukot suorasanaisesti.

(a) S%(r) = {(z,y,2) € R?; 2 +y* + 2° = r?}.
(b) P={neN;3k,neNk>2:n=km}°.
(c) graph(f) = {(z,y) € R?; y = f(2)}.

(d) R* = UpenR".

0.7 Harjoitustehtavi. Esitd seuraavat joukot joukko-opillisin merkinngin:

) Parillisten luonnollisten lukujen joukko.

b)

(c) Epasymmetristen kaéantyvien matiisien joukko.
)

(a
(

Parittomien alkulukujen joukko.

(d) Niiden reaalilukujen joukko, jotka eivdt ole minkddn polynomifunktion
nolla-kohtia.

0.8 Harjoitustehtidvi. (a) Esitd joukko UjecsA; kdyttamaélld vain joukkoja
A;, komplementointia ja leikkausta.
(b) Esitéd joukko NjeyA; kdyttdmaélld vain joukkoja A;, komplementointia ja
yhdistamisté.
Vihje: De Morgan.

0.9 Harjoitustehtédvi. Miksi {A4; A € A} ei ole joukko?
Vihje: Bertrand Russelin parturi.



Luku 1

Todenniko6isyys

Probability is the very guide of life. — Marcus Tullius Cicero

Probability is expectation founded upon partial knowledge. A perfect
acquaintance with all the circumstances affecting the occurrence of an
event would change expectation into certainty, and leave neither room nor
demand for a theory of probabilities. — George Boole

It is remarkable that probability theory, which originated in the considera-
tion of games of chance, should have become the most important object of
human knowledge. The most important questions of life are, for the most
part, really only problems of probability. — Pierre-Simon Laplace

1.1 Todennikdisyyskisitteet

Klassinen todennikdisyys

Klassinen todennédkoisyys perustuu “yhtd todennikoisen” periaatteelle. Ti-
lannetta jossa esiintyy satunnaisuutta, kutsutaan satunnaiskokeeksi. Satun-
naiskokeen eri tulosmahdollisuuksia kutsutaan alkeistapauksiksi. Klassisessa
todennéakoisyydessé alkeistapauksia on ddrellinen mééard ja ne kaikki ovat yhté
mahdollisia eli yhtd todennékoisid. Tamé olettamus lausutaan sanomalla, etté
alkeistapaukset ovat symmetrisid. Esimerkiksi kolikonheitossa on kaksi symmet-
ristd alkeistapausta, kruuna ja klaava, ja nopanheitossa on kuusi symmetristé
alkeistapausta, pisteluvut 1,2,...,6.

Tapahtuma on alkeistapausten joukko, erityisesti se voi olla tyhja (&) tai
kaikkien alkeistapausten joukko (€2). Tapahtumia merkitdin kirjaimilla A, B,
C, jne., ja alkeistapauksia kirjaimella w. Esimerkiksi nopanheitossa tapahtuma
A voisi olla “nopanheiton tulos on vahintédén nelja”, siis A = {4,5,6}. Tapah-
tuma on varma, jos se sattuu valttamatta jokaisessa satunnaiskokeessa, ja mah-
doton, jos se ei voi sattua yhdessidkéaan kokeessa. Nopanheitossa tapahtuma B =
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“pisteluku on véhintain yksi” = 2 on varma, ja tapahtuma C' = “pisteluvuksi
ei tule mitdan” = & on mahdoton.

1.1.1 Mééritelmé (Klassinen todennékoisyys). Olkoon n kaikkien alkeistapaus-
ten lukumaédré ja n(A) joukon A alkioiden lukumé&éira, jota kutsutaan A:lle suo-
tuisien alkeistapausten lukuméériksi. Tapahtuman A klassinen todenndkdisyys
on

n(A4)
P(A) = ——.
(4)="%
1.1.2 Esimerkki. Tapahtuman A = “nopanheiton tulos on vahintdan nelja”
todennékoisyys on
n(A) 3 1
PA)=——=-=-=05
(4) n 6 2 ’

1.1.3 Huomautus. Alkeistapausten symmetrisyyttéa ei voi perustella matemaat-
tisesti, vaan tarvitaan epamadridinen kasite “umpiméhkéainen valinta”. Alkeista-
pausten symmetrisyyden voisi yrittda johtaa fysikaalisesta symmetriasta. Esimer-
kiksi kolikonheitossa kruuna ja klaava ovat symmetrisia alkeistapauksia, jos kolik-
koa ei ole painotettu. Symmetriaa ei voi kuitenkaan perustella silld, ettd kolikko
olisi fysikaalisesti tdysin symmetrinen — silloinhan kruunaa ja klaavaa ei voisi
erottaa toisistaan.

Geometrinen todennikdsisyys

Symmetrisiin yhtd todennékoisiin tapahtumiin perustuva todennékoisyyden klas-
sinen maéaritelmé on riittdmé&ton. Yksi tapa laajentaa mééritelméa on geometri-
sen todennikoisyyden idea. Téssdkin lahestymistavassa yhtéd todennékoisen késite
on keskeisessé roolissa, mutta geometrista todennékoisyyttd voidaan kuitenkin
hyvalla syylla pitda klassisen todennékoisyyden yleistyksend — esimerkiksi al-
keistapauksia geometrisessa todennakoisyydesséd on ddreton masra.

Geometrista todennékoisyytta voi soveltaa tilanteissa, joissa satunnaiskokeen
tulos voidaan havainnollistaa geometrisella kuviolla ja kiinnostuksen kohteena
oleva tapahtuma A tdmén osakuviona. Téllaisia kuvioita ja niiden osakuvioita
voivat olla esimerkiksi yksiulotteinen jana, kaksiulotteinen tasoalue tai kolmiulot-
teinen kappale. Tilanteen on oltava siind mielessé symmetrinen, ettd A:n mahdol-
lisuus esiinty& riippuu vain A:n geometrisesta mitasta (janalla pituus, tasoalueella
pinta-ala ja kappaleella tilavuus), eikéd lainkaan A:n muodosta tai sijainnista.

1.1.4 Maéaritelméa (Geometrinen todennékoisyys). Tapahtuman A geometrinen
todenndkdisyys on

missd m(A) on tapahtumaa A vastaavaan kuvion ja m koko kuvion geometrinen
mitta.
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Seuraava esimerkki 1.1.5, yhdistettynd suurten lukujen lakiin 1.3.19 ja seu-
raavaksi esitettdvadn todennikoisyyden frekvenssitulkintaan 1.1.7, on kuuluisa
Buffonin neulakoe, jolla voidaan laskea 7 tilastollisesti.

1.1.5 Esimerkki. Lattialla on neliéruudukko, jossa nelién sivu = kolikon hal-
kaisija = 2r. Milld todennédkoisyydella lattialle heitetty kolikko peittdd nelion
kérjen?

Tutkimme kysytyn geometrisen todennékoisyyden selvittamiseksi kolikon kes-
kipisteen sijaintia neliGruudukossa. Koska eri nelitt ovat toisiinsa ndhden samassa
asemassa, voimme tarkastella yhtd neligtd. Sen pinta-ala on m = (2r)? = 4r2.
Tarkastelemme tapahtumaa A = “lattialle heitetty kolikko peittda nelion kirjen”,
jota mallissamme edustaa kolikon keskipisteen sijainti neliossd. Suotuisissa ta-
pauksissa kolikon keskipisteen etdisyys nelion kérjestd on pienempi kuin r

.&

Néin ollen A:m pinta-ala on m(A) =4 - - = 7r?, ja siten

2
P(A) = % - % ~ 0,785.

1.1.6 Huomautus. Geometrisen todennédkoisyyden méarittelyyn liittyy samoja
periaatteellisia ongelmia kuin klassisenkin todennékoéisyyden maéérittelyyn. Va-
kavin puute kummassakin méaaritelméssa on, ettd ne kattavat vain hyvin sup-
pean osan niistd satunnaiskokeista, joista olemme kiinnostuneet. Kummankaan
madritelmén pohjalta on mahdotonta rakentaa alkeistapauksia, joiden avulla voi-
simme johtaa todennékoisyyden, ettd syntyva lapsi on tytto (0,487) tai ettd ra-
dioaktiivisen hiiliatomin *C eliniké on yli 1.000 vuotta (0,883).

Frekventistinen todennikdsisyys

Perinteinen tilastollisen todennékoisyyden késite perustuu frekvenssitulkintaan,
joka puolestaan perustuu suurten lukujen lakiin.


http://en.wikipedia.org/wiki/Buffon's_needle
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Tarkastelemme satunnaiskoetta, jota voidaan toistaa samanlaisissa olosuhteis-
sa rajattomasti. Olkoon A téhén kokeeseen liittyva tapahtuma ja F,(A) tapah-
tuman A esiintymiskertojen lukumé&ard n:ssé toistossa.

1.1.7 Maéaritelmi (Frekventistinen todenndkoisyys). Tapahtuma A:n suhteel-
lisen frekvenssi on

Fu(A)

n

fn(A) -

Suurten lukujen lain 1.3.19 nojalla toistojen lukuméaéran n kasvaessa suhteellinen
frekvenssi f,(A) keskittyy tietyn luvun liheisyyteen. Tapahtuman A frekventis-
tinen todenndkdisyys on juuri kyseinen luku:

P(A) = lim f,(A).
n—oo
1.1.8 Esimerkki. Huomautuksen 1.1.6 tyton syntymén todennikdéisyys 0,487
on saatu siité, ettd historiallisesti jokaisesta tuhannesta syntyneesté lapsesta kes-
kimé&érin 487 on ollut tyttoja. Radioaktiivisia hiiliatomeja tarkasteltaessa taas
havaittiin, ettd keskimédrin 833 hiiliatomia tuhannesta saavutti kunnioitettavan
tuhannen vuoden idn ©.

1.1.9 Huomautus. Frekventistisen todennékoisyyden késitteeseen liittyy usei-
ta filosofisia ongelmia. Von Mises esimerkiksi katsoi, ettd todennékoisyydet liit-
tyvét vain ja ainoastaan ddrettomiin toistokokeisiin. Tama ndkemys, vaikkakin
filosofisesti hygieeninen, tekee todenndkdoisyydesté kidytannon kannalta merkityk-
settoman. Kaytadnnossa ddrettomié toistokokeita ei ole. Sen sijaan tulee tyytyé
adrellisiin approksimaatioihin.

Bayeslidinen todennikoisyys

Bayesldainen todennékoisyystulkinta on nyky#ddn varmaankin suosituin eri to-
dennékoisyystulkinnoista — tosin aikanaan sitd pidettiin yleisesti epéailyttavéana.

1.1.10 M3aaritelméa (Bayeldinen todenndkoisyys). Bayesldisessd tulkinnassa to-
dennékoisyys on uskomuksen aste ja se koskee viitteitd. Toisin sanoen véitteen
todennikoisyys on sitd lahempéna ykkostd, mitéd uskottavampana sitd pidetédén.

1.1.11 Huomautus. Maéritelméa 1.1.10 on selvésti hamara. Siitda onkin olemassa
monia enemmén tai vihemmé&n hdméria muotoiluja riippuen siité, millainen on
uskomisen subjekti.

Subjektiivisessa muodossa bayesldinen todenndkoisyys on jokaiselle uskojalle
omansa: kaksi eri henkil6d voi padtyd samoilla tiedoilla eri todennéakdisyyksiin.
Tama on De Finettin todennéakdisyyden filosofinen perusta ja sité voitaneen pitaé
vahintdiankin yhtd epdonnistuneena kuin Von Misesin filosofiaa.
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Objektiivisen tulkinnan mukaan “rationaalisten uskojien” tulee samalla infor-
maatiolla paétya samoihin todennékoisyyksiin. Tahédnkin tulkintaan liittyy ongel-
mia. Suurin ongelma lienee se, ettd kukaan ei ole koskaan havainnut “rationaalista
uskojaa”.

Kaytinnossd bayesldinen todennékoisyyslaskenta perustuu priorin, uskot-
tavuuden ja posteriorin' yhdistdmiseen Bayesin kaavalla: henkilolld on prio-
rindkemys P(A) tapahtuman A todennikoisyydesta. Sitten sattuu tapahtuma
E (evidenssi). Talloin henkilén on paivitettavi priorindkemyksensd P(A) pos-
teriorindkemyksekseksi P(A|E), missd tapahtuman FE sattuminen on otettava
huomioon. Pé#ivittdminen onnistuu, jos henkiloé pystyy médrittdméan tapahtu-
man F uskottavuuden P(E|A) priorindkemyksensd P(A) valossa. Nimittdin
talloin Bayesin kaava sanoo, etté

P(A)P(E[A)
P(E)
P(A)P(E]A)
P(A)P(E]A) + P(A9)P(E|A)’

P(A|E) =

Todistamme Bayesin kaavan myohemmin tésséa luvussa.

1.1.12 Esimerkki. Mitkd todennédkodisyyskasitteista klassinen, geometrinen,
frekventistinen tai bayesldinen (sen eri muodoissaan) sopivat seuraaviin to-
dennékoisyytta koskeviin vaitteisiin?

(a) Todennékoisyys ettd nopanheitossa saadaan silméluku 5 on 1/6.

(b) Todennikdisyys ettd nopanheitossa saadaan silméaluku 5 on 1/5.

(¢) Dinosaurukset kuolivat sukupuuttoon todennékoisesti meteorin torméttyé
maahan.

(d) Todennidkdsisyys ettd Kokoomus on Suomen suurin puolue vuoden 2008 kun-
tavaaleissa on 99,9%.

(e) Kolikkoa on heitetty 7 kertaa ja joka kerralla saatiin klaava. Todennékoisyys
saada klaava seuraavallakin heitolla on 8/9.

(f) Kolikkoa on heitetty 7 kertaa ja joka kerralla saatiin klaava. Todennékoisyys
saada klaava seuraavallakin heitolla on 1.

(g) Kolikkoa on heitetty 7 kertaa ja joka kerralla saatiin klaava. Todennékdisyys
saada klaava seuraavallakin heitolla on 1/2.

(h) Todennikoisyys sille, etté tikanheittdja N.N. osuu tdsmaélleen napakymppiin
seuraavalla heitolla on 0.

Kohtaan (a) soveltuu mitd ilmeisimmin symmetriaan perustuva klassinen
tulkinta: nopassa on kuusi sivua ja noppa on symmetrinen. Siten jokainen si-
vu on yhtd todennékoinen, ja silméluku 5 vastaa yhtd sivua. Siten kysytty

LPriori’ tarkoittaa ‘ennen’, ja ‘posteriori’ tarkoittaa ‘jilkeen’.
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todennidkoisyys on 1/6. Kohtaan (a) sopii kylld myos bayesldinenkin tulkinta.
Bayesldisen ajatus voisi menné vaikka nédin: “Minulla ei ole mitd&in muuta tietoa
nopasta, kun ettd siind on kuusi tahkoa. Otanpa kadyttéon — ilman parempaa tie-
toa tulosmahdollisuuksien mahdollisista eroista — tasaisen priorin, eli ajattelen
ettéd jokainen tulosmahdollisuus on yhtéd todennékoinen.”

Kohtaan (b) klassinen tulkinta ei oikein sovi, ellei kyseessé ole symmetrinen
viisisivuinen noppa (onko sellaisia). Sen sijaan frekventistinen ja bayesldinen tul-
kinta tulevat kysymykseen. Frekventistinen tulkinta voi nousta esimerkiksi ta-
pauksessa, jossa ko. noppaa on heitetty 15 kertaa ja 3 kertaa on saatu silméluku
5. Vaikka saatu tulos on tdysin mahdollinen — eiké edes tavattoman harvinai-
nen — symmetrisen nopan tapauksessa antaa saatu tulos frekventistille pienen
epdilyksen siitéd, ettd noppa on painotettu. Bayesldinen tulkinta on voi nousta
esimerkiksi yksinkertaisesti siitd syysté ettd valitaan erilainen priori kuin kohdas-
sa (a). Itse asiassa bayesldinen tulkinta, varsinkin sen subjektiivinen muoto, on
niin yleinen, etté se sopii kdytdnnossa kaikkiin mahdollisiin tapauksiin.

Kohtaan (c) on vaikea kuvitella muuta kuin bayesldisti tulkintaa, joka sopii
kaikkiin tilanteisiin.

Kohta (d) ei juurikaan kaipaisi tulkintaa, jos véitetty todenndkéisyys olisi
100%. Kyseessidhdn on mennyt tapahtuma, jonka tiedimme varmasti sattuneeksi.
Ainoa tapa selittdd todennikoisyys 99,9% on subjektiivinen bayesldinen tapa.
Bayeslidinen voi esimerkiksi ajatella seuraavasti: “On 0,1% todennékoisyys etté
Kokoomus ei oikeasti ollutkaan vaalien suurin puolue, vaan ettd me kaikki elamme
jonkinlaisessa harhassa.”

Kohtaan (e) sopii bayesliinen tulkinta. Itse asiassa esitetty luku 8/9 tulee
nimenomaan bayesléisestd tavasta, kun kiytetddn “tasaista prioria” (luennoija
selittaa laskut pyynnosta).

Kohtaan (f) sopii (&déri) frekventistinen tulkinta. Frekventisti on ndhnyt 7 tois-
ton toistokokeen, jossa jokaisessa on tullut klaava. Siis tapahtuma “seuraavallakin
heitollatulee klaava” on frekventistin mielestd varma. Toki frekventisti ymmaértas,
ettd 7 toistoa on vield kohtalaisen pieni maéara — erityisesti se on paljon pienempi
kuin +oo, jonka frekventisti tarvitsee voidakseen téaydelld varmuudella maaratéa
todennéakoisyydet. Siispé frekventistin mielestd tapahtuma “seuraavallakin hei-
tolla tulee klaava” on varma, mutta frekventisti ei ole kovin varma siité.

Kohtaan (g) sopii klassinen tulkinta. Klassisisti ajattelee, etta kolikko on sym-
metrinen ja siten todennikoisyys saada klaava on aina 1/2. Saatu data — 7
klaavaa, eikd yhtédn kruunaa — ei horjuttanut klassisistin uskoa kolikon sym-
metrisyyteen. Ehkd hin ajattelee seuraavasti: “Jos kolikko on reilu, eli klaa-
van todennikoisyys on 1/2, niin todennikoisyys saada 7 klaavaa putkeen on
(1/2)" = 0,78%. Témé on toki harvinaista, mutta ei erityisen epiuskottavaa.”

Kohtaan (h) sopii geometrinen tulkinta sekd — kuten aina — bayesldinen
tulkinta.
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1.2 Todennikdisyyden laskusddnnot

Todennikoisyyden aksioomat

Olemme térménneet vahintdédnkin neljaén eri todennékoisyystulkintaan. Nama
eri tulkinnat eivat ole kaikin puolin taysin yhteensovitettavissa. Mutta, oli to-
dennékdisyyden tulkinta sitten mikd tahansa, sen on toteutettava seuraavat Kol-
mogorovin aksioomat:

1.2.1 Mééritelmé (Todennékoisyyden aksioomat). Joukkofunktio P on toden-
nakoisyys, jos pétee

(i) P(A) > 0 kaikilla tapahtumilla A.

(i) P(Q2)=1.

(iii) Jos tapahtumat Ay, k € N, ovat erillisia, eli A, N A; = @ kun i # j, niin

silloin
P <U Ak> = > P(A).

keN keN

1.2.2 Huomautus. Todennikoisyyden médritelméssia 1.2.1 aksioomat 1.2.1(i)
(positiivisuus) ja 1.2.1(ii) (ddrellisyys) ovat ilmiselvié. Sen sijaan kolmas aksiooma
1.2.1(iii) (tdys- tai sigma-additiivisuus) on epétriviaali, jopa kiistanalainen. Se
on kuitenkin valttamaton esimerkiksi todennékoisyyden frekvenssitulkintaa 1.1.7
varten.

Lause 1.2.3 esittdd muutamia todennékoisyyden laskusdéantojé, jotka seuraa-
vat loogisesti Kolmogorovin aksioomista.

1.2.3 Lause (Todennékoisyyden laskusdantojd). Olkoot A, B, Ay, ..., A, tapah-
tumea. Tdalloin

() P(A) = 1 P(A),
(ii) jos AC B, niin P(B\ A) =P(B) —P(A),
(i) P(AUB) —P(A)—I—P(B) P(ANB),

)

(iv
P(A,U---UA4,) = Z ZZ (AN A))

i:1<i<n 4,7 :1<i<j<n

+ 3 3N PAnA; N4

ik 1<i<j<k<n

— ZZZZ P(A;NA; N AL N A)

+(=1)"P(A; NN A).
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1.2.4 Huomautus. Kohtaa (i) kutsutaan komplementtikaavaksi, kohtaa (ii) kut-
sutaan wvdhenyskaavaksi, kohtaa (iii) kutsutaan summakaavaksi ja kohtaa (iv)
kutsutaan yleiseksi summakaavaksi, inkluusio—ekskluusioperiaatteeksi tai seulape-
riaatteeksi.

Ennen todistusta havainnollistamme lauseen 1.2.3 laskusdantoja Venn-
diagrammien avulla.

Kaavan 1.2.3(i) tapahtuman A komplementille nikee kuvasta

Q

Kaavan 1.2.3(ii) néikee edellisestd kuvasta tulkitsemalla tapahtuman B koko
avaruudeksi 2.

Kahden tapahtuman A ja B summakaavan 1.2.3(iii) nékee kuvasta

Q

Yleisen summakaavan 1.2.3(iv) ymmértédmiseksi havainnollistamme aluksi kol-
men tapahtuman A, B ja C tilannetta:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)

—-P(ANB)-PANC)-P(BNC)
+P(ANBNCQC).
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Neljélle tapahtumalle Ay, Ay, As ja Ay kaava 1.2.3(iv) sanoo:

P(A; UAyU A3 U Ay)
= P(A;) +P(As) + P(A3) + P(Ay)
—P(A; N Ay) —P(A1 N A3) —P(AT N Ay)
—P(Ay N A3) —P(Ay N Ay) — P(A3 N Ay)
+P(A1NA N A;) + P(AL N AN Ay)
+P(A; N As N Ay) + P(A; N A3 N Ay)
—P(A1NANA3NAy).

Ay 0

Ay

Yleinen summakaava 1.2.3(iv) on nyt helppo arvata edellisistd kuvista.

Lauseen 1.2.3 todistus. (i) Koska Q@ = AU A° ja AN A° = @, niin to-
dennékoisyyden adrellisyydestéa ja tdaysadditiivisuudesta seuraa, ettd

1 = P(Q)
— P(AU A%
= P(A) +P(A%).

Viite seuraa téstd vihentdmalld P(A°) puolittain.
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(i) Koska A C B, niin A on erillinen yhdiste
B = (B\A) UA.

Siten, aksiooman 1.2.1(iii) nojalla,

P(B) = P(B\A)+P(A).
Viite seuraa tastd vihentdmilla P(A) puolittain.
(iii)  Yhdiste AU B voidaan esittédé erillisenéd yhdisteené

(A\B)U (ANnB) U (B\A).
Siten, kdyttamélla aksioomaa 1.2.1(iii), saamme

P(AUB) = P(A\B)+P(ANB)+P(B\A).

Toisaalta harjoitustehtavén 1.3 nojalla

P(A\ B) = P(A)—P(ANB),
P(B\ A) = P(B)-P(ANB).

Siten

P(AUB) = P(A\B)
+P(AN B)
+P(B\ A)
= P(A)-P(ANB)
+P(AN B)
+P(B) —P(AN B)
= P(A)+P(B)-P(ANDB).

(iv) Harjoitustehtéva 1.4. O

1.2.5 Esimerkki. Uurnassa on 3 valkoista palloa ja 7 mustaa palloa. Uurnasta
nostetaan 2 palloa. Miké on todennékoisyys, ettd molemmat nostetut pallot ovat
valkoisia, kun

(a) pallot nostetaan samanaikaisesti,

(b) ensin nostetaan yksi pallo, tarkistetaan sen véri, palautetaan pallo uurnaan,
ja sitten nostetaan toinen pallo.
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Ratkaisemme esimerkin 1.2.5 ensin viittaamatta yleiseen (kombinatoriseen)
teoriaan, ja sitten kerromme yleisestd kombinatorisesta viitekehyksesté.

Kohdassa (a) symmetriset alkeistapaukset ovat kaikki 2 pallon nostot 3 +
7 = 10 pallon joukosta. Tulkitsemme jokaisen noston yhté todennédkoiseksi. Eri
tapoja nostaa 2 palloa 10 pallon joukosta on 45 kappaletta. Nimittdin voimme
kuvitella nostot kahdessa vaiheessa. Ensiksi nostamme yhden pallon. Meilld on 10
eri tapaa tehda tamé, silla palloja on 10. Sitten nostamme toisen pallon. Meilld
on 9 eri tapaa tehdd tdmaé, silld uurnassa on enéi jaljella 9 palloa. Siis jokaista 10
ensimmaéistéd nostoa kohden meilld on 9 toista nostoa. Yhteensd tdmé tekee 10-9 =
90 erilaista nostoa. Koska kuitenkin peréttéiset nostot olivat kuviteltuja, emme
voi erottaa ensimmaéisté ja toista nostoa toisistaan. Siten nosto “ensin a ja sitten
b” nayttdd samalta kuin nosto “ensin b ja sitten a”. Néainollen eri nostoja on
oikeasti vain 90/2 = 45 kappaletta. Enté sitten suotuisat nostot? Kuinka monella
tavalla voimme nostaa 2 valkoista palloa? Kuwvittelemalla tilanne toistokokeeksi
ndemme, ettd ensimmadiselld nostolla uurnassa on 3 valkoista palloa. Voimme
siis nostaa valkoisen pallon kolmella eri tavalla. Seuraavalla nostolla uurnassa on
kaksi valkoista palloa jiljelld, silld olemme jo nostaneet toisen valkoisen pallon
sieltd. Siten toisella nostolla on siis kaksi nostaa valkoinen pallo. Yhteensa tadmé
tekee 3-2 = 6 tapaa nostaa kaksi valkoista palloa toistokokeessa. Koska kyseessé
ei kuitenkaan ollut toistokoe joudumme jakamaan tuloksen samalta nayttavien
toistojen lukuméiralld. Saamme 6/2 = 3 tapaa. Siten kysytty todennékédisyys on

3 1
T - = 6,667%

Kohdassa (b) voimme ajatella tilannetta toistokokeena. Nimittédin koska
nostettu pallo palautetaan takaisin uurnaan, pysyy uurna samanlaisena toiston
jalkeen. Nyt ensimmaéiselld nostolla todennékoisyys saada valkoinen pallo on
3/10, silld tapoja nostaa valkoinen pallo on 3 ja tapoja nostaa jokin pallo on
34 7 = 10. Klassisen tulkinnan mukaan jokainen nosto on yhtd todennékdinen.
Toisella nostolla tilanne on sama. Nyt ainoa tapa nostaa kaksi valkoista pal-
loa on, ettd molemmilla nostoilla nostetaan valkoinen pallo. Siten kysytty
todennidkdisyys on, riippumattomien toistojen periaatteen nojalla,

3.3 _ 2 _ gy
10 10 100

Tarkastelemme sitten kohtia (a) ja (b) seuraavassa yleistetyssd viitekehyk-
sessd: uurnassa on v valkoista palloa ja m mustaa palloa, nostamme n palloa, ja
kysytty todennékoisyys on

“Mikéa on todennédkoisyys, ettd nostamme k valkoista palloa?”

On selvéa, ettd jos k£ > v, niin kysytty todennikdisyys on nolla. Siten jatkossa
oletamme, ettd k on joko 0, 1, 2, ..., v—1 tai v.
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Kohdan (a) yleinen tarkastelu: Ensiksi meidan on laskettava kaikkien mah-
dollisten alkeistapausten lukumééra. Eli kuinka monta tapaa on nostaa n palloa
joukosta, jossa on m + v palloa? Télle kombinatoriselle suureelle kidytetadn mer-

kintaa
m -+ v
n

ja se lausutaan “m+wov yli n:n”. Tama ei tietysti kerro paljoakaan siité, miten ko.
lukuméaéra lasketaan. Kerromme nyt miten laskeminen onnistuu kuvittelemalla,
ettd nostot tehdééin perdkkiin toistokokeena. Aluksi voimme nostaa pallon (m +
v):114 eri tavalla. Seuraavaksi, nostolla nro 2, voimme nostaa pallon (m+v—1):114
eri tavalla, silld uurnassa on nyt m + v — 1 palloa jéljella. Nostolla nro 3 voimme
nostaa pallon (m + v — 2):1la eri tavalla, jne. Siten n:lld nostolla voimme nostaa
palloja
(v+m)(v+m — 1)(v+m — 2)--- (v+m — (n—1))

eri tavalla. Nyt kuitenkin pitdd muistaa, ettd toistokoe oli puhtaasti kuviteltu.
Emme née n:n pituista jonoa nostoja, vaan n nostettua palloa. Siten jokainen
saatu n:n pallon kokoelma voi vastata mité tahansa tapaa laittaa n palloa jonoon.
Eri tapoja laittaa n palloa jonoon on

nn—1)(n—-2)---2-1

kappaletta. Nimittdin ensimméiseksi palloksi jonoon voidaan valita miké tahansa
n:sta eri pallosta. Toiseksi palloksi voidaan valita mikd tahansa (n—1):stéa jaljelld
olevasta pallosta, jne. Tadm4 siis tarkoittaa, ettd?

(1.2.6) (m+“> _ (tm)(utm —D(v+m —2)--- (v+m —n+1)

n nn—1)n-2)---2-1

Nyt tieddmme, miten (m:“) , joita myo6s binomikertoimiks: kutsutaan, lasketaan.

Nyt siis tiedimme miten monta alkeistapausta on. Entdpé sitten suotuisat al-
keistapaukset? Kuinka monta tapaa on valita k valkoista palloa, kun nostoja on
n kappaletta, valkoisia palloja on v kappaletta, ja kaikkiaan palloja on m + v
kappalatta? Vastaus kysymykseen saadaan kuvittelemalla toisto: kuvittelemme,
etté ensiksi nostamme k valkoista palloa, ja sitten nostamme n — k& mustaa pal-
loa. Koska jo tieddimme, kuinka monella eri tavalla ndmé kaksi nostoa voidaan

2Usein nikee kaavaa
<m + v) B (m + v)!

n (m+v—mn)lnl’

missé n! on n:m kertoma:
nl = n-n-1)-(n—2)---3-2-1.

T&méi on vain toinen tapa esittdé kaava (1.2.6).
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tehd&, voimme laskea kuinka monella tavalla namé kaksi perattéistd nostoa voi-

daan tehda:
v m
k)\n—£k)

“Miké on todennékoisyys, ettd nostamme k valkoista palloa?”

Siispé vastaus kysymykseen

on

w /)

Todennékoisyyksié (1.2.7) kutsutaan hypergeometriseksi jakaumaksi parametrein
m~+ v, v jan jase liittyy otantaan ilman takaisinpanoa.

Kohdan (b) yleinen tarkastelu: Tarkastelemme sitten tilannetta, jossa nostettu
pallo palautetaan uurnaan noston jélkeen. Nyt tilanne on aito toistokoe. Jokaisella
toistolla on symmetrian perusteella todenndkoisyys v/(m + v) nostaa valkoinen
pallo. Siten todenn#koisyys nostaa tdasmilleen £k valkoista palloa on

(1.2.8) (Z) (miv)k (m”lv)n_k.

Nimittéin joka ikisen n:n mittaisen jonon, jossa on tédsmilleen k valkoista palloa

todennikoisyys on
v k m n—=k
m+ v m+ v ’

ja erilaisia n:n mittaisia jonoja, joissa on tdsmaélleen k valkoista palloa on (Z)
kappaletta.

Todennékoisyyksid (1.2.8) kutsutaan binomijakaumaksi parametrein n ja
v/(m+v) ja se liittyy otantaan takaisinpanolla.

1.2.9 Esimerkki. 3 Marilyn vos Savant osallistuu seuraavaan peliin: Pelissi on
kolme ovea A, B ja C. Yhden oven takana on 10.000 euroa, jonka Marilyn saa,
jos arvaa oven oikein. Kahden muun oven takana ei ole mitéén.

Marilyn valitsee oven A. Nyt peluuttaja Monty Hall avaa oven B, jonka takana
ei ollut mitdan. Monty Hall antaa Marilynille mahdollisuuden vaihtaa valitseman-
sa oven A oveksi C.

Kannattaako Marilynin vaihtaa ovea?

Entéd kannattaako Marilynin vaihtaa siind tapauksessa, ettd ovia on 29 kap-
paletta: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V., W,
X,Y, Z, A, A, O, ja Monty Hall on avannut kaikki muut ovat paitsi oven C (ja
tietysti oven A)?

3Tams on kuuluisa Monty Hall -ongelma. Sen virikkéssta historiasta 16ytyy tietoa sivulta
www.marilynvossavant.com/articles/gameshow.html.


http://www.marilynvossavant.com/articles/gameshow.html
http://www.marilynvossavant.com/articles/gameshow.html
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Tarkastelemme aluksi kolmen oven tapausta. Kédytdmme oville nimia 1, 2 ja
3, ja oletamme, ettd voitto-ovi on ovi 3. Marilyn ei luonnollisestikaan tied& mitka
ovista A, B ja C ovat ovia 1, 2, ja 3. Mahdollisia tilanteita on nyt kolme:

1 Marilyn on alun perin valinnut tyhjan oven numero 1. Héanelle avataan tyhja
ovi numero 2.

2 Marilyn on alun perin valinnut tyhjan oven numero 2. Hénelle avataan tyhjé
ovi numero 1.

3 Marilyn on valinnut voitto-oven numero 3, ja hénelle avataan jompikumpi
tyhjistéd ovista 1 tai 2.

Jokainen néistd kolmesta tilanteesta on symmetrian perusteella yhtd to-
dennékoinen. Jos Marilyn péadttdd vaihtaa ovensa, hén ei valitse tietdmaédn-
sé tyhjaa ovea, jolloin tilanne 1 ja tilanne 2 johtavat molemmat siihen ettd hén
voittaa. Tilanteessa 3 hén kuitenkin menettda voittonsa. [lman vaihtoa Marilynin
voittomahdollisuus on siksi 1/3 ja vaihdon jélkeen 2/3.

Tarkastelemme sitten 29 oven tapausta. Tilanne on olennaisesti sama, kuin 3
oven tapauksessa, mutta radikaalimpi. Nimittdin nyt symmetrisia tilanteita on 29
kappaletta

1 Marilyn on alun perin valinnut tyhjén oven numero 1. Hénelle avataan
tyhjat ovet 2...28.

2 Marilyn on alun perin valinnut tyhjdn oven numero 2. Hénelle avataan
tyhjét ovet 1, 3...28.

n (n = 3,...,28) Marilyn on alun perin valinnut tyhjin oven numero n.
Hénelle avataan tyhjit ovet 2...(n — 1), (n+1)...28.

29 Marilyn on valinnut voitto-oven numero 29, ja hénelle ndytetdan joku 27
oven kokoelma tyhjistd 28 ovesta.

Siten Marilynin kannattaa vaihtaa, silld vain tapauksessa numero 29 hén hévida,
eli todennékoisyys ettd palkinto on vaihdetun oven takana on 28/29.

Ehdollinen todennikdéisyys

Tapahtuman A ehdollinen todennékoisyys on todennékoisyys tapahtumalle A
silld ehdolla, ettd jokin tapahtuma E tiedetddn tapahtuneen (tai tapahtuvan).

1.2.10 Maéiritelmé (Ehdollinen todennikoisyys). Olkoon E tapahtuma, jolle
P(F) > 0. Télloin tapahtuman A ehdollinen todenndkoisyys ehdolla E on
P(ANE)

P(E)
Jos ehtotapahtuman E todenndkoéisyys on 0, eli P(E) = 0, niin P(A|E) pitad
médritelld tapauskohtaisesti.

P(A|E) =
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Maéritelmé 1.2.10 on yhtépitdva seuraavan tulokaavan kanssa:

1.2.11 Lause (Tulokaava). Kaikille tapahtumille A ja B pdtee
P(AN B) =P(A)P(B|A).

Todistus. Huomaamme aluksi, ettd jos P(A) = 0, niin lause pétee muodossa
0 = 0. Voimme siis olettaa nyt, ettd P(A) > 0. Télléin lause seuraa suoraan
ehdollisen todennikéisyyden madritelmasta 1.2.10:

P(BNA)

PIAP(BIA) = P45

P(AN B).

O

Edellé oli formaali todistus. Lauseen 1.2.11 havaitsee “todeksi” myos tulkit-
semalla

ANB
A sattuu ja B sattuu
= ensin sattuu A ja sitten sattuu B
= ensin sattuu A ja sitten sattuu B, kun tiedetdén A:n sattuneen
= ANB|A.

Ketjuttamalla tata ajatusta ndemme yleisen tulokaavan:

1.2.12 Lause (Ylenen tulokaava). Kaikille tapahtumille Ay, ..., A, pdtee

P(Ain---NA,)
Todistus. Jatdamme formaalin todistuksen harjoitustehtéiviksi 1.5. Vihjeenéd sa-

nottakoon, ettd kannattaa kayttda tulokaavalauseen 1.2.11 todistusta ja induk-
tiota. H
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1.2.13 Esimerkki. Pekka ja Jukka pédttavit pelata perjantai-illan ratok-
si vendldistd rulettia. Yhteisen sopimuksen mukaan Pekka aloittaa, eli Pekka
vetdd liipaisimesta ensin. Rulettia pelataan kunnes peli padttyy luonnollisella
traagisella tavallaan.

Onko peli reilu, kun

a) rullaa oraytetaan ennen jokalsta llipalsimenvetoa,
rullaa pyoraytetaan alnoastaan ennen ensimimalsta llipailsimenvetoa !

Kohdassa (a) pitda ajatella loputonta laukausten sarjaa, silld peli voi kestaa
periaatteessa loputtomasti — joskaan ei kannata laskea sen varaan, ettd kuolee
vanhuuteen. Olkoot

A “Pekka héviad”,

A, = “Pekka haviai kierroksella nro n”.

Talloin .
P(A) = ) P(4,).
n=1
Ratkaistaan sitten todennikoisyys P(A,). Selvisti P(A;) = 1/6. Entd P(Ay)?
Olkoon

B, = “Jukka hévida kierroksella nro n”.
Nyt A, sattuu, jos ensiksi sattuu A¢, sitten sattuu B, ja sitten sattuu A,. Siten
P(As) = P(A{NB{NA,)
= P(A))P(B]|A7)P (A AT N BY)
= 5/6-5/6-1/6.
Samalla tavalla ndemme, etté
P(A3) = P(AINBiNASN BN A3)
= P(A]) - P(Bi|A7])P(AF[AT N BY) - P(B3| AT N By N A3) -
P(A3|A{ N Bf N A5 N B3)
= 5/6-5/6-5/6-5/6-1/6.
Jatkamalla samalla tavalla ndemme yleisen kuvion:
P(4,) = (5/6)*"Y.1/6.
Siten kidyttamélla geometrisen sarjan laskusdantoi

1

Zq" = — kun |q| < 1,
n=0 1 —4q
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saaime

P(A) = ) P(A,)

= ) (5/6)"V-1/6

n=1

= 1/6> (5/6)™

—= 1/6 i(25/36)"

— 1/6-1/(1—25/36)
= 6/11
> 1/2.

Siten peli ei ole reilu.

Kohdassa (b) kannattaa ajatella kuutta laukausta (enempéé ei tarvita pelin
loppuunsaattamiseksi). Mikéli luoti on peséssi laukauksella 1, 3 tai 5, kuolee
Pekka. Mikéli luoti on peséssd laukauksella 2, 4 tai 6 kuolee Jukka. Koska luoti
on rullan pyorayttdmisen jilkeen pesédsséd yhtd hyvin milld tahansa laukauksista
1,2,3,4,5 tai 6, peli on reilu.

Riippumattomuus

Intuitiivisesti tapahtumat ovat riippumattomia, jos toisten tapahtumien sattumi-
set tai sattumatta jadmiest eivat vaikuta toisten tapausten todennéakoisyyksiin.
Formaali méaritelmé on:

1.2.14 Masritelmé (Riippumattomuus). Tapahtumat Ay, ..., A, ovat rigppu-
mattomia, jos padtee yksinkertainen tulokaava

P(Ai, N---N4;,) =P(Ay)---P(A;,),
missd A;,...,A;, on mikd tahansa osakokoelma joukoista A;,..., A,.

1.2.15 Huomautus. Yleisen tulokaavan 1.2.12 nojalla ndemme, ettd tapahtu-
mien Aq,..., A, rilppumattomuus tarkoittaa sité, ettd

P(Ag|A;, N---NA;) =P(Ag)

mille tahansa kokoelmalle A; ,... A; , joka ei tietenkéén sisélld itse tapahtumaa

Ay
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1.2.16 Esimerkki. Kolikkoa heitetaan kaksi kertaa. Olkoot

A = ensiméiinen heitto antaa klaavan,
B = toinen heitto antaa klaavan,
C = heitot menevit eri péin.

Esimerkin 1.2.16 tapahtumat A, B, C' ovat pareittain riippumattomat:
P(ANB) = P(AP(B) = 1/4,
P(ANnC) = PAPIC) = 1/4,
P(BNnC) = PB)PC) = 1/4.
Kolmikko A, B, C' ei kuitenkaan ole riippumaton, sill4
1/8 = P(APBPIC) # P(ANBNC) = 0.

Bayesin ja kokonaistodennikdéisyyden kaavat

1.2.17 Lause (Bayesin kaava I). Olkoon P(E) > 0. Tdlldin tapahtumaan Ay
listtyvdt ehdolliset todenndkoisyydet voidaan kidntdd Bayesin kaavalla

P(AR)P(E|AL)

Todistus. Viite seuraa ehdollisen todennékéisyyden méaritelmésta 1.2.10 ja tu-
lokaavasta 1.2.11. Nimittéin

P(ArNE) _ P(Ag)P(E|Ag)
P(E) P(E)
Edelld kaytettiin havaintoa Ay N E = E N Ay. O

P(Ay|E) =

1.2.18 Huomautus. Kaavan 1.2.17 tekijoille on seuraavat tulkinnat

e P(Aj) on vaihtoehdon Ay prioritodenndkdisyys,
e P(E|AL) on tapahtuman E uskottavuus priorin P(Ay) vallitessa,
e P(Ai|E) on vaihtoehdon Ay posterioritodenndikiisyys evidenssin E valossa.

Joskus todennikoisyys P(FE) on vaikea laskea suoraan. Tilloin voidaan
kayttaa kokonaistodenndkoisyyden kaavaa:

1.2.19 Lause (Kokonaistodennikéisyyden kaava). Olkoot A;, j € N, sellaisia
tapahtumaia, etta tasmdlleen yksi niistd sattuu. Tdlloin

= P(4;)P(E|4)),

JeN
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Todistus. Kaikki seuraa olennaisesti todennédkoisyyden téaysadditiivisuudesta
1.2.1(iii):
P(E) = P(ENQ)
= P(EN(Ujen4y))
= P(Ujen (EN A4j))
= > P(ENA,)
jEN
= ) P(A4))P(E|A)).
jEN
Y14 oli olennaista, ettd {A;;j € N} on ositus, eli tédsmélleen yksi tapahtumista
A; sattuu. m

Yhdistamaélld kokonaistodennéikoisyyden kaavan 1.2.19 Bayesin kaavaan 1.2.17
saamme kaavan, jota myos kutsutaan Bayesin kaavaksi:

1.2.20 Lause (Baysin kaava II). Olkoot A;, j € N, sellaisia tapahtumia, etti
tismdlleen yksi niistd tapahtuu. Tdlloin jokaiselle Ay ja jokaiselle tapahtumalle
E, jolle P(E) > 0, pdtee

P(A,)P(E|A)
>jen P(A))P(E]A;)
1.2.21 Esimerkki. Tyopaikalla jirjestetiin huumetesti. Testi on 99% varma.
Toisin sanoen vain 1% huumeenkiyttijistd jai paljastumatta ja vain 1% niisti,

jotka eivat kdaytd huumeita antavat vadrian positiivisen. Oletamme, ettd noin yksi
kymmenestéd tuhannesta ihmisesta kayttda huumeita.

P<Ak|E> =

Tyontekija Pekka menee huumetestiin ja saa positiivisen tuloksen (ja mité
todenndkoisimmin potkut). Mikd on todenn#koisyys, ettd Pekka on huumei-
denkayttija?

Olkoot
A = “Pekka on huumeidenkéyttija”,

E = “huumetestisté tuli positiivinen tulos Pekalle”.

Kysytty todennikoisyys on P(A|E). Tyypillinen ajatusvirhe téssd ongelmassa
on vastata todennikaisyydella P(E|A) = 99%. Téata ei kuitenkaan kysytty! To-
dennékoisyys P(A|E) voidaan laskea kdyttamalld Bayesin kaavaa
P(A)P(E]A)
P(E)
0,0001 - 0,99
P(E)
0,000099
P(E)

P(A|E) =

(1.2.22) =
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Jotta kaavaa (1.2.22) voitaisiin kdyttda tulee meiddn madriata todennikoisyys
P(F). Kokonaistodennikoisyyden kaavan nojalla

P(E) = P(ENA)+P(ENA°
= P(A)P(EJA) + P(A°)P(E|A®)
= 0,0001 - 0,99 + 0,9999 - 0,01
0,010098.
Sijoittamalla tdméa kaavaan (1.2.22) saamme

P(A|E) = 0,0098039 = 0,1%.

Siis vaikka testi on 99% varma, niin Pekka mitd luultavimmin ei ole huumei-
denkéyttédjal Syy pieneen todennékoisyyteen olla huumeidenkéyttajéa positiivisel-
la testituloksella on huumeidenkéyttéjien pieni osuus populaatiosta. Siten suurin
osa positiivistista testituloksista (yli 99%) on véaéria positiivisia.

1.3 Satunnaismuuttujat

1.3.1 Mééritelmé (Satunnaismuuttuja). Satunnaismuuttuja X on satunnais-
kokeen tulos X : Q — R. Satunnaismuuttuja on siis funktio otosavaruudelta

Q.

X

1.3.2 Huomautus. Tarkastelemme (lihes) ainoastaan diskreetteji satunnais-
muuttujia. Satunnaismuuttuja on diskreetti, jos sen maalijoukko, eli mahdollisten
arvojen joukko, on numeroituva® joukko:

{X(w); weQ} = {z;;jeN} = {z1,29,...}.

Toinen tapa méaritelld diskreetti satunnaismuuttuja on vaatia, etté se saa jo-
kaisen mahdollisen arvonsa (aidosti) positiivisella todennékoisyydelld. Tété kaut-
ta numeroituvuus liittyy ldheisesti todennékoisyyden aksioomaan 1.2.1(iii).

4Joukko A on numeroituva, jos on olemassa sellainen kuvaus f : N — A, ettd jokaiselle
a € A l6ytyy alkukuva j = f~!(a) € N. Joukko on &irellinen, jos sen alkioiden lukumé#iri
on dédrellinen. Erityisesti dérelliset joukot ovat numeroituvia. Myos esimerkiksi kokonaislukujen
joukko Z on numeroituva, mutta reaalilukujen joukko R ei ole numeroituva.
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Satunnaismuuttujan jakauma

1.3.3 Madritelma (Jakauma ja fraktiilit). Satunnaismuuttujan X jaekauma Px
kertoo sen tulosmahdollisuuksien todennéakdoisyydet:

Fraktiilit puolestaan muodostavat satunnaismuuttujan todennékoisyyksien ker-
tyméfunktion kéénteisfunktion: satunnaismuuttujan X g¢-fraktiili x, on

r, = max{r ; P(X <z) <q}.

1.3.4 Esimerkki. Kahta (kuusisivuista ja symmetristd) noppaa heitetédén. Ol-
koon X = “silmélukujen summa”.

Nyt X on satunnaismuuttuja. Voimme esimerkiksi mallittaa Q = {(,);4,j =
1,2,3,4,5,6} ja X(i,7) =i+ j. Satunnaismuuttuja X jakauma on

Py(2) = 1/36, Py(6) = 5/36, Py(10) = 3/36,
Px(3) = 2/36, Px(7) = 6/36, Px(11) = 2/36,
Px(4) = 3/36, Px(8) = 5/36, Px(12) = 1/36,
Py(5) = 4/36, Py(9) = 4/36,

ja Px(z) = 0 kaikilla muilla z.
Jakauma voidaan esittdd myos kuvana
A
6/36-+
5/36
4/364
3/36-
2/36-
1/36
—
-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 15

Satunnaismuuttujan X fraktiileja ovat esimerkiksi kvartiilit
Toos = O, Toso =1 ja Tozs =9.

1.3.5 Huomautus. Usein satunnaismuuttuja X on, kuten esimerkin 1.3.4 ta-
pauksessa, N-arvoinen. T&llin (ja usein muulloinkin) merkitsemme lyhyesti

pn = Px(n) = P(X =n).
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Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Intuitiivisesti satunnaismuuttujat X, ..., X,, ovat riippumattomia, jos tieto jois-
tain satunnaismuuttujien tuloksista ei voi koskaan muuttaa muiden satunnais-
muuttujien tulosmahdollisuuksien todenndkdisyyksid. Formaali mééritelmé on:

1.3.6 Madritelmi (Satunnaismuuttujien riippumattomuus). Satunnaismuuttu-
jat Xq,..., X, ovat rippumattomia, jos

kaikille zq,...,z, € R.

1.3.7 Huomautus. Jos satunnaismuuttujat Xi,..., X, ovat diskreettejd, niin
madritelmé 1.3.6 voidaan antaa myos ehtona

P(X:[:[L'l,...,Xn:ZL‘n) = P(Xlzl'l)P(Xn:[L’n)

kaikille z,...,x, € R.

Satunnaismuuttujan paikan mittarit

1.3.8 Miéritelmé (Paikkalukuja).

(i) Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on sen todennikoisyyksin paino-

tettu keskiarvo
E(X)=> xPx(x).

(ii) Mediaani jakaa jakauma kahteen yhtid suureen osaan siten, ettd puolet ja-
kaumasta on mediaania pienempéé ja puolet mediaania suurempaa. Satun-
naismuuttujan X mediaani, eli keskiverto, m on

m =max{z ; P(X <x) <1/2}.

Mediaani on siis 1/2-fraktiili g s0.

(iii) Satunnaismuuttujan X moodi, eli tyyppiarvo, mikd tahansa luku M, jolle
Px (M) maksimoituu. Moodi on siis satunnaiskokeen X todennikéisin, eli
tyypillisin, arvo.®

1.3.9 Huomautus. Esimerkissid 1.3.4 odotusarvo, mediaani ja moodi ovat sa-
moja lukuja. Yleisesti ne voivat kaikki olla eri lukuja.

Odotusarvolle (toisin kuin esimerkiksi mediaanille tai moodille) pétee seuraa-
vat nadpparat laskusaannot:

5Sivumennen sanoen, moodi lienee hyédyttomin kaikista jakaumien tunnusluvuista.
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1.3.10 Lause (Odotusarvon laskusaantojd). Olkoot X, ..., X, satunnaismuul-
tujia.

(i) Aina pitee
E(ZX) = ) E(X)).

(ii) Jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomia, niin pdtee myos

E (HX) = J[EX).
i=1 i=1
(iii) Jos f:R™ — R, niin aina pditee

E(f(X1,. .\ X))
= Z flxy,...;z) P ( Xy =21,..., X =2p)

Z1,---,Tn€R

Todistus. Todistamme vaitteet (i)—(iii) ainoastaan tilanteessa n = 2. Yleisen ta-
pauksen voi todistaa samalla tavalla kohtalaisen helposti esimerkiksi kdyttamalla
induktiota.

(i) Tama véite seuraa osan (iii) véitteestd. Nimittain valitsemalla f(zq,x2) =
X1 + X9 saamie

E(Xl + Xg) = Z (ZEl -+ $2)P(X1 =X, X2 = LEQ)
r1,r2€R
= Z ZSL’lP(Xl :.TI,XQ :.TQ)
z1ER z2€R
+ Z Z Z‘QP(Xl = xl,Xg = LCQ)
r1ER z2€R

= Z Ty Z P(X1 =1z, Xy = 5(32)

r1€R xo€R

+ Z ) Z P(Xl = ]Il,XQ = Ig)

r2€R 1 ER

= ) wP(Xy=a1)+ Y 2:P(Xo = 1)

r1€ER T9€R

= E(X)) +E(X,).

Viitteen (i) voi todistaa myos suoraan kiayttamélla kokonaistodenndkoisyyden
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kaavaa 1.2.19 toistuvasti etu- ja takaperin:

E (X1 + X5)

= ) P(Xi+ Xy =2)
z€R

= ZZ Z P(Xl = xl)P(X2 =z xl‘Xl = .731)
zeR x1€ER

= Z Z ZP(Xl = ,Z‘1>P<X2 =z — $1|X1 - xl)
2€R z1ER

= Z Z(xl + 22)P(X1 = 21)P(Xo = 22| Xy = 71)
r2€ER 1 ER

= Z Z (L’1P(X1 = ZEl)P(XQ = I2|X1 = Il)
z2€R 1 €R
+ Z Z ZL‘QP(XI = JZI)P(XQ = (L’2|X1 = I1>

z2€R 1 €R

= Z I1P(X1 = ZEl) Z P(X2 = 1‘2|X1 = IL‘l)

z1€ER z2€R

+ Z ) Z P(Xl = l’l)P(XQ = ZE2|X1 = ZEl)

z2€R z1€R

= > wPXi=2)+ Y 2:P(Xy = 1)

z1ER z2€R

= E(X)) +E(Xy).

(ii) Taméakin véite seuraa kohdasta (iii). Nimittdin valitsemalla funktion
f($1, 5E2) = 1T saamme

E(XIXQ) = Z x1$2P(X1 = xl,Xg = LEQ)
r1,r2€R

— Z Z r122P (X7 = 21)P (X2 = 29)

z1ER z2€R

= Z 1 P(X1 = 14) Z 12P(Xy = 1)

r1€ER 2 €R

= E(X1)E(Xy).
Taménkin viitteen olisi voinut todistaa suoraan kdyttamétta kohtaa (iii), mutta

jatdmme sen tekeméatta.

(ili) Koska kohta (ii) todistettiin kiyttdmalld tétd kohtaa, pitdd nyt olla tarkka-
na, ettemme kiyté kohtaa (ii) perustelussa. T#lloin sortuisimme kehédpéaittelyyn.
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Viite seuraa onneksi suoraan “pakettisummaamalla”:

E (f(z1,22))
= ) 2P (f(X1,X2) = 2)

z€R

_ Z Z f(x1,22) P(Xy = 21, Xo = )

2€R z1,22€R; f(z1,22)=2

= ) fla,m)P(X =21, Xy = 7).

r1,r2€R

Satunnaismuuttujan hajonnan mittarit

Varianssi kuvastaa jakauman hajontaa sen odotusarvo ympérilld: mitd enemmén
varianssia sitd enemmén hajontaa, eli satunnaisuutta.

1.3.11 Maaritelmé (Varianssi). Satunnaismuuttujan X wvarianssi Var(X) on
Var(X) = E ((X - E(X))2>

1.3.12 Huomautus (Steinerin siirtoséénto). Varianssin voi laskea my0s
kayttamalla Steinerin siirtosddntod:

Var(X) = E ((X - E(X))2>

S ( ; zny<y>) i)

= Zx2 Px(z) — (Zm — Px(I)>

= E(X?) - (B(X))™

1.3.13 Huomautus. Muitakin hajontalukuja kuin varianssi on olemassa. On
esimerkiksi keskipoikkeama E(|X — E(X)|), kvartiilivdlin pituus x5 — 2025 ja
kvartiilipoikkeama (zo75 — %o25)/2. Emme kisittele nditd hajontalukuja télla
kurssilla.

1.3.14 Esimerkki. Esimerkin 1.3.4 satunnaismuuttujan odotusarvo on

1 2 3 4 5 6
E(X) = 2- =43 —=4+4- —=+5 —=+6—=+7- —
(X) 36+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36
—I—85+9 4+10 3—i—ll 2+12 !
36 36 36 36 36

= T.
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Esimerkin 1.3.4 satunnaismuutujan X mediaani ja moodi ovat myos 7. Varians-
siksi saamme

Var(X) = (277 4 4 (3772 2 4 (4—T77. 5

36 36 36
4 5 6
57 =+ 6-7=+T-77% —
HO=T) e+ (67 o +(T=7)7 o
+@—7ﬁéu+®—7f-i+(m—7f-i
36 36 36
2 1
11-77 —+(12-77° =
+(11=7)" e +(12-7)" o2

= 29167.

1.3.15 Esimerkki. 80% suomalaisista uskoo olevansa keskiméiraistd suoma-
laista kéyhempid. Miten tdmé on mahdollista? Suurin osa suomalaisista uskoo
olevansa keskiméiriistd parempia autoilijoita. Miten témé on mahdollista?%

Esimerkin 1.3.15 keskeinen ajatus on mediaanin ja keskiarvon erot.

Tarkastelemme aluksi ensimmaista uskomusta. Viite

“80% suomalaisista uskoo olevansa keskiméidridistd suomalaista
kéyhempia.”

saattaa olla totta tai saattaa olla olematta: mikd&nhén ei sindnsé rajoita ihmis-
ten uskomuksia. Mielenkiintoisemmaksi tilanne muuttuu, kun tarkastelemme us-
komusten sijasta viitetta

“80% suomalaisista on keskiméiriistd suomalaista kdyhempid.”

Aluksi tadmaé viite saattaa tuntua ristiriitaiselta, mutta se saattaa itse asiassa olla
tottal Ainakaan siind ei ole mitdén loogista ristiriitaa. Todellakin, esimerkiksi
Tilastokeskuksen mukaan vuonna 2006 kotitalouksien luokitellut keskiméaaraiset
omaisuustulot” olivat

6Esimerkissd 1.3.15 ei esiinny satunnaismuuttujia. Esimerkki voidaan kuitenkin tulkita sa-
tunnaismuuttujan X = “umpimihkéin valittu suomalainen” avulla. Tall6in viitteet ovat: to-
denniiksisyydelld 80% umpiméihkiin valittu suomalainen uskoo olevansa keskimééraistd um-
piméahkiin valittua suomalaista kéyhempi ja todennikoisyydelld, joka on suurempi kuin 50%
umpiméhkadn valittu suomalainen uskoo olevansa keskiméaréistd umpiméahkasn valittua suo-
malaista parempi autoilija.

"Omaisuustulojen samaistaminen rikkauteen tai henkiliden samaistaminen kotitalouksiin ei
ole tdysin perusteltua, mutta tarkoitus on vain antaa esimerkki — ei tehdé luotettava katsaus
Suomen varallisuuden jakautumasta.
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144
214
318
426
208
611
779
1.049
1.759
17.283

Eli arvio itse jakaumasta (luokiteltu jakauma) on

Luokkataulukosta arvioimme, ettd suomalaisten kotitalouksien omaisuustulo-
jen keskiarvo on

144 4 214 + 318 + 426 + 508 + 611 4 779 + 1.049 + 1.759 + 17.283
10

= 2.309
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Siten tdméin aineiston valossa 80% (itse asiassa 90%) suomalaisista todellakin
ovat keskiméaariista koyhempié.

Mita autoilijoihin tulee, niin ei ole mitédén loogista ristiriitaa siiné, ettd suurin
osa suomalaisista on keskim#érdistd suomalaista parempia autoilijoita. Sen sijaan
véite el todennékoisesti pidé paikkaansa, silld muutamat ammattiautoilijat ovat
luultavasti niin paljon parempia kuin suurin osa autoilijoista, ettd tyypillinen
suomalainen autoilija on luultavasti paljon keskiméaraistéd autoilijaa huonompi.
Téssé siis tarkasteltiin véitetta

“Suurin osa suomalaisista autoilijoista on keskiméariistd suomalaista
autoilijaa parempi autoilija”,

ja argumentoitiin, ettd ko. viite saattaa hyvinkin olla epétotta. Sen sijaan véite

“Suurin osa suomalaisista on keskimédrdistd suomalaista parempia
autoilijoita”

saattaa hyvinkin olla totta. Nimittdin Suomessa on merkittivd — mutta silti
riittdvan pieni — joukko ihmisié, jotka ovat todella dlyttomén huonoja autoilijoita
(lapset ja imeviiset).

Todennikoisyyttd dlyksille*

Tama osio on ndrteille. Peruskylteri tai -teekkari, joka haluaa helppoja vastauksia
pohtikoon esimerkkia 1.3.16 omalla vastuullaan!

1.3.16 Esimerkki. Peluuttaja C' panee pelaajien A ja B otsaan lapun seuraa-
valla tavalla: Peluuttaja C' valitsee luvun n umpindkién. Sitten peluuttaja C
ldtkdisee luvun n pelaajan A otsaan ja heittdd kolikkoa. Jos tulee klaava, niin
peluuttaja C' latkéisee pelaajan A otsaan luvun n + 1; jos tulee kruuna, niin
peluuttaja C' lidtkiisee pelaajan A otsaan luvun n — 1.

Nyt pelaajat A ja B néikevit toistensa otsaluvut, ja on sovittu, ettd pie-
nemmén otsaluvun saaja maksaa suuremman otsasumman saajalle suuremman
otsasumman médran euroja. Jos siis, esimerkin vuoksi, A:lla on otsassa 43 ja
B:1la otsassa 42, niin B maksaa A:lle 1:n euron.

Tarinan pointti on: Kummallakin pelaajalla on veto-oikeus, jolla peli voidaan
mitatoidd. Kumpikin pelaaja ndkee toisen otsan. Nyt siis pelaaja (vaikkapa A) on
niahnyt toisen pelaajan otsan (vaikkapa B:n otsa on n). Kannattaako pelaajan
(tdssd A) kéyttda veto-oikeuttaan?

Vihje: o-algebra ja o-additiivisuus! Nortit puhuvat Kolmogoroviaanisesta toden-
nikoisyysavaruudesta (Q, F, P),


http://www.uwasa.fi/~tsottine/lecture_notes/tnt.pdf
http://www.uwasa.fi/~tsottine/lecture_notes/tnt.pdf
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Suurten lukujen laki

Esitdmme varsin erikoisen version heikosta suurten lukujen laista. Témé versio
on siten rajoitettu, ettéd siiné esiintyvilla satunnaismuuttujilla pitdéd olla “ohuet
hannit”. Toisin sanoen suuret (ja pienet) arvot eivit saa tapahtua liian suurilla
todennékoisyyksilla.

1.3.17 Maéritelmé (Ohut héntd). Satunnaismuuttujalla X on ohuet hanndt,
jos E (eeX) < oo kaikilla 6 € R.

1.3.18 Esimerkki (Ohuet ja paksut hannét). Esitdimme kaksi esimerkkié ohuista
hénnista ja yhden paksuista:

(a) Rajoitetulla satunnaismmuuttujalla X on ohuet hdnn#t. Nimittdin, jos
| X| < M jollekin vakiolle M, niin

E(eeX) < E(e'eMl) = ™M < .

(b) Satunnaismuuttuja X on Poisson-jakautunut parametrilla A > 0, jos

T

A
P(X =2 = eA—', xr=0,1,2,...
x!

Poisson(A)-jakautuneella satunnaismuuttujalla X on ohuet hénnét. Ni-
mittain eksponenttifunktion sarjaesityksen

(o) yn
¢ = Zn—o n!
nojalla
[o.¢] )\IL'
6 _ 2: bz _—X
E (6 X) = 2 e e g

A = ()\69):(:
- ° Z z!
=0

_ 6
e )\6)\8

6/\(e(’fl)

< oQ.

(c) Sitten paksut hénnit: Olkoon X satunnaismuuttuja, jolle

P(X=2z) = ci

ek kun x =1,2,....
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Jos kiinnostaa, niin c:n on oltava 6/72.) Nyt,
y

T

(e o] e} 0
E (") = ZeaxP(X:a:) = cze— = 00,
=1 =1

x2

koska €%?/x? > 1, kunhan vain x on riittivin iso (eksponentti voittaa aina
potenssin). Itse asiassa, télla satunnaismuuttujalla ei edes ole odotusarvoa,
jota kohti sen keskiarvo voisi supeta.

1.3.19 Lause (Heikko suurten lukujen laki ohuilla hénnilld). Olkoot X;, i €
N, riippumattomia samoin jakautuneita ohuthdntdisii satunnaismuuttujia. Mer-
kitddn
po= E(Xi),
A(9) = InE ("),
A (z) = max {0z —A(0)},

feR

ja olkoon
_ ] —
>
=1
Tillgin X,, — p siing mielessd, ja siti vauhtia, ettd kaikille § > 0 pitee

(1.3.20) P(X,>p+0) < et
(1.3.21) P(X,<p—9¢) < e,

1.3.22 Huomautus. Funktiolle A* patee: A*(u) =0 ja A*(z) > 0 kun = # p.
Siten lause 1.3.19 sanoo, ettd suppeneminen X,, — p tapahtuu eksponentiaalisen
nopeasti. Funktiota A* kutsutaan suurten poikkeamien vauhtifunktioksi. Funktio
A* on konveksi®, itse asiassa se on funktion A, joka my6s on konveksi, konveksi
duaali. Puhumme konvekseista funktioista myShemmin liséa.

1.3.23 Huomautus. Suurten lukujen laki X,, — i pitee toki, vaikka satunnais-
muuttujilla olisi paksutkin hidnnét. Itse asiassa se pétee jos ja vain jos E(]X;|) <
oo. Paksuhéntéisessi tilanteessa ei kuitenkaan péde arviot (1.3.20)—(1.3.21).

1.3.24 Huomautus (Frekvenssitulkinta ja Suurten lukujen laki). Frekvenssitul-
kinta 1.1.7 seuraa suurten lukujen laista 1.3.19 tarkastelemalla bind&risid satun-
naismuuttujia

{ 1, jos tapahtuma A sattuu toistossa n,
X, = .
0, muulloin.

8Karkeasti ottaen funktio on konveksi, jos sen toinen derivaatta on positiivinen. Tyypillinen

konveksi funktio on 2.
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Nimittain talloin otoskeskiarvo
x, = lyx

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi f,(A) ja odotusarvo p on tapahtuman
A todennékoisyys.

Niin siis frekvenssitulkinta 1.1.7 seuraa loogisesti Kolmogorovin aksioomista
1.2.1! Liséksi epayhtalot (1.3.20)—(1.3.21) antavat mahdollisuuden arvioida, kuin-
ka ldhelld olemme oikeaa todennékoisyyttd p. Nimittdin binddrimuuttujille X;

AG) = In(pe”+1—p).
Sitten pitdd maksimoida #:n suhteen lauseke
0x —A(0) = Ox—In(pe’ +1—p).
Taméa tehdddn perinteiselld koulupojan metodilla derivoimalla lauseke #:n suh-
teen ja asettamalla derivoitu lauseke nollaksi:
0

e

d 0 B
— (0z —In (pe’ +1—p)) = x_—uee—u—i-l'

dé

Lauseke on nolla, kun § = Inz/u—In(1—x)/(1—u). Sijoittamalla tdmén paikalleen
saamme maksimipisteen
x 1—2
A(z) = zln—+(1—2)ln —.
( . (1-2)In— .
Siten, esimerkiksi todennéikdisyys todellisuutta d:n verran suuremmalle arviolle
on korkeintaan

(1.3.25) P (X, >pu+9)
pA-0 1—pu—9
< exp{—n ((,u—i—é)lnT—l—(l—,u—é)ln )}

l—p

Ongelma arviossa (1.3.25) on tietysti se, ettd tietenkddn p:n oikeaa arvoa ei
tiedetd. Karkea ratkaisu ongelmaan on sijoittaa p:n paikalle sen saatu arvio
7, = X,,. Talloin emme vain voi olla varmoja arviomme oikeudesta. Varma ratkai-
su on korvata g pahimmalla mahdollisella arvolla 1/2. Nimittdin talloin arvion
(1.3.25) oikea puoli maksimoituu. Témé& havainto on hyodyllinen mychemmin,
kun estimoimme todennékoisyyksia suhteellisten frekvenssien menetelmalld lu-
vussa 4.

Ennen lauseen 1.3.19 todistamista esitdmme vield varsin kéyttokelpoisen es-
timaatin:
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1.3.26 Apulause (Tsebysevin epéyhtdls). Olkoon X positiivinen satunnais-
muuttuja. Tédlloin kaikilla x > 0 pdtee

E(X
P(X>2) < .9}
x
Todistus. Viite voidaan kirjoittaa myds muodossa
tP(X >z) < E(X).

Tama epayhtélo puolestaan seuraa seuraavasta pikku pyorittelysté:

E(X) = ) (P(X =¢)

£20

> > ¢P(X =¢)

2z

Y P(X =¢)

2z

= zP(X > 2).

v

Suurten lukujen lain 1.5.19 todistus. Olkoon

S, = nX,,
An(0) = InE(e"").

Olkoon z > p. Télloin kaikilla 6 > 0 pétee
{X, >z} = {S,>nz} = [ >}
Siten, TSebysevin epéayhtélon 1.3.26 nojalla
P (Xn > x) < e nrtAn(0),

Kayttaméalla nyt tietoa siitd, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien tulon
odotusarvo on odotusarvojen tulo, eli lausetta 1.2.3(ii), huomaamme, etta

Siten,
P (Xn > fL’) < e—n{Gx—A(H)}

Optimoimalla yli kaikkien 6 > 0 téstid seuraa, etté

P ()_(n > x) < e_”A*(”"),
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silld voidaan osoittaa, ettd jos = > p, niin

AT(0) = max{0z—A()} = max{fz—A(6)}

Jos = < p, niin saamme samalla tavalla, mutta valitsemalla 6 < 0
P ()_(n > :17) < e @)

Lause on todistettu. O]

1.4 Harjoitustehtivii lukuun 1

1.1 Harjoitustehtava. Mitkd todennékoisyystulkinnat sopivat seuraaviin
viitteisiin?

(a) Todennikéisyys ettd kolikonheitossa saadaan lopulta klaava on 1.

(b) Pokerikési “3 dssdd” on todenndkoisempi kuin pokerikdsi “4 dssdd”.

(c) Maija on todennikoisesti Mattia parempi tekeméédn paétoksida epavarmuu-

den vallitessa.

(d) Todennikdisyys etté isd on poikaa pidempi on 0,39.

(e) Ruotsi on todennékoisesti Suomea parempi jaiakiekossa.

(f) Todennikoisyys ettéd Vaasan Sport voittaa SM-liigan vuonna 2025 on 0,08.

1.2 Harjoitustehtivi. Bayeslidinen todennékoisyystulkinta perustuu informaa-
tion késitteelle. Jos informaatio on subjektiivista, niin silloin todennékéisyydetkin
ovat subjektiivisia. Toisaalta voidaan toivoa, ettd mikéli informaatio on objektii-
viista, niin silloin todennékoisyyskin on objektiivista. Seuraava tarina kuitenkin
asettaa objektiivisen informaation késitteen ylle ikdvéan varjon:

Kylissd eldd 2.000 avioparia, jotka ovat kaikki lainkuuliaisia. Kyldssd on laki,
jonka mukaan jokaisen vaimon on tapettava aviorikoksen tehnyt aviomiehensd
seuraavana paivand siitd, kun vaimo sai tiedon siitd ettd hdnen aviomiehensd on
avionrikkoja. Lisdksi kyldn vaimot ovat silld tavalla noitia, ettd jokainen vaimo
tietdd automaattisesti jos joku muu mies, kuin oma aviomies tekee aviorikok-
sen. Vaimot ovat myds silli tavalla jaloja, etteivit juorua aviorikoksista kenel-
lekidn. Oletamme, ettd kyldssd on tehty 100 aviorikosta. Tédlloin kaikki vaimot
tietavdt, ettd kylissd on avionrikkoja. Tdmd on siis kaikkien tiedossa. Erddnd
pawdnd kylddn tulee matriarkka, joka kuuluttaa kyldn torilla kaikille, ettd kyldssd
on avionrikkoja. Nyt siis kaikkien tiedossa olevasta asiasta tulee yleisesti tiedetty.

Mité tapahtuu 101 paivan kuluttua matriarkan ilmoituksesta?

1.3 Harjoitustehtivi. Olkoot A ja B tapahtumia. Osoita, etté

P(A\B) = P(A)—P(ANB),
P(B\ A) = P(B)-P(ANB).
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1.4 Harjoitustehtivi. Todista lauseen 1.2.3 kohta (iv).

1.5 Harjoitustehtévi. Todista yleinen tulokaava 1.2.12.

1.6 Harjoitustehtivi. Sadistinen miljondéri tarjoaa arpalippuja (ilmaiseksi).
Arpajaisista on neljé versiota:

(i)

(i)

(i)

(iv)

Arpalippuja on 1.000.000 kappaletta. Arpalipuista 999.999 on sellaisia, etta
sadistinen miljon&éri antaa lipun haltijalle 1.000 euroa, mutta yksi lipuis-
ta on sellainen, ettd lipun haltija joutuu kokemaan tuskallisen kuoleman
sadistisen miljondérin késissd (kidutus kestdd kaksi tuntia).

Sadistinen miljon#dri muuttaa panoksia: arpalippuja on 100.000 kappaletta,
joista 1 johtaa tuskalliseen kidutuskuolemaan kuten kohdassa (i), mutta
99.999 arpalippua antaa haltijalleen 10.000 euroa.

Sadistisen miljondérin panokset vaan kovenee: nyt on jaossa 10.000 arpa-
lippua, joista 1 johtaa tuskalliseen kidutuskuolemaan kuten kohdassa (i),
mutta 9.999 arpalippua antaa haltijalleen 100.000 euroa.

Nyt sadistisella miljon&érilla on tosi kovat panokset: jaossa on vain 1.000
arpalippua, joista 1 johtaa tuskalliseen kidutuskuolemaan kuten kohdassa
(i), mutta loput 999 arpalippua antaa haltijalleen 1.000.000 euroa.

Kysymme:

(a) Antti Ahnas haluaa voittaa 1.000.000 euroa. Mihinké sadistisen miljondérin

arpajaisista (i), (ii), (iii) tai (iv) kannattaa Antti Ahnaan osallistua?

(b) Mihin arpajaisiin itse osallistuisit ja kuinka monella lipulla? Jos et mi-

hink&én, niin miksi et? Kuinka suurena pidéat sadistisen miljonéérin tar-
joamaa kidutuskuoleman riskié verrattuna riskiin kuolla tuskallisesti tédn&
vuonna?

1.7 Harjoitustehtévi. ? n avioparia osallistuu parinvaihtopippaloihin, jossa
uudet parit arvotaan umpiméahké&idn. Mikd on todennidkdéisyys, ettd vdhintddn
yksi arvottu pari on aviopari, kun

1.8 Harjoitustehtdvi. Anna esimerkki satunnaismuuttujasta, jolla

9Tams on kuuluisa Recontre-ongelma.
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(a) mediaani on pienempi kuin odotusarvo,
(b) mediaani on suurempi kuin odotusarvo,

(c
(

on useita moodeja,

Q.

seké moodi, mediaani ettd odotusarvo ovat eri kohdissa,
(e) varianssi on nolla.

Voit antaa esimerkit puhtaasti matemaattisina, mutta mieti myos luonnollisia
esimerkkeja.

1.9 Harjoitustehtivi. Todista lause 1.3.10 yleisessd n:n satunnaismuuttujan
tilanteessa.

1.10 Harjoitustehtivi. Todista, ettd P(X = E(X)) = 1 jos ja vain jos
Var(X) = 0.

1.11 Harjoitustehtidvi. Porssissd on késitteet karhu (bear) ja sonni (bull).
Sanotaan, ettd on karhumarkkinat, jos uskotaan osakkeiden hintojen laskevan. Jos
taas uskotaan, ettd osakkeiden hinnat nousevat, sanotaan ettd on sonnimarkkinat.

Porssisijoittaja N. N. Taleb on juuri ostanut suuren mééréan osakkeita. Hanen
kollegansa uskovat, ettd N. N. Taleb uskoo markkinoiden olevan sonnivaihees-
sa. Kysyttiaessi N. N. Taleb kuitenkin vastaa, ettd hian uskoo ettd on 80% to-
dennékoisyys, ettd osakkeiden hinnat laskevat tulevaisuudessa. “Olet siis muut-
tanut mielesi!”, kommentoivat kollegat. “Uskot siis karhumarkkinoihin. Nyt kai
myyt osakkeesi nopeasti”. “En suinkaan”, sanoo N. N. Taleb, “Uskon karhumark-
kinoihin, mutta silti katson ettd osakkeita kannattaa ostaa.” N. N. Taleb katsoo
olevansa rationaalinen. Kuinka tdmé& on mahdollista?

1.12 Harjoitustehtdva. Kurssin ORMS2020: Pidtoksenteko epdvarmuuden
vallitessa loppukoe koostuu monivalintatehtéivistd. Kokeen suunnitelija, profes-
sori S., ei halua padstdéd kurssista ldpi hannuhanhia, jotka eivit oikeasti osaa
péaatoksentekoa epdvarmuuden vallitessa. Kuinka professori S.:n tulee laatia
monivalintakoe?

1.13 Harjoitustehtédva. Dosentti K.:lle on tarjottu Nikolaigradin ylpistosta kah-
ta professuuria: talousmatematiikan proessuuria seké estetiikan ja vertailevan ero-
tiikan professuuria. Dosentti K. haluaa jossain vaiheessa uraansa pédtya Nikolai-
gradin ylpiston rehtoriksi. Nikolaigradin ylpistossa rehtori valitaan professorien
keskuudesta. Ylpiston historian aikana on ollut yhdeksén rehtoria, joista kaksi on
ollut talousmatematiikan professoreja. Estetiikan ja vertailevan erotiikan profes-
soria ole koskaan valittu rehtoriksi. Professoreja Nikolaigradin ylpistossd on viisi-
kymmenté&. Jos urakehitysta ei oteta huomioon, niin Dosentti K. olisi mieluummin
estetiikan ja vertailevan erotiikan professori kuin talousmatematiikan professori.
Kumman tarjotuista professuureista dosentti K.:n kannattaa ottaa vastaan?

1.14 Harjoitustehtivia. Laske satunnaismuuttujalle X funktiot A ja A*, kun
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(a) satunnaismuuttuja X on binomijakautunut parametrein n ja p,
(b) kun satunnaismuuttuja X on Poisson-jakautunut parametrilla A.

1.15 Harjoitustehtivi. Osoita, ettd arvion (1.3.25) yldraja maksimoituu, kun
w=1/2.



Luku 2

Paatosmatriisit

If you cannot calculate you cannot speculate on future pleasure and your
life will not be that of a human, but that of an oyster or a jellyfish. — Plato

A little simplification would be the first step toward rational living, I think.
— Eleanor Roosevelt

But it is strange how many rational beings believe the ultimate truths of
the universe to be reducible to patterns on a blackboard.
— Frederick Pollock

2.1 Staattinen asetelma

Tarkastelemme paatosongelmia, jotka ovat staattisia: pdaatos tehddén vain kerran
ja sen jalkeen katsotaan seuraukset. Aikaulottuvuutta eli dynamiikkaa ei ole.

Padtoksentekiji valitsee padtoksen joukosta A = {a;; i € I}. Sitten kohta-
lon jumalatar Lady Fortuna arpoo jonkin maailmantilan joukosta Q = {w;; j €
J}. Padtoksen a; seuraus, jota kutsumme téssd myos a;:ksi, on siis satunnais-
muuttuja. Jos péétettiin a; ja Lady Fortunan valinta oli wj, niin saadaan palk-
kio ;. Toisin sanoen r;; = a;(w;). Palkkiot 7;; voivat olla periaatteessa mel-
kein mitéd tahansa reaaliarvoisia vahintdan valimatka-asteikkoisia suureita, mutta
usein kaytannossa palkkiot kannattaa tulkita rahaksi.

2.1.1 Maéritelméa (Palkkiomatriisi, paétosmatriisi). Olkoon I péétosindeksit ja
J sattumaindeksit. Matriisi R = [rj]ier jes on palkkio- eli padtosmatriisi. Maa-
ilmantila eli alkeistapaus w; tapahtuu todennikéisyydelld p;, eli p; = P(w;) =
P(ai = rij) .

2.1.2 Huomautus. Indeksijoukot I ja J voivat olla periaatteessa mitéd tahansa,
mutta kdytdnnon mallinnuksessa ne ovat tyypillisesti darellisid: paatoksentekijalla
on siis talloin vain ddrellinen maara valintoja, samoin kuin kohtalon jumalatta-
rellakin.
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Jos I ja J eivit ole ddrellisid, niin méaritelmén 2.1.1 palkkiomariisi R ei ole
matriisi sanan perinteisessa mielessé, mika aiheuttaa ongelmia kayténnon laskuis-
sa.

2.1.3 Huomautus (Staattinen vs. dynaaminen péétostilanne). Kuvallisesti
madritelmén 2.1.1 mukainen staattinen pédtosasetelma tarkoittaa seuraavan
kuvan vasemman puolen puun kaltaista tilannetta (nelié tarkoittaa pédtostd ja
ympyré tarkoittaa sattumaa; kylkikolmio tarkoittaa tarkastelun loppua).

P11
11 4 T11

T12

p12 4 o
s

72111

13

T2112

T2121
T21
72122

<1 T22

P23 4 o3

T22

23

Vasemmanpuoleinen puu kuvastaa staattista tilannetta, jossa tehdédén yksi
paatos, a; tai as, ja sitten katsotaan, miké palkkio saadaan. Palkkiovaihtoehdot
valinnan a; jédlkeen ovat ry1, r1o ja 713, ja niiden todennékoisyydet ovat pq,
p2 ja ps3. Valinnan as jélkeen palkkiovaihtoehdot ovat 791, 799 ja 793, ja niiden
todennékoisyydet ovat pi, po ja p3. Huomattavaa siis on, ettd tapahtumien eli
sattumien todennékoisyydet p; ovat riippumattomia valinnoista a;.

Oikeanpuoleinen puu taas kuvastaa dynaamista tilannetta, jossa esimerkik-
si padtos as johtaa uuteen pédtostilanteeseen, jossa on uudet aikaisemmista
paatoksista riippuvat todennidkoéisyydet. Téllaisia dynaamisia paétostilanteita
késittelemme mychemmin luvussa 3.

2.1.4 Maédritelmi (Padtossaanto ja arvofunktio). Olkoon A kaikkien staattisten
paatostilanteiden joukko. Toisin sanoen A koostuu kolmikoista (R, p,a), missi
R on palkkiomatriisi, p on palkkiomatriisia R vastaava todennékoisyysvektori ja
a on mahdolliset paitokset (eli olennaisesti R:n rivit). Arvofunktio V : A — R
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antaa jokaiselle piitostilanteen (R, p,a) piitokselle a; numeerisen arvon V(a;).!
Arvofunktiota V' vastaava pdadtdssdidntd on valita sellainen paatos a;«, jolla arvo-
funktio V' maksimoituu:

V(ax) = max V(a;).

el

Toisin sanoen

*

i* = argmaxV(q;).
i€l

2.1.5 Huomautus. Miiritelmissi 2.1.4 R = RU {—o0, co}. Hyviiksymme siis
myos arvot —oo ja 0o, ja sovellamme jérjestysti —oo < a < oo kaikille a € R ja
laskusaantoja

+oo+00 = oo,

—00—00 = —O00,
a-o00 = 400, josa>0,
a-00 = —o0, josa <0,
a/oo = 0.

Sen sijaan oo — 00, 00/00, 0- 00 eivit ole madriteltyja.

2.1.6 Huomautus. Maéritelméssd 2.1.4 mikédédn ei takaa, ettd optimaalinen
paatos ag eli
i* = argmaxV(a;)
iel
on yksikésitteinen. Jos optimaalisia paatoksid on useita, niin silloin joko miké
tahansa niistéd valitaan tai keksitéddn jokin lisdsaanto.

Eri tavat muodostaa arvofunktio V' vastaavat erilaisia pa#atossiaantoja. Tata ei
pida kuitenkaan ymméartda niin, ettd jos padtossadanto V7 (funktiona) on eri kuin
padtossaanto Vi, niin V) ja V5 johtavat vialttamaéatta eri paatoksiin. Esimerkiksi
seuraava tulos valaissee téaté ilmioté:

2.1.7 Apulause (Paitosfunktioiden invarianssi). Olkoon V : A — R
pédtisfunktio ja f : R — R aidosti kasvava funktio. Télloin pddtosfunktio®
f oV johtaa tismdlleen samoihin pddatoksiin kuin pddtosfunktio V.

Todistus. Meidan tulee osoittaa, ettd jos a;+ on optimaalinen pa#dtossadannon V'
vallitessa, niin se on optimaalinen myos pa#atossaannon f o V' vallitessa, ja péin
vastoin.

IT4ssé raiskaamme notaatiota aika paljon. Pienempi raiskaus oli kirjoittaa V(a):n sijaan
V(R,p,a).

Merkintd f o V tarkoittaa yhdistettyd funktiota: (f o V)(x) = f(V(z)). Jos esimerkiksi
f(z) = €** ja V(z) = 3z, niin (f o V)(z) = €2(32) = ¢b2,
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(i) Olkoon a;+ jokin padtosfunktion V' antama valinta. Talloin siis V(a;) >
V(a;) kaikilla ¢ € I. Koska f on kasvava, niin myoskin f(V(a;+)) > f(V(a;))
kaikilla ¢ € I. Siten a; on myo6s padtosfunktion f o V' antama optimaalinen
paatos.

(ii)) Kééntden, olkoon a;+ péatosfunktion f oV antama optimaalinen valinta.
Téalloin siis f(V(aix)) > f(V(a;)) kaikilla ¢ € I. Koska f on aidosti kasvava, on
se kidntyva ja sen kddnteisfunktio f~! on myoskin aidosti kasvava. Siten kaikille
1 € I pitee

Viag) = f1(f (V(a)))

> [ (V(a))
- V(CLZ'),
eli a; on optimaalinen valinta myos paatossaannon V- vallitessa. O

2.2 Dominanssi ja pohkot sadnnot

Periaatteessa mikd tahansa funktio V : A — R vol médrittad padtossadn-
non, mutta kaikki padatossadnnot eivat valttamatta ole jarkevida. Tarkastelemme
jarkeviad eli rationaalista padtoksentekoa mychemmin luvussa 5. Téssd luvussa
tyydymme tarkistamaan, ettd paatossdaannot eivit ole aivan pohkoja.

2.2.1 Masritelmé (Pohko paitdssiintod). Arvofunktiota V' : A — R vastaava
paatossiadntd on pohko, jos se (oi johtaa padtokseen a;«, vaikka olisi olemassa
paitos a;r, jolle

(2.2.2) ViedJ g2y ja 3jed i > ey

2.2.3 Huomautus (Dominanssi ja pohkoys). (i) Kaava (2.2.2) sanoo, etté
paatos a;i dominoi paatosta a;« . Siispa paatossiddantd on pohko jos ja vain
jos se johtaa pa#tokseen, joka on dominoitu.

(ii) Pohkoyden véalttamisestd seuraa dominanssiperiaate: “jos valinta a;, domi-
noi valintaa a;,, ala tee valintaa a;,”.

(iii) Dominanssiperiaate ei sano “jos valinta a;, dominoi valintaa a;,, tee valinta
a;,”. Vol nimittdin olla esimerkiksi jokin kolmas valinta a;,, joka dominoi
valintaa a;, (ja siten automaattisesti myos valintaa a;, ). Tai sitten valinta
a;, on sellainen, etté a;, ei dominoi sité, eikd pédinvastoin, mutta valinta a;,
voi jostain muusta syysté olla valintaa a;, parempi.

2.2.4 Esimerkki (Dominanssin riittdvyys ja riittaiméttomyys). Joissain, muttei
kaikissa, péadtostilanteissa pelkéstdan pohkoyden vilttaminen riittdd padtoksen
tekemiseen.
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(i) Olkoon

190038
R:Lsooo]'

Télloin mika tahansa ei-pohko péadtossaanté antaa valinnan aq, silld valinta
a; antaa aina vahintddn yhtd hyvén palkkion, kuin valinta as, ja joissain
skenaarioissa a; antaa aidosti paremman palkkion, kuin valinta a,.

(ii) Olkoon

1
R = 1
1

co 0o ©
o O O
o O O
© O o

Edelleenkin pééatos a; dominoi pédtostd ao, mutta a; ei dominoi padtosta as.
Siten kumpikaan valinnoista a; tai ag ei ole valttdméatta pohko, mutta valinta as
on edelleen pohko, koska se on (edelleen) dominoitu péétoselld a; (ja padtoksella

CL3).

2.2.5 Huomautus (S&énto vs. tilanne). Pohkokin paatossaanto voi tilanteesta
riippuen johtaa jérkeviin pa#atoksiin. Olkoon esimerkiksi padtossadanto

(2.2.6) Vi) = ]

j€J

Tama on pohko sdanto, kuten tulemme myShemmin huomaamaan.
Tarkastelemme péaéatostilannetta

1
(2.2.7) R = |1
0

S o ©

11
00
0 0

o O

T&lloin a; on selvisti ainoa oikea pédtos, koska se dominoi kaikkia muita
paitoksia. Toisaalta

Vi) = 1-9-1-1-8 = 72,
V() = 1-8:0-0-0 = 0,
V(as) = 0-0-0-0-0 =

Siten paatossaanto (2.2.6) antaa jarkevén tuloksen tilanteessa (2.2.7).
Tarkastelemme sitten péaatostilannetta

191
(2.2.8) R = {180 -20
000
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Edelleen a; on selvisti ainoa oikea paatos. Toisaalta
V(a) = 1-9-1-(-1)-8 = =72
V(az) 1-8:0-(—=2)-0 = 0,
V(as) = 0-0-0-(=2)-0 = 0.

Nyt padatossdanto (2.2.6), joka vield tilanteessa (2.2.7) antoi jarkevan tuloksen,
antaa pohkon tuloksen.

Paatossdanto on siis pohko, jos on olemassa péaédtostilanne, jossa se antaa
paatoksen, joka on dominoitu. Y& paatossaannolle (2.2.6) tilanne (2.2.8) oli
tallainen.

2.3 Swuosittuja paatossaiantoja

Ei-stokastinen paatossaanto ei véilita milld tavalla Lady Fortuna valitsee toteutu-
vat maailmantilat:

2.3.1 Maéritelmé (Ei-stokastinen paatossaanto). Jos arvofunktion V' méérit-
telysséd kdytetddn ainoastaan palkkioita R, mutta ei todennékoisyyksid p, niin
arvofunktiota V' vastaava paidtossdanto on ei-stokastinen.

Ei-stokastisen sédénnon vastakohta (tai pikemminkin yleistys) on tietenkin sto-
kastinen séénto:

2.3.2 Miéritelma (Stokastinen péitossiints). Mikili arvofunktion V : A — R
maéaarittelyssa kiaytetdan myos todennikoisyyksia p, niin arvofunktiota V' vastaa-
va padtossaanto on stokastinen.

Esitdmme nyt muutamia suosittuja padtossaantoja ja niita vastaavia paatoksia
seuraavan esimerkin tilanteessa. Lisdksi analysoimme hieman néiden sdéntojen

mahdollista pohkoytté.

2.3.3 Esimerkki (R. investoi). Sijoittaja R., joka ei usko hajauttamiseen, vaan
haluaa munansa yhteen koriin, haluaa sijoittaa tasan yhteen neljasté kohteesta:

a; = pankkitalletus,

as = valtion obligaatio,

az = vanhan vakavaraisen yrityksen osake,

a, = uuden riskialttiin, mutta lupaavan yrityksen osake.

Sijoittaja R. arvelee, ettéd jokin skenaarioista
w; = karhumarkkinat,
wy = tasainen nykymeno,

w3z = sonnimarkkinat,
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toteutuu ja ettd jokainen skenaario on yhtéd todennédkéinen. Eri sijoitusten vuo-
tuiset tuottoprosentit eri skenaarioissa ovat

-1 -1 -1

-5 0 5

i -10 2 8
=50 3 30

2.3.4 Huomautus. Esimerkin 2.3.3 péadtostilanteessa ei ole dominoituja valinto-
ja. Toisin sanoen miké tahansa pa#tos ay, as, ag tai as on periaatteessa jarkeva.
Siten periaattessa pohko sdéntd voi nayttdd ihan jarkevaltd esimerkin 2.3.3 va-
lossa.

Ei-stokastisia saidntoja

Aloitamme pédtossdannoilld, jotka ovat riippumattomia péaédtostilanteiden
(R, p,a) todennikoisyyksista p; siis ei-stokastisia.

2.3.5 Médritelmé (Pessimisti). Pessimisti haluaa tehdd parhaan mahdollisen
paétoksen huonointa mahdollista tilannetta varten:

Via) = Ijnel? Tij.

2.3.6 Huomautus (Pessimisti on “maximin”). Pessimisti ajattelee, ettd Lady
Fortuna on hénté vastaan ja varautuu siihen. Pessimistin valinnalle a;« pétee

V(ax) = maxmin r;.
el jeJ

Téasté syysta pessimistin sdantoa kutsutaan myos mazimin-sdadannoksi.

2.3.7 Esimerkki (Pessimisti R. investoi). Esimerkissd 2.3.3 pessimistinen R.
arvottaa

V(a;) = min(-1,-1,-1) = -1,
V(az) = min(-5,0,5) = -5,
V(az) = min(— 10 2 8) = —10
V(ay) = min(-50,3,30) = —50.

Siten pessimistisen R.:n valinta on a;, koska
V(a;) = —1 = max(—1,-5,—10,—-50).

Pessimistien paétossdanto on varsin suosittu ja vaikuttaa jarkeenkéyvéalta. Va-
litettavasti pessimistin valinta voi olla phko, kuten seuraava esimerkki todistaa:
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2.3.8 Esimerkki (Pohko pessimisti). Olkoon paatostilanne

R:

o = O

1
0
0

o O O
o O O

Télloin pessimistille V(a;) = 0 kaikilla ¢ € I = {1,2,3}. Siten pessimisti voi
valita esim a3. Mutta a3 on dominoitu (sekd a;:114 ettd as:lla). Siten pessimisti
teki pohkon valinnan.

Pohkot valinnat voidaan estdéd hienostuneella pessimismilld:

2.3.9 Madritelméd (Hienostunut pessimisti). Hienostunut pessimisti on pessi-
misti, joka on ensin poissulkenut dominoidut vaihtoehdot pa#atosmatriisistaan:

Vi) = —00, jos a; on dominoitu,
! minjey r;;, muulloin.

2.3.10 Lause. Hienostunut pessimisti ei ole pohké.

Todistus. Viite on triviaali: pohkoja valintoja ei tehdé, koska niille on annettu
arvo —oo. O

a ) v ) e C. vo.
Lauseen 2.3.10 “todistuksessa” ei viitattu mitenkdin itse pessimistin arvo
funktioon. Siten samalla “todistuksella” saamme seuraavan lauseen:

2.3.11 Lause (P#&tossdénnon hienostaminen). Olkoon Vo mikd tahansa
padtossdadinto. Jos on olemassa sellainen pddtos a;, ettd Vo(a;)) > —oo, niin
tdlloin hienostettu paatossaanto

V(a;)

—00, jos a; on dominoitu,
Vo(a;), muulloin.
on et-pohko.

2.3.12 Mairitelmé (Optimisti). Optimisti haluaa tehdd parhaan mahdollisen
padtoksen parhainta mahdollista tilannetta varten:

Via) = MaX 1.

2.3.13 Huomautus (Optimisti on “maximax”). Optimisti ajattelee, ettd Lady
Fortuna on hénen puolellaan ja varautuu sithen. Optimistin valinnalle a;« pétee

Viax) = IAX IMAX 7.

Téasté syysta optimistin sddntod kutsutaan myos mazrimaz-sdadannoksi.
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2.3.14 Esimerkki (Optimisti R. investoi). Esimerkissd 2.3.3 optimistinen R.
arvottaa
V() = -1, V(ag) =5, V(ag) =8 ja V(as) = 30.

Siten optimistinen R. valitsee a4:n.

2.3.15 Huomautus (Pohko optimisti). Kuten pessimisti, myos optimisti voi ol-
la pohko. Tamén ndyttdminen on harjoitustehtdva 2.2. Luonnollisesti optimismi
voidaan hienostaa pessimismin tavoin ei-pohkdksi eliminoimalla ensiksi dominoi-
dut paatokset.

Seuraavassa sadnnossd ei poikkeuksellisesti maksimoidakaan arvofunktiota,
vaan minimoidaan katumusta.

2.3.16 Mairitelma (Katumuksen kaihtaja). Katumuksen kaihtaja haluaa mi-
nimoida katumuksen

kij = IgleaIX Tij — Tig,
kun on valittu a,;, mutta sattuukin w;. Katumuksen kaihtaja tekee valinnan a;-,
jolle suurin mahdollinen katumus

(a;) max ki
minimoituu:
K(ax) = minK(q;).
i€l
2.3.17 Huomautus (Katumuksen kaihtaja on “minimax-katumus”). Merkitdin

T’j = Hzléalx Tij
Téllon 7} on se paras mahdollinen palkkio, joka oltaisiin saatu, jos oltaisiin tiedet-
ty, ettd Lady fortuna valitsee maailmantilan w;. T&ll6in oltaisiin tietysti valittu
parasta mahdollista palkkiota r} vastaava pdéitds a(;). Koska Lady Fortunan
valintaa j € J ei tiedeté, on pakko tehda jokin valinta a;. Téstéd valinnasta seu-
raa kadutus k;;, jos Lady Fortuna tekee valinnan w;. Pahimmillaan tdmé& kadutus
voi olla

Valitaan siis padtos a;s, jolla pahin mahdollinen katumus K (a;) minimoituu:

K(a;») = minmaxk;;.
iel jed

Té&sta johtuu nimi menimaz-katumus-sdadanto.
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2.3.18 Huomautus (Katumuksen kaihtaja arvofunktion maksimoijana). Ka-
tumuksen kaihtaminen voidaan esittdd myos arvofunktion maksimoimisena. Ni-
mittdin katumuksen karttaminen on riemastuksen rakastamisena. Jos k;; on ka-
tumus, niin ¢;; = —k;; on riemastus. Péa&toksentekijd varautuu pienimpéin mah-
dolliseen riemastukseen

Via) = min Cij.

Valinnalle a;«, joka maksimoi pienimmé&n mahdollisen riemastuksen pétee

V(ai+) = maxmin/;; = max (— max ( - Eij))

el jeJ icl jed
= max | —max k;; = —minmax k;;
icl jed il jeJ

2.3.19 Esimerkki (Katumusta kaihtava R. investoi). Esimerkissé 2.3.3 sijoittaja
R.:n katumusmatriisi on

—1—(=1) 3—(=1) 30— (=1) 0 4 31
K ~1—(=5) 3-0 30-5| _ | 43 2
~1—(-10) 3-2  30-8 | 9 2 22
—1—(=50)  3—=3  30—30 49 0 0

Suurimmat mahdolliset katumukset ovat
K(ay) =31, K(ag) =25, K(az) =22 ja K(as) =49.
Katumusta kaihtavan R.:n valinta: as.

2.3.20 Huomautus (Pohkoé katumuksen kaihtaja). Kuten pessimisti, myos
katumuksen kaihtaja voi olla pohkd. Tadmén ndyttdminen on harjoitustehtdvé
2.3. Luonnollisesti katumuksen kaihtaja voidaan hienostaa pessimismin tavoin
ei-pohkoksi eliminoimalla ensiksi dominoidut paatokset.

Seuraava ns. Hurwiczin siénté mahdollistaa keskitien (tai minké kohdan ta-
hansa tieltd) optimismin ja pessimismin valilta.

2.3.21 Maiaritelma (Hurwiczin séénts). Olkoon 0 < w < 1. Hurwiczin pdd-
tossdanto on w-maximax + (1—w)-maximin eli

Via) = WMAX T + (I-w) Ijl.lei}lﬁj‘
Painoa w kutsutaan paiatoksentekijan optimismin asteeksi.

2.3.22 Huomautus. Jos w = 1, on Hurwiczin sdéntdé maximax-saénto. Jos taas
w = 0 on Hurwiczin sdanté maximin-sdanto. Siten on selvéd, ettd myos Hurwiczin
sdanto voi johtaa pohkoihin valintoihin, jos sité ei hienonneta normaaliin tapaan.



2.3 Suosittuja padtossaantoja 59

2.3.23 Esimerkki (Realisti R. investoi). Esimerkissi 2.3.3 “realistisella” sijoit-
taja R.:11d on w = 0,5. Hén arvottaa

Vi) = 05-(=1) +05-(=1) = —1,
V(eg) = 05-(=5) +05-5 = 0,
V(as) = 05-(=10) +05-8 = —1,
V(e) = 05-(=50) +05-30 = —10

“Realistin” valinta: as.

2.3.24 Huomautus (Optimismin aste paatoksistd). Harva meista tietdd optimis-
mimme asteen w. Sen takia Hurwiczin sdéntoé onkin mielenkiintoinen kééanteisesti:
w voidaan tietyissi rajoissa paitelld tehdyistd padtoksistd. Jatdmme harjoitus-
tehtaviksi 2.4 keksié koejarjestelyn, jolla optimismin aste voidaan méaritella.

Stokastisia sddntoja

Tarkastelemme nyt pa#tossadntojé, joissa todennékoisyydet p on otettava huo-
mioon; siis stokastisia sdantoja.

2.3.25 Miéritelméi (Odotusarvosiddnto). Odotusarvosddnto tarkoittaa sitd, etta
arvotetaan odotusarvojen mukaan:

V(a;)) = E(a;)) = Zrijpj.

jeJ

2.3.26 Huomautus (Odotusarvosianto on “maxiE”). Odotusarvoilla arvottavan

valinnalle a;« péatee
V(ax) = maxE(a;).

iel

Tamén vuoksi odotusarvosdaantoda kutsutaan myos nimella maziE-sddanto.

2.3.27 Huomautus (Odotusarvosaannon luonnollisuus). Odotusarvosddnté on
monessa mielessé luonnollinen:

(i) Odotusarvo on painotettu keskiarvo, mika on intuitiivisesti tasapainoinen
valinta.

(ii) Odotusarvo on wvarianssiwirheen minimoija: Jos on etsittavi luku m, jolle
satunnaismuuttujan X —m varianssi Var(X —m) on mahdollisimman pieni,
on tuo luku odotusarvo: m = E(X)

(i) Suurten lukujen laki 1.3.19 sanoo, ettd jos pelataan toistuvasti pelid X,
siis joka kierroksella saadaan satunnaismuuttujan X verran, niin “pitkéssa
juoksussa” saadaan keskimédrin E(X) verran.
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(iv) Odotusarvo on mydos riskineutraali valinta: jos padtoksentekija on indiffe-
rentti valintojen

(a) varma voitto 1,
(b) voitto 2 todennékéisyydella 1/2 ja voitto 0 todennédkoisyydella 1/2,

on hén riskineutraali.
2.3.28 Esimerkki (Riskineutraali R. investoi). Oletamme, ettd esimerkissé 2.3.3

jokainen skenaario wi, ws ja ws ovat yhtd todennékoisia. Télloin odotusarvon
mukaan sijoittaja R.:n arvotukset ovat

V(a) = (=1)-0,333+(=1)-0,333+(=1)-0,333 = —1,
V(az) = (=5)-0,333+0-0333+5-0333 = 0,
V(as) = (—10)-0,333+2-0,3334+8-0,333 = 0,
V(as) = (—50)-0,333+3-0,333+30-0,333 = —5,667.

Sijoittaja R.:n valinta: joko ay tai as.

Toisin kuin aikaisemmissa sdédnnoisséd odotusarvosddnnossa ei ole pohkoyden
vaaraa.

2.3.29 Lause (Riskneutraali ei ole koskaan pohko). Odotusarvosddntod noudat-
tava padtoksentekiji ei koskaan valitse dominoitua pddtostd.

Todistus. Oletetaan, etté péétos a;; on dominoitu péaétokselld a,,. Tallon r;; <
r;,; kaikilla j € J ja on olemassa jokin ji € J, jolle it < Tigyt - Télloin

E(a,) = Y rip;
jeJ
= Z TiyjPj + Tiyji Dyt
J€IN{IT}
Z TiyjPj + Tiyji Dyt
JeNIT}
< Z ’I“Z'ijj‘l'TinijT
JeN{IT}
= Z%jpj
jeJ

= E (ai2> :

247"

IA

Siispé odotusarvoarvoittaja ei valitse dominoitua paétosta a;, . [
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Odotusarvosaénté on siis riskineutraali. Kaikki eivit kuitenkaan ole riski-
neutraaleja: toisen karttavat riskid (ja ottavat esimerkiksi vakuutuksia) ja toiset
rakastavat riskid (ja esimerkiksi lottoavat). Suhtautumista riskiin mitataan
hyotyjen avulla. Idea on muuttaa palkkiot hyodyiksi epélineaarisella tavalla.
T&lloin paatoksentekija voi suhtautua palkkioiden muutoksiin eri tavalla riip-
puen siitd kuinka suuri palkkio on tai mikd on paédtoksentekijan alkuvarallisuus.
Esimerkiksi kymmenen euron muutos kymmenen euron palkkiossa merkitsee
monille (riskid kaihtaville) paatoksentekijoille enemmén kuin kymmenen euron
muutos miljoonan euron palkkiossa. Toisin sanoen rajahyoty ei ole vakio.

2.3.30 Maéritelmé (Hyotyfunktio). Hoytyfunktio on miké tahansa jatkuva ja
kasvava funktio u : R — R.

2.3.31 Maéritelmé (Odotetun hyodyn saanto). Odotetun hyddyn sddnté on ku-
ten odotusarvosdidntd, mutta nyt ei tarkastella palkkioita r;;, vaan niiden hy&tyjé
u(r;;). Odotetun hyodyn maksimoijan arvofunktio on siis

V(a) = E(u(@) = Y ulry)ps,

jeJ
missd v : R — R on paatoksentekijan hydtyfunktio.
2.3.32 Huomautus (Odotetun hyédyn sdanto on “maxiEu”). Odotetun hyddyn
maksimoijan valinta on se a;, jolle

V(ax) = maxE(u(a;)).

iel
Téasté syysta odotetun hyddyn sdantéd kutsutaan maxiFu-sddnndksi.

2.3.33 Maaritelmé (Rajahyoty). Hyotyfunktion u : R — R derivaattafunktio
% : R — R on rajahydty.

2.3.34 Huomautus (Muuttuva rajahyoty). Koska hyotysdédnnon 2.3.31 keskei-
nen idea on muuttuva rajahyoty, hyotyldhestymistavassa on aina katsottava ko-
konaistilannetta, eikd vain muutoksia. Riskineutraalissa ldhestymistavassa muu-
tosten tarkastelu riittdd. Tai pikemminkin riskineutraalissa tilanteessa ei ole vilia
katsotaanko muutoksia vai lopputulemaa.

2.3.35 Maiaritelma (Riskinkaihtaja ja -rakastaja sekd riskineutraali). Jos

hyotyfunktion u derivaatta j—f, eli rajahyoty, on laskeva, niin hyotyfunktio u on

konkaavi. Pasatoksentekija, jolla on konkaavi hyotyfunktio on riskinkaihtaja.
Vastaavasti, jos rajahyoyty % on kasvava, on hyoty konveksi, ja paatoksenteki-

jé, jolla on konveksi hyotyfunktio on riskinrakastaja.

du

Jos rajahyoty - ei kasva eiké laske, eli se on vakio, niin péétoksentekijé on

riskineutraali.
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Hyodyisté, riskinkaihtamisesta ja -rakastamisesta puhumme my6hemmin lisda
paljonkin luvussa 5.

Seuraavassa kuvassa on hahmoteltu riskinkaihtajan (vasen puoli, konkaavi
funktio) ja riskinrakastajan (oikea puoli, konveksi funktio) hyoytyfunktioita.

A A

]

\i

\i

2.3.36 Lause (Hyétysdinnon pohkdys ja ei-pohkoys). Hydtysddntd ei ole pohkd
jos ja vain jos hyotyfunktio u : R — R on aidosti kasvava.

Todistus. Lauseessa 2.3.36 on kaksi puolta: ensimméinen puoli sanoo, ettd aidosti
kasvavaa hyoytyfunktiota vastaava pa#atossdanto ei voi olla pohko ja toinen puoli
sanoo, ettd jos hyoytyfunktio ei ole aidosti kasvava, niin 16ytyy péaatostilanne,
jossa se on pohko.

Tarkastelemme aluksi ensimméistd puolta. Oletamme, ettd péatos a;, on do-
minoitu padtokselld a,,. Talloin r;; < r;; kaikilla j € J ja on olemassa jokin
gt € J, jolle Tiyt < Tyt Télloin, koska u on aidosti kasvava, niin perustelu
menee tasmélleen samalla tavalla kuin riskineutraalissa tapauksessa:

E(u(ay) = > u(ri;)p
JjeJ
= > ulrag)py+u(rg)
J€N{GT}
D ulrig)py+u (i) py
J€I\{IT}
< Z w (rigg) pj +u (Tiggt) Pyt
JeN{IT}
= Zu(rin)pj
Jje€J

— E(u(a,)).

IN
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Siispd dominoitua pa&atosta a;, ei valita.

Tarkastelemme sitten véitteen toista puolta. Riittaa siis osoittaa, ettéd jos u :
R — R joka ei ole aidosti kasvava, niin 16ytyy piitostilanne (R,p,a), jossa
tehdddn pohko paiatos. Koska w:n on joka tapauksessa oltava kasvava (muuten
pohkoys on ilmiselviid) voimme olettaa, ettd w on vakio jollakin valilla [rq, 7).
Talloin deterministinen pa#tostilanne

n =[]

Via) = u(r) = u(r2) = Vl(aa),

altistaa pohkdydelle, silla

mutta a; on selvisti dominoitu. O

2.3.37 Esimerkki (Riskiéd kaihtava R. investoi). Olkoon esimerkissé 2.3.3 sijoit-
taja R.:n hyoty logaritminen tuottoprosenttiin néhden:

u(r) = In(r+100%).
Télloin hénen rajahyotynsé on kddntéden verrannollinen tuottoon néhden, eli

d 1
EU(T) = -,

r

Luku 100% sijoittaja R.:n hyotyfunktiossa viittaa R.:n koko sijoitettavaan va-
rallisuuteen. Oikeastaan olisi parempi kidyttda rahaméaria tuoton sijasta, koska
sijoittaja R.:n hyotyfunktio voi riippua hinen (sijoitettavasta) varallisuudestaan.
Sijoittaja R.:n arvotukset ovat (kun edelleen oletamme, etté skenaariot wy, wo ja
w3 ovat yhtd todennékoisii)

V(a) = In(0,99) 0,333 + In(0,99) - 0,333 + In(0,99) - 0,333
= 0,003,

V(az) = In(0,95)-0,333 4 In(1) - 0,333 + In(1,05) - 0,333
= 0,001,

V(as) = In(0,90)- 0,333 + In(1,02) - 0,333 + In(1,08) - 0,333
= 0,003,

V(a)) = In(0,50)-0,333 + In(1,03) - 0,333 + In(1,30) - 0,333
— —0,133.

Sijoittaja R.:n valinta: as.



2.4 Yhdistettyja sadntoja 64

2.4 Yhdistettyja sadntoja

2.4.1 Maisritelmé (Yhdistetty sdanto). Pédtossddannoista Vi, Vo, ..., V,, voi-
daan muodostaa uusi sdanté V' painottamalla:

Via;)) = wiVi(a;) +woVa(a;) + - + wp Vin(a;),
missa painot wy, ws, . .., W, ovat positiivisia.

2.4.2 Madaritelmd (Koveksi sddntéjen yhdistdminen). Mikéli maéritelméssa
2.4.1 yhdistamispainot wy, ..., w,, toteuttavat

wy +we 4w, = 1
on kyseessa konveksi yhdistiminen.

2.4.3 Esimerkki. Hurwiczin sdédnté on konveksi yhdistelmd maximax- ja
maximin-saannoista.

2.4.4 Esimerkki (Sijoitta R. yhdistelee sdéntoja). Esimerkin 2.3.3 sijoittaja
R. painottaa optimistista sdéntod (maximax) painolla 0,75 ja katumussédantod
(minimax-katumus) painolla 0,25. Yhdistdmisessd kédytetaan riemastustulkintaa
katumukselle. Arvotukset ovat:

V(a;) = 0,75-(=1) + 0,25-(=31) = —8,50,
Via) = 0,75-5 + 0,25-(=25) = —2,50,
V(az) = 0,75-8 + 0,25-(—22) = 0,50,
Viay) = 0,75-30 + 0,25-(—49) = 10,25.

R.:n valinta: a4.

2.4.5 Esimerkki (Eri arvojen tasapainottaminen). Yhtion pitdd valita miké
péadtos a;, @ € I, tulee valita, kun palkkiomatriisi on R = [rj]ier jes. Yhtiolld
on kolme osakkeenomistajaa, joiden osuudet koko osakekannasta ovat wy, ws ja
w3z = 1 — w; — wy. Osakkeenomistajilla on arvofunktiot Vi, V5 ja V3. Koska
esimerkiksi arvofuntkio 10V} on kdytdnnossd sama kuin arvofuntkio V;, on osak-
keenomistajien arvofunktiot ensiksi laitettava samalle skaalalle. Tadméa tapahtuu
normeerauksella

() = Vii(ai) = Vi(ai,))
Vk(ai(k,+)) - Vk(@i(k,f))’
missé a;(k,4+) ja ai,—) ovat osakkeenomistaja k:m eniten ja véiten arvottamat

paatokset. Nyt kaikilla osakkeenomistajilla k£ ja kaikilla paétoksilla a;, 0 <
Vi(a;) <1 ja osakeomistuksilla painotettu yhteinen arvofunktio on

k=123,

V() = U)lvl(ai) + wng(ai) + ’LU3‘~/3<CL,L'>.
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2.4.6 Mairitelmé (Reunaehdon yhdistdminen). Reunaehto V' on miké tahansa
sdanto, joka sulkee pois jotkin valinnat a;, mutta ei erottele muita valintoja:
V'(a;) = —1, jos valinta a; ei toteuta reunaehtoa ja V'(a;) = 0, jos valinta q;
toteuttaa reunaehdon. Sééntoon V” voidaan yhdistéié reunaehto V'’ asettamalla®

Vi(a)) = V"(a;) + oo-V'(a;).

2.4.7 Esimerkki (Sijoittaja R. asettaa reunachtoja). Esimerkissé 2.3.3 sijoittaja
R. asettaa reunachdon “yli 15% sijoituksesta ei saa missdan tapauksessa havita”.
Siis V'(a;) = —1, kun @ = 4 ja V'(q;) = 0 muulloin. Jos perusséénto V" on
optimistinen maximax, niin

Vi) = =1 +00-0 = -1,
V(ag) = 5+ 00:-0 = 5,

Vias) = 8+ 00-0 = 8,

V(iag) = 30 +00-(—1) = —o0

R.:n valinta: as.

Lopuksi esitdmme laajan esimerkin, jossa kertaamme tdmén luvun asioita:

2.4.8 Esimerkki. Leipuri Pulla myy pullia Kumputien Leipomossa. Han pais-
taa pullat aamulla ja myy ne lounastauolla viereisen Ministerion Erikoisosaston
virkamiehille. Eilisia pullia ei voi tdnédén endd myyda.

Pullan paistaminen maksaa leipuri Pullalle 0,20€ pullalta, ja hin myy niita
1,00€ kappalehintaan. Leipuri Pulla tietdd, ettd pullia myydadn 0:sta 10:een
lounastaukoa kohti. Itse asiassa hén arvioi, ettéa

Po = 07017 p3s = 07047 Pe = 07]-07 by = 07027
P = 07027 by = 07107 b7 = 07047 Pio = 07017
P2 = 0a037 bs = 07607 pPs = Oa037

missd p; on todenndkoisyys myydé j pullaa.
Kuinka monta pullaa leipuri Pulla paistaa aamulla, jos hédn on

)
) pessimisti (Maximin),

c) realisti (1/2-Maximax + 1/2-Maximin),

) katumuksen kaihtaja,

) riskineutraali odotusarvoon uskoja,

) riskineutraali odotusarvoon uskoja, jolla kuitenkin on seuraavat reunaehdot:

3Tunnetusti co-0=0.
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— pitéé olla mahdollista saada voittoa vahintad 1,00 euroa ja

— missdédn tapauksessa ei saa tulla tappiota yli 1,00 euroa?

Aluksi on hyvéd huomata, ettd siadannot (a)—(d) ovat ei-stokastisia. Siten to-

dennékoisyydet p = (p;) ovat niissd irrelevantteja.

Seuraavaksi maarddmme palkkio- eli padatosmatriisin R = [r;;]. Leipuri Pullan
jarkevit pullanpaistoméérit ovat A = {0,1,...,10}. Jos kaikki pullat myydééin

(i < 7), niin leipuri Pullan voitto on

1,00 -7 — 0,20 - ¢

0,80 - 3.

Jos taas pullia jad myyméttd (¢ > j), niin leipuri Pullan voitto on

1,00 - j — 0,20 - .

Palkkiomatriisi R, eli voitot eri pullanpaisto- ja -myyntimé&arilla, on

0,00

~0,20
—0,40
~0,60
~0,80

R=|-1,00

~1,20
~1,40
~1,60
~1,80
~2,00

0,00
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00
~0,20
—0,40
~0,60
~0,80
~1,00

0,00
0,80
1,60
1,40
1,20
1,00
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00

0,00
0,80
1,60
2,40
2,20
2,00
1,80
1,60
1,40
1,20
1,00

0,00
0,80
1,60
2,40
3,20
3,00
2,80
2,60
2,40
2,20
2,00

0,00
0,80
1,60
2,40
3,20
4,00
3,80
3,60
3,40
3,20
3,00

0,00
0,80
1,60
2,40
3,20
4,00
4,80
4,60
4,40
4,20
4,00

0,00
0,80
1,60
2,40
3,20
4,00
4,80
5,60
5,40
5,20
5,00

0,00
0,80
1,60
2,40
3,20
4,00
4,80
5,60
6,40
6,20
6,00

0,00
0,80
1,60
2,40
3,20
4,00
4,80
5,60
6,40
7,20
7,00

(a) Optimisti Pulla toivoo parasta ja arvottaa tilat seuraavasti:

<

(ao)
(a1)
(a2)
V(as)
(a4)
(a5)

Qg

<

Qs

maxro;
jeg

maxry;
jed
max1o;
jeJ
maxrs;
jeg Y
maxry;
jed

maxnrs;
jeg

0,00,
0,80,
1,60,
2,40,
3,20,
4,00,

Optimistin valinta: kaikki pullat uuniin.

maxrg;
jeg

max 1,
jeg Y
maxrs,;
jeg

maxry;
jeg 7

0,00 |
0,80
1,60
2,40
3,20
4,00
4,80
5,60
6,40
7,20
8,00

4,80,
5,60,
6,40,
7,20,

maxrio,; = 8,00
jed

(b) Pessimisti Pulla pelkéé pahinta ja arvottaa tilat seuraavasti:
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V(ag) = r]nel}l ro; = 0,00, Viag) = I]Ilel}l re; = —1,20,
Via) = IJIl€1§l r; = —0,20, Viar) = rjn€1§1 r7; = —1,40,
Viay) = I]n€1§1 ro; = —140, Viag) = rjnely rs; = —1,60,
Vaz) = I]Ilel}l rs; = —1,60, Vag) = I]Il€1§l ro; = —1,80,
Viay) = IJHGI? ry; = —0,80, V(ay) = rjnely ro; = —2,00.
Vias) = 1]1161}1 rs; = —1,00,

Pessimistin valinta: ei paisteta.
(c) Realisti Pullan arvotukset ovat

V(ap) = 0,5-0,0040,5-0,00 = 0,00,

V(a) = 0,5-0,80+0,5-(—0,20) = 0,30,
V(ay) = 0,5-1,604+0,5-(—0,40) = 0,60,
V(az) = 0,5-2,40+0,5-(—0,60) = 0,90,
V(as) = 0,5-320+0,5-(-0,80) = 1,20,
V(as) = 0,5-4,00+0,5-(=1,00) = 1,50,
V(ag) = 0,5-480+0,5-(—1,20) = 1,80,
V(ar) = 0,5-560405-(—1,40) = 2,10,
Viag) = 0,5-6,40+0,5-(—1,60) = 240,
V(ag) = 0,5-7,20405-(—1,80) = 2,70,
Via) = 0,5-8,00+0,5-(—2,00) = 3,00.

Realistin valinta on paistaa kymmenen pullaa.
(d) Leipuri Pullan katumusmatriisi on

0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 480 560 6,40 7,20 8,00]
0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80 5,60 6,40 7,20
0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80 5,60 6,40
0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80 5,60
0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80
K= {100 0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00
1,20 1,00 0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20
1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40
1,60 1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 040 020 0,00 0,80 1,60
1,80 1,60 1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 040 020 0,00 0,80
2,00 1,80 1,60 1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 0,40 0,30 0,00

Suurimmat mahdolliset katumukset eri valinnoilla ovat siis
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r?e%x ko, 8,00, K(ag) I?Gajjx ke, 3,20,
I??}‘ k1, 7,20, K(a7) r§1€aJx k7, 2,40,
max ko, 6,40, K(ag) max ks; 1,60,
rglgc ks, 5,60, K(ay) r?eaf ko, 1,80,
r?gf ky; 4,80, K(ayo) r?eaj( k10,5 2.,00.
r?e%x ks 4,00,

Katumuksen kaihtaja paistaa 8 pullaa.

(e) Riskineutraalin Pullan arvotukset ovat

V(ag) = 0,00-0,01+ 0,00 0,02+ 0,00 - 0,03 + 0,00 - 0,04 +

0,00 - 0,10 + 0,00 - 0,60 + 0,00 - 0,10 + 0,00 - 0,04 +
0,00 - 0,03 + 0,00 - 0,02 4+ 0,00- 0,01 = 0,

—0,20 - 0,01 + 0,80 - 0,02 + 0,80 - 0,03 + 0,80 - 0,04 +
0,80 - 0,10 + 0,80 - 0,60 + 0,80 - 0,10 + 0,80 - 0,04 +
0,80 - 0,03 + 0,80 - 0,02 4+ 0,80 - 0,01 = 0,79,

—0,40 - 0,01 + 0,60 - 0,02 + 1,60 - 0,03 + 1,60 - 0,04 +
1,60 - 0,10 + 1,60 - 0,60 + 1,60 - 0,10 + 1,60 - 0,04 +
1,60 - 0,03 + 1,60 - 0,02 + 1,60 - 0,01 = 1,56,

—0,60 - 0,01 + 0,40 - 0,02 4 1,40 - 0,03 + 2,40 - 0,04 +
2,40 - 0,10 + 2,40 - 0,60 + 2,40 - 0,10 + 2,40 - 0,04 +
2,40+ 0,03 +2,40-0,02+2,40-0,01 = 2,30,

—0,80 - 0,01 4 0,20 - 0,02 4 1,20 - 0,03 + 2,20 - 0,04 +
3,20 - 0,10 + 3,20 - 0,60 + 3,20 - 0,10 + 3,20 - 0,04 +
3,20-0,03 + 3,200,024+ 3,20- 0,01 = 3,0,

—1,00- 0,01 + 0,00 - 0,02 + 1,00 - 0,03 + 2,00 - 0,04 +
3,00 - 0,10 + 4,00 - 0,60 + 4,00 - 0,10 + 4,00 - 0,04 +
4,00-0,03 4+4,00-0,02+4,00-0,01 = 3,60,
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Viag) = —1,20-0,01 —0,20-0,02 + 0,80 - 0,03 + 1,80 - 0,04 +
2,80 - 0,10 + 3,80 - 0,60 + 4,80 - 0,10 + 4,80 - 0,04 +
4,80 0,03 + 4,80 - 0,02 + 4,80 - 0,01 = 4,08,

V(ar) = —1,40-0,01 — 0,40 0,02 + 0,60 - 0,03 + 1,60 - 0,04 +
2,60 - 0,10 + 3,60 - 0,60 + 4,60 - 0,10 + 5,60 - 0,04 +
5,60 - 0,03 + 5,60 - 0,02 4+ 5,60 - 0,01 = 4,06,

V(as) = —1,60-0,01 —0,60-0,02+ 0,40 - 0,03 + 1,40 - 0,04 +
2,40 - 0,10 + 3,40 - 0,60 + 4,40 - 0,10 + 5,40 - 0,04 +
6,40 - 0,03 + 6,40 - 0,02 + 6,40 - 0,01 = 4,00,

V(a) = —1,80-0,01 —0,80-0,02+ 0,20 0,03+ 1,20 - 0,04 +
2,20 - 0,10 + 3,20 - 0,60 + 4,20 - 0,10 + 5,20 - 0,04 +
6,20 0,03 +7,20-0,02+7,20-0,01 = 3,19,

V(aw) = —2,00-0,01—1,00-0,02+ 0,00 0,03+ 1,00- 0,04 +
2,00 - 0,10 + 3,00 - 0,60 + 4,00 - 0,10 + 5,00 - 0,04 +
6,00 - 0,03 + 7,00 0,02+ 8,00-0,01 = 3,02.

Riskineutraali valinta on siis paistaa 6 pullaa.

(f) Nyt paistetaan 5 pullaa, silld as:114 on paras odotusarvo valintojen
as, as, a4, as joukossa, jotka toteuttavat asetetut reunaehdot.

2.5 Harjoitustehtiavia lukuun 2

2.1 Harjoitustehtiva. Mitké seuraavia arvofunktioita vastaavat paatossaannot
ovat pohkoja?

2.2 Harjoitustehtidva. Osoita, ettd optimistin sddnté on pohkod joissakin
padtostilanteissa.

2.3 Harjoitustehtava. Osoita, ettd katumuksen kaihtajan sdanté on pohko jois-
sakin paatostilanteissa.
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2.4 Harjoitustehtiava. Keksi koejérjestely, jolla padtdksentekijin optimismin
aste w voidaan pédtelld yhden desimaalin tarkkuudella.

2.5 Harjoitustehtdva. Penan Grilli ja Jaskan Grilli ovat kilpailijoita. Molem-
pien taytyy péaattdd samanaikaisesti ja toisistaan tietdméattd mainostaako

ei ollenkaan,
hieman,
kohtalaisesti,
paljon.

Pena uskoo, ettd Jaska mainostaa ei ollenkaan, hieman, kohtalaisesti tai paljon
yhtéd suurin todenndkdoisyyksin. Penan Grillin tuotot (euroa/vuosi) eri tilanteissa
ovat:

10.000

60.000  60.000 50.000 20.000
50.000  50.000 60.000 10.000
90.000  90.000 50.000 0

Miten Penan tulisi mainostaa, jos han on

(a) optimisti,
(b) pessimisti,
(c) realisti?

2.6 Harjoitustehtavia. Miten tehtdvén 2.5 Penan tulisi mainostaa, jos hén on

(a) katumuksen kaihtaja,
(b) riskineutraali,
(¢) hy6dyn maksimoija hyotyfunktiolla u(r) =1Inr?

2.7 Harjoitustehtava. Miten Penan ratkaisut tehtdvissa 2.5 ja 2.6 muuttuvat,
jos hin uskoo, ettd Jaska mainostaa paljon todennikoisyydelld 90%, kohtalaisesti
todennikoisyydella 5% ja hieman todennakoisyydelld 5% 7

2.8 Harjoitustehtiava. Ovatko tehtdvin 2.5 Pena ja Jaska symmetrisesséd ase-
massa padtoksenteon suhteen?
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2.9 Harjoitustehtivi. Sijoittaja R.:1ld on 1.000 euroa loyséé rahaa. Héan aikoo
sijoittaa ne vuodeksi joko valtion obligaatioiin tai kultaan (mutta ei molempiin).
Jos sijoittaja R. sijoittaa 1.000 euroa valtion obligaatioihin saa hén varmasti
vuoden kuluttua 1.296 euroa. Jos hén taas sijoittaa kultaan saa hdn vuoden
kuluttua 400 euroa todennékoisyydelld 0,75 ja 10.000 euroa todennéakoisyydella
0,25. Sijoittaja R.:n hyotyfunktio on u(r) = /r.

Sijoittaja R. haluaa optimoida odotetun (eli keskiméaéraisen) hyodyn. Tuleeko
hénen sijoittaa valtion obligaatioihin vai kultaan?

2.10 Harjoitustehtdva. (a) Kutsuisitko tehtavén 2.9 sijoittajaa riskineutraa-
liksi, riskinrakastajaksi vai riskinhaihtajaksi?
(b) Miten tehtdvin 2.9 paatosongelma muuttuu, jos sijoittaja R. voi myds ha-
jauttaa sijoituksensa?

2.11 Harjoitustehtédva. Yhtyneet insinortit Oy ja Lieto Oy kilpailevat samasta
Nikolaigradin kaupungin rakennusprojektista. Lieto uskoo, ettd Yhtyneiden in-
sinorttien tarjous on satunnaismuuttuja X , jonka jakauma on P x(6.000) = 0,40,
Px(8.000) = 0,30 ja Px(11.000) = 0,30. Mikéli tarjoukset menevit tasan, Lieto
voittaa tarjouskilpailun, koska Liedon hallituksen puheenjohtaja on myos Niko-
laigradin kaupunginhallituksen puheenjohtaja.

Projektin tekeminen maksaa Liedolle 6.000 euroa.

Miké on Liedon tarjous, kun se on
(a) optimisti,
(b) pessimisti,
(c¢) katumuksen kaihtaja,
(d) riskineutraali?

2.12 Harjoitustehtiava. Keksi koejérjestely, jolla voit selvittdéd, onko Pekka
Paattéja riskinkaihtaja, riskinrakastaja, riskineutraali vai “riskinvaihtaja”, eli ei
mitdédn edellisista.

2.13 Harjoitustehtédvi. Haluat selvittdd, onko Pekka Paattdja katumuksen
kaihtaja, optimisti vai pessimisti. Keksi koejérjestely, jolla saat tdmén selville.



Luku 3

Paitospuut

Be able to defend your arguments in a rational way. Otherwise, all you

have is an opinion. — Marilyn vos Savant
Opinion is like an asshole. Everybody has one. — Dirty Harry
The attention span of an average executive is one slide. — Trad

Esitdmme téassé luvussa niin sanotun paatospuumenetelmén paatoksenteon avuk-
si. Menetelmé on siind mielessé hyvé, ettéd se on graafinen. Se siis tuottaa kaunii-
ta kuvia johtajien, joilla ei ole kérsivéllisyytta laskemiseen tai ymmaéartamiseen,
paitoksenteon avuksi.

Kasittelemme padatospuita varsin kepeésti piirteleméllé niité ja tarkastelemalla
esimerkkeja. Todistuksia ja teoriaa on siis hyvin vdhén.

3.1 Dynaaminen asetelma

Luvussa 2 tarkastelimme staattista paatoksentekoa, eli paéatos tehtiin vain kerran,
ja sitten katsottiin seuraukset. Nyt tarkastelemme dynaamista padtoksentekoa,
jossa padtokset ja sattumat seuraavat toisiaan, ja menneisyys vaikuttaa tulevai-
suuteen. Padtoksentekoa jatketaan kunnes saavutetaan suunnitteluhorisontt.

3.1.1 Mairitelmé (Péatospuu). Pddtospuu on puu, joka koostuu kolmenlaisista
solmuista:

(i) pddtdssolmu (kuvataan usein neliolld), josta haarautuvista oksista paattéja
voi valita mieleisensé,
(ii) sattumasolmu (kuvataan usein ympyrélld), josta haarautuvista oksista sat-
tuma valitsee omansa annettujen todennékoisyyksien mukaan,
(iii) lehdistd (kuvataan usein kylkikolmiolla), eli palkkiosolmuista, joihin puu
paéttyy, ja joissa saadaan lehden osoittama palkkio.
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3.1.2 Huomautus (Dynaaminen vs. staattinen asetelma). Mé&éritelmén 3.1.1
mukainen dynaaminen péa#tosasetelma tarkoittaa seuraavan kuvan oikean puolen
puun kaltaista tilannetta (nelié tarkoittaa pa&tostd ja ympyra tarkoittaa sattu-
maa,; kylkikolmio tarkoittaa tarkastelun loppua). Vasemmanpuoleinen puu kuvas-
taa staattista tilannetta (joka on téssé toki piirretty myos padtospuuna).

p11
T11 4 T11

T12

P12 4 P
e

T2111

T13

T2112

72121
T21
72122

<1 T22
p23 4 -

T22

23

Vasemmanpuoleinen puu siis kuvastaa edellisessé luvussa 2 késiteltya staat-
tista tilannetta, jossa tehdaén yksi tehdadn yksi paiatos, joko a; tai as, ja sitten
katsotaan seuraukset.

Oikeanpuoleinen puu kuvastaa tésséd luvussa tarkasteltavaa dynaamista tilan-
netta. Nytkin tehdéddn aluksi yksi padtos, joko ajtai as, mutta tdmén padtoksen
jalkeen voi seurata uusia paatoksia uudessa tilanteessa. Kuvan puussa paatoksesta
a; el seuraa uusia paatoksid, mutta padtoksestd as voi seurata uusi padatostilanne:
valinta paatosten asq ja agip vélilla, jos kohtalon jumalatar Lady Fortuna niin
suo. (Hén suo sen todennékdisyydelld poy, jos valinta as tehtiin.)

3.2 Paitospuun rakentaminen

Téssé osiossa esitdmme, miten padtospuun voi rakentaa seuraavan esimerkin 3.2.1
“Oljy-yhti6 poraa” avulla. Seuraavassa osiossa 3.3 esitdmme miten péitospuut voi
“ratkaista” riskineutraalisti, eli kuinka optimaaliset paidtokset lasketaan puista.
Lopuksi, osiossa 3.6, esitdmme, miten péadatospuut “ratkaistaan” hyotysddnnon
vallitessa.
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3.2.1 Esimerkki (Oljy-yhti6 poraa). Oljy-yhtio Oy:m pitéd padttias poratako
oljya paikasta P. Poraaminen maksaa 100.000€. Jos 6ljya 16ytyy, niin siitd saa-
daan 6.000.000<€. Oljy-yhtic Oy arvelee, etté 6ljyn 16ytymisen todennikdisyys
on 45%. Ennen varsinaista poraamista Oljy-yhtio Oy voi palkata geologin ar-
vioimaan paikkaa P. Geologin palkkaaminen maksaa 10.000<€. Geologi antaa to-
dennakoisyydelld 50% suotuisan raportin. Mikéli raportti on suotuisa, 16ytyy
oljyé paikasta P todenndkoisyydelld 80%. Mikili raportti on epdsuotuisa, 16ytyy
oljya paikasta P todennakoisyydelld 10%.

Mité Oljy-yhtio Oy:n kannattaa tehda?

Rakennamme binddrisen puun, jossa perdkkiin kysytddn nelja kylld/ei
-kysymystd. Jokaisen kysymyksen kohdalla puu (mahdollisesti) haarautuu.
Kysymykset ovat:

1. Palkataanko geologi (padtos)?

2. Onko geologin raportti suotuisa (sattuma)?
3. Porataanko (paitos)?

4. Onko o6ljya (sattuma)?

Kysymykset on jérjestetty niin, ettd padtoksentekoa viivytetddn mahdolli-
simman pitkélle, jotta kaikki mahdollinen (satunnainen) informaatio saadaan
padtoksenteon tueksi.

Ensimmaéiseen kysymykseen “Palkataanko geologi?” joudumme vastaamaan
ilman mitdéan lisdinformaatiota. Tam& on puun juuri. Puumme siis alkaa
padtossolmusta (nelio)

Palkataanko geologi

Kylli

Ei

Juuressa puumme siis haarautuu kahdeksi alipuuksi: ylemméssa alipuussa geologi
palkataan ja alemmassa alipuussa geologia ei palkata.

Toinen kysymys on “Onko geologin raportti suotuisa”. Jos geologia ei palkat-
tu, on tdméa kysymys tietysti merkitykseton, ja siirrymme suoraan kolmanteen
kysymykseen. Jos taas geologi palkattiin, niin geologin raportti aiheuttaa sat-
tumasolmun (ympyréd) padtoshaaraan, jossa geologi palkattiin. Sattumasolmun
haaroihin on merkitty haaran tapahtumisen todennékéisyydet (sulkuihin):
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Palkataanko Onko geologin
geologi? raportti
suotuisa?
On (0,5)

Kolmas kysymys “Porataanko?” koskee kaikkia puun haaroja. Lisdédmme siis
puuhun kolme paatoéssolmua:

Palkataanko Onko geologin Porataanko?
geologi? raportti
suotuisa?
Kylla

On (0,5)

Ei

Viimeinen, neljés kysymys on “Onko 6ljya?”. Tama kysymys koskee vain niita
puun haaroja, joissa porataan. Jokaiseen poraushaaraan tulee siis sattumasolmu.
Eri sattumasolmuissa voi olla eri todennékoisyydet. Koska tdmé oli viimeinen
kysymys, pitdd kaikki haarat nyt paattaa lehtiin (kdrkikolmio). Lehden pddhin
merkitsemme kyseistd puun haaraa vastaavan palkkion. Olemme siis saaneet puun
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Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa? On (0,8)

Kylld 5.890.000

—110.000

On (0,5)

4 —10.000

5.890.000

—110.000

4 —10.000

5.900.000
Ei (0,55)

—100.000

3.3 Riskineutraali sdint6 padtospuissa

Riskineutraali paatossaantod paatospuissa perustuu laskemalla sattumasolmuille ja
niistd haarautuville alipuille arvot odotusarvoperiaatteen mukaan ja valitsemalla
paatossolmuissa se haara, jota vastaava alipuu (eli ko. alipuun juurisolmu) saa

suurimman arvon. Tamé arvo tulee my6s padtdssolmun arvoksi.

Kaytédnnossd arvojen médrdminen menee seuraavasti

3.3.1 Maéritelméa (Padtospuiden riskineutraalit arvot).

(i) Lehden arvo on se miké se on (eli sitd vastaava palkkio).

(ii) P&&atossolmun arvo on siitd haarautuvien alipuiden arvojen maksimi, eli

parhaimman péatoksen arvo.

(iii) Sattumasolmun arvo on siitd haarautuvien alipuiden odotusarvo, eli to-

dennékoisyyksin painotettu keskiarvo.

3.3.2 Huomautus. Koska lehtien arvot tiedetddn ja kaikki paattyy lopulta
lehtiin, voidaan kohtien (i)-(iii) avulla laskea kaikkien puiden solmujen arvot
kdymaélld puuhun latvasta (tai pikemminkin latvoista) ja etenemélld takaperin.

3.3.3 Esimerkki (Oljy—yhtién poraaminen jatkuu). Tarkastelemme edelleen 6ljy-

yhticesimerkkia 3.2.1.
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Méaaraamme puun solmujen arvot ldhtien liikkeelle lehdistd. Mutta lehtien
arvot on jo annettu. Siten ei tarvitse tehdd mitéén. (Téssd kohtaa myShemmin
esitettava hyotysdanto poikkeaa himema. Muuten hyotysaéanto toimii tdsmélleen
samalla.)

Lehtid edeltdvien sattumasolmujen “Onko 6ljya?” arvot lasketaan odotusar-
voperiaatteella. Siis, jos esimerkiksi sattuma haarautuu kahdeksi lehdeksi to-
dennékoisyyksin pqja po, ja lehtien arvot ovat 71 ja ro, niin kyseisen sattumasol-
mun arvo on odotusarvo

T1p1 + T2P2.

Oljy-yhtion tapauksessa saamme siis solmujen arvoksi (solmut on lueteltu ylhalta
alas, ja olemme siirtyneet euroista kiloeuroihin)

5.890 - 0,80 + (—110) - 0,20 = 4.690,
5.890 - 0,10 + (—110) - 0,90 = 490,
5.900 - 0,45 + (—100) - 0,55 = 2.600.

Paitospuussa merkitsemme solmun arvon sen vasempaan alanurkkaan. Téyden-
ndmme padtospuun siis muotoon

Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa?
On (0,8)

5.890
—110

On (0,5)

5.890
—110

5.900
—100

Seuraavaksi astumme puussa askeleen taaksepéin ja paadymme padtossolmui-
hin “Porataanko?”. Ylimmaéssad padatossolmussa alipuun “Kylld” arvo laskettiin
juuri. Se oli 4.690. Alipuun “Ei” arvo on lehtiarvo —10. Siis paras paétos téssi
paétossolmussa on “Kylld” ja sitéd vastaava arvo 4.690 on tdmén padtdssolmun ar-
vo. Merkitsemme paatossolmun arvon sen vasempaan alanurkkaan. Merkitsemme
myo6s parhaimman pédatoksen symbolilla = ja piirrimme vieléd selvyyden vuoksi
parhaimman haaran leveélld tussilla. Olemme siis tdsséd vaiheessa saaneet puun
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Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko oljya
geologi? raportti
suotuisa?
On (0,8)
5.890
On (0,5) ~110

5.890
—110

-0

5.900

On (0,45)

—100

o

Ei

Tayttamalla muut padtossolmut “Porataanko” samalla tavalla saamme puun
tdmaéan tason taytetyksi:

Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa?

On (0,8)

5.890
—110

-0

5.890

On (0,5)

—110

-0

5.900

On (0,45)

—100

o

2.600

Astumme taas puussa taaksepdin. Paddymme sattumasolmuun “Onko geo-
login raportti suotuisa?”. Tamén sattumasolmun arvo on sen alipuiden arvojen
todennéakoisyyksin painotettu keskiarvo, eli odotusarvo. Alipuiden arvo on jo las-
kettu edellisessé vaiheessa. Saamme siis arvon

4.690 - 0,50 +490 - 0,50 = 2.590.

Taytdmme tdmén padtospuuhun ja saamme
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Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko oljya
geologi? raportti
suotuisa?
On (0,8)
5.890
On (0,5) ~110

5.890
—110

-0

5.900

On (0,45)

—100

o

Ei

2.600

Lopulta laskeudumme juureen, eli solmuun “Palkataanko geologi?”. Ndemme
ettd alipuun “Kylld” arvo on 2.590 ja alipuun “Ei” arvo on 2.600. Siten
padtossolmun “Palkataanko geologi” arvo on 2.600 ja paras padtos tédssd kohtaa
on “Ei”. Olemme siis saaneet lopulta tdysin tdytetyn paatospuun:

Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa?
On (0,8)

5.890
—110

-0

5.890

On (0,5)

—110

{10

5.900

On (0,45)

2.600
—100

o

2.600

Johtopéatos on, ettd ei kannata palkata geologia, ja ettd poraaminen kannat-
taa aina. Lisdksi tdmén pédtostilanteen, eli paatospuun, arvo on (6ljy-yhtiolle)
2.600 euroa.
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3.4 Bayesin kaava paitospuissa

Usein padtosongelman kuvauksessa on ehdolliset todennékoisyydet annettu
“vaarin pain”. Toisin sanoen on annettu todennékaisyys P(A|B), kun tarvitsem-
me puussa todennékoisyyden P(B|A). Tarvittavat todennidkoisyydet saadaan
usein kddnnettyd Bayesin kaavalla 1.2.17 tai 1.2.20.

Tarkastelemme téata todennédkoisyyksien kddntadmisen ongelmaa seuraavan esi-
merkin 3.4.1 kautta:

3.4.1 Esimerkki (Pankki lainaa, mutta kenelle). Pankki harkitsee myontadako
50.000 euron lainan asiakkaalle 12% korolla, vai sijoittaako kyseiset 50.000 euroa
valtion obligaatioihin 6% korolla. Pankki arvioi, ettd 4%:n todennikoisyydelld
asiakas ei pysty maksamaan lainaansa takaisin. Pankki voi teettdd tutkimuksen
asiakkaan luotettavuudesta 500 eurolla. Todennékoisyys, ettd tutkimus antaa
suotuisan tuloksen asiakkaalle, joka pystyy maksamaan lainansa on 77/96. To-
dennékoisyys, ettd tutkimus antaa suotuisan tuloksen asiakkaalle, joka ei pysty
maksamaan lainaansa on 1/4.

Pankin kannalta tilanteessa on kaksi paédtosongelmaa:

e Kannattaako pankin teettdd tutkimus asiakkaasta?
e Kannattaako pankin antaa laina?

Pankin paatostilannetta vastaava puu on (ilman todenndkoisyyksié, palkkiot
kiloeuroissa):

Laina maks.

55,5

Lainaa ei m.

—0,5
Obligaatioita
52,5
Laina maks. 55,5
Lainaa ei m. —05

Obligaatioita

Lai ks.
aina maks 56

Lainaa ei m.

Obligaatioita
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(T#4 pédtospuu ei ole “synkronoitu” toisin kuin esimerkin 3.2.1 Oljy-yhtion
padtospuu. )
Tutkimme mitké todennédkéisyydet tarvitsemme. Merkitsemme

L = “Laina maksetaan”,

L° = “Lainaa ei makseta”,

S = “Raportti on suotuisa”,
S¢ = “Raportti ei ole suotuisa”,
T = *“Asiakas tutkitaan”,

O = “Ostetaan obligaatioita”,
O° = “Annetaan laina”.

Nailla merkinnoilld abstraktein todennékoisyyksin taytetty paatospuu on

P(L|S)

55,5

—0,5

55,5

-0,5

Prioritodennékosyydet L:lle on annettu:
P(L°) =0,04 ja P(L)=0,96.
Lisdksi on annettu uskottavuudet
P(S|L)=77/96 ja P(S°|L)=19/96

seki
P(S|L¢) =1/4 ja P(S°L°) = 3/4.
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Sen sijaan tarvittavia posterioritodennikoisyyksia P(L|S), P(L¢|S), P(L|S°) ja
P(L¢|S¢) ei ole annettu. Voimme kuitenkin laskea ne annetuista todennikoisyyk-
sistd Bayesin kaavalla 1.2.20.

Ensiksi posterioritodennékoisyydet P(L[S) ja P(L¢|S):

P(L)P(S|L)
P(L)P(S|L) + P(Le)P(S|Le)
0,96 - 77/96
0,96 - 77/96 + 0,04 - 1/4
= 0,987.

P(L|S) =

Koska ehdollinen todennikoisyys on (ehdon ollessa kiinnitetty) todennékoisyys,
saamme kayttdmalld komplementtikaavaa 1.2.3(i) edelliseen, etta

P(L°|S) = 1-P(L|S) = 0,013

Samalla tavalla Bayesin kaavalla 1.2.20 voimme laskea komplementaariset pos-
terioritodennékoisyydet P(L|S¢) ja P(L¢|S¢):

P(L)P(5°|L)
P(L)P(S¢|L) + P(L)P(S¢|L¢)
0,96 - 19/96
0,96 - 19/96 + 0,04 - 3/4
= 0,864,

P(L|S°)

ja soveltamalla komplementtikaavaa 1.2.3(i) edelliseen saamme
P(LS°) = 1-P(L|S°) = 0,136.
Lopulta huomaamme, ettd olemme jo itse asiassa laskeneet todennékoisyyden
P(S) = P(L)P(S|L)+P(L°)P(S|L?) = 0,780.
Siten, komplementtikaavan 1.2.3(i) nojalla
P(S°) = 1-P(S) = 0,220.

Sijoittamalla saadut luvut aiemmin rakennettuun paatéspuuhun ja laskemalla
odotusarvot normaaliin tapaan ldhtien liikkeelle lehdistd saamme
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55,5

—0,5

55,5

—-0,5

Nidemme, ettd pankin kannattaa teettdé tutkimus asiakkaasta, ja jos tulos on
suotuisa, antaa laina. Jos taas tulos on epésuotuisa, ei lainaa kannata antaa.

3.5 Informaation arvo

Téassé osiossa tarkestelemme kysymysté, kuinka paljon kannattaa maksaa infor-
maatiosta? Tai pikemminkin, kuinka paljon kannattaa maksaa epdavarmuuden pie-
nentymisesté.

Epitiaydellisen informaation arvo

3.5.1 Mairitelma (Asiantuntijainformaatio). Asiantuntijainformaatio eli
epdtiydellinen informaatio tarkoittaa informaatiota, joka muuttaa nédkemys-
tdmme epéavarmojen tapahtumien todennékoisyyksisté.

3.5.2 Huomautus (Informaatio ja entropia). Entropia on satunnaisuuteen, eli
epéavarmuuteen, liittyvé satunnaisuuden mitta: satunnaismuuttujan jakauman p;,
j € J, entropia on luku!

H(p) = =) pjlnp;.

JjeJ

ITunnetusti 0 - co = 0.
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Jos siis esimerkiksi tarkastelemme bindérista tilannetta, eli klaavan tapahtumista
painotetun kolikon heitossa, on entropia

H(p) = —plnp—(1-p)In(1-p).

Kaikista entrooppisin tilanne on silloin, kun klaavan todenndkéisyys p = 1/2.
Télloin entropia on 0,69315. Véhiten entrooppinen tilanne on silloin kun klaavan
todennékoisyys p =0 tai p=1.

Jos asiantuntija oikeasti tuntee asiansa on perusteltua olettaa, ettd entropia
pienenee. Esimerkiksi Oljy-yhtion tapauksessa 3.2.1 nikemys 6ljyn 16ytymisesté
ilman asiantuntijan raporttia on 0,45. Tama tarkoittaa entropiaa

—0,451n0,45 - 0,55In0,55 = 0,68814.
Asiantuntijan entropiat taas ovat: (1) suotuisan raportin tapauksessa
—-0,8In0,8 -0,2In0,2 = 0,50040
ja (2) epésuotuisan raportin tapauksessa
—0,1In0,1 —09In0,9 = 0,32508.

Asiantuntija niyttéé siis tuntevan asian. (Suotuisan raportin todennékoisyys 50%
ei liity asiantuntijan ammattitaitoon, vaan sithen, miten tosiasiat ovat.)

3.5.3 Madritelméd (Asiantuntijainformaation riskineutraali arvo). Olkoon
paatospuun DT (juuren) arvo vy = o(DT). Asiantuntija antaa raportit
€1,€s,...,6, todennidkoisyyksin gqi,qs,...,q,. Jokaista raporttia ep, k =
1,2,...,n, vastaa paatospuu DT, , joka saadaan padtospuusta DT korvaamalla
kaikki esiintyvat “raa’at” todennékoisyydet raporttia e vastaavilla asiantunti-
jatodennékdisyyksilld. Paatospuulle DT,, voidaan laskea arvo v, = v(DT,,)
normaaliin tapaan. Koska asiantuntija antaa puun DT, todenndkdisyydelld gy,
niin hén antaa itse asiassa puun DT,., missd on juuressa sattumasolmu, joka
haarautuu puihin DT,,,DT,,,..., DT, todenndkdisyyksin ¢i,qs,...,q,. Siten
asiantuntijan antaman puun riskineutraali arvo on

ve = v(DT,) = quvek.
k=1

Nyt siis paatoksentekijilld on kaksi vaihtoehtoa: (1) joko pelata alkuperiisella
puullaan, jonka arvo on vy tai (2) maksaa x ja pelata asiantuntijapuulla, jonka
arvo on v,. Asiantuntijainformaation riskineutraali arvo on suurin x, jolle v, —
x > g, eli

T = Ve — V.
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3.5.4 Esimerkki (Sijoittaja K. sijoittaa). Sijoittaja K.:lla on 10.000<€. Hén voi
sijoittaa sen joko Riskiin, Varmaan, tai S&dstoon. Jos hén sijoittaa Riskiin tai
Varmaan, joutuu hin maksamaan 200€ erindisia késittelykuluja. Jos tulee kar-
humarkkinat Riski antaa —800<€ voittoa ja Varma 100€ voittoa. Jos tulee son-
nimarkkinat Riski antaa 1.700€ voittoa ja Varma antaa 1.200€ voittoa. Jos
nykymeno jatkuu, niin Riski antaa 300€ voittoa ja Varma antaa 400€ voittoa.
Sadsto antaa aina 500€ voittoa. Sonnimarkkinoiden todennékoisyys on 0,50, ny-
kymenon todennékoisyys on 0,30 ja karhumarkkinoiden todennékoisyys on 0,20.

(a) Mihin kohteeseen sijoittaja K.:n tulee sijoittaa?
(b) Sijoittaja K. voi konsultoida markkina-asiantuntija R.:44, jonka arviot ovat
osoittautuneet vastaamaan todellisuutta seuraavan kaavion tavoin:

0,15 0,20
0,10 0,70 0,20
0,10 0,15 0,60

Toisin sanoen esimerkiksi 15% tilanteista, joissa nykymeno on jatkunut
markkina-asiantuntija onkin ennustanut sonnimarkkinoita. (Huomaa, etta
tassa taulokossa sarakkeet summautuvat ykkosiksi, eivét rivit. Tosin sanoen
sarakkeet vastaavat todennikoisyysjakaumia, mutta rivit eivét.)

Kuinka paljon sijoittaja K.:n kannattaa korkeintaan maksaa markkina-
asiantuntija R.:n ennusteesta?

Kohdassa (a) sijoittaja K..n tilannetta kuvaava riskineutraalisti téytetty
padtospuu voittoineen ja tappioineen on:

Sonni (0,50)

¢ 1500
Riski /\/ Nykymeno (0,30) 4 100

V\Karhu 0,20
580 (0,20) q 1000

Sonni (0,50)

¢ 1.000
Varma f\/ Nykymeno (0,30)

{] 200
540 Karhu (0,20)
580 ] 100

Saasto 4 500

Sijoittaja K.:n kannattaa siis sijoittaa Riskiin.

Rakennamme seuraavaksi kohtaan (b) asiantuntijapuun. Puuta varten tarvit-
semme asiantuntijainformaation posterioritodennikoisyydet ja todennékoisyydet
asiantuntija R.:n raporteille. Nami pitdd laskea, silli esimerkin 3.5.4 taulu-
kossa on annettu ehdolliset todennédkoéisyydet puun kannalta “védrin piin”.
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Tarvitsemme siis Bayesin kaavaa ja kokonaistodennékoisyyden kaavaa taulukon
“kédntamiseen” .

Tonennékoisyydet asiantuntija R.:n raporteille saadaan kokonaistodennakoi-
syyden kaavalla 1.2.19:

P(R.:“Sonni”) = P(Sonni)P(R.:“Sonni”|Sonni) +
P(Nykymeno)P(R.:“Sonni” |[Nykymeno) +
P(Karhu)P(R.:“Sonni” |[Karhu)

— 0,50-0,80 4+ 0,30 - 0,15 + 0,20 - 0,20
— 0,485.

P(R.:“Nykymeno”) = P(Sonni)P(R.:“Nykymeno”|[Sonni) +
P(Nykymeno)P(R.: “Nykymeno” |Nykymeno) +
P(Karhu)P(R.:“Nykymeno” |Karhu)

= 0,50-0,10+40,30-0,70 4 0,20 - 0,20
—0,300.
Lopuksi voimme laskea
P(R.:“Karhu”) = 1- (P(R.:“Sonni”) + P(R.:“Nykymeno”))
— 1 (0,485 + 0,300)
— 0,215

Posterioritodennékoisyydet saadaan nyt Bayesin kaavasta 1.2.17:

0,8247 0,0928 0,0825
0,1667 0,7000 0,1333
0,2325 0,2093 0,5581

(Huomaa, etté téssé taulokossa rivit summautuvat ykkosiksi, eivét sarakkeet. To-
sin sanoen rivit vastaavat todennékoisyysjakaumia, mutta sarakkeet eivéit. Tamé
on siis “kdénnetty” versio aikaisemmasta asiantuntijataulukosta.)

Ylla olevassa taulukossa esimerkiksi posterioritodennékoisyydet 0,8247 ja
0,1667 on saatu laskemalla kaavalla 1.2.17

P(Sonni|R.:“Sonni”)
P(Sonni)P(R.:“Sonni” [Sonni)
P(R:“Sonni”)

0,50 - 0,80
0,485
— 0,8247.
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P(Sonni|R.: “Nykymeno”)
P(Sonni)P(R.:“Nykymeno” |Sonni)
P(R:“Nykymeno”)

0,50 - 0,10
0,300
= 0,1667.

Saamme asiantuntijapuun voittoineen ja tappioineen

Riski

Sonni (0,8247)

~/ Nykymeno (0,0928)

Sonni (0,8247)

f\/ Nykymeno (0,0928)

R.: Sonni (0,485) Varma
1.164
Siiistd

835 Karhu (0,0825)

Riski

Sonni (0,1667)

f\/ Nykymeno (0,7000)

R.: Nykymeno (0,3) Varma

187 Karhu (0,1333)

Sonni (0,1667)

~/ Nykymeno (0,7000)

293 Karhu (0,1333)

Riski

Sonni (0,2325)

f\/ Nykymeno (0,2093)

Varma

188 Karhu (0,5581)

Sonni (0,2325)

~/ Nykymeno (0,203)

R.: Karhu (0,215)

50

822 50%
Saasto
0 ;

Saasto

219 Karhu (0,5581)

Johtopéaétos on, ettd markkina-asiantuntijan informaation arvo on sijoittaja K.:lle

822 — 580 = 242 euroa.

¢ 500
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Oraakkeli-informaation arvo

Oraakkelilla emme tarkoita Delfoin oraakkelia, joka antaa hyodytonté informaa-
tiota tyyliin “suuri valtakunta tuhoutuu, jos aloitat sodan”, vaan tédydellisen luo-
tettavaa asiantuntijaa:

3.5.5 Mairitelmé (Oraakkeli-informaatio). Oraakkeli on asiantuntija, jonka ra-
porteissa esiintyy ainoastaan todenndkédisyyksid 0 ja 1.

Oraakkeli-informaation arvo voidaan siis laskea samalla tavalla kuin asiantun-
tijainformaation arvo.

3.5.6 Huomautus (Oraakkeli-informaation arvo puita kédntdmélla). Mikéli
oraakkeli antaa raporttinsa tunnettujen “raakojen” todennékoisyyksien mukaan
(kuten on luonnollista olettaa) voidaan oraakkelipuun arvo laskea kééntamalla
alkuperdisestd puusta kaikki sattuma ennen paatoksid seuraavaan tyyliin (va-
semmalla kddntadmiton kohta, oikealla kddnnetty kohta):

wi_ (p1) a

Kaantamista jatketaan, kunnes kaikki sattuma on ennen péétoksia. Téalloin saa-
daan oraakkelipuu, joka vastaa péatostilannetta “kysytadn oraakkelilta”.

3.5.7 Esimerkki (Sijoittaja K. konsultoi oraakkelia). Esimerkissé 3.5.4 oraak-
kelipuu on

Riski 4 1.500
Sonni (0,5) E(Varma 4 1.000
1.500 Saasto 4
500
Riski 4 100
Nykymeno (0,3) EéVarma 4 200
1.000 500 Sadsto 4 500
Riski 4
—1.000

Karhu (0,2) EQVarma 4 —100
500 Saasto 4 500

Johtopéitos on, ettéd sijoittaja K.:n kannattaa maksaa oraakkelille korkeintaan
1000 — 580 = 420 euroa.




3.6 HyoGtysdanto padtospuissa 89

3.6 Hyotysaanto paatospuissa

Hyotyyn perustuva paatossaanto on helppo sovittaa paatospuihin. Menetelmé on
tasmélleen sama kuin riskineutraalissa tapauksessa paitsi, ettd (lehdissa olevat)
palkkiot pitdé aluksi muuttaa hyodyiksi.

Esitdmme formaalin méaritelmén kertauksen vuoksi:

3.6.1 Masritelmé (Padtospuiden hyotyarvot).

(i) Lehden arvo on sitéd vastaavan palkkion hyétyarvo.
(ii) P&&tossolmun arvo on siitd haarautuvien alipuiden arvojen maksimi, eli
parhaimman péatoksen arvo.
(iii) Sattumasolmun arvo on siitd haarautuvien alipuiden odotusarvo, eli to-
dennékoisyyksin painotettu keskiarvo.

Palaamme vanhaan 6ljy-yhtidesimerkkiin 3.2.1, mutta lisidmme hyodyt.

3.6.2 Esimerkki (Oljy-yhtion hyoty). Oljy-yhtié Oy:n pitéé p#ittid poratako
oljyé paikasta P. Poraaminen maksaa 100.000<€. Jos 6ljya 16ytyy, niin siitd saa-
daan 6.000.000<€. Oljy-yhtic Oy arvelee, etté 6ljyn 16ytymisen todennikdisyys
on 45%. Ennen varsinaista poraamista Oljy-yhtio Oy voi palkata geologin ar-
vioimaan paikkaa P. Geologin palkkaaminen maksaa 10.000€. Geologi antaa to-
dennékoisyydelld 50% suotuisan raportin. Mikéli raportti on suotuisa, 16ytyy
oljyé paikasta P todennidkoisyydella 80%. Mikéli raportti on epdsuotuisa, 10ytyy
oljya paikasta P todennikoisyydelld 10%.

Oljy-yhtisén tulos ilman porausta on 10.000.000€ ja Oljy-yhtién hyotyfunktio
on u(r) = 4/r/1.000.

Mité Oljy-yhtié Oy:n kannattaa tehda?

Aluksi palautamme mieliin, mika tilanne oli riskineutraalissa padtoksenteossa:

Palkataanko  Onko geologin Porataanko?  Onko 6ljyé

geologi? raportti
suotuisa? On (0,8)

Kylli

On (0,5)

2.600
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Laskemme sitten tarvittavat hyodyt

©(10.000.000 + 5.900.000) = +/15.900 = 126,10,

) V 0
%(10.000.000 + 5.890.000) = +/15.890 = 126,06,
u(10.000.000 +0) = +/10.000 = 100,00,
%(10.000.000 — 10.000) = +/9.990 = 99,95,
%(10.000.000 — 100.000) = +/9.900 = 99,50,
(10.000.000 — 110.000) 9.800 = 99,45,

Sijoittamalla hyodyt puun lehtiin ja laskemalla solmujen arvot normaaliin ta-
paan takaperin saamme lopulta

Palkataanko  Onko geologin Porataanko?  Onko 6ljyé

geologi? raportti
suotuisa? On (0,8)

126,06
99,45

Kylla

On (0,5)

99,95

126,06
99,45

99,95

126,10
99,50

111,47

{100

Johtopéatos on, ettéd geologia ei kannata palkita, ja poraaminen kannattaa aina.
Tamé& on muuten, sattumoisin, sama tulos kuin riskineutraalissakin tapauksessa.

3.6.3 Huomautus (Informaation hyotyarvo). Seuraava luonnollinen kysymys
on, kuinka paljon geologille kannattaisi korkeintaan maksaa. Tdhén kysymykseen
ei voi valitettavasti suoraan vastata edelld olevan péaéatdspuun avulla, silla hyodyt
toimivat epélineaarisesti palkkioihin ndhden. Se on koko hyttykésitteen idea! Jos
haluamme selvittdd, kuinka suuri asiantuntijainformaation arvo on paétospuussa
joudumme kaytannossa tyypillisesti kokeilemalla haarukoimaan arvon. Toisin sa-
noen kasvatamme asiantuntijan kustannusta nollasta ylospéin kunnes saavutam-
me pisteen, jossa asiantuntijapuun hyotyarvo on sama kuin alkuperdisen puun
hyttyarvo. Sama ongelma koskee tietysti myos oraakkeli-informaation arvoa.
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3.7 Paiatospuut vs. padtosmatriisit

Seuraava lause sanoo, etti itse asiassa padtosmatriisit ja padtospuut ovat ma-
temaattiselta kannalta olennaisesti samoja asioita. Valinta ndiden menetelmien
valilla on siis puhtaasti mukavuuskysymys.

3.7.1 Lause (Matriisi-puu -ekvivalenssi). Riskineutraalin ja hydtysainnon val-
litessa jokaista pdadtospuuta vastaa padtosmatriisi ja pdin vastoin

Lausen 3.7.1 todistus on harjoitustehtdavd 3.10. Havainnolistamme sen
vaittdmaéaa ekvivalenssia seuraavalla esimerkillé:

3.7.2 Esimerkki. (i) Padtospuu paitosmatriisista: Olkoon

R o_ [ 110 120 130
~ | 210 220 230

ja p = (0,2; 0,5; 0,3). Tatd (staattista) padtostilannetta vastaa (ei niin
kauhean dynaaminen) paatospuu

0 2
120
V \ 0,3 1130
210
4 220
230
(ii) P&&atosmatriisi paatospuusta: Olkoon padtospuu
0,3
al
0,9
ai21
0,1
0,7

a122

a2

Yll4 olevaa paatospuuta vastaa (esimerkiksi) padatosmatriisi

110 12110 12111
R = 110 1220 1220
20 20 20
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todennékoisyyksin p = (0,3; 0,63 = 0,7-0,9; 0,07 = 0,7-0,1). Matriisissa R
ensimméinen paitos (eli rivi) vastaa puun padtosti a; A ajar, toinen paitos
(eli rivi) vastaa puun pa&atosta a; A ajae, ja kolmas padtos (eli rivi) vastaa
puun paatosta as.

Lauseen 3.7.1 todistamisen (mahdolliseksi) helpottamiseksi esitdmme seuraa-
van méadritelmén 3.7.3 ja siihen liittyva apulauseen 3.7.4.

3.7.3 Mairitelma (Binddrinen vaihteleva pdatospuu). Paatospuu on binddrinen,
jos jokainen solmu, joka ei ole lehti, haarautuu tdsmélleen kahteen haaraan.

Puu on waihteleva, jos jokaista padtossolmua seuraa sattumasolmu (tai lehti)
ja jokaista sattumasolmua seuraa p#dtossolmu (tai lehti).

3.7.4 Apulause. Jokainen pddtospuu on ekvivalentti jonkin binddrisen vaihtele-
van pddtéspuun kanssa.

Todistus. Témé todistus on harjoitustehtévé 3.8(c).

Vihjeend todistuksen bin&ddriosuuteen mainittakoon seuraavat paéatospuiden
haarautumisten véliset ekvivalenssit (esitetyt padtospuiden haarat ovat riveittdin
ekvivalentteja).

Sattumasolmuille pétee ekvivalenssi

b1
p1 p1+p2

Paatossolmuille péatee ekvivalenssi

al al

Edella oikealla olevassa puussa siis toistetaan paatosta asz vastaava alipuu. Tamé
on kaytdnndossa typerdd, mutta voi helpottaa teoreettista tarkastelua. [
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3.8 Harjoitustehtivia lukuun 3

3.1 Harjoitustehtava. Colaco Oy valmistaa kasvisuutejuomia. Colaco harkitsee
uuden suklaalla maustetun kasvisuutejuoman, Chocolan, markkinointia. Colacolla
on kolme vaihtoehtoa:

1. Teettdd markkinointitutkimus Chocolasta, ja sitten joko markkinoida tai
olla markkinoimatta Chocolaa, riippuen tutkimuksen tuloksesta.
2. Markkinoida Chocolaa.

3. Olla markkinoimatta Chocolaa.

Ilman markkinointitutkimusta Colaco arvioi, ettd Chocolalla on 55% to-
dennikoisyys menestyd ja 45% todennikoisyys flopata. Jos Chocola menes-
tyy, Colaco saa 300.000€ voitot. Jos taas Chocola floppaa, Colaco kérsii
100.000€ tappiot. Jos markkinointitukimus antaa suotuisan tuloksen, niin
Chocola menestyy markkinoilla 85% todennékoisyydelld. Markkinointitutkimus
antaa suotuisan tuloksen 60% todennikoisyydelli. Jos taas markkinointitutkimus
antaa epasuotuisan tuloksen, niin Chocola menestyy 10% todennékoisyydella.
Markkinointitutkimus maksaa 30.000<€.

Mitéa Colacon tulisi tehd&, kun se on riskineutraali paatoksenteossaan?

3.2 Harjoitustehtédvi. Douppausvalvontakomitean tulee paattaéd testataanko
Narkomaan joukkue. Douppausvalvontakomitealla on kiytossé testi, joka on 90%
luotettava. Douppausvalvontakomitea arvioi, ettd keskiméarin 5% kaikista urhei-
lijoista douppaa. Tilanteeseen liittyy kolmenlaisia kuluja:

c1 = kulu, jos joukkuetta syytetdan véadrin douppauksesta,
co = kulu, jos joukkueen douppausta ei huomata,
cg = kulu yksityisyyden loukkauksesta.

(a) Olkoon kulut ¢; = 10, ¢3 = 5 ja ¢z = 1. Tuleekon douppausvalvontakomiten
testata Narkomaan joukkue?
(b) Osoita ettd jos ¢; > ¢3 > ¢3, niin Narkomaan joukkuetta ei tule testata.

3.3 Harjoitustehtdvia. Olkoon epdvarman tilanteen todennékoisyysjakau-
ma p = (p1,p2,...). Epavarmuuden, eli satunnaisuuden, suuruutta mitataan
entropialla:

H(p) = - pilnp;.

jeJ

(a) Millainen jakauma maksimoi epdvarmuuden eli entropian?

(b) Millainen jakauma minimoi epavarmuuden eli entropian?

(c) Kasvattaako vai véhentddko esimerkissd 3.5.4 markkina-asiantuntijan
kéytto entropiaa?
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3.4 Harjoitustehtdvi. Kuinka paljon esimerkin 3.2.1 6ljy-yhtion kannattaisi
korkeintaan maksaa oraakkelille, joka kertoo onko paikassa P 6ljya vai ei?

3.5 Harjoitustehtidvi. (a) Kuinka paljon esimerkin 3.4.1 pankin kannattaisi
korkeintaan maksaa asiakastutkimuksesta?
(b) Kuinka paljon esimerkin 3.4.1 pankin kannattaisi korkeintaan maksaa oraak-
kelille, joka kertoo pystyyko asiakas maksamaan lainansa takaisin vai ei?

3.6 Harjoitustehtidva. Omppukone Oy valmistaa liukuhihnalla muistipiireja
kymmenen piirin sarjoissa. Omppukone arvioi, ettd keskiméarin 80% sarjoista
sisdltad 10% viallisia piireja ja 20% sarjoista sisiltad 50% viallisia piireja. Jos
“hyva sarja” (siis sellainen, jossa on vain 10% viallisia piirejd) ldhetetdén liu-
kuhihnalla eteenpéin se tulee maksamaan prosessointikuluina 1.000€. Jos “huo-
no sarja’ (siis sellainen, jossa on 50% viallisia piirejd) ldhetetdédn liukuhihnal-
la eteenpéin se tulee maksamaan prosessointikuluina 4.000€. Omppukone voi
vaihtoehtoisesti korjata sarjan hinnalla 1.000€. Korjattu sarja on automaatti-
sesti “hyvé sarja”. Lisdksi Omppukone voi halutessaan 100<€ hinnalla testata
tasmaéalleen yhden piirin sarjasta.

(a) Mitd Omppukoneen tulee tehda?

(b) Kuinka paljon Omppukoneen kannattaa korkeintaan maksaa piirin testaa-
misesta?

(c¢) Kuinka paljon Omppukoneen kannattaa maksaa oraakkelille, joka ilmoittaa
jokaisesta sarjasta, onko se “hyvé sarja” vai “huono sarja”?

Huomautus: Tehtéavissa oletetaan, ettd Omppukone voi testata tdsmdlleen yhden
piirin sarjasta. Tilanne muuttuu paljon mielenkiintoisemmaksi (eli vaikeammak-
si), jos Omppukone voi testata niin monta piirid kuin haluaa, joko samanaikaisesti
tai perdkkéin. Innokas opiskelija voi halutessaan ratkaista Omppukoneen ongel-
man tésséd laajennetussa muodossa.

3.7 Harjoitustehtidva. (a) Kuinka paljon esimerkissi 3.6.2 6ljy-yhtion kan-
nattaisi korkeintaan maksaa geologille?
(b) Kuinka paljon esimerkissa 3.6.2 6ljy-yhtion kannattaisi korkeintaan maksaa
oraakkelille, joka ilmoittaa onko paikassa P 6ljya vai ei?

3.8 Harjoitustehtidvi. (a) Pditospuu on wvaihteleva, jos mitddn sattuma-
solmua ei valittomésti seuraa sattumasolmu eikd mitddn péadtossolmua
valittomésti seuraa péadtdssolmu. Osoita, ettd jokainen péadtdspuu on
ekvivalentti jonkin vaihtelevan paatéspuun kanssa.

(b) Padtospuu on binddrinen, jos jokainen solmu (pa#tos tai sattuma), haa-
rautuu tdsmélleen kahdeksi alipuuksi. Osoita, ettd jokainen péadtospuu on
ekvivalentti bindédrisen pa#dtospuun kanssa.
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(c) Osoita, ettd jokainen péadtospuu on ekvivalentti jonkin vaihtelevan
bin&érisen puun kanssa.

3.9 Harjoitustehtidvi. (a) Esitd esimerkkien 3.2.1 ja 3.4.1 padtospuut vaih-
televina padtospuina.
(b) Esitd esimerkkien 3.2.1 ja 3.4.1 pédtospuut vaihtelevina bindérisind
paatospuina.

3.10 Harjoitustehtdva. Todista lause 3.7.1.

3.11 Harjoitustehtidva. Miksi paédtospuiden kohdalla kaytetddn ainoastaan
odotusarvosaintoa ja hyotysaantoda? Miksi esimerkiksi optimistin sddntod tai
katumuksen kaihtamista ei kayteta?



Luku 4

Todennikoisyyksien estimointi

In God we trust; all others must bring data. — W. Edwards Deming
Torture numbers, and they’ll confess to anything.  — Gregg Easterbrook

It is the mark of a truly intelligent person to be moved by statistics.
— George Bernard Shaw

Téhéan asti padtoksenteon pohjana olevat todennékoisyydet on “annattu taivaas-
ta”. Nyt esitdmme menetelmid todennédkoisyyksien estimointiin datasta. Kaikki
esitettdvat menetelmét olettavat, ettéd estimointiin kdytetty data on (riittédvén)
ritppumatonta ja samoin jakautunutta. Harjoitustehtavissd 4.3(b), 4.6 ja 4.7
néistd oletuksista luovutaan hieman.

4.1 Suhteellisten frekvenssien menetelméi

Varmaankin yksinkertaisin ja luontevin tapa estimoida todennékoisyyksid on suh-
teellisten frekvenssien menetelmd eli kayttaa empiiristd todenndkoisyysjakaumaa.
Té&lloin satunnaiskokeeseen X liittyvan tapahtuman {X = x} estimoitu to-
dennékoisyys on sen esiintymiskertojen suhteellinen lukumééré, eli frekvenssi,
pitkésséd toistojen sarjassa. Menetelméssé siis oletetaan, ettéd toistetut satunnais-
kokeet X7, Xo, ... ovat (riittdvén) rigppumattomia ja samankaltaisia. Menetelmé
perustuu todennékoisyyden frekvenssitulkintaan ja sitd kautta suurten lukujen
lakiin 1.3.19.

4.1.1 Masiritelmé (Suhteellisten frekvenssien menetelmé). Jos on saatu ha-
vainnot xq,...,x,, niin suhteellisten frekvenssien menetelmdn antama estimaatti

P(X = z) todenniikdisyydelle P(X = z) on

BOX —2) = (X —alon,...z) = DT
n

misséd n(x|ry,...,x,) on arvon z esiintymiskertojen lukuméérd havainnoissa
T1yeooyTp.
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4.1.2 Esimerkki. Jos havainnot ovat 1 =1, 2o =0, 23 =0, 24 =1, 25 =0,
r¢ = 42, niin estimoitu todennikdoisyysjakauma on

p = PX=0) = 3/6 = 0,5000,
p = PX=1) = 2/6 = 03333,
pe = P(X=42) = 1/6 = 0,1667.

Jos sitten saadaan uusi havainto x; = 0, niin uusi estimoitu todennakoisyys-
jakauma on

p = PX=0) = 4/7T = 05714,

p = PX=1) = 2/T = 0,2857,

pie = P(X=42) = 1/7T = 0,1429.
Seuraava uusi havainto xg = —1, aiheuttaa uuden estimoitun todennikoisyys-
jakauman

p1 = P(X=-1) = 1/8 = 0,1250,

p = PX=0) = 4/8 = 10,5000,

m = PX=1 = 2/8 = 0,2500,

pre = P(X=42) = 1/8 = 0,1250.

Jos vield saadaan uusi havainto xg = 7, niin uusi estimoitu todennékoisyysjakau-
ma on

po1 = P(X=-1) = 1/9 = 0,111,
po = P(X=0) = 4/9 = 04444,
po= PX=1) = 2/9 = 02222,
pr = P(X=7) = 1/9 = 0,111,
p = P(X=42) = 1/9 = 01111

Suhteellisten frekvenssien menetelméssa siis uusi data voi sekd muuttaa vanhoja
todennidkoisyyksid ettd tuoda mukaan uusia tulosmahdollisuuksia. Ilmeistd on
myos, ettd menetelmé suppenee hitaasti. Toisin sanoen, jos dataa on vdhén, niin
estimaatit voivat muuttua paljonkin tulevaisuudessa.

4.1.3 Esimerkki (Leipuri Pulla estimoi suhteellisilla frekvensseilld). Leipuri Pul-
la myy pullia Kumputien Leipomossa. Han paistaa pullat aamulla ja myy ne lou-
nastauolla viereisen Ministerion Erikoisosaston virkamiehille. Eilisid pullia ei voi
tdnddn endd myydéa. Leipuri Pullan leipomo on auki maanantaista perjantaihin,
muttei pyhiné tai aattoina.
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Pullan paistaminen maksaa leipuri Pullalle 0,20€ pullalta, ja héin myy niita
1,00€ kappalehintaan. Siten, jos leipuri Pulla paistaa aamulla ¢ pullaa ja hénelta
kysytdadan lounastauolla j pullaa, niin hdnen voittonsa on

ri; = 1,00€ - min(i,j) — 0,20€ - i.

Leipuri Pullan tulee paéttad, kuinka monta pullaa pitdéd paistaa aamulla lou-
nastaukoa varten, jotta hén saisi parhaan mahdollisen voiton.

Leipuri pulla on kerdnnyt seuraavan datan myymistéddan pullista:

Datapisteiden lukuméérd on 82 ja saatujen arvojen 0,...,10 suhteelliset fre-
kvenssit p, = P(X =k) (k=0,...,10) ovat

po = 3/82 = 0,037, pe = 10/82 = 0,122,
po= 1/82 = 0,012, pr = 5/82 = 0,061,
p = 8/82 = 0,098, ps = T7/82 = 0,085,
ps = 10/82 = 0,122, po = 3/82 = 0,037,
pi = 15/82 = 0,183, po = 5/82 = 0,061.

ps = 15/82 = 0,183,

Graafisesti saatu empiirinen todennéikéisyysjakauma on siis:
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|
0,25t

0123456728910

Esimerkin 4.1.3 leipuri Pulla vaihtoehdot ovat
a; = “Paistetaan aamulla 7 pullaa”.

Han arvottaa ne riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan:

V(a;) = E(a;) = Z”ipj
_ i(min(i,j)—(),zi)pj-

J=0

Jos leipuri Pulla ja uskoo suhteellisten frekvenssien menetelméan, hanen estimaat-
tinsa todennékoisyyksielle on siis annettu edelld ja saamme numeeriset arvot

V(ap) = 0,00-0,037+ 0,000,012 + 0,00 - 0,098 + 0,00 - 0,122 +

0,00 - 0,183 + 0,00 - 0,183 + 0,00 - 0,122 + 0,00 - 0,061 +
0,00 - 0,085 + 0,00 - 0,037 + 0,00 - 0,061 = 0,000,

V(a1) = —0,20-0,037+ 0,80 - 0,012 + 0,80 - 0,098 4 0,80 - 0,122 +
0,80 - 0,183 + 0,80 - 0,183 + 0,80 - 0,122 + 0,80 - 0,061 +
0,80 - 0,085+ 0,80 - 0,037 + 0,80 - 0,061 = 0,764,

V(az) = —0,40-0,037 + 0,60 -0,012 + 1,60 - 0,098 4+ 1,60 - 0,122 +

1,60 - 0,183 + 1,60 - 0,183 + 1,60 - 0,122 + 1,60 - 0,061 +
1,60 - 0,085 + 1,60 - 0,037 + 1,60 - 0,061 = 1,516,
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V(ay) =

—0,60 - 0,037 4 0,40 - 0,012 + 1,40 - 0,098 + 2,40 - 0,122 +
2,40 - 0,183 + 2,40 - 0,183 + 2,40 - 0,122 + 2,40 - 0,061 +
2,40 - 0,085 + 2,40 - 0,037 + 2,40 - 0,061 = 2,169,

—0,80- 0,037 40,20 - 0,012 4 1,20 - 0,098 + 2,20 - 0,122 +
3,20 - 0,183 + 3,20 - 0,183 + 3,20 - 0,122 + 3,20 - 0,061 +
3,20 - 0,085 + 3,20 - 0,037 + 3,20 - 0,061 = 2,701,

—1,00- 0,037 + 0,00 - 0,012 + 1,00 - 0,098 + 2,00 - 0,122 +
3,00 - 0,183 4+ 4,00 - 0,183 + 4,00 - 0,122 4 4,00 - 0,061 +
4,00 - 0,085 + 4,00 - 0,037 + 4,00 - 0,061 = 3,050,

—1,20- 0,037 — 0,20 - 0,012 + 0,80 - 0,098 + 1,80 - 0,122 +
2,80 - 0,183 + 3,80 - 0,183 + 4,80 - 0,122 + 4,80 - 0,061 +
4,80 - 0,085 + 4,80 - 0,037 + 4,80 - 0,061 = 3,216,

—1,40 - 0,037 — 0,40 - 0,012 + 0,60 - 0,098 + 1,60 - 0,122 +
2,60 - 0,183 + 3,60 - 0,183 + 4,60 - 0,122 + 5,60 - 0,061 +
5,60 - 0,085 + 5,60 - 0,037 + 5,60 - 0,061 = 3,260,

—1,60- 0,037 — 0,60 - 0,012 + 0,40 - 0,098 + 1,40 - 0,122 +
2,40-0,183 4 3,40 - 0,183 + 4,40 - 0,122 + 5,40 - 0,061 +
6,40 - 0,085 + 6,40 - 0,037 + 6,40 - 0,061 = 3,242,

—1,80 - 0,037 — 0,80 - 0,012 4 0,20 - 0,098 + 1,20 - 0,122 +
2,20 - 0,183 + 3,20 - 0,183 + 4,20 - 0,122 + 5,20 - 0,061 +
6,20 - 0,085 + 7,20 - 0,037 + 7,20 - 0,061 = 3,140,

—2,00 - 0,037 — 1,00 - 0,012 + 0,00 - 0,098 + 1,00 - 0,122 +
2,00 - 0,183 + 3,00 - 0,183 + 4,00 - 0,122 + 5,00 - 0,061 +
6,00 - 0,085 + 7,00 - 0,037 + 8,00 - 0,061 = 3,001.

Riskeneutraali leipuri Pulla paistaa siis 7 pullaa aamulla.

4.1.4 Huomautus (Suhteellisten frekvenssien menetelmén hyvid ja huonoja puo-
lia). Hyvaa suhteellisten frekvenssien menetelméssa on:
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@ se on helppo ymmaértié ja toteuttaa,
@ se ei perustu mihinkdédn teoreettiseen malliin, joten mallivirheen riskié ei
ole.

Huonoa suhteellisten frekvenssien menetelméssa on:

© se ei mallita tilanteeseen mahdollisesti liittyvééa erikoisluonnetta,

© se vaatii paljon dataa, jotta todennékoisyydet olisivat luotettavasti estimoi-
dut.

4.2 Teoreettisen mallin sovittaminen

Téssé osiossa tarkastelemme ns. parametristd tilastollista pddttelyd.

Joskus voidaan satunnaiskokeesta X olettaa jotain. Tyypillisesti oletetaan,
ettd X on jakautunut jonkin tunnetun jakauman — mutta tuntemattoman para-
metrin — mukaan. Esimerkiksi kolikonheitto on Bin(1, #)-jakautunut, missd 6 —
klaavan todennékoisyys — on tuntematon parametri. Samoin, jos heitetéén kolik-
koa 3 kertaa perdkkéiin ja lasketaan klaavat, niin tulos on Bin(3,#)-jakautunut.
Satunnaiskokeen jakauman tyypi siis tiedetdén, mutta tdsmentiva parametritie-
to puuttuu. Tuntematon parametri pitda siis estimoida datasta. Menetelméssé
oletetaan, ettd satunnaiskokeet X7, Xo, ... ovat (riittavan) rippumattomia ja sa-
mankaltaisia, ja ettd satunnaiskokeen X jakauma tunnetaan “parametria vaille”.
Menetelmé perustuu suurten lukujen lakiin.

Tuntemattoman parametrin estimointiin on olemassa ainakin kaksi kilpaile-
vaa menetelméé: bayesldinen tilastollinen pééttely ja suurimman uskottavuuden
periaate. Bayesliista tilastollista padttelyd emme talla kurssilla késittele.

4.2.1 Maédritelmé (Suurimman uskottavuuden periaate). Suurimman uskotta-
vuuden periaate on, kuten nimestiakin kay ilmi, se, ettd uskomme satunnaisten
tapahtumien tapahtuvan todennékoisimmalld mahdollisella tavalla. Toisin sanoin:
mitd uskottavampi tapahtuma on, sitd enemmén sithen uskomme.

Tarkemmin suurimman uskottavuuden periaatteessa on kyse seuraavasta:

e on annettu data, eli havainnot, z4,...,x,,
e on mallinnettu yksittdisen havainnon x todennéakoisyys, tai todennékoisyys-
tiheys!, p(z|f), missi parametri 6 on tuntematon.

Y Todennikoisyystiheys p(x) tarkoittaa sité, ettéi todennikoéisyys saada havainto vililtd [a, b]

on integraali
b
/ p(z) dz,
a

eli todenniikoisyys, etti saatu havainto on A:n p#issi pisteestd z on noin p(z)A, kun A on
pieni.
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Datan zi,...,z, todennéksisyys, tai todennédkoisyystiheys, jos 6 tunnettaisiin
olisi

Py, xall) = p(21]0)- - p(zal0)
(tulomuoto johtuu riippumattomuusoletuksesta). Koska 6 on tuntematon tulkit-

semme todennikoisyysfunktion p(xq,...,x,|0) toisin piin datan uskottavuutena
L0z, ..., x,).

4.2.2 Mééritelma (Suurimman uskottavuuden estimaattori). Parametrin 6 suu-
rimman uskottavuuden estimaattor: 6 on se tuntemattoman parametrin 6 arvo,
jolla uskottavuus L(f|z1,...,z,) maksimoituu:

0 = argmaxL(f|zi,..., z,).
0

Kaytéannossa 0 lasketaan usein tyypilliselld “koulupojan optimointimene-
telmalld”: derivoidaan uskottavuus L(f|ri,...,r,) parametrin 6 suhteen, ja
optimi 6 loytyy derivaatan nollakohdasta. Toisin sanoen optimi 6 on se piste,
jossa

@(m%l, c. ,.Q?n) = 0.

4.2.3 Huomautus (Log-uskottavuus). Koska tulojen derivointi on vaivalloista,
tarkastellaan usein log-uskottavuutta

00|xy,...,z,) = InLO|zq,...,2,).

Koska logaritmi on aidosti kasvava funktio on log-uskottavuuden maksimointi
yhtépitdavaa uskottavuuden maksimoinnin kanssa. Log-uskottavuutta on kuiten-
kin mukavampi derivoida, silld se on summamuotoinen:

(lz1,...,20) = In <p(x1]9)~--p(a:n|0))
= Inp(z:1]0) + - + Inp(x,|0).

Siten, kayttamalld derivointisdantoja

(10 +90) = S5O)+ a(6)
df
de

d i)
@lnf(G) = FO)”
Saalmime i/ dp ( |0) dp ( |9>
5\ L1 5\ Tn
ag v = T e

4.2.4 Huomautus (Teoreettisen mallin sovittamismenetelmén hyvii ja huonoja
puolia). Hyvid puolia teoreettisen mallin sovittamisessa on se, etti se
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@ tarvitsee vain vahan dataa,
@ mahdollistaa taustatietojen kdyton mallinnuksessa.

Huonoja puolia taas ovat

© mallivirheen riski,
© joskus meneteld on vaikea ymmértas tai toteuttaa.

Teoreettisia malleja

Esitdmme kaksi mallia esimerkkeiné: binomimallin ja Poisson-mallin. Laskemme
suurimman uskottavuuden estimaattorit néissd malleissa seké vield tarkastelem-
me miten ndméan mallit toimivat leipuri Pullan esimerkin 2.4.8 tapauksessa.

4.2.5 Esimerkki (Binomimalli). Tarkastelemme satunnaiskoetta, jossa on n
riippumatonta samankaltaista toistoa ja jokaisella kerralla voidaan joko “onnis-
tua” todennikoisyydelld 6 tai “epdonnistua” todennékoisyydelld 1-6. Oletamme,
ettd n on tunnettu ja 6 on tuntematon parametri.

Binomimallissa parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori on “on-
nistumisten” lukumééra jaettuna toistojen lukumééaralla. Perustelemme tamén.
Olkoon data x1,...,x,, missid x, = 1, jos toistolla k& onnistuttiin ja z, = 0
muulloin. T&lloin “onnistumisten” lukumééra jaettuna toistojen lukuméaaralla on
keskiarvo

Ti At T,
-

Nyt nZ on “onnistumisten” lukumiiri, ja siten®
plxy,...,z,00) = 0"(1—0)""7.

Saamme log-uskottavuuden

0|zy,...,2,) = In (9”5(1_9)71—7195)
= In(6™)+1In((1-0)")
= nzlnf+ (n —nz)In(1-0).

2Qikeastaan binomimallissa yleensé oletetaan, ettd “onnistumisten” paikkoja x1,...,z, ei
havaita, vaan ainoastaan niiden lukumé&ird nz. TAlloin oikea todennikoisyysfunktio on

p(nz|0) = (”)9"1(1_9)"71%

nT

n

Koska binomikerroin (m,c) on vakio parametrin 6 suhteen ei tilld kuitenkaan ole mitdéan vaiku-

tusta suurimman uskottavuuden analyysiin.
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Siten
ds d/ _ _
@(G\xl,...,xn) = @(nxlne—l—(n—nx)ln(l—ﬁ))

d/ d _

= @<nxln9> + @<(n—naz) ln(l—@))
d . d

= nx@thjL(n—n:c)@ln(l—H)
1 _ 1

= nx-§+(n—nx)-(—1)-m

_ nr n-—nr

0 19

(1 —=0)nz —0(n —nr)

B 6(1 —0)

_ nx—0Onx —On+0Onx

B 0(1 —0)

_ n(z—-0)

)

Nyt

n(r—0) 0
0(1—6)

jos ja vain jos ylidkerta n(z —0) =0, eli § = .
Suurimman uskottavuuden estimaattori binomimallissa on siis otoskeskiarvo:

0 = =

4.2.6 Esimerkki (Binomimalli leipuri Pullalle). Leipuri Pullan esimerkissé 4.1.3
voimme ajatella, ettd péivittdiset pullanmyynnit ovat binomijakautuneet para-
metrein 10 (tunnettu)® ja 6 (tuntematon). TAll6in 82 péivin pullanmyynnit on
binomijakautunut parametrein 820 ja €. Suurimman uskottavuuden estimaattori
parametrille 8 on télloin pullien kokonaismyynti jaecttuna 820:1la:

A 410

= — = 0,
820 ’

Erityisesti siis arvio todennékoisyydelle, ettd jonakin paivian myydaan x pullaa

(x=0,1,...,10) on
1 1
( O) 0.5% 050" — ( 0) 0.510.
x x

Sijoittamalla luvut = 0,...,10 ylla olevaan kaavaan saamme numeeriset arvot

3Parametrin n arvoksi on valittu rohkeasti suurimman havainnon arvo. Jos joskus tulevai-
suudessa havaitaan suurempi arvo, esimerkiksi 42, aiheuttaa tdméi ongelmia.
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po = 0,0010, p1 = 0,2051, ps = 0,0439,
p = 0,008, ps = 0,2461, pe = 0,0098,
P = 0,0439, pe = 0,2051, po = 0,0010.
ps = 0,1172, pr = 0,1172,

Kuvallinen esitys téstd jakaumasta on (kuvan skaala on sama kuin suhteellis-
ten frekvessien tapauksessa):

A
0,25! _

0,20} — [

0,15}

0,10}

0,05+

012345678910

Esimerkin 4.1.3 leipuri Pullan vaihtoehdot ovat

a; = “Paistetaan aamulla ¢ pullaa”.

Han arvottaa ne riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan:

V(e) = El@) = Y rip

jeJ
10
10
_ E:(mmag)—020-<,>05w
=0 J
(i=0,...,10), missd viimeinen yht&lo tulee siité, ettd leipuri Pulla uskoo bino-

mimalliin parametrein 10 ja 0,5.

Jatdmme harjoitustehtéviksi 4.1(a) laskea leipuri Pullan arvotukset téssé ti-
lanteessa ja madrata hdnen optimaalinen valintansa.
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4.2.7 Esimerkki (Poisson-malli). Binomimalli olettaa, ettd satunnaiskokeen tu-
loksen mahdolliset arvot 0, 1,...,n on rajoitettu (ja tunnettu) joukko. Néin kui-
tenkin on varsin harvoin, erityisestikddn ylarajan n kohdalla. Usein hyva mal-
li lukuméaramuuttujalle on Poisson-jakauma. Poisson-jakaumaan paddytédan esi-
merkiksi Bin(n, #)-jakaumien raja-arvona, kun annetaan n — 0o ja 6 — 0 siten,
ettd nf — \. * Poisson-jakauma parametrilla A on

)\iﬂ
p(z|\) = e_’\—l, r=0,1,2,...
x!

Poisson-parametri A on tyypillisesti tuntematon. Johdamme nyt sen suurim-
man uskottavuuden estimaattorin.

Olkoot (riippumattomat) havainnot xy,...,x, Poisson(\)-jakaumasta.
Talloin log-uskottavuus on

C(N|zq, ... xy)
= lnp(xi|A) + -+ Inp(z,|N)

A% A%n
= In(e? 4+t nf(e?
21! Ty,

= (lne_)‘+ln)\z1 —lnxll) + e+ (lne_)‘+ln)\w" —lnxn!)
= —nA+(z1+ - Fz,) A= (Inzy !+ + Inz,!).

Siten

%()\|xl’..‘7xn) — _n+u — O’

jos ja vain jos

Siten suurimman uskottavuuden estimaattori A on Poisson-mallissakin otoskes-
kiarvo

4.2.8 Esimerkki (Poisson-malli leipuri Pullalle). Leipuri Pullan esimerkissé 4.1.3

A = 410/82 = 5, miki on olennaisesti sama arvo kuin edelld binomimallin tapauk-

sessa. Erityisesti siis arvio myyda x pullaa (x =0,1,2,...) jonakin pdivini on
52?

e 5.

x!

Tulosmahdollisuuksia on nyt ddreton méari. Sijoittamalla ylla olevaan kaavaan
x:n paikalle alkupédatd x = 0,1,2, ... saamme numeeriset todennékoisyydet

4T4sté syystd Poisson-jakaumaa kutsutaan joskus leikkisdsti “pienten lukujen laiksi”. Ver-
taus liittyy tietysti “suurten lukujen lakiin” ja siihen liittyvdéan normaalijakaumaan.
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po = 0,0067, ps = 0,1462, pi2 = 0,0034,
p1 = 0,0337, pr = 0,1044, piz = 0,0013,
p2 = 0,0842, ps = 0,0653, pa = 0,0005,
p3 = 0,1403, pe = 0,0363, pis = 0,0002,
ps = 0,1755, po = 0,0181, pic = 0,0000.
ps = 0,1755, pi1 = 0,0082,

Kuvallinen esitys tdmén jakauman alusta on (Kuvan skaala on sama kuin suh-
teellisten frekvessien ja binomimallin tapauksissa. Tummanvihreélld on merkitty
muutamia tulosmahdollisuuksia, joita ei aikaisemmin pidetty mahdollisina):

A
0,25+

0123456 78 91011121314

Esimerkin 4.1.3 leipuri Pulla vaihtoehdot ovat
a; = “Paistetaan aamulla ¢ pullaa”.

Han arvottaa ne riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan:

V(e) = E@) = Y rip;

jed
= Z (min(i,j) - 0,2@') 6_57
p I
(i = 0,...,10), missd viimeinen yhtalo tulee siitd, ettd leipuri Pulla us-

koo Poisson-malliin parametrilla 5. Jotta voisimme laskea edellisen kaavan
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ddrettomin summan, harrastamme hieman algebraa:

Vie) = . (1,00-min(i,j) ~0.20-4) -7
i=0 J:
= min (i j —0,2ie il
— J!
J
> J
= e 5Zmin(z,j) 7 — 0,2
7=0
% 5]- 00 5
_ 5 5
= e Zjﬁ—l—ze ZF 0,2¢
=0 j=it1
_ b 15N 2
= e Z] '—i—z<1 e Zj|> 0,21
J=0 j=0

Taméi lauseke voidaan laskea kynilld ja paperilla (tai tietokoneella, jos et ole
Tyén Sankari ™).

Jatdmme harjoitustehtéaviksi 4.1(b) laskea leipuri Pullan arvotukset téssa ti-
lanteessa ja maarata hdnen optimaalinen valintansa.

4.3 Pearson—Tukey-menetelméi

Joskus data on turhan hienojakoista tarpeisiimme ndhden. Esimerkiksi pa#tos-
puissa turhan hienojakoinen data aiheuttaa sattumasolmuissa paljon haarautumi-
sia. Hienojakoisesta datasta pédsee eroon [uokittelemalla, tavalla tai toisella. Yksi
tapa luokitella dataa on Pearson—Tukey-menetelmé. Oletamme edelleen, ettéd data
on (riittavan) rigppumatonta ja samoin jakautunutta.

4.3.1 Mééritelmé (Pearson-Tukey-menetelmé). Pearson—Tukey-menetelmd tii-
vistdéd todennékoisyysjakauman, joko empiirisen tai teoreettisen, kolmen pisteen
jakaumaksi siten, ettd jakauma 0,05-fraktiili ja 0,95-faktiili saavat molemmat to-
dennékoisyyden 0,185 ja 0,5-fraktiili, eli mediaani, saa todennékoisyyden 0,630.

4.3.2 Huomautus. Pearson-Tukey-menetelmi on ad hoc®, mutta sen on ha-
vaittu toimivan kohtalaisen hyvin, jos tuntematon jakauma on yksihuippuinen ja
symmetrinen.

4.3.3 Huomautus. Huomattavaa Pearson-Tukey-menetelméssi on, etté sen to-
dennékoisyydet — 0,185, 0,630 ja 0,185 — ovat aina samat. Muuttuvat suureet

5Ad hoc tarkoittaa “titd varten”. Se on hieno tapa sanoa, ettd meilld ei ole mité#sin hyvin-
perusteltua syyté toimia niin kuin toimimme.
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ovat fraktiilien arvot. Toisin sanoen jakauman muoto on aina samankaltainen,
mutta paikka vaihtelee.

4.3.4 Esimerkki (Pearson—Tukey-menetelmé leipuri Pullalle). Leipuri Pullan
esimerkissd 4.1.3 datapisteitd oli 82. Siten 0,05-fraktiili on suurin neljasté pie-
nimmaéastd havainnosta. Tamé& on 1, silld pienimmét havainnot olivat 0,0,0, 1.
Vastaavasti nelja suurinta havaintoa olivat 10, 10,10, 10. Siten 0,95-fraktiili on
10. Mediaani taas on jarjestyksessd 41. havainto. Ta&m&a on 5. Siten Pearson—
Tukey-aproksimaatio pullanmyyntitodennékoisyyksille on

b = 0a1857
pPs = 076307
po = 0,185.

Kuvallisesti Pearson—Tukey-todennéikoisyysjakauma on siis (kuva on eri skaa-
lalla kuin kolme edellistd kuvaa):

A
1,000

0,80+

0,60¢

0,40}

0,20+

L I

0012345678 910

Jos esimerkin 4.1.3 leipuri Pulla arvottaa vaihtoehdot
a; = “Paistetaan aamulla ¢ pullaa”

riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan, ja hdn uskoo Pearson—Tukey-
menetelméédn, hédnen arvotuksensa saadaan kaavasta

V() = (min(i, 1) — 0,21') 0,185
+<min(z’, 5) — 0,2@') 0,630

—i—(min(i, 10) — 0,2i> 0,185,
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Jatdmme harjoitustehtéviksi 4.1(c) laskea leipuri Pullan arvotukset téssa ti-
lanteessa ja madratd hdnen optimaalinen valintansa. Huomautamme, etta aluksi
saattaa tuntua luontevalta valita paidtosjoukoksi aq, as,a1o. Taméa ei kuitenkaan
ole vilttamétta oikea tapa ldhestyéd ongelmaa. Joskus nimittdin on hyva hyvaksyé
aina hieman tappiota, jotta saataisiin keskimddrdisesti paras tulos.

4.3.5 Huomautus (Pearson—Tukey-menetelmén hyvid ja huonoja puolia).
Pearson—Tukey menetelmé on hyvé, silld se

@ on helppo toteuttaa,
@ tuottaa pienen otosavaruuden ja soveltuu siten hyvin esimerkiksi paatospuihin.

Pearson—Tukey-menetelmé on huono, silld se

© on erittdin karkea,
© toimii huonosti epdsymmetrisille tai monihuippuisille jakaumille.

4.3.6 Esimerkki (Pullan eri estimaatit). Esitimme vield, vertailun vuoksi, saa-
dut nelja jakauma-arviota rinnakkain samalla skaalalla:

Lol A

4.4 Harjoitustehtivia lukuun 4

4.1 Harjoitustehtidvi. Tarkastelemme esimerkin 4.1.3 leipuri Pullaa. Kuinka
monta pullaa tulee leipuri Pullan paistaa aamuisin, kun hén on riskineutraali, ja
uskoo ettéd (potentiaalisesti) myytyjen pullien lukumééra lounastauolla on

(a) binomijakautunut parametrein n = 10 ja p = 0,5,
(b) Poisson-jakautunut parametrilla 5,
(¢) Pearson—Tukey-jakautunut fraktiiliparametrein 1,5,107

4.2 Harjoitustehtivi. Tarkastelemme esimerkin 4.1.3 leipuri Pullaa. Oletam-
me, ettd leipuri Pullalla on vain lokakuun 2009 data kédytettdvissdédn. Oletam-
me lisdksi, ettd leipuri Pulla on riskineutraali paatoksenteossaan. Kuinka monta
pullaa leipuri Pullan tulee paistaa aamuisin, kun hén estimoi pullanmyyntito-
dennékoisyydet
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a) suhteellisten frekvenssien menetelméllé,

b) binomimallilla kdyttden suurimman uskottavuuden periaatetta,
(c) Poisson-mallilla kéyttden suurimman uskottavuuden periaatetta,
(d) Pearson—Tukey-menetelmalla?

(
(

4.3 Harjoitustehtivi. Satunnaismuuttuja X on geometrisesti jakautunut pa-
rametrilla 6, jos
P(X=n) = (1-0)"0,

n=0,1,2....

(a) Millaista tilannetta geometrisesti jakautunut satunnaismuuttuja kuvaa?
(b) Johda parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori.

4.4 Harjoitustehtivi. Sinikka Sateen tulee péadttdd ottaako aamulla sateen-
varjo mukaan vai ei. Han on riskineutraali harmituksen suhteen. Jos h&n ottaa
sateenvarjon, eiké sada, hantd harmittaa 1 verran. Jos hén ei ota sateenvarjoa, ja
sataa, héntd harmittaa 2 verran. Muissa tapauksissa hidnté ei harmita ollenkaan.

Sinikka Sade on kerdnnyt dataa sadepéivistd (1 tarkoittaa “sataa”, 0 tarkoit-
taa “ei sada”):

(a) Tulisiko Sinikka Sateen ottaa sateenvarjo aamuisin mukaan?

(b) Voisiko Sinikka Sade pééttdd paremmin ottaako sateenvarjo huomenna mu-
kaan vai ei kidiyttden tietoa tdmén péivan sdasta? Jos tdnédédn sataa, tulisiko
Sinikka Sateen ottaa huomenna sateenvarjo mukaan? Entd jos téndén ei
sada?

Vihje: Kannattaa estimoida ehdolliset todennékoisyydet huomenna sataa,/ei
sada ehdolla tdn&én sataa/ei sada.

4.5 Harjoitustehtédva. Sijoittaja S.:1l4 on 10.000€ sijoitettavaa. Han ei halua
hajauttaa sijoitustaan, vaan haluaa sijoittaa joko Riskiin, Varmaan, tai Sdastoon.
Sdasto antaa varmasti 1% tuoton. Hillosanomista sijoittaja S. on lukenut, etté
Varman ja Riskin odotetut tuotot (u) ja tuottojen “volatiliteetit” (o) ovat

Hvarma = 3%7
OVarma — 10%3
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HRiski = 5%7
oriski = 20%.

Sijoittaja S. on antanut itselleen kertoa, ettd tdmaé tarkoittaa sité, ettéd tuotto on
normaalisti jakautunut satunnaismuuttuja odotusarvolla j ja varianssilla o?.

Mihin kohteeseen tulisi sijoittaja S.:n sijoittaa rahansa, kun hén on

(a) riskineutraali,
(b) hyddyn maksimoija hyotyfunktiolla w(r) = Inr.

Kéayta analyysissési laajennettua Pearson—Tukey-menetelméé, ja vertaa sitd
“todelliseen” normaalijakaumaan.

4.6 Harjoitustehtidvi. Esimerkin 4.1.3 data on generoitu seuraavasti: ensiksi
pyhépaivit, viikonloput ja aatot on poistettu. Sitten perjantaisin myydyt pul-
lat ovat riippumattomia Poisson(2)-jakautuneita satunnaismuuttujia ja maanan-
taista torstaihin myydyt pullat ovat riippumattomia Poisson(6)-jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia. (Aikariippuvutta ei siis ollut, mutta epdhomogeenisuutta oli.
Toisin sanoen havainnot olivat riippumattomia, mutteivit samankaltaisia.)

(a) Piirrd myytyjen pullien todennikéisyysjakaumat (ma-to ja pe).
(b) Piirrd “umpiméhkéin” valittuna péaivand myytyjen pullien todennékoisyys-
jakauma.

4.7 Harjoitustehtava. Nyt, kun tiedédt harjoitustehtédvéssé 4.6 kerrotun totuu-
den, niin kuinka monta pullaan tulisi esimerkin 4.1.3 leipuri Pullan paistaa amulla,
kun hén on

(a) optimisti,

(b)

(c) riskineutraali,

(d) riskinkaihtaja hyotyfunktiolla u(r) = In(1+7r)?

katumuksen kaihtaja,



Luku 5

Hyotyteoriaa

Michael: “I don’t know anyone who could get through the day without
two or three juicy rationalizations. They’re more important than sex.”
Sam Weber: “Ah, come on. Nothing’s more important than sex.”

Michael: “Oh yeah? Ever gone a week without a rationalization?”

~ The Big Chill

The correctness of a decision can’t be judged from the outcome. Neverthe-
less, that’s how people assess it. A good decision is one that’s optimal at
the time it’s made, when the future is by definition unknown. Thus, correct
decisions are often unsuccessful, and vice versa. — Howard Marks

Almost anything can be attacked as a failure, but almost anything can
be defended as not a significant failure. Politicians do not appreciate the
significance of ‘significant’. — Sir Humphrey Appleby

5.1 Suhtautuminen riskiin

5.1.1 Huomautus (Riski on epavarmuutta). Puhekielessé riskilli tarkoitetaan
usein riskid epaonnistua. Teoreetikoille riski tarkoittaa ilkikurisesti vain satunnai-
suutta eli epdvarmuutta. Siten on myos olemassa riski onnistua yli odotusten, tai
vaikkapa riski voittaa lotossa.

Riskiprofiili ja ankkuripiste

Seuraavalla esimerkilld yritimme valaista henkilon suhtaumista riskiin suhteessa
henkilon omaan ldhtotilanteeseen eli ankkuripisteeseen.

5.1.2 Esimerkki (Pikkurillin arvo). Sadistinen miljonééri tarjoaa Oiva Opiske-
lijalle ja Tarmo Toimitusjohtajalle satunnaiskoetta, jossa he
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e menettivit todennékoisyydelld 0,5 vasemman kédden pikkurillinsé,
e saavat todennékdisyydella 0,5 200.000€.

Oiva ottaa tarjouksen vastaan ja Tarmo ei ota. Onko tarinan opetus, ettd Tarmo
arvostaa pikkurilliddn enemmén kuin Oiva?

Tarmo Toimitusjohtaja voi toki arvostaa pikkurilliddn enemmén kuin Oiva
Opiskelija. Toisaalta on selvdd, ettd sekd Oiva Opiskelija ettd Tarmo Toimi-
tusjohtaja eivit voi olla riskineutraaleja ja arvostaa pikkurillejadn yhtd pal-
jon. On kuitenkin mahdollista, ettd he arvostavat yhtd paljon pikkurillejaan
ja ettd heilla on sama riskiprofiili eli he ovat molemmat hyodyn maksimoi-
jia samalla hyotyfunktiolla u. Ero péa#dtoksentekoon tulee siitd, ettd heilld on
eri ldhtovarallisuus eli ankkurointipiste r. Toisin sanoen he katsovat samaa
hyotyfunktiota u eri kohdista 7.

Olkoon molempien hyttyfunktio v seuraavan kuvan mukainen:

1,04 _____
0,9
0,8
0,7
0,6
u 0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

r x 10°

Oletamme, ettd molemmat arvostavat pikkurillejian 100.000€ verran. Tama
tarkoittaa sitd, ettd jos he olisivat riskineutraaleja, niin he molemmat suostui-
sivat innolla sadistisen miljondérin tarjoukseen. Olkoon sitten Oiva Opiskelijan
varallisuus 100.000€ ja Tarmo Toimitusjohtajan varallisuus 800.000€. Namé&
varallisuudet on merkitty hyotyfunktion kuvaajaan punaisilla pisteviivoilla.

Nyt Oiva Opiskelijan vaihtoehdot ja niitd vastaavat hyodyt ovat:
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1. Ei oteta tarjousta vastaan. T&lloin hyoty

«(100.000) = 0,1.

2. Otetaan tarjous vastaan. Talloin keskim&ardinen hydty on

(300.000) - 0,5 + u(0) - 0,5
= 08-05+0-05
— 04

Oiva Opiskelija siis hyvéksyy tarjouksen. Tarmo Toimitusjohtajan vaihtoehdot ja
niitd vastaavat hyodyt ovat:

1. Ei oteta tarjousta vastaan. T&lloin hyoty

w(800.000) = 0,99.

2. Otetaan tarjous vastaan. Talloin keskiméardinen hydty on

(1.000.000) - 0,5 + (700.000) - 0,5
= 1-05+09-05
— 0,95

Tarmo Toimitusjohtaja siis hylkédé tarjouksen.

5.1.3 Esimerkki (Agitointia ja propagandaa). Olettakaamme, etté kansalaiset
ovat riskid kaihtavia samalla hyoytyfunktiolla u. Yhteisesti ollaan péaatetty, etté
kansallisvarallisuus pitda jakaa niin, ettd kokonaishyoty

U = > u(r)

jed

maksimoituu. Yll& J on kansalaisten joukko, ja r; on kansalaiselle j jaettu osuus
kokonaisvarallisuudesta. Kysymys on siis, miten jakaa kokonaisvarallisuus

> ry=100%

jed

osiin 7, j € J, kansalaisten kesken siten, ettéd kokonaishyoty U maksimoituu.

Tarkastelemme ongelmaa tilanteessa, jossa kansakunta koostuu vain kahdesta
kansalaisesta. Yleisen tilanteen tarkastelun jatdmme harjoitustehtavéksi 5.2.

Teemme tavallisen normalisoinnin: «(0) = 0 ja u(1) = 1. Téll6in tilanne, jossa
ensimméinen kansalainen saa osuuden p kokonaisvarallisuudesta, johtaa kokonai-
syhyotyyn

U(p) = u(p) +u(l —p).



5.2 Arpajaiset, preferenssit ja hyodyt 116

Funktion maksimi 16ytyy tunnetusti joko vélin paétepisteisté, tai sitten derivaa-
tan nollakohdista. Vilin péaétepisteissd saamme

U0) = u0)+u(l) = 0+1 = 1,
U(l) = w(l)+u0) = 140 = 1

Mité derivaatan nollakohtiin tulee, niin

dU du du
el - —(p)— —(1—
O (p) dp(p) dp( p)
on nolla, jos
du du
—((p) = —(1-p).
P (p) dp( p)

Tamé taas tapahtuu, jos p = 1/2. Tamé tarkoittaa varallisuuden tasajakoa!

Jos siis hyviksymme kokonaishyddyn ja yleisen riskin valttdmisen moraaliseksi
ohjenuoraksi, niin varallisuuden tasajako on moraalisesti oikea valinta. Toki td&mé&
esimerkki tarkasteli vain staattista tilannetta: dynaamisessa tilanteessa asia ei ole
aivan néin yksinkertainen ©.

5.2 Arpajaiset, preferenssit ja hyodyt

Hyotyteoriaa ja rationaalista padtoksentekoa esitetdén usein niin sanottujen arpa-
jaisten avulla. Itse asiassa arpajaiset eivét ole mitddn sen kummallisempaa kuin
satunnaismuuttujia. Siten tdmé& uusi késite on periaatteessa tarpeeton, mutta
otamme sen kuitenkin kayttoon “perinteen velvoittamina’.

Yksinkertaiset Arpajaiset

5.2.1 Maaritelméa (Arpajaiset, yksinkertaiset arpajaiset). Arpajaisilla, tai yk-
sinkertaisilla arpajaisilla, tarkoitetaan diskreettid satunnaismuuttujaa L, joka
saa arvot ri,...,r, todenndkdisyyksin py,...,p,. Arpajaisille L kéytetdan myos
merkintad

L = L(p1,r1;02,72; 3Py Tn),

missé todennékdisyydet p; ja niitd vastaavat palkkiot r; on kirjoitettu ekplisiit-
tisesti nakyviin.

5.2.2 Huomautus. Arpajaiset
L = L(p1,r1;p2,725 - Py Tn)-

voidaan tulkita tilanteeksi, jossa tarjotaan
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e palkkiota r; todennékoisyydellda p,
e palkkiota r, todennékoisyydelld ps,
e palkkiota r, todennékoisyydella p, .

Kuvallisesti arpajaiset L = L(py,71;p2,72;...;Pn,Tn) tarkoittaa siis lehtiin
padttyvia sattumasolmua

D1 4 r
D2 4 o

Pn 4 T

5.2.3 Huomautus (Arpajaiset ja paatosmatriisit). Luvun 2 kielelld arpajaiset
L; voisi tarkoittaa valinnan a; seurausta. T&lloin

Li = L(p1,7mi1;-- ;D0 Tim),
jos J={1,...,m}.

5.2.4 Esimerkki. Pekka ja Liisa heittéavét reilua kolikkoa. Jos tulee klaava, niin
Pekka saa Liisalta euron, ja jos tulee kruuna, niin Liisa saa Pekalta euron. Lii-
san kannalta kyseessd on arpajaiset L(0,5,1;0,5, —1). Pekan kannalta tilanne on
sama.

Yhdistetyt arpajaiset

Seuraava méritelma on luonteeltaan rekursiivinen':

5.2.5 Méasaritelmé (Yhdistetyt arpajaiset). Yhdistetyt arpajaiset ovat satunnais-
muuttujia tai -kokeita, jossa palkkiot voivat olla arpajaisia.

5.2.6 Huomautus. Esimerkiksi merkinté

L= L(py, L'(p}, 71505, 755 - -1 D T )5 D25 723+ -3 Py T
tarkoittaa yhdistettyja arpajaisia, jossa tarjotaan

/
n'

o uusia arpajaisia L' = L'(p}, 14: Py, 1555 Pl 7
e palkkiota r, todennékoisyydella ps,

) todennékaisyydella py,

!Sanakirjamé#sitelms rekursiiviselle on: “rekursiivinen: ks. rekursiivinen” ©.
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e palkkiota r, todennékoisyydelld p, .

Kuvallisesti edelld méaéritellyt yhditetyt arpajaiset L tarkoittaa siis sattumapuuta

/
P ,
Ph 4
/
4 T2
b1 .
[ ]
2 [ ]

pn’ 4 T’/
n’

b2 4 ro

In qrn

5.2.7 Esimerkki. Pekka ja Liisa heittdvit reilua kolikkoa. Jos tulee kruu-
na, niin Liisa saa Pekalta euron. Jos taas tulee klaava, niin Pekka herras-
miehend antaa Liisalle uuden mahdollisuuden. Jos taas tulee klaava, niin
Pekka saa Liisalta euron. Liisan kannalta kyseessd on yhdistetyt arpajaiset
L(0,5,1;0,5, L(0,5,1; 0,5 — 1)) . Pekan kannalta kyseessé on yhdistetyt arpajaistet
L(0,5,L(0,5,1;0,5,—1);0,5,—1).

5.2.8 Mairitelma (Lyhennysmerkinté arpajaisille). Jos Ly ja Lo ovat arpajaisia
ja q € (0,1), niin merkint&

tarkoittaa yhdistettyjd arpajaisia L, joissa ensin valitaan joko arpajaiset L; to-
dennékoisyydelld ¢ tai arpajaiset Lo todennédkdisyydella 1—gq, ja sitten suorite-
taan valitut arpajaiset: joko Ly jai Ls.

5.2.9 Esimerkki. Kayttamaélla lyhennysmerkintéaé 5.2.8 yhdistetyille arpajaisille
huomaamme, etté

qL1+(1_Q>L2 = L(Q7L171_Q7 LQ)

Kuvallisesti L = qL; + (1—¢q) Lo tarkoittaa siis seuraavaa sattumapuun haaraa:
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1—gq L,

5.2.10 Esimerkki. Esimerkin 5.2.7 Liisan tilanne
L(0,5,1;0,5, L(0,5,1;0,5 — 1))
voidaan siis Méaaritelmén 5.2.8 avulla kirjoittaa myos muodossa
0,5L(1,1) + 0,5L(0,5,1;0,5, —1),
tai jopa muodossa

0,5L(1,1) + 0,5(0,5L(1, 1) + 0,5L(1, —1)>.

Jos vield otamme kiyttoon lyhennysmerkinndn L(r) = L(1,r) “varmoille”
arpajaisille, niin paadymme muotoon

0,5L(1) + 0,5(0,5L(1) +0,5L(1) + 0,5L(—1)).

Lopuksi, jos hyviiksymme kaavat?

P Ly + q2Ly) = paiLy + pgaLs,
pL+pL = (p1+p2)L,

niin Esimerkin 5.2.7 Liisan tilanne voidaan kuvata kaavalla
0,75L(1) + 0,25L(—1).

Tami kaava sanoo siis yksinkertaisesti, ettd Liisa saa yhden euron (Pekalta)
todennikoisyydella 0,75 ja menettdd yhden euron (Pekalle) todennékéisyydella
0,25.

2Rationaalinen p#sitoksentekiji hyviksynee nama kaavat. Téstd puhumme lisdd myShemmin.
Sen sijaan kaavaa pL(q) = pgL(1) ei tule hyviksyé.
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Preferenssit ja indifferenssit

5.2.11 Maéiritelmé (Preferenssi ja indifferenssi). Perferenssi- ja indifferenssi-
merkinnit <, <, ~ > ja > tarkoittavat:

(i) Mikali pasatoksentekija valitsee mieluummin arpajaiset L; kuin arpajaiset
Lo, niin sanomme etta paatoksentekija preferoi arpajaisia Ly yli arpajaisten
L, . Talloin merkitsemme L < L'.

(il) Mikali padtoksentekija on valitsee yhta mielellién arpajaiset Ly tai Lo, niin
sanomme ettéd paatoksentekija on indifferentti arpajaisten Ly ja Lo valilla.
T4alloin merkitsemme L; ~ L.

(lll) Merkinta L, < Lo tarkoittaa (L1 =< LQ) V (Ll ~ LQ)

(iv) Merkinta Ly = Lo tarkoittaa —(L; < Lg).

(v) Merkintd Ly > Ly tarkoittaa —(L; < Lo).

5.2.12 Huomautus (Arpajaisperefenssit, palkkiomatriisit ja arvofunktiot).
Luvun 2 kielella arpajaiset L; vastaavat paidtoksen a; mahdollisia seurauksia
{ri;;7 € J}. Siten padtossaanto V : A — R vastaa preferensseji arpajaisille
{L;;i € I} ={a;;i € I}. Preferenssit tulevat ekvivalenssista

L;, < L;, josjavainjos V(a;) < V(a).

Preferenssit hyodyista

Jokaista hyotyfunktiota u : R — R voidaan panna vastaamaan arpajaispreferens-
sit ja - indifferenssit seuraavan madritelméan antamalla tavalla:

5.2.13 Mééritelméa (Preferenssit hyotyfunktiosta). Olkoon u : R — R
hyotyfunktio. Paitoksentekijia preferoi arpajaisia Lo yli arpajaisten Lq, eli
L < L27 jOS

E(u(L1)) < E(u(L2))

Samoin paitoksentekija on indifferentti arpajaisten L; ja Lo valilla, eli Ly ~ Lo,
jos
E(u(Ly)) = E(u(L2))

5.2.14 Esimerkki. Pekka Paatoksentekijalla on logaritminen hyotyfunktio
u(r) = In(1 + r). Hénelle tarjotaan arpajaisia

1. Ly = L(1,1.000€), eli varmaa palkkiota 1.000<€, tai
2. Ly = L(0,5, 2.000€ ; 0,5, 0€), eli 50%:n mahdollisuutta saada palkkio
2.00€ ja 50:n prosentin mahdollisuutta saada palkkio 0€ .
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Kummat arpajaiset Pekka P#dtoksentekijé valitsee?

Pekka Paatoksentekijéin hyodyt arpajaisilla Ly ja Ly ovat

E(u(L)) = u(1.000)
= In1.001
= 6,9088,

E(u(Ly)) = u(2.000)-0,5+ u(0)-0,5
= In2.001-0,5+1In1-05
= 7,6014-0,5+0-0,5
= 3.8007.

Siis E(u(Ls)) < E(u(Ly)), eli Ly < Ly, eli Pekka Paatoksentekija valitsee “var-
mat” arpajaiset L.

Hyodyt ja preferenssit kyselyista

Esitamme nyt pitkdhkon esimerkin kautta miten arpajaispreferenssit voidaan ra-
kentaa kyselyiden avulla ja miten niistd rakentuu hyotyfunktio w, tai ainakin osa
siité.

5.2.15 Esimerkki (Preferenssit kyselemélld). P#aitoksentekija halua laittaa seu-
raavat arpajaiset jirjestykseen:

L, = L(1,10.000),

Ly, = L(0,50,30.000;0,50,0),

Ly = L(1,0),

Ly = L(0,02,—10.000,0,98, 500).

Aloitamme havaitsemalla suurimman mahdollisen palkkion r, = 30.000 ja
pienimmén mahdollisen palkkion r_ = —10.000. Muut mahdolliset palkkiot ovat
(laskevassa) suuruusjarjestyksessid r1 = 10.000, ro = 500 ja r3 = 0.

Paatoksentekijaltd kysytddn “subjektiivista” todenndkoisyyttd g;, jolla val-
litsisi indifferenssi

L(1,7;) ~ ¢;L(1,30.000) 4 (1—¢;)L(1, —10.000).

Oletamme, ettd palkkiolle r; = 10.000 pé&atoksentekijimme valitsee ky-
syttdessd ¢ = 0,90. Hén on siis valinnut indifferenssin

(5.2.16) L(1,10.000) ~ 0,90L(1,30.000) + 0,10L(1, —10.000).
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Palkiolle 79 = 500 hén on kysyttdesséd valinnut indifferenssin
(5.2.17) L(1,500) ~ 0,62L(1,30.000) + 0,38 L(1,—10.000).

Siis ¢ = 0,62. Kysyttéaessd palkkiosta r3 = 0 hin valitsee todennékoisyyden
g3 = 0,60 eli indifferenssin

(5.2.18) L(1,0) ~ 0,60L(1,30.000) + 0,40L(1, —10.000).

Kayttamélla kyselyistd saatuja indifferenssejd péadtoksentekija voi rakentaa
arpajaiset Ly, L), L} ja L siten, ettd Ly ~ L}, Lo ~ L, Ly ~ L} ja Ly ~ L/,
ja liséiksi arpajaisissa L), L, L ja L) ainoat palkkiomahdollisuudet ovat r, =
30.000 ja r— = —10.000. Namé& arpajaiset taas on helppo laittaa jérjestykseen
kyselyihin vastattujen “subjektiivisten” todennékoisyyksien g1, ¢» ja g3 avulla
seuraavalla tavalla.

Indifferenssisa (5.2.16) ndemme vélittomésti, ettd Ly ~ L, missa
Ly = 0,90L(1,30.000)+ 0,10L(1, —10.000).
Indifferenssistéd (5.2.18) ndemme, ettd Ly ~ LI, missi
Ly = 0,5L(1,30.000) + 0,5L(0,60, 30.000; 0,40, —10.000).
L% ovat siis yhdistetyt arpajaiset, missa

e . = 30.000 saadaan todennikdoisyydelld 0,50 4+ 0,50 - 0,60 = 0,80,
e r_ = —10.000 saadaan todennakéisyydella 0,50 - 0,40 = 0,20.

Siten Ly ~ LY ~ L, missi
L, = 0,80L(1,30.000) + 0,20L(1, —10.000).
Indifferenssisté (5.2.18) ndemme, ettd Lz ~ L}, missa
L, = 0,60L(1,30.000) + 0,40L(1, —10.000).
Indifferenssisté (5.2.17) seuraa, ettd Ly ~ L), missi
L = 0,02L(1,—10.000) + 0,98L(0,62, 30.000; 0,38, —10.000).
L) ovat siis yhdistetyt arpajaiset, missa

e . = 30.000 saadaan todennikdisyydelld 0,98 - 0,62 = 0,6076,
e r_ = —10.000 saadaan todennakoisyydella 0,02 4+ 0,98 - 0,38 = 0,3924.
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Siten Ly ~ L) ~ L/, missi
L, = 0,6076L(1,30.000) + 0,3924L(1, —10.000).
On siis saatu arpajaiset

L = 0,90L(1,30.000) + 0,10L(1, —10.000),
L), = 0,80L(1,30.000) + 0,20L(1, —10.000),
L, = 0,60L(1,30.000) + 0,40L(1, —10.000),
L, 0,6076L(1,30.000) + 0,3924L(1, —10.000).

Némé arpajaiset on ilmeisen helppo jarjestdéd paremmuusjirjestykseen: L} <
L) < L, < L. Koska pétee indifferenssit L, ~ L;, i = 1,2,3,4, niin sama
paremmuusjérjestys péatee myos alkuperdisille arpajaisille: Ly < Ly < Lo < Ly.
Ongelma on ratkaistu!

5.2.19 Esimerkki (Hyodyt kyselemélld). Esimerkissd 5.2.15 preferenssit saa-
tiin tietylld kyselymenetelmélld. Tamé kyselymenetelmé paljastaa myos péa-
toksentekijan hyotyfunktion, tai ainakin osan siitd. Nimittdin voimme tulkita
“subjektiiviset” todenn#koisyydet ¢; palkkoita r; vastaaviksi hyddyiksi ja
rakentaa paiatoksentekijan hyotyfunktion asettamalla

w(30.000) = u(ry) = 1,

w(10.000) = u(r) = ¢ = 0,90,
w(500) = wu(ry) = ¢ = 0,62,
w0) = u(rs) = g = 0,60,

u(~10.000) = u(r_) = 0.

Tama tietysti antaa edelld esitettyd “puutapaa” helpomman tavan asettaa arpa-
jaiset Ly, Lo, L3 ja L4 preferenssijarjestykseen: ensin méaaratdan hyotyfunktion
u: R — R arvo u(r) kaikissa tarvittavissa palkkiopisteissi 7, ja sitten asetetaan
arpajaiset L1, Lo, L3 ja L4 preferenssijérjestykseen odotetun hyodyn mukaan.

Seuraavassa hahmotelma padtoksentekijan hyotyfunktiosta:
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1.04

0,8

0,6

0,4

0,2

—10 ) 0 ) 10 15 20 25 30

rx 103

Edelld hahmotellussa kuvassa hyoytyfunktio u on laskettu pisteiden r_ =
—10.000, r3 = 0, ro = 500, r; = 10.000 ja r, = 30.000 ulkopuolella lineaarses-
ti interpoloiden. Tamé tekee hyoytyfunktioon terdvid kulmia, mika saattaa olla
kéaytdnnon tulkinnan kannalta kyseenalaista. Siledmpi sovitus annettuihin pistei-
siin r_ = —10.000, r3 = 0, ro = 500, r; = 10.000 ja ry = 30.000 saadaan aikaan
esimerkiksi kdyttdmalla piirrosohjelmissa suosittuja (kasvaviksi ehdollistettuja)
3. asteen Bézierin splineji (muitakin menetelmi toki on):

1,04

0;8

0.6

0,4

0,2

-10 5 0 5 10 15 20 25 30

rx 103

Esimerkkien 5.2.15 ja 5.2.19 ongelma ja sen ratkaisualgoritmi voidaan kuvata
yleisesti seuraavasti:


http://en.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zier_spline

5.2 Arpajaiset, preferenssit ja hyodyt 125

5.2.20 Miiritelmé (Kyselyalgoritmi preferensseille ja hyodyille).

Ongelma: On annettu arpajaiset L, Lo, ..., L,,, jotka pitda laittaa preferenssi-
jéarjestykseen.

Ratkaisu:

(i) Jarjestd kaikki mahdolliset palkkiot laskevaan suuruusjirjestykseen r, >
ry > -+ >r, >r_ (mahdollisia palkkioita on siis n+2 kappaletta).

(ii) Jokaiselle palkkiolle rji, j = +,1,...,n,—, kysy pddtoksentekijiltd “sub-
jektiivista” todennékoisyyttd g;, jolla hénelle pétee indifferenssi

L(1,ry) ~ ¢ L(Lre) + (1=g)L(1, 7).

(Vakisinkin muuten palkkiota r, vastaa ¢, = 1 ja palkkiota r_ vastaa
qg- =0).

(iii) Madritd pidtoksentekijin hyotyfunktio u : R — R pisteissi r; kaavalla
u(rj) = g;. (Voit laajentaa hyotyfunktion u(r) muihin pisteisiin lineaarise-
sella interpoloinnilla tai jollakin muulla menetelméll, jos haluat. Tama ei
ole kuitenkaan ongelman kannalta tarpeellista.)

(iv) Madrad arpajaisten Ly, Lo, . . ., Ly, jarjestys hyotyfunktion u(r) avulla aset-
tamalla kaikille k1, ky =1,...,m

Ly, < Ly, josjavainjos E(u(Ly,)) < E(u(Ly,)).

ja
Ly, ~ Ly, josjavain jos E(u(Ly,)) =E (u(Lg,)).

5.2.21 Huomautus (Hyotyfunktion arvojoukko). Algoritmi 5.2.20 rakentaa
hyotyfunktion, jonka arvot ovat vélilla [0, 1]: huonoin mahdollinen palkkio r_
saa hyodyn u(r_) = 0 ja paras mahdollinen palkkio r; saa hyodyn u(ry) = 1.
Itse asiassa, koska hyodytfunktio on aina kasvava, edellinen algoritmi tuotaa aina
hyotyfunktion, jonka voi tulkita todennékoisyysjakauman kertyméfunktioksi.

Aikaisemmin olemme esittédneet hyotyfunktioita, joissa palkkiot eivét ole ra-
joittuneet vilille [0, 1]. Tyypillisin esimerkki on ollut logaritminen hyo6tyfunktio
u(r) = In(1 + ), joka saa siis arvoja vililta [0, 00), jos palkkiot r ovat positiivi-
sia. Téssé ei ole kuitenkaan mitdéan ristiriitaa. Nimittdin hyotyfunktioiden arvot
sinédnsé eivit ole mielenkiintoisia, vaan ainoastaan niiden arvojen jérjestykset.
Esimerkiksi positiivisesti affiinimuunnettu® hystyfunktio

u(r) = aug(r) +p,

3 Affiinimuunnos funktiosta f(z) on af(z) + B, missi «,3 € R. Affiinimuunnoksessa siis
muunnetaan mittakaavaa, eli skaalaa, («) ja suuntaa (« positiivinen tai negatiivinen), seki
paikkaa, eli lokaatiota, ().
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a > 0, f € R, saa aikaan tdsmaélleen samat preferenssit kuin alkuperiinen
hyotyfunktio ug(r). Toisin sanoen:

E(UO(Ll)) S E(Uo(Lg))
Jos ja vain jos
E(u(L1)) < E(u(Ly)).
Erityisesti, jos suurin mahdollinen palkkio on 7 ja pienin mahdolinen palkkio on

r_, niin miké tahansa hyotyfunktio wug(r) voidaan normeerata arvovélille [0, 1]
muunnoksella

_ uo(r) — uo(r-)
ulr) = up(ry) —uo(r_)’

5.3 Von Neumann—Morgerstern -aksioomat

Vuonna 1944 Von Neumann ja Morgenstern muotoilivat rationaalisen pddatoksen-
teon aksioomat.

Lahtokohtana on tietysti, ettd kaikki mahdolliset palkkiot voidaan esittéda re-
aalilukuina, jolloin ne toteuttavat kaikki reaalilukujen aksioomat, kuten vaikkapa
sen, ettd jokaisesta reaalilukuparista r{, 7, voidaan sanoa péateekd r; < ro, ro < 1y
val 7 = 1a.

5.3.1 Maéiritelmé (Von Neumann-Morgenstern -aksioomat). Péétosentekijan
preferenssit ovat rationaalisia, jos ne toteuttavat seuraavat Von Neumann-—
Morgenstern -aksioomat:

(i) Kaikille arpajaisille L; ja Lo pétee tdsmélleen yksi relaatioista

(a) L1 =< LQ,
(b) Ly < Ly,
(C) Ll ~ LQ.

Liséksi kaikille arpajaisille Ly, Ly ja Lg pétee:
jos Ly < Lsja Ly < L3, niin Ly < Ls.
Viela liséksi kaikille arpajaisille Ly, Ly ja Lg pitee:
jos Ly~ Lsja Ly~ L3y, niin Ly~ L3.
(ii) Jos Ly ~ Lo, niin kaikille todennékéisyyksille 0 < ¢ < 1 ja kaikille arpajai-

sille L pétee
qu + (1—Q)L ~ qLQ + (l—q)L
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(iii)

Kaikille arpajaisille Ly, Ly ja Ls, joille Ly < Ly ja Ly < L3 on olemassa
jokin todennikdisyys 0 < g < 1 siten, etta

LQ ~ qu + (1—(])[/3

5.3.2 Huomautus (Von Neumann—-Morgenstern -aksioomista). (i) Jarjestys-

aksiooma 5.3.1(i) sanoo, ettd kaikkia arpajaisia voidaan verrata toisiin-
sa ja ettd < on aito jarjestysrelaatio kuten esimerkiksi relaatio <, ja
ettd ~ on ekvivalenssirelaatio kuten esimerkiksi relaatio =. Erityisesti
jarjestysaksiooma tekee merkinnéistd Ly < L < L3 ja Ly ~ Ly ~ L3
mielekkéité.

Riippumattomuusaksioomaa 5.3.1(ii) tarvitaan, jos halutaan samaistaa ar-
pajaiset ja yhdistetyt arpajaiset.

Jatkuvuusaksioomaa 5.3.1(iii) tarvitaan, jotta jokaista epadvarmuutta
sisaltdvia arpajaista saataisiin vastaamaan jokin varma palkkio.

Von Neumann—-Morgenstern -aksioomat ovat yhtapitavia hyStyyn perustuvan
padatossadnnon kanssa. Itse asiassa suuri tulos on:

5.3.3 Lause (Von Neumann-Morgenstern -hyotylause). (i) Jos padtiksenteki-

(i)

ja noudattaa Von NeumannfMorggnstern_ -aksioomia 5.53.1, on olemassa
jokin sellainen hyotyfunktio uw : R — R, ettd pddatoksentekija preferoi
arpajaisia Ly yli arpajaisten Ly jos ja vain jos E(u(Ly)) < E(u(Lz)).

Kadntdaen, jos pdatoksentekija arvottaa arpajaiset hyotysddannilli jonkin
hyotyfunktion u : R — R mukaan, noudattaa pddtoksentekija automaatti-
sesti Von Neumann—Morgenstern -aksioomia 5.5.1.

Todistus. Harjoitustehtava 5.8. [
5.4 Hyotyfunktion estimointi

Indifferenssikyselyt

Esimerkki 5.2.19 ja sitd seuraava algoritmi antaa jo tavan hyoytyfunktion esti-
mointiin kyselyjen avulla. Esitimme nyt samankaltaisen kyselymetodin.

5.4.1 Méaaritelmé (Kyselyalgoritmi hyodyille puolituksilla). Haluamme estimoi-
da péitoksentekijan hyoytyfunktion u vélilla [r_,r,] eli huonoimmasta mahdol-
lisesta palkkiosta parhaaseen mahdolliseen.

(i)

Koska voimme aina normeerata hyotyfunktion mille tahansa arvovélille ha-
luamme, valitsemme u(r_) =0 ja u(ry) = 1.
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(i)

(i)

Sitten kysymme péétoksentekijéltd “subjektiivista” todenndkdisyytta 1/,
jolla hénelle pétee indifferenssi

1 1
L(17$1/2) ~ §L(1,T+)+§L(1,T_).

Té&lloin w(w1/2) = 1/2. Nimittéin edellisen indifferenssin nojalla

u(]?l/g) = E (U (L(lv x1/2))

_ E (u (%L(l,m) + %L(l,r-)))

= u(ry)-05+u(r-)-0,5
= 0,5.
Olemme siis 16yténeet ensimméisen puolittajapisteen xy/;.
Seuraavaksi puolitamme “alavilin” [0,1/2], eli kysymme puolittajapistetté
714, jolle pétee indifferenssi
1 1
L(1,21p4) ~ EL(1’$1/2) + §L(177"—)~

Talloin u(z1/4) = 1/4. Nimittdin edellisen indifferenssin nojalla

u(x1/4) = E(U(L(Lxl/‘l))

(s )

= U((L’l/g) . 0,5 + U<T_) : 0,5
= 0,5-05
= 0,25.

Seuraavaksi puolitamme “ylavalin” [1/2, 1], eli kysymme puolittajapistetta
734, jolle pétee indifferenssi

1 1
L(17I3/4> ~ §L(1,7‘+) + 5[/(1,271/2)

Talloin u(zs/4) = 3/4. (Perustelu on samakanltainen kuin edell.)

Jatkamalla puolituskyselyja riittdvan pitkédlle saamme hahmoteltua
paatoksentekijan hyotyfunktion w arvot w(r) mielivaltaisen tarkasti,
eli arvot w(zi/2) = 1/2, u(w1ya) = 1/4, u(wsy) = 3/4, u(ris) = 1/8,
u(xss) = 3/8, u(wss) =5/8, u(wys) =7/8, u(w116) = 1/16, jne.
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5.4.2 Esimerkki. Paivi Paattéjille tarjotaan palkkiota vililtd [—10,30]. Esita
kyselyt, joiden avulla Paivin hyotyfunktio voidaa hahmotella.

Normeeraamalla voimme asettaa P#ivin hyotyfunktiossa u(—10) = 0 ja
u(30) = 1. Sitten kysymme indifferenssipistetté /2, jolle pétee

1 1

Péivi vastaa @1/, = —3,4. Tieddmme nyt siis, ettd u(—3,4) = 1/2. Seuraavaksi
kysymme indifferenssipistettd x4, jolle pétee

1 1

Péivi vastaa @14 = —8. Tieddmme nyt siis, ettd u(—8) = 1/4. Seuraavaksi
kysymme indifferenssipistettd x3/4, jolle pitee

1 1
L(Lsa) ~ 5L(1,30) + 5 L(1,~34).

Piivi vastaa x3/, = 8. Tieddmme nyt siis, ettd u(8) = 3/4.
Lineaarisesti interpoloiden hahmotelmamme P&ivin hyotyfunktiosta on:

1,04
0,8

0,75
0,6

0,50
0,4

0,25
0,2

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
-8 —34 8

Sama hahmotelma, mutta kasvavilla Bézierin splineillé lineaarisen interpoloin-
nin sijaan:
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1,04
0,8

0,75
0,

0,50
0,4

0,25
0,2

-10 -5 0 5 10 15 20 25 33
-8 —-34 8

Teoreettisen mallin sovittaminen

Téssé osiossa oletamme, ettd palkkiot ovat positiivisia ja mahdollisesti ylha&lta
rajoittamattomia. Samoin rakentamamme hyotyfunktiot ovat positiivisia ja mah-
dollisesti ylhaalta rajoittamattomia.

Joskus voidaan postuloida hyotyfunktiolle jokin tietty muoto. Voidaan esimer-

kiksi olettaa “vakio absoluuttinen riskiaversio” (CARA) tai “vakio suhteellinen
riskiaversio” (CRRA).

5.4.3 Masritelmé (Riskiaversio). Olkoon u : R — R hy&tyfunktio. Siihen liit-
tyvé absoluuttinen riskiaversio (ARA) on

ARAL(Y) = ~T5(r) / e

ja sithen liittyvé suhteellinen riskiaversio (RRA) on
RRA,(r) = rARA,(r).

5.4.4 Huomautus (Riskiaversio, konkaavisuus ja konveksisuus). Jos absoluut-
tinen riskiaversio ARA,, on positiivinen funktio, on alkuperéinen hyotyfunktio u
konkaavi, ja siten paiatoksentekija on riskinkaihtaja, eli “riskiaversi”. Negatiivinen
absoluuttinen riskiaversio vastaa konveksia hyotyfunktiota ja riskinrakastamista.

Seuraavaksi osoitamme, miten oletus “vakiosta absoluuttisesta riskiaversiosta”
johtaa parametriseen malliin nimelta eksponenttinen hydty:
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5.4.5 Lause (CARA on exponenttinen hyéty). Olkoon pddtoksentekijin abso-
luuttinen riskiaversio ARA,, wvakio. Tdlloin hinen hyoytyfunktionsa on muotoa

u(r) = 1—e /R
jollakin positiivisella parametrilla R.
Todistus. Koska ,
ARAL(D) = —34(r) / e

on vakio, niin sen integraali on affiini:

r d’u
/—dxg(w) dz = ar+0b.
0

()

Mutta merkitsemélld v(z) = §%(x) voimme ratkaista ylléd olevan integraalin:

T%(‘r)x_ TL’UJ/’ = Inwv(r)—Inwv
[ Ea = [ g = mee-mo.

Siten, vaihtamalla vakioiden nimi& ndemme, etté

Inv(r) = ar+b.

T&amé siis tarkoittaa sité, ettéa

eli, kun valitsemme «(0) = 0, niin
u(r) = / v(x)dx
0

T
= / et dg
0

b r
= e_/ e d(ax)
a Jo

eb

= —(e"—1).
(e — 1)
Viite seuraa tistd valitsemalla a = —e® ja merkitsemélli R = —1/a. Valin-
ta a = —e® voidaan tehds, silld muilla valinnoilla saatu hyotyfunktio olisi vain

affinimuunnos tasta valinnasta. O]
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5.4.6 Huomautus (Riskitoleranssi ja sen estimointi). Lauseen 5.4.5 parametria
R kutsutaan riskitoleranssiksi Se voidaan estimoida (approksimatiivisesti) kyse-
lylla

1. et saa mitédan,
2. saat R<€ todennikoisyydelld 1/2 ja —R/2€ todenndkoisyydelld 1/2.

Se R, jolla olet indifferentti nédiden vaihtoehtojen suhteen on riskitoleranssisi ja
méadrdd siten ekponenttisen hyotyfunktiosi.

5.4.7 Esimerkki (Vakio suhteellinen riskiaversio CRRA). Lause 5.4.5 kertoo
kaikki hoytyfunktiot, joilla on vakio absoluuttinen riskiarversio (CARA). Vakio
suhteellinen riskiaversio (CRRA) on kolmella luokalla hyotyfunktioita. Yksi luok-
ka on

u(r) = r* O0<a<l.

Niille hyotyfunktioille RRA,(r) =1 — a.

5.5 Harjoitustehtivia lukuun 5

5.1 Harjoitustehtédva. (a) Kuinka halvalla esimerkin 5.1.2 Oiva Opiskelija
olisi valmis riskeeraamaan pikkurillinsa?
(b) Kuinka paljon esimerkin 5.1.2 Tarmo Toimitusjohtajalle pitéisi pikkurillista
maksaa, jotta hén olisi valmis riskeeraamaan sen?

5.2 Harjoitustehtdva. Tarkastelemme esimerkkié 5.1.3

(a) Etsi kokonaishy6édyn maksimoiva jakosuhde r;, j € J, kokonaisvarallisuu-
delle, kun kansalaisilla on sama konkaavi hyotyfunktio w.

(b) Etsi kokonaishyddyn maksimoiva jakosuhde r;, j € J, kokonaisvarallisuu-
delle, kun kansalaisilla on sama konveksi hyoytyfunktio .

5.3 Harjoitustehtivi. Olkoon Leena Lokin hyoytyfunktio u(r) = Inr. Leena
Lokilla on 20.000€. Hénelle tarjotaan arpajaisia
Ly = L(1,-1.000€),
Ly = 09L(1,0€)+ 0,1L(1,—10.000),
missé palkkiot ovat voittoja/tappioita.
Kumman arpajaisista Leena Lokki valitsee?

5.4 Harjoitustehtidvi. Pekka Paattdaja on padttianyt itselleen seuraavat indiffe-
renssit:

L(1,10) ~ 0,5L(1,0)+0,5L(1,20),

L(1,12) ~ 0,4L(1,10) + 0,6L(1,20),

L(1,15) ~ 0,2L(1,10) + 0,8L(1,20).
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(a) Mité pystyt sanomaan Pekka Paattdjan hyotyfunktiosta?
(b) Onko Pekka Paittdja riskinrakastaja vai riskinkaihtaja?

5.5 Harjoitustehtdva. Oiva Opiskelijan on péaétettdavé osallistuako kurssille
“Operaatioanalyysi” vai “Johdatus tilastotieteeseen”. Oiva arvioi, ettd jos han
osallistuu kurssille “Operaatioanalyysi”, niin todennikoisyydella 10% hén saa
arvosanan 9, todennikoisyydelld 40% arvosanan 4 ja todennikoisyydelld 50%
arvosanan 3. Samoin Oiva arvelee, ettd jos hdn osallistuu kurssille “Johdatus ti-
lastotieteeseen”, niin todennékoisyydet arvosanoille ovat: 70% arvosanalle 4, 25%
arvosanalle 3 ja 5% arvosanalle 2.

Oiva on indifferentti arpajaisten L(1, 3) ja L(0,25, 5; 0,75, 2) suhteen, sekd
arpajaisten L(1, 4) ja L(0,70, 5; 0,30, 2) suhteen.

Jos Oiva Opiskelija haluaa optimoida arvosanasta saadun keskiméérdisen (eli
odotetun) hyédyn, niin kumman kursseista “Operaatioanalyysi” vai “Tilastotie-
teen johdantokurssi” hén valitsee?

5.6 Harjoitustehtava. Esimerkkien 5.2.15 ja 5.2.19 ratkaisussa ja sitd seuraa-
vassa yleisessd algoritmissa kéytettiin kaikkia Von Neumannin ja Morgensternin
aksioomia.

(a) Etsi jokaiselle Von Neumann—Morgenstern -aksioomalle kohta, missd sita
kaytettiin.

(b) Mika ratkaisualgoritmissa menee pieleen, jos jokin Von Neumannin ja Mor-
gensternin aksioomista ei pitédisikdén paikkaansa?

(c) Onko jokin Von Neumann—Morgenstern -aksioomista mielestési erityisen
kyseenalainen? Jos mielestési useakin niistd on kyseenalainen, niin mika on
mielestési kaikkein kyseenalaisin?

5.7 Harjoitustehtava. Lasse Lottoaja lottoaa yhden rivin joka viikko. Hénella
on myos 200.000€ kotivakuutus, josta hdn maksaa 100€ vuosittaista vakuutus-
maksua. Kotivakuutuksessa on 500€ omavastuu.

(a) Onko Lasse Lottoaja riskinkaihtaja?
(b) Onko Lasse Lottoaja riskinrakastaja?
(c) Onko Lasse Lottoaja epérationaalinen?

5.8 Harjoitustehtava. Todista Von Neumann—Morgenstern -hyotylause 5.3.3.

5.9 Harjoitustehtivia. (a) Von Neumann—Morgenstern -aksioomista 5.3.1 ja
-hyotylauseesta 5.3.3 ei seuraa, ettd hydtyfunktio u on aidosti kasvava tai
edes jatkuva. Perustele tdmé.

(b) Perustele, ettd Von Neumann—Morgenstern -rationaalinen padtoksentekija
voi olla pohko.
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(c) Seuraako Von Neumann—Morgenstern -aksioomista 5.3.1 ja hyotylauseesta
5.3.3, ettd hyotyfunktio u on kasvava?

5.10 Harjoitustehtava. Miten Von Neumann—Morgenstern -aksioomia 5.3.1 tu-
lee muuttaa, jotta lauseen 5.3.3 hyttyfunktio olisi jatkuva ja aidosti kasvava?

5.11 Harjoitustehtivi. Perustele, miksi huomautuksen 5.4.6 kysely estimoi
riskitoleranssin R approximatiivisesti.

5.12 Harjoitustehtava. Etsi kaikki hoytyfunktiot w, joilla on vakio suhteellinen
riskiaversio (CRRA), eli
RRA,(r) = vakio.



Luku 6

Hyotyteorian kritiikki

Your moral feelings are attached to frames, to descriptions of reality rather
than to reality itself. — Daniel Kahneman

It is important that students bring a certain ragamuffin, barefoot irreve-
rence to their studies; they are not here to worship what is known, but to
question it. — Jacob Bronowski

Just because you and I are arguing, doesn’t mean one of us is right.
— Professor S.

Von Neumann—Morgensternldisessia hyotyteoriassa on sellainen pikkuisen ikéavé
puoli, ettd kdytdnnossad ihmiset eivat naytd noudattavan sen aksioomia. Yksi kes-
keinen kritiikki heiddn hyotyteoriaa vastaan on Tverskyn ja Kahnemanin vuonna
1981 esittamat prospektiteoria ja ankkurointiefekti.

6.1 Prospektiteoria

6.1.1 Esimerkki (Allais'n paradoksi). Tarkastelemme paradoksia, jonka Mau-
rice Allais esitti vuonna 1953. Paradoksin tarkoitus oli ldhinné kritisoida Von
Neumannin ja Morgensternin riippumattomuusaksioomaa.

Herra A.:n on valittava seuraavien arpajaisten véliltd (palkkiot ovat euroja):

L, = L(1,1.000.000),
L, = L(0,10, 5.000.000 ; 0,89, 1.000.000 ; 0,01, 0).

Herra A., kuten valtaosa muistakin ihmisisté, valitsee arpajaiset L;. Seuraavaksi
herra A.:n on valittava seuraavien arpajaisten valilta:

Ly = L(0,11,1.000.000 ; 0,39, 0),
Ly = L(0,10, 5.000.000 ; 0,90, 0).
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Herra A., kuten valtaosa muistakin ihmisisté, valitsee arpajaiset L.

Tarkastelemme, millainen herra A.:n hyotyfunktion tulisi olla. Voimme nor-
meerata ©(5.000.000) = 1 ja u(0) = 0. Merkitsemme ¢ = «(1.000.000). Herra
A. valitsee arpajaiset L; mieluummin kuin arpajaiset Lo. Tdmé tarkoittaa Von
Neumann—Morgensterniléisittédin sita, etta

g > 010-1 4+ 0,89-¢ + 0,01-0

eli ¢ > 0,90909. Toisaalta herra A. valitsee arpajaiset L, mieluummin kuin ar-
pajaiset L3. Tamaé tarkoittaa Von Neumann-Morgensternildisittdin sitd, etta

0,10-1 + 09-0 > 0,11-¢ + 0,89-0

eli ¢ < 0,90909.

Herra A.:lla ei siis voi olla hyotyfunktiota, sillé jos hénelld sellainen olisi, niin
olisi my0s olemassa luku ¢, joka on sekd suurempi kuin 0,90909 ettd pienempi
kuin 0,90909. (Tadm& argumentti on reductio ad absurdum eli perustelu ristirii-
dan kautta.) Koska hyotyfunktion olemassaolo on yhtépitdvad Von Neumann—
Morgenstern -rationaalisuuden kanssa, johtopaétos on, ettd herra A., kuten val-
taosa muistakin ihmisistd, on epéarationaalinen.

Herra A.:n epérationaalisuus voidaan selittdd pois esimerkiksi Tverskyn ja
Kahnemanin esittamén prospektiteorian avulla. Prospektiteoriassa ideana on kor-
vata todenndkoisyydet p prospekteilla I1(p), missé prospektifunktio p — II(p)
muuttuu nopeammin, kun p on ldhelld ykkosté tai nollaa. Talld on tarkoitus mal-
lintaa matemaattisesti se havaittu psykologinen tosiseikka, ettd ihmisilld on tapa-
na antaa suurille ja pienille todennékoisyyksille liian suuri paino. Ihmiset esimer-
kiksi tyypillisesti pitdvit muutosta todennékoisyydestd 0,01 todennédkoisyyteen
0,02 huomattavasti merkittavampéna kuin muutosta todenékoisyydesta 0,41 to-
dennékoisyyteen 0,42, vaikka molemmissa tapauksissa todennékoisyyksien muu-
tos on sama 1 %-yksikko.

Prospektiteorian mukainen pédtossdanto melkein kuten hyotyteorian mukai-
nen padtossadnto. Ainoa ero on, ettd summassa todennékoisyydet p on korvattu
prospekteilla TI(p). Toisin sanoen jokaista hyotyfunktiota u ja prospektifunktiota
IT vastaa arpajaispreferenssit seuraavan méaritelméan 6.1.2 kuvaamalla tavalla.

6.1.2 Mairitelmi (Prospektipédtoksenteko). Péaédtoksentekija preferoi arpajai-
sia L’ yli arpajaisten L, eli L < L', jos ja vain jos

Bn(u(D) = D ulr) ()
< Y ulr)nw)
JjeJ

~ By <u(L')>.
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Samoin paitoksentekija on indifferentti arpajaisten L ja L' valilla, eli L ~ L,
jos ja vain jos
Bn(u(L)) = 3 ulry) ()
jeJ
= S ulr) )
jeJ
= Ep @(L’)).
6.1.3 Esimerkki. Tarkastelemme esimerkin vuoksi prospektifunktiota

M(p) = 1,89799p — 3,55995p° + 2,662549p°.

Talla prospektifunktiolla on se toivottu ominaisuus, ettd se muuttuu nopeammin
nollan ja ykkosen lidhelld ja hitaammin “keskitodennékoisyyksilla”. Muuten valit-
tu prospektifunktio on téysin ad hoc, eli sille ei ole mitédéan teoreettisia perusteluja.
Emme késittele talla kurssilla prospektifunktion empiiristd estimointia.

Kuvallisesti siis tarkastelemme prospektifunktiota

0.9

0.8

0.7

0.6

IT 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
p
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Nyt (hydtyind mitatut) varmuusvastineet! ovat

En (u(Ly)) = ¢-11(1)
= q,

En (u(Ly)) = 1-11(0,10) + ¢-I1(0,89) + 0-1I1(0,01)
= T11(0,10) + ¢-I1(0,89)
= 0,15686 + ¢-0,74639,

Epn (u(Ls)) = ¢-T1(0,11) + 0-11(0,89)
= ¢-11(0,11)
= ¢-0,16925,

En (u(Lyg)) = 1-11(0,10) + 0-I1(0,90)
— 11(0,10)
= 0,15686.

Herra A.:n arpajaispreferenssit Ly = Lo ja L4 > L3 asettavat ehdot Ep(u(L)) >
En(u(Ls)) ja En(u(Ly)) > En(u(Ls)). Toisin sanoen

g > 0,15686 + ¢ - 0,74639,
0,15686 > ¢-0,16925.

Naiistda saamme ¢:lle ehdot

0,61851 < ¢ < 0,92679.

Johtopaétos on, ettd prospektiteoria selittdd paradoksin.

6.2 Ankkurointiefekti

6.2.1 Miaritelma (Ankkurointiefekti). Ankkuroinnilla (engl. framing) tarkoi-
tetaan sitd, ettd pa#dtoksentekija riskipreferenssit kdantyvat ympéri, kun voitos-
ta siirrytdan tappioihin. Paatoksentekijé siis ankkuroituu nykytilanteeseen ja on
tyypillisesti riskinrakastaja tappioille (vaikkei sitd usein huomaakaan) ja riskin-
kaihtaja voitoille.

6.2.2 Huomautus. Huomattavaa on, ettd ankkuroinnissa on kyse kognitiivises-
ta harhasta, missa tdsmélleen samaan tilanteeseen suhtaudutaan eri tavalla, jos
tilanne muotoillaan eri tavalla. Pahaiten taméa k&y ilmi harjoitustehtavissa 6.1.

! Arpajaisten varmuusvastine on se luku — hytty tai palkkio — jolla paitoksentekija on
valmis luopumaan oikeudestaan tai velvollisuudestaan osallistua arpajaisiin.
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6.2.3 Esimerkki (Ankkurointiparadoksi). Olkoot arpajaiset voittoineen tai tap-
proineen

L = L(1, 250€),
Ly = L(0,25,1.000€ ; 0,75, 0<€),
Ly = L(1,—750€),
Ly = L(0,75, —1.000<€ ; 0,25, 0€).

84% kaikista ihmisistéd valitsee L;:mn mieluummin kuin L,m ja 87% ihmisisté
valitsee L4:n mieluummin kuin Lj:n.

Huomaamme aluksi, vertailun vuoksi, ettd riskineutraalin péaatoksentekijéan
preferenssit olisivat Ly ~ L3z < Lo ~ L;. Koska kyseessd on tappiot/voitot, niin
preferenssi Lo < L; tarkoittaa, ettd padtoksentekija on riskinkaihtaja voitoille
ja samoin preferenssi L3 < L4 tarkoittaa, ettd padtoksentekiji on riskinrakasta-
ja tappioille. Koska tédmén on padettiva kaikille padtoksentekijin mahdollisille
varallisuuksille, hyotyfunktion on oltava affiini. Mutta hyotyfunktio ei voi olla
afﬁini, silla L3 7(‘ L4.

Ankkurointiefekti selittda tdmén paradoksin: voittojen suhteen ollaan riskin-
kaihtajia ja tappioiden suhteen ollaan riskinrakastajia.

6.3 Suhtautuminen kritiikkiin

Tverskyn ja Kahnemanin Von Neumann-Morgenstern -hyotyteorian kritiikkiin
voi suhtautua monellakin tavalla. Kaksi toisistaan tédysin poikkeavaa tapaa on:

I Tverskyn ja Kahnemanin havainnot osoittavat, ettd ihmiset eivit toimi Von
Neumann-Morgenstern -hy6tyteorian mukaan. Siten hyotyteoria ei vastaa
todellisuutta, ja sen antama hyoty (®) on vahintddnkin kyseenalainen!

IT Tversky, Kahneman ja kumppanit eivit ole havainnoillaan osoittaneet
mitddn muuta kuin sen, ettd ihmiset toimivat eparationaalisesti. Témén ei
pitéisi olla mik&dn jarisyttava uutinen kenellekdan!

6.4 Harjoitustehtavii lukuun 6

6.1 Harjoitustehtidva. Sinun on valmistauduttava possukohén etenemiseen
Suomessa. Oletetavaa on, ettd possukohd tappaa 600 ihmistd. Voit valita
kahdesta rokotusohjelmasta:

Ohjelma I 200 ihmista sédastyy.
Ohjelma IT Todennikoisyydelld 1/3 600 ihmistd sééstyy.
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Kumman rokotusohjelman valitset?
Entd kumman rokotusohjelman valitset, jos vaihtoehdot ovat

Ohjelma I’ 400 ihmisté kuolee.
Ohjelma IT’ Todennékéisyydelld 2/3 600 ihmistéd kuolee.

6.2 Harjoitustehtdva. Tarkastelemme Ellsbergin paradoksia. Laatikossa on 90
palloa. Palloista 30 on punaisia, ja loput palloista ovat joko keltaisia tai mustia.
Laatikosta nostetaan yksi pallo umpiméahkéaén. Seuraavat palkkiovaihtoehdot ovat
nyt tarjolla:

Vaihtoehto 1 Saat 1.000<€, jos tulee punainen pallo.
Vaihtoehto 2 Saat 1.000€, jos tulee keltainen pallo.
Vaihtoehto 3 Saat 1.000<€, jos tulee keltainen tai musta pallo.
Vaihtoehto 4 Saat 1.000<€, jos tulee punainen tai musta pallo.

Useimmat ihmiset valitsevat vaihtoehdon 1 mieluummin kuin vaihtoehdon 2 ja
vaihtoehdon 3 mieluummin kuin vaihtoehdon 4. Miksi tdmé on epérationaalista?

6.3 Harjoitustehtéavi. Tarkastelemme Tverskyn ja Kahnemanin paradoksia. Ol-
koon arpajaiset tappioinen tai voittoinen

Ly = L(0,001, 5.0008$ ; 0,999, 03),
(1, 58),
Ly = L(0,001, —5.000$; 0,999, 0%),
L, = L(1, —59).

~
(V]

I

~

—_

Tversky ja Kahneman pyysivit 72 henkilod valitsemaan arpajaisten L; ja Lo
seké L3 ja Ly valiltad. Yli 75% valitsi arpajaiset L; mieluummin kuin arpajaiset
Ly ja arpajaiset L4 mieluummin kuin arpajaiset Ls.

a
b

) Miten riskineutraali pasitoksentekija arvottaisi arpajaiset?
)
c) Miten riskid kaihtava padtoksentekiji arvottaisi arpajaiset?
)
)

—~~

Miten riskié rakastava paiatoksentekija arvottaisi arpajaiset?

d

e

Miten siné jérjestaisit arpajaiset?

—_—~ N~

Miksi Tverskyn ja Kahnemanin koe on ristiriidassa Von Neumann-—
Morgenstern -hyotyteorian kanssa?

(f) Miten prospektiteoria tai ankkurointiefekti voi selittdd Tverskyn ja Kahne-
manin kokeen?

6.4 Harjoitustehtivia. Tarkastelemme Pietarin paradoksia. Olkoon L seuraa-
vat (mahdollisesti ddrettomét) arpajaiset: Reilua kolikkoa heitetddn kunnes tulee
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ensimméinen klaava. Jos klaava tulee n:nnelld heitolla, pelaaja saa 2" euroa.
Toisin sanoen L on ddrettomét arpajaiset

L = L(27%2V; 27222, 27%2%; 27420 )
= L(05,2; 025,4; 0,125,8; 0,0625,16 ; ...).

Sama kuvallisesti:

0,5

(a) Mik& on suurin hinta, jonka riskineutraali padtoksentekija suostuu maksa-
maan osallistumismaksuna arpajaisista L7

(b) Mik&d on suurin hinta, jonka hyotyfunktion w(r) = log,r omaava
paatoksentekija on valmis maksamaan arpajaisista L7

(c) Mikéa on suurin hinta, jonka hyotyfunktion u(r) = Inr omaava péaétoksentekija
on valmis maksamaan arpajaisista L7

6.5 Harjoitustehtiava. Kokeessa sinulle tarjotaan kaksi mahdollisuutta:

Vaihtoehto 1 saat 5<€,
Vaihtoehto 2 saat 1.000<€.

Voit valita kumman tahansa, mutta jos valitset epérationaalisesti, niin kokeen
jérjestéja antaa sinulle 1.000.000€. Miten valitset?

6.6 Harjoitustehtidvi. (a) Etsi téstd kirjasta vdhintddn yksi painovirhe ja
vahintdan yksi “aito” virhe ja ldhetd vastauksesi luennoijalle osoitteeseen
tommi.sottinen@uwasa.fi otsikolla ORMS2020-virheita.

(b) Anna palautetta (kehuja, haukkuja, parannusehdotuksia) téstd kurssista
ja/tai niistd luentomuistiinpanoista luennoijalle osoitteeseen
tommi.sottinen@uwasa.fi otsikolla ORMS2020-palaute.
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