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Esipuhe

Namé ovat luentomuistiinpanot syksyn 2009 ja kurssille ORMS2020
Padtoksenteko epdvarmuuden vallitessa Vaasan yliopistossa. Joitakin muis-
tiinpanojen virheitd on korjattu syksyn 2010 kurssin aikana. Kurssi on 5 op
laajuinen siséltden jotakuinkin 36 tuntia luentoja ja 12 tuntia harjoituksia.

Kurssin tarkoitus on antaa evéité ratkaista padtosongelmia, kuten:

Eridn piadtosongelman kuvaus. Erddnd aamuna herdttyddn levot-
tomista unistaan opiskelija O. péétti hakea kesdtoitd [2]. Tarjolla on kolme
vaihtoehtoa:

e Kewlin myyntiedustaja,
e Siperian Walinnan kassa,
e Boren myyntiedustaja.

Kewl on tosi trendikds mainostoimisto, Siperian Walinta on tyypillinen
lahikauppa, ja Bore on perinteinen tylsdhkd tilintarkastusyritys. Tietys-
ti opiskelija O. voi myo6s pédattdd olla hakematta kesdtoitd ja muuttua
esimerkiksi suunnattomaksi sycpélédiseksi.

Opiskelija O.:n padtokseen vaikuttavat ainakin seuraavat kysymykset:

e Mitd O. arvostaa — palkkaa, tyon mukavuutta, tyon pysyvyytté,
tyon hakemisen helppoutta, ...7

e Miten eri tavoitteet eli arvotukset yhdistetddn — miten esimer-
kiksi palkka ja tyon mukavuus suhteutuvat toisiinsa?

e Mikd on epdvarmaa — palkka lienee selvd, mutta palkkakehitys
voi ollakin jo epéselvad?

e Miten epdvarmuus hallitaan — miten sattuma mallinnetaan, onko
dataa parametrien estimoinniksi?

e Miten riskiin suhtaudutaan — rakastaako O. riski vai kaihtaako
hén sita?

Mité opiskelija O.:n tulisi tehd&?

Siséllosta. Luvussa 1 esitdmme varsin pikaisen johdannon todennékoi-
syyslaskentaan. Enemmén todennékoisyyslaskennasta ja -teoriasta kiin-
nostunut 16ytdd lisdtietoa esimerkiksi ldhteistd [5] ja [8]. Luvussa 2
tarkastelemme padtoksentekoa “pysédytetyssd ajassa”, jolloin péatoksilla
ei ole pitkdn aikavilin syitd eikd seurauksia. Luvussa 3 tarkastelemme
paatoksentekoa “ajassa”, jolloin aikaisemmat péa#tokset ja tapahtumat
vaikuttavat myoOhempiin péatoksiin ja tapahtumien todennékéisyyksiin.
Luku 4 palaa todennédkdéisyysteemaan ja todennékoisyyksien arviointiin.
Luku 5 késittelee jarkevaa padtoksentekoa ja luku 6 sen kritiikkid! Luvussa
7 késittelisimme monen eri tavoitteen yhteensovittamista, ja antaisimme
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“Eréan paidtosongelman ratkaisun”. Valitettavasti ainakaan vuonna 2009
emme sinne asti ehtineet (lukua ei ole vield kirjoitettu).

Henkisestd omaisuudesta. Tamai kurssikirja on pitkilti koottu kirjal-
lisuusluettelossa mainituista lahteistd — ja monista muista ldhteisté, jotka
kirjoittaja on unohtanut. Kirjoittaja ei ole jaksanut tai muistanut mainita,
mistd mikakin esimerkki, méaritemé tmv. on poimittu. Kirjoittaja toivoo,
ettei hin ole rikkonut pyhia (©)-lakeja liiaksi, ja pyytdd varmuuden vuoksi
anteeksi kaikilta, joiden kiltaprivilegioita hin on tullut loukanneeksi!

Téamé kirja on julkaistu cc-lisenssillda — sikéli kun se on mahdollista.

Vaasassa 15. joulukuuta 2010 T.S.



LUKU 1
Todennikdisyys

Todennikoisyyskisitteet

Klassinen todennikdisyys. Klassinen todennékoisyys perustuu
“yhtd todenndkdisen” periaatteelle. Tilannetta jossa esiintyy satunnaisuut-
ta, kutsutaan satunnaiskokeeksi. Satunnaiskokeen eri tulosmahdollisuuksia
kutsutaan alkeistapauksiksi. Klassisessa todennékoisyydessé alkeistapauk-
sia on &drellinen mé&drd ja ne kaikki ovat yhtd mahdollisia eli yhtéd to-
dennékdoisid. Tamé olettamus lausutaan sanomalla, ettd alkeistapaukset
ovat symmetrisid. Esimerkiksi kolikonheitossa on kaksi symmetristd al-
keistapausta, kruuna ja klaava, ja nopanheitossa on kuusi symmetrista
alkeistapausta, pisteluvut 1,2,...,6.

Tapahtuma on alkeistapausten joukko, erityisesti se voi olla tyhji (&)
tai kaikkien alkeistapausten joukko (€2). Tapahtumia merkitdéin kirjaimil-
la A, B, C, jne., ja alkeistapauksia kirjaimella w. Esimerkiksi nopanhei-
tossa tapahtuma A voisi olla “nopanheiton tulos on vihintdéin nelji”, siis
A = {4,5,6}. Tapahtuma on varma, jos se sattuu vilttdmétta jokaisessa
satunnaiskokeessa, ja mahdoton, jos se ei voi sattua yhdessikédédn kokees-
sa. Nopanheitossa tapahtuma B = “pisteluku on vahintdén yksi” = €} on
varma, ja tapahtuma C = “pisteluvuksi ei tule mitdian” = & on mahdoton.

Olkoon n kaikkien alkeistapausten lukumédrd ja n(A) joukon A
alkioiden lukuméird, jota kutsutaan A:lle suotuisien alkeistapausten lu-
kuméiriksi. Tapahtuman A klassinen todenndkdisyys on

n(4)
P(A) = ——=.
(4) =
Siten tapahtuman A = “nopanheiton tulos on v#hintdin nelja” to-
dennékoisyys on
n(A) 3 1
PA :7:7:7:05-
(A)==—=5=5=0

Alkeistapausten symmetrisyytté ei voi perustella matemaattisesti, vaan
tarvitaan epaméiriinen késite “umpiméahkiinen valinta”. Alkeistapausten
symmetrisyyden voisi yrittdd johtaa fysikaalisesta symmetriasta. Esimer-
kiksi kolikonheitossa kruuna ja klaava ovat symmetrisid alkeistapauksia, jos
kolikkoa ei ole painotettu. Symmetriaa ei voi kuitenkaan perustella silla,
ettd kolikko olisi fysikaalisesti tdysin symmetrinen — silloinhan kruunaa ja
klaavaa ei voisi erottaa toisistaan.

Geometrinen todennikdisyys. Symmetrisiin yhtd todenn#kdéisiin
tapahtumiin perustuva todennékéisyyden klassinen mééritelmé on riittamé-
ton. Yksi tapa laajentaa méi#ritelméd on geometrisen todennidkéisyyden
idea. Téssékin ldhestymistavassa yhtd todenndkdisen kisite on keskeisessé
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8 1. TODENNAKOISYYS

roolissa, mutta geometrista todenn&dkdisyyttd voidaan kuitenkin hyvalla
syylla pitda klassisen todennékoisyyden yleistyksend — esimerkiksi alkeis-
tapauksia geometrisessa todennékoisyydesséd on ddreton méaara.

Geometrista todennékoisyyttéd voi soveltaa tilanteissa, joissa satunnais-
kokeen tulos voidaan havainnollistaa geometrisella kuviolla ja kiinnostuk-
sen kohteena oleva tapahtuma A tdméin osakuviona. Téllaisia kuvioita ja
niiden osakuvioita voivat olla esimerkiksi yksiulotteinen jana, kaksiulottei-
nen tasoalue tai kolmiulotteinen kappale. Tilanteen on oltava siind mielessé
symmetrinen, ettd A:n mahdollisuus esiintyi riippuu vain A:n geometri-
sesta mitasta (janalla pituus, tasoalueella pinta-ala ja kappaleella tilavuus),
eiké lainkaan A:n muodosta tai sijainnista. T#lloin voimme mé#éritella A:n
geometrisen todenndkoisyyden lukuna

missd m(A) on osakuvion A ja m koko kuvion geometrinen mitta.

1.1. Esimerkki. ' Lattialla on nelisruudukko, jossa nelién sivu = kolikon
halkaisija = 2r. Milla todennékoisyydelld lattialle heitetty kolikko peittéiéa
nelion kérjen?

Tutkimme kysytyn geometrisen todennékoisyyden selvittdmiseksi koli-
kon keskipisteen sijaintia nelioruudukossa. Koska eri neliét ovat toisiinsa
nidhden samassa asemassa, voimme tarkastella yhtd neliotd. Sen pinta-ala
on m = (2r)? = 4r2. Tarkastelemme tapahtumaa A = “lattialle heitetty
kolikko peittdé nelion kérjen”, jota mallissamme edustaa kolikon keskipis-
teen sijainti neliGssd. Suotuisissa tapauksissa kolikon keskipisteen etéisyys
nelion kérjestd on pienempi kuin r

o 00
0% o
®

Néin ollen A:n pinta-ala on m(A) =4 - ”TTQ = mr?, ja siten

2
P(A) = %:2 - % ~ 0,785.

IT4mé esimerkki — yhdistettyné suurten lukujen lakiin ja seuraavaksi esitettédvaian
todennikoisyyden frekvenssitulkintaan — on kuuluisa Buffonin neulakoe, jolla voidaan
laskea 7 tilastollisesti.


http://en.wikipedia.org/wiki/Buffon's_needle
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Geometrisen todennikoisyyden méirittelyyn liittyy samoja periaatteel-
lisia ongelmia kuin klassisenkin todenn&kéisyyden méérittelyyn. Vakavin
puute kummassakin mééritelméssa on, ettd ne kattavat vain hyvin suppean
osan niistd satunnaiskokeista, joista olemme kiinnostuneet. Kummankaan
madritelmén pohjalta on mahdotonta rakentaa alkeistapauksia, joiden avul-
la voisimme johtaa todennikoisyyden, ettd syntyvi lapsi on tytto (0,487)
tai ettd radioaktiivisen hiiliatomin 4C elinikd on yli 1.000 vuotta (0,883).

Frekventistinen todenn#kdisyys. Perinteinen tilastollisen toden-
nikoisyyden kisite perustuu frekvenssitulkintaan, joka puolestaan perustuu
suurten lukujen lakiin. Tarkastelemme satunnaiskoetta, jota voidaan toistaa
samanlaisissa olosuhteissa rajattomasti. Olkoon A tdhéin kokeeseen liittyva
tapahtuma ja Fj,(A) tapahtuman A esiintymiskertojen lukuméérd n:ssi
toistossa. Tapahtuma A:n suhteellisen frekvenssi on

n
Suurten lukujen lain nojalla toistojen lukumédrin n kasvaessa suhteellinen
frekvenssi f,(A) keskittyy tietyn luvun ldheisyyteen. Tapahtuman A fre-
kventistinen todenndkdisyys on juuri kyseinen luku:

P(A) = lim fu(A).

Esimerkiksi tytén syntymén todenndkoisyys 0,487 on saatu siité, etta
historiallisesti jokaisesta tuhannesta syntyneesté lapsesta keskim#arin 487
on ollut tyttojd. Radioaktiivisia hiiliatomeja tarkasteltaessa taas havaittiin,
ettd keskimé#rin 833 hiiliatomia tuhannesta saavutti kunnioitettavan tu-
hannen vuoden idn ©.

Bayeslidinen todennikéisyys. Bayesldinen todennékoisyystulkinta
on nykyd#dn varmaankin suosituin eri todenn#koisyystulkinnoista — tosin
aikanaan sitd pidettiin yleisesti epéilyttdvana. Bayesldisessd tulkinnassa
todennékoisyys on “uskomuksen aste” ja se koskee viitteitd. Toisin sanoen
véitteen todennédkdisyys on sitd ldhempéand ykkdstéd, mitd uskottavampana
sitd pidetédan.

Bayeslédisyydestd esiintyy monia muotoja riippuen siitd, kuka on us-
komisen subjekti. Esimerkiksi subjektiivisessa muodossa bayesldinen to-
denn#koisyys on jokaiselle uskojalle omansa: kaksi eri henkil6a voi padtya
samoilla tiedoilla eri todenn#ko6isyyksiin. Objektiivisen tulkinnan mukaan
“rationaalisten uskojien” tulee samalla informaatiolla pé#tyd samoihin
todennékoisyyksiin.

Kéytdnnossd bayesldinen todennékoisyyslaskenta perustuu priorin,
uskottavuuden ja posteriorin® yhdistdmiseen Bayesin kaavalla: henkilolls
on priorinikemys P(A) tapahtuman A todenn#koisyydestd. Sitten sat-
tuu tapahtuma F (evidenssi). Télloin henkilon on péivitettdva prio-
rindkemyksensi P(A) posteriorinikemyksekseksi P(A|E), missd tapah-
tuman FE sattuminen on otettava huomioon. Péiivittdminen onnistuu,
jos henkil pystyy médrittamadn tapahtuman E uskottavuuden P(E|A)

2Priori’ tarkoittaa ‘ennen’, ja ‘posteriori’ tarkoittaa ‘jilkeen’.
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priorindkemyksensid P(A) valossa. Nimittédin tdlloin Bayesin kaava sanoo,
etta

P(A)P(E|A)
P(E)
P(A)P(E|A)
P(A)P(E|A) + P(eid)P(E|eiA)”
Perustelemme bayesin kaavan myohemmin téssé luvussa, ja annamme esi-
merkin kuinka sitd kaytetdan.

P(A|E) =

1.2. Esimerkki. Mitk#d todennékoisyyskésitteista klassinen, geometrinen,
frekventistinen tai bayesldinen (sen eri muodoissaan) sopivat seuraaviin to-
dennékoisyytta koskeviin véitteisiin?

(a) Todennikéisyys ettd nopanheitossa saadaan silméluku 5 on 1/6.

(b) Todennékoisyys ettd nopanheitossa saadaan silméluku 5 on 1/5.

(c¢) Dinosaurukset kuolivat sukupuuttoon todennikoisesti meteorin
torméattyd maahan.

(d) Todennékdisyys ettd Kokoomus on Suomen suurin puolue vuoden
2008 kuntavaaleissa on 99,9%.

(e) Kolikkoa on heitetty 7 kertaa ja joka kerralla saatiin klaava. To-
dennékéisyys saada klaava seuraavallakin heitolla on 8/9.

(f) Kolikkoa on heitetty 7 kertaa ja joka kerralla saatiin klaava. To-
dennikoisyys saada klaava seuraavallakin heitolla on 1.

(g) Kolikkoa on heitetty 7 kertaa ja joka kerralla saatiin klaava. To-
dennikoisyys saada klaava seuraavallakin heitolla on 1/2.

(h) Todennékoisyys sille, ettéd tikanheitt#jd N.N. osuu tésmilleen na-
pakymppiin seuraavalla heitolla on 0.

Kohtaan (a) soveltuu mitd ilmeisimmin symmetriaan perustuva klassi-
nen tulkinta: nopassa on kuusi sivua ja noppa on symmetrinen. Siten jo-
kainen sivu on yhté todennékdéinen, ja silmdluku 5 vastaa yhtd sivua. Siten
kysytty todennékoisyys on 1/6. Kohtaan (a) sopii kylld my6s bayesldinenkin
tulkinta. Bayeslédisen ajatus voisi menné vaikka n&in: “Minulla ei ole mitdan
muuta tietoa nopasta, kun ettd siind on kuusi tahkoa. Otanpa kiyttoon
— ilman parempaa tietoa tulosmahdollisuuksien mahdollisista eroista —
tasaisen priorin, eli ajattelen ettd jokainen tulosmahdollisuus on yhté to-
dennékoinen.”

Kohtaan (b) klassinen tulkinta ei oikein sovi, ellei kyseessi ole sym-
metrinen viisisivuinen noppa (onko sellaisia). Sen sijaan frekventistinen ja
bayesldinen tulkinta tulevat kysymykseen. Frekventistinen tulkinta voi nous-
ta esimerkiksi tapauksessa, jossa ko. noppaa on heitetty 15 kertaa ja 3 ker-
taa on saatu silméluku 5. Vaikka saatu tulos on tédysin mahdollinen — eiké
edes tavattoman harvinainen — symmetrisen nopan tapauksessa antaa saa-
tu tulos frekventistille pienen epéilyksen siitéd, ettd noppa on painotettu.
Bayeslédinen tulkinta on voi nousta esimerkiksi yksinkertaisesti siitd syysté
ettd valitaan erilainen priori kuin kohdassa (a). Itse asiassa bayesldinen
tulkinta, varsinkin sen subjektiivinen muoto, on niin yleinen, etté se sopii
kéytannossé kaikkiin mahdollisiin tapauksiin.
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Kohtaan (c) on vaikea kuvitella muuta kuin bayesldisti tulkintaa, joka
sopii kaikkiin tilanteisiin.

Kohta (d) ei juurikaan kaipaisi tulkintaa, jos véitetty todenndkoisyys
olisi 100%. Kyseessihin on mennyt tapahtuma, jonka tiedimme varmasti
sattuneeksi. Ainoa tapa selittds todennikéisyys 99,9% on subjektiivinen
bayesldinen tapa. Bayeslidinen voi esimerkiksi ajatella seuraavasti: “On 0,1%
todennékoisyys ettd Kokoomus ei oikeasti ollutkaan vaalien suurin puolue,
vaan ettd me kaikki eldimme jonkinlaisessa harhassa.”

Kohtaan (e) sopii bayesldinen tulkinta. Itse asiassa esitetty luku 8/9
tulee nimenomaan bayesldisestd tavasta, kun kiytetddn “tasaista prioria”
(luennoija selittéé laskut pyynnosté).

Kohtaan (f) sopii (aéri) frekventistinen tulkinta. Frekventisti on ndhnyt 7
toiston toistokokeen, jossa jokaisessa on tullut klaava. Siis tapahtuma “seu-
raavallakin heitollatulee klaava” on frekventistin mielestd varma. Toki fre-
kventisti ymmaértésd, ettd 7 toistoa on vield kohtalaisen pieni maard — eri-
tyisesti se on paljon pienempi kuin +oo, jonka frekventisti tarvitsee voidak-
seen taydelld varmuudella méaritd todennédkoisyydet. Siispéd frekventistin
mielestd tapahtuma “seuraavallakin heitolla tulee klaava” on varma, mutta
frekventisti ei ole kovin varma siité.

Kohtaan (g) sopii klassinen tulkinta. Klassisisti ajattelee, ettd kolikko
on symmetrinen ja siten todennikoisyys saada klaava on aina 1/2. Saatu
data — 7 klaavaa, eikd yhtddn kruunaa — ei horjuttanut klassisistin us-
koa kolikon symmetrisyyteen. Ehké hén ajattelee seuraavasti: “Jos kolikko
on reilu, eli klaavan todennikoisyys on 1/2, niin todennékodisyys saada 7
klaavaa putkeen on (1/2)7 = 0,78%. Tam# on toki harvinaista, mutta ei
erityisen epéauskottavaa.”

Kohtaan (h) sopii geometrinen tulkinta sekd — kuten aina —
bayesldinen tulkinta.

Todennikdisyyden laskusdinnot

Todennikdisyyden aksioomat. Oli todennikoisyyden tulkinta sitten
miké tahansa, sen on toteutettava seuraavat Kolmogorovin aksioomat:

Jos P on todenn#kéisyys, niin
Positiivisuus: jokaisen tapahtuman A todenn#dkdisyys on ei-

negatiivinen: P(A4) >0,
Adrellisyys: varman tapahtuman todennékoéisyys on yksi: P(Q) =

L,
Taysadditiivisuus: todennékoisyydet summaantuvat, eli jos vain
yksi tapahtumista A, As,... voi sattua, niin

P(Al tal Ay tai ) :P(A1)+P(A2)_|_... .

Esitdmme seuraavaksi muutamia todennakoisyyden laskusédéantojé, jotka
seuraavat loogisesti Kolmogorovin aksioomista ja havainnollistamme niité
Venn-diagrammien avulla.

Komplementtikaava. Tapahtuman A komplementille eiA pétee
(1.3) P(eid) =1—-P(A).
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Q

Summakavoja. Kahdelle tapahtumalle A ja B pétee summakaava

(1.4) P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B).

Kolmelle tapahtumalle A, B ja C' pitee summakaava

(1.5) P(Atai BtaiC) = P(A)+P(B)+P(C)
—P(AjaB)—-P(AjaC)—P(BjaC)
+P(A ja B ja O).
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Neljalle tapahtumalle Ay, As, As ja A, pétee summakaava

(1.6) P(A; tai Ay tai A3z tai Ay)
= P(A1) + P(A2) + P(A43) + P(A4)
—P(A; ja Ag) — P(A; ja As) — P(Ap ja Ay)
—P(Ag ja A3) — P(A2 ja A4) — P(Ag ja A4)
+P(A; ja Az ja As) + P(A; ja A ja Ay)
+P(A; ja Az ja Ay) + P(Ag ja As ja Ay)
—P(A; ja As ja As ja Ay).

A

Q

Ay

Yieinen summakaava on nyt helppo arvata (mutta vaikea kirjoittaa):

(1.7) P(A; tai --- tai Ay)

= D_P(A) =) P(Aija4))
+3 3T " P(4ija A ja Ay)
1<j<k

=3NNS P4 ja 4 ja Ay ja Ay)

i<j<k<t

+(=D)"P(A; ja --- ja A,).

1.8. Esimerkki. Uurnassa on 3 valkoista palloa ja 7 mustaa palloa. Uur-
nasta nostetaan 2 palloa. Miké on todennékoisyys, ettd molemmat nostetut
pallot ovat valkoisia, kun

(a) pallot nostetaan samanaikaisesti,
(b) ensin nostetaan yksi pallo, tarkistetaan sen viri, palautetaan pallo
uurnaan, ja sitten nostetaan toinen pallo.

Ratkaisemme esimerkin 1.8 ensin viittaamatta yleiseen (kombinatori-
seen) teoriaan, ja sitten kerromme yleisestd kombinatorisesta viitekehyk-
sesté.
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Kohdassa (a) symmetriset alkeistapaukset ovat kaikki 2 pallon nostot
3+ 7 = 10 pallon joukosta. Tulkitsemme jokaisen noston yhté todenn&akdoi-
seksi. Eri tapoja nostaa 2 palloa 10 pallon joukosta on 45 kappaletta. Ni-
mittdin voimme kuvitella nostot kahdessa vaiheessa. Ensiksi nostamme yh-
den pallon. Meilld on 10 eri tapaa tehdid tdma, silld palloja on 10. Sitten
nostamme toisen pallon. Meilld on 9 eri tapaa tehdd tdmé, silld uurnassa on
en#d jaljelld 9 palloa. Siis jokaista 10 ensimméistd nostoa kohden meilld on
9 toista nostoa. Yhteensa tdmaé tekee 10-9 = 90 erilaista nostoa. Koska kui-
tenkin peréttiiset nostot olivat kuviteltuja, emme voi erottaa ensimmaista
ja toista nostoa toisistaan. Siten nosto “ensin a ja sitten b” niyttdd sa-
malta kuin nosto “ensin b ja sitten a”. Néinollen eri nostoja on oikeasti
vain 90/2 = 45 kappaletta. Enté sitten suotuisat nostot? Kuinka monella
tavalla voimme nostaa 2 valkoista palloa? Kuwvittelemalla tilanne toistoko-
keeksi ndemme, ettd ensimmaéiselld nostolla uurnassa on 3 valkoista palloa.
Voimme siis nostaa valkoisen pallon kolmella eri tavalla. Seuraavalla nos-
tolla uurnassa on kaksi valkoista palloa jaljelld, silld olemme jo nostaneet
toisen valkoisen pallon sieltd. Siten toisella nostolla on siis kaksi nostaa val-
koinen pallo. Yhteensd tdmé tekee 3 -2 = 6 tapaa nostaa kaksi valkoista
palloa toistokokeessa. Koska kyseessd ei kuitenkaan ollut toistokoe joudum-
me jakamaan tuloksen samalta niyttdvien toistojen lukumé&iralla. Saamme
6/2 = 3 tapaa. Siten kysytty todennékoisyys on

3 1
5 - - 6,667%

Kohdassa (b) voimme ajatella tilannetta toistokokeena. Nimittdin kos-
ka nostettu pallo palautetaan takaisin uurnaan, pysyy uurna samanlaisena
toiston jélkeen. Nyt ensimméiselld nostolla todennékoisyys saada valkoinen
pallo on 3/10, silld tapoja nostaa valkoinen pallo on 3 ja tapoja nostaa jo-
kin pallo on 347 = 10. Klassisen tulkinnan mukaan jokainen nosto on yhté
todennékoinen. Toisella nostolla tilanne on sama. Nyt ainoa tapa nostaa
kaksi valkoista palloa on, ettd molemmilla nostoilla nostetaan valkoinen pal-
lo. Siten kysytty todenniksisyys on, riippumattomien toistojen periaatteen

nojalla,
3 3 9
—— = — = 9%.
10 10 100 %
Tarkastelemme sitten kohtia (a) ja (b) seuraavassa yleistetyssé viiteke-
hyksessé: uurnassa on v valkoista palloa ja m mustaa palloa, nostamme n

palloa, ja kysytty todennédkdoisyys on

“Mikd on todennidkoisyys, ettd nostamme k valkoista
palloa?”

On selvid, ettéd jos k > v, niin kysytty todenn#kdisyys on nolla. Siten jat-
kossa oletamme, ettd k on joko 0, 1, 2, ..., v —1 tai v.

Kohdan (a) yleinen tarkastelu: Ensiksi meiddn on laskettava kaikkien
mahdollisten alkeistapausten lukumaééra. Eli kuinka monta tapaa on nostaa
n palloa joukosta, jossa on m + v palloa? Télle kombinatoriselle suureelle

kéytetddn merkintad
m—+v
n
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ja se lausutaan “m + v yli n:n”. Tamé ei tietysti kerro paljoakaan siité,
miten ko. lukumééra lasketaan. Kerromme nyt miten laskeminen onnistuu
kuvittelemalla, ettd nostot tehddin perikkéiin toistokokeena. Aluksi voimme
nostaa pallon (m + v):lla eri tavalla. Seuraavaksi, nostolla nro 2, voimme
nostaa pallon (m+wv—1):114 eri tavalla, silli uurnassa on nyt m-+wv—1 palloa
jaljelld. Nostolla nro 3 voimme nostaa pallon (m+ v —2):1la eri tavalla, jne.
Siten n:llI4 nostolla voimme nostaa palloja

(v+m)(v+m — 1)(v+m — 2)--- (v+m — (n—1))

eri tavalla. Nyt kuitenkin pitda muistaa, ettd toistokoe oli puhtaasti kuvi-
teltu. Emme née n:n pituista jonoa nostoja, vaan n nostettua palloa. Siten
jokainen saatu n:n pallon kokoelma voi vastata mitd tahansa tapaa laittaa
n palloa jonoon. Eri tapoja laittaa n palloa jonoon on

nn—1)Mn-2)---2-1
kappaletta. Nimittdin ensimmaéiseksi palloksi jonoon voidaan valita miké
tahansa n:std eri pallosta. Toiseksi palloksi voidaan valita miké tahansa
(n — 1) :sté jaljelld olevasta pallosta, jne. Témi siis tarkoittaa, etti?
(1.9) m+v\  (v+m)(v+m—1)(v+m —2)--- (v+m —n+1)
' B n(n—1)(n—-2)---2-1

n

Nyt tieddmme, miten (m;v) , joita my6s binomikertoimiksi kutsutaan, las-

ketaan. Nyt siis tiedimme miten monta alkeistapausta on. Entépé sitten
suotuisat alkeistapaukset? Kuinka monta tapaa on valita k valkoista palloa,
kun nostoja on n kappaletta, valkoisia palloja on v kappaletta, ja kaikki-
aan palloja on m + v kappalatta? Vastaus kysymykseen saadaan kuvitte-
lemalla toisto: kuvittelemme, etté ensiksi nostamme k valkoista palloa, ja
sitten nostamme n — k mustaa palloa. Koska jo tiedimme, kuinka monella
eri tavalla ndmé kaksi nostoa voidaan tehdé, voimme laskea kuinka monella
tavalla ndmé kaksi peréttédistd nostoa voidaan tehda:

“Mikd on todennikdisyys, ettd nostamme k valkoista
palloa?”

Siispé vastaus kysymykseen

on

(1.10) <Z> <nT k>/<m:1}>

Todennékoisyyksid (1.10) kutsutaan hypergeometriseksi jakaumaksi para-
metrein m + v, v ja n ja se liittyy otantaan ilman takaisinpanoa.

m+v\ (m 4+ v)!
n T (mAv—n)nl’
missé n! on n:n kertoma:

nl = n-(n—-1)-(n—-2)---3-2-1.

3Usein nikee kaavaa

Témé on vain toinen tapa esittéd kaava (1.9).
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Kohdan (b) yleinen tarkastelu: Tarkastelemme sitten tilannetta, jos-
sa nostettu pallo palautetaan uurnaan noston jélkeen. Nyt tilanne on ai-
to toistokoe. Jokaisella toistolla on symmetrian perusteella todennékoisyys
v/(m 4 v) nostaa valkoinen pallo. Siten todennikoisyys nostaa téismélleen
k valkoista palloa on

b))

Nimittain joka ikisen n:n mittaisen jonon, jossa on tdsmaélleen k valkoista
palloa todennékoisyys on

k n—k
v m
<m+v> (m+v> ’

ja erilaisia n:n mittaisia jonoja, joissa on tédsmaélleen k valkoista palloa on
(%) kappaletta.

Todennikoisyyksid (1.11) kutsutaan binomijakaumaksi parametrilla
v/(m+v) ja se liittyy otantaan takaisinpanolla.

1.12. Esimerkki. ¢ Marilyn vos Savant osallistuu seuraavaan peliin: Pelissi
on kolme ovea A, B ja C. Yhden oven takana on 10.000 euroa, jonka Marilyn
saa, jos arvaa oven oikein. Kahden muun oven takana ei ole mitéan.

Marilyn valitsee oven A. Nyt peluuttaja Monty Hall avaa oven B, jonka
takana ei ollut mité&n. Monty Hall antaa Marilynille mahdollisuuden vaihtaa
valitsemansa oven A oveksi C.

Kannattaako Marilynin vaihtaa ovea?

Enté kannattaako Marilynin vaihtaa siinéd tapauksessa, ettd ovia on 29
kappaletta: A, B, C, D, E, F, G, H, [, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U,
V, W, X,Y, Z, A, A, O, ja Monty Hall on avannut kaikki muut ovat paitsi
oven C (ja tietysti oven A)?

Tarkastelemme aluksi kolmen oven tapausta. Kdytdmme oville nimié 1,
2 ja 3, ja oletamme, ettd voitto-ovi on ovi 3. Marilyn ei luonnollisestikaan
tiedd mitké ovista A, B ja C ovat ovia 1, 2, ja 3. Mahdollisia tilanteita on
nyt kolme:

1 Marilyn on alun perin valinnut tyhjin oven numero 1. Hénelle
avataan tyhjé ovi numero 2.

2 Marilyn on alun perin valinnut tyhjidn oven numero 2. Hénelle
avataan tyhja ovi numero 1.

3 Marilyn on valinnut voitto-oven numero 3, ja hénelle avataan jom-
pikumpi tyhjistd ovista 1 tai 2.

Jokainen néistd kolmesta tilanteesta on symmetrian perusteella yhtd to-
dennékoinen. Jos Marilyn péattdéd vaihtaa ovensa, hin ei valitse tietAmé&an-
sé tyhjda ovea, jolloin tilanne 1 ja tilanne 2 johtavat molemmat siihen ettd
hén voittaa. Tilanteessa 3 hén kuitenkin menettéé voittonsa. Ilman vaihtoa
Marilynin voittomahdollisuus on siksi 1/3 ja vaihdon jidlkeen 2/3.

4T4m4 on kuuluisa Monty Hall -ongelma. Sen virikkdastd historiasta 16ytyy tietoa
sivulta www.marilynvossavant.com/articles/gameshow.html.


http://www.marilynvossavant.com/articles/gameshow.html
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Tarkastelemme sitten 29 oven tapausta. Tilanne on olennaisesti sama,
kuin 3 oven tapauksessa, mutta radikaalimpi. Nimittdin nyt symmetrisia
tilanteita on 29 kappaletta

1 Marilyn on alun perin valinnut tyhjin oven numero 1. Hénelle
avataan tyhjit ovet 2...28.
2 Marilyn on alun perin valinnut tyhjidn oven numero 2. Hénelle
avataan tyhjéat ovet 1, 3...28.
n (n=3,...,28) Marilyn on alun perin valinnut tyhjén oven numero
n. Hénelle avataan tyhjit ovet 2...(n —1), (n+1)...28.
29 Marilyn on valinnut voitto-oven numero 29, ja hénelle ndytetdan
joku 27 oven kokoelma tyhjistd 28 ovesta.

Siten Marilynin kannattaa vaihtaa, silld vain tapauksessa numero 29 hin
hividd, eli todennéikoisyys ettd palkinto on vaihdetun oven takana on 28/29.

Ehdollinen todennikdisyys. Tapahtuman A ehdollinen todenndkii-
syys, on todenndkoisyys tapahtumalle A silld ehdolla, ettd tapahtuman F
tiedetidn tapahtuneen (tai tapahtuvan). Ehdollinen todennikéisyys mer-
kitddn P(A|E), ja luetaan: “tapahtuman A todennékoisyys ehdolla E”. Se
maédritelladan kaavalla

P(Aja E)
P(E)

Jos ehtotapahtuman E todenn#kéisyys on 0, eli P(E) = 0, niin P(A|E)
pitdd maaritella tapauskohtaisesti.

(1.13) P(A|E) =

Ehdollisen todennikoisyyden kaava (1.13) on yhtépitivi tulokaavan
(1.14) P(A ja B) =P(A)P(B|A)
kanssa. Kaavan (1.14) havaitsee todeksi tulkitsemalla
AjaB
A sattuu ja B sattuu
= ensin sattuu A ja sitten sattuu B

= ensin sattuu A ja sitten sattuu B, kun tiedetédn A:n sattuneen
= Aja BJA.
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Ketjuttamalla tata ajatusta ndemme yleisen tulokaavan
(1.15) P(Ayja --- ja Ay,)
= P(A1)P(A2|A1)---P(AnlA1 ja -+ ja Ayu_1).
1.16. Esimerkki. Pekka ja Jukka padttéavit pelata perjantai-illan ratoksi
venélaistd rulettia. Yhteisen sopimuksen mukaan Pekka aloittaa, eli Pekka

vetéd liipaisimesta ensin. Rulettia pelataan kunnes peli padttyy luonnolli-
sella traagisella tavallaan.

Onko peli reilu, kun

(a) rullaa pyordytetdéin ennen jokaista liipaisimenvetoa,

(b) rullaa pyoriytetddn ainoastaan ennen ensimmaéisté liipaisimenve-
toa?

Kohdassa (a) pitdd ajatella loputonta laukausten sarjaa, silld peli voi
kestdd periaatteessa loputtomasti — joskaan ei kannata laskea sen varaan,
ettéd kuolee vanhuuteen. Olkoot

A = “Pekka havida”,
A, = “Pekka haviidi kierroksella nro n”.
Talloin
o0
P(A) = > P(Ay).
n=1
Ratkaistaan sitten todenn#koisyys P(A;). Selvésti P(A;) = 1/6. Entd
P(A2)? Olkoon
B, = “Jukka héavida kierroksella nro n”.

Nyt Ao sattuu, jos ensiksi sattuu eidq, sitten sattuu eiBj, ja sitten sattuu
As. Siten

P(A2) = P(eid; jaeiB; ja Ag)
= P(eiA;)P(eiB|eidA;)P(Azleid; ja eiBy)
= 5/6-5/6-1/6.
Samalla tavalla ndemme, etté
P(A3) = P(eid; jaeiB; ja eids ja eiBs ja As)
P(eiA;)P(eiB|eiA;)P(eidz|eiA; ja eiBy) -
P(eiBaleiA; ja eiBj ja eids) -
P(As|eid; ja eiB; ja eids ja eiBsg)
= 5/6-5/6-5/6-5/6-1/6.
Jatkamalla samalla tavalla ndemme yleisen kuvion:
P(4,) = (5/6)*™ Y .1/6.
Siten kayttadmalla geometrisen sarjan laskusdantod

- 1
Zq” = — kun |¢| < 1,
n=0 1—q
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Saamine

P(4)

> _P(4n)

= 2(5/(;)2(”—1) .1/6

n=1
[e%S)

= 1/6 ) (5/6)*"

n=0
oo

= 1/6 > (25/36)"

n=0
= 1/6-1/(1 —25/36)
= 1/6-36/11
= 6/11
> 1/2.
Siten peli ei ole reilu.

Kohdassa (b) kannattaa ajatella kuutta laukausta (enemp#é ei tarvita
pelin loppuunsaattamiseksi). Mikili luoti on pesissi laukauksella 1, 3, tai
5, kuolee Pekka. Mikali luoti on pesésséd laukauksella 2, 4 tai 6 kuolee
Jukka. Koska luoti on rullan pyordyttdmisen jélkeen peséissd yhtd hyvin
milld tahansaa laukauksista 1,2,3,4,5 tai 6, peli on reilu.

Riippumattomuus. Tapahtumat Ai,..., A, ovat riippumattomia, jos
padtee yksinkertainen tulokaava

missd A;,,...,A;, on mikéd tahansa osakokoelma joukoista Aj,..., A,.

im,
Yleisen tulokaavan (1.15) nojalla ndemme, ettd tapahtumien Ay,..., A,
riippumattomuus tarkoittaa siti, etté

P(Ag|A; ja --- ja A;,) = P(Ag)

mille tahansa kokoelmalle A;,,...A;  , joka ei tietenkdén sisdlld itse tapah-
tumaa Aj.

1.18. Esimerkki. Kolikkoa heitetdan kaksi kertaa. Olkoot

A = ensiméiinen heitto antaa klaavan,
B = toinen heitto antaa klaavan,
C = heitot menevit eri péin.

Esimerkin 1.18 tapahtumat A, B, C' ovat pareittain riippumattomat:
P(AjaB) = P(AP(B) = 1/4,
P(AjaC) = P(APIC) = 1/4,
P(BjaC) = PBPC) = 1/4.
Kolmikko A, B, C' ei kuitenkaan ole riippumaton, silla
1/8 = P(APB)P(C) # P(AjaBjalC) = 0.
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Bayesin kaava. Bayesin kaava saadaan tulokaavoista
P(4y ja E) = P(Ap)P(E|A),
P(EjaAy) = P(E)P(AE)
jakamalla oikeat puolet todennikoisyydelld P(E):
P(Ag)P(E|Ag)
P(E)

Kaavan (1.19) tekijoille on seuraavat tulkinnat

(1.19) P(A|E) =

e P(Ax) on tapahtuman Ay prioritodenndkdisyys,

e P(E|Ay) on tapahtuman E uskottavuus priorin P(Ay) vallitessa,

e P(AL|E) on tapahtuman Ay posterioritodenndikdisyys evidenssin
FE valossa.

Kokonaistodennikéisyyden kaava. Joskus todenniikéisyys P(E) on
vaikea laskea suoraan. Talloin voidaan kayttda kokonaistodenndkdisyyden
kaavaa

(1.20) P(E) =) P(4;)P(E|4;),

missé A;:t ovat sellaisia tapahtumia, ettéd tasmélleen yksi niistd sattuu. Yh-
distdmalld kokonaistodennékoisyyden kaavan (1.20) Bayesin kaavaan (1.19)
saamme kaavan

(1.21) P(AL|E) = ;(é;j;(iﬁiﬁj),

jota myo6s kutsutaan Bayesin kaavaksi.

1.22. Esimerkki. Tyopaikalla jirjestetiin huumetesti. Testi on 99% var-
ma. Toisin sanoen vain 1% huumeenkéayttijistd jid paljastumatta ja vain
1% niisté, jotka eivit kiyta huumeita antavat vidran positiivisen. Oletam-
me, ettd noin yksi kymmenestid tuhannesta ihmisestd kayttdda huumeita.

Tyontekiji Pekka menee huumetestiin ja saa positiivisen tuloksen (ja
mitd todenndksisimmin potkut). Mikd on todennidkdisyys, ettd Pekka on
huumeidenk&yttdja?

Olkoot
A = “Pekka on huumeidenkayttaja”,

E = “huumetestisti tuli positiivinen tulos Pekalle”.

Kysytty todennikoisyys on P(A|E). Tyypillinen ajatusvirhe tédssd ongel-
massa on vastata todennékoisyydellda P(E|A) = 99%. Téaté ei kuitenkaan
kysytty! Todenniikoisyys P(A|E) voidaan laskea kdyttamilld Bayesin kaa-
vaa
P(A)P(E|A)
P(E)
0,0001 - 0,99
P(E)
0,000099
P(E)

P(A|E)

(1.23) =
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Jotta kaavaa (1.23) voitaisiin kiyttaé tulee meidédn méérité todennikoisyys
P(E). Kokonaistodennikoisyyden kaavan nojalla

P(E) = P(FjaA)+P(E jaeciA)
= P(A)P(E|A) + P(eiAd)P(E|eiA)
= 10,0001 - 0,99 40,9999 - 0,01
= 0,010098.
Sijoittamalla tdmé kaavaan (1.23) saamme
P(A|E) = 0,0098039 = 0,1%.

Siis vaikka testi on 99% varma, niin Pekka mité luultavimmin ei ole huumei-
denkéyttaja! Syy pieneen todenniksisyyteen olla huumeidenkéyttéji posi-
tiivisella testituloksella on huumeidenk&yttéjien pieni osuus populaatiosta.
Siten suurin osa positiivistista testituloksista (yli 99%) on védrid positiivi-
sia.

Satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttuje X on satunnaiskokeen tulos. Satunnaismuuttuja on
siis funktio otosavaruudelta Q.
X

Q R

Tarkastelemme ainoastaan diskreettejd satunnaismuuttujia. Satunnais-
muuttuja on diskreetti, jos sen maalijoukko, eli mahdollisten arvojen joukko,
on numeroituva joukko {1, zs,...}. Toinen tapa méiritelld diskreetti satun-
naismuuttuja on vaatia, ettd se saa jokaisen mahdollisen arvonsa (aidosti)
positiivisella todennékoisyydella.

Jakauma. Satunnaismuuttujan X jekauma Px(x) kertoo sen tulos-
mahdollisuuksien todennékoisyydet:

Px(z) =P(X = x).
1.24. Esimerkki. Kahta (kuusisivuista ja symmetristé) noppaa heitetéén.

Olkoon X = “silmélukujen summa’.

Esimerkin 1.24 X on satunnaismuuttuja. Voimme esimerkiksi mallittaa
Q= {(,9);i,7 = 1,2,3,4,5,6} ja X(i,j) = i+ j. Satunnaismuuttuja X
jakauma on

Py (2) = 1/36, Px(3) = 2/36, Px(4) = 3/36, Px(5) = 4/36,
P (6) = 5/36, Px(7) = 6/36, Px(8) = 5/36, Px(9) = 4/36,
Px(10) =3/36, Px(11) =2/36, Px(12) = 1/36,

ja Px(z) = 0 kaikilla muilla z. Esimerkin 1.24 jakauma voidaan esittda
kuvana



22 1. TODENNAKOISYYS
A
6/36-+
5/36-+
4/36+
3/36+
2/36+
1/36+

-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15

Usein satunnaismuuttuja X on — kuten esimerkin 1.24 tapauksessa —
N-arvoinen. T&llgin (ja usein muulloinkin) merkitsemme lyhyesti

pn = Px(n) = P(X =n).

Odotusarvo. Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on sen to-
dennékoisyyksin painotettu keskiarvo

E(X) = Z$Px($).

Mediaani. Karkeasti ottaen mediaani jakaa jakauma kahteen yhté suu-
reen osaan siten, ettd puolet jakaumasta on mediaania pienempéé ja puolet
mediaania suurempaa.

Satunnaismuuttujan X mediaani, eli keskiverto, m on
m =max{zr ; P(X <z) <1/2}.

Fraktiilit. Fraktiilit muodostavat satunnaismuuttujan todenn&ikéi-
syyksien kertyméfunktion kddnteisfunktion.

Satunnaismuuttujan X ¢-fraktiili x4, on
zy = max{z ; P(X <z) <g¢}.
Mediaani on siis 1/2-fraktiili.
Moodi. Satunnaismuuttujan X moodi, eli tyyppiarvo, mikd tahansa

luku m, jolle Px(m) maksimoituu. Moodi on siis satunnaiskokeen X to-
dennikoisin — eli tyypillisin — arvo.®

Varianssi. Varianssi kuvastaa jakauman hajontaa sen odotusarvo
ympérilla: mitd enemmén varianssia sitd enemmén hajontaa, eli satunnai-
suutta.

5Sivumennen sanoen, moodi lienee hytdyttomin kaikista jakaumien tunnusluvuista.
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Satunnaismuuttujan X wvarianssi Var(X) on

Var(X) = E ((X ~ E(X))2>

- Z(m—ZyPX@)) Px(x)

T

2
= ZxQ Px(z) — (Zx - Px($)>
x x
= E(X?) - (B(X))*
Esimerkin 1.24 satunnaismuuttujan odotusarvo on

1 2 3 4 5 6
E(X) = 2- 3o —+4- - +5 — +b6+T7 —
(X) 36+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36
5 4 3 2 1
= C— 410 —4+11-—4+12. —
+836+9 367L 0 36+ 36+ 36

= T.

Esimerkin 1.24 satunnaismuutujan X mediaani ja moodi ovat myo6s 7. Va-
rianssiksi saamme

Var(X) = (2-7) i—|-(3—7)2.34_(4_7)2.i

36 36 36
+(5—7)2-;—6+(6—7)2%+(7—7)2-3%
+(8—7)8%+(9—7)2-%+(10—7)2-%
+(11—7)2~%+(12—7)2-%

= 2,9167.

1.25. Esimerkki. 80% suomalaisista uskoo olevansa keskim#iriistid suo-
malaista kéyhempiéd. Miten tdméa on mahdollista?

Suurin osa suomalaisista uskoo olevansa keskimé#raisté parempia autoi-
lijoita. Miten témé on mahdollista?’

Esimerkin 1.25 keskeinen ajatus on mediaanin, ja keskiarvon (sek& moo-
din) erot.

Tarkastelemme aluksi ensimmaéistd uskomusta. Vaite

“80% suomalaisista uskoo olevansa keskim#ériistd suo-
malaista kéyhempid.”

saattaa olla totta tai saattaa olla olematta: mikédinhén ei sinénsd rajoita
ihmisten uskomuksia. Mielenkiintoisemmaksi tilanne muuttuu, kun tarkas-
telemme uskomusten sijasta véitetti

6Esimerkissi 1.25 ei esiinny satunnaismuuttujia. Esimerkki voidaan kuitenkin tulkita
satunnaismuuttujan X = “umpiméahkéin valittu suomalainen” avulla. T&lloin véitteet
ovat: todennikoisyydelld 80% umpiméahkéin valittu suomalainen uskoo olevansa kes-
kim&draistd umpimahkaéin valittua suomalaista koyhempi ja todennikdisyydelld, joka on
suurempi kuin 50% umpiméihkéin valittu suomalainen uskoo olevansa keskiméérdista um-
pimahk&dn valittua suomalaista parempi autoilija.
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“80% suomalaisista ovat keskimiiridisti suomalaista
kéyhempi&.”

Aluksi tAmé viite saattaa tuntua ristiriitaiselta, mutta se saattaa itse asiassa
olla totta! Ainakaan siiné ei ole mitdén loogista ristiriitaa. Perustelemme nyt
miksi em. viite saattaa olla totta.

Tilastokeskuksen mukaan vuonna 2006 kotitalouksien luokitellut kes-
kimédriiset omaisuustulot’ olivat

Luokka Omaisuustulot Graafinen esitys

I 144 |
1T 214 |
11 318 |
1A% 426 1
v 508 |
VI 611 N
VII 779 |
VIII 1049 W
X 1750
X 17.283 NI

Eli arvio itse jakaumasta (luokiteltu jakauma) on

alle 1.000 | N
1.001........ 2.000 | R

2.001........ 3.000
3.001........ 4.000
4.001........ 5.000
5.001........ 6.000
6.001........ 7.000
7.001........ 8.000
8.001........ 9.000
9.001...... 10.000

10.001.....11.000
11.001.....12.000
12.001.....13.000
13.001.....14.000
14.001.....15.000
15.001.....16.000
16.001.....17.000

vli 17.001 | [ NEGN

7Omaisuustulojen samaistaminen rikkauteen tai henkil6iden samaistaminen kotita-
louksiin ei ole tédysin perusteltua, mutta tarkoitus on vain antaa esimerkki — ei tehd&
luotettava katsaus Suomen varallisuuden jakautumasta.



HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN 1 25

Luokkataulukosta arvioimme, ettd suomalaisten kotitalouksien omai-
suustulojen keskiarvo on
144 + 214 + 318 + 426 + 508 + 611 + 779 + 1.049 + 1.759 + 17.283
10

= 2.309

Siten tamén aineiston valossa 80% (itse asiassa 90% ) suomalaisista todel-
lakin ovat keskimé&ardistd koyhempia.

Mité autoilijoihin tulee, niin ei ole mitdéan loogista ristiriitaa siiné, etté
suurin osa suomalaisista on keskiméériistd suomalaista parempia autoili-
joita. Sen sijaan véite ei todennékoisesti pida paikkaansa, silld muutamat
ammattiautoilijat ovat luultavasti niin paljon parempia kuin suurin osa au-
toilijoista, ettéd tyypillinen suomalainen autoilija on luultavasti paljon kes-
kima#raista autoilijaa huonompi. Téssé siis tarkasteltiin viitetta

“Suurin osa suomalaisista autoilijoista on keskiméaréisté
suomalaista autoilijaa parempi autoilija”,

ja argumentoitiin, ettd ko. viite saattaa hyvinkin olla epétotta. Sen sijaan
viite
“Suurin osa suomalaisista on keskimééaraistd suomalaista
parempia autoilijoita”

saattaa hyvinkin olla totta. Nimittdin Suomessa on merkittdvd — mutta
silti riittdvan pieni — joukko ihmisié, jotka ovat todella dlyttomén huonoja
autoilijoita (lapset ja imevéiset).

Harjoitustehtédvii lukuun 1

1.1. Harjoitustehtivi. Mitka todennékoisyystulkinnat sopivat seuraaviin
véitteisiin?
(a) Todennikéisyys etté kolikonheitossa saadaan lopulta klaava on 1.
(b) Pokerikdsi “3 dssdd” on todenn#kdisempi kuin pokerikési “4
dssad” .
(c) Maija on todenn#koisesti Mattia parempi tekemidn péadtoksia
epavarmuuden vallitessa.
(d) Todennékoisyys etti isd on poikaa pidempi on 0,39.
(e) Ruotsi on todennikoisesti Suomea parempi jaikiekossa.
(f) Todennikdisyys ettd Vaasan Sport voittaa SM-liigan vuonna 2025
on 0,08.

1.2. Harjoitustehtivi. Sadistinen miljonééri tarjoaa arpalippuja (ilmai-
seksi). Arpajaisista on nelja versiota:

(i) Arpalippuja on 1.000.000 kappaletta. Arpalipuista 999.999 on sel-
laisia, ettd sadistinen miljon&éri antaa lipun haltijalle 1.000 euroa,
mutta yksi lipuista on sellainen, ettd lipun haltija joutuu koke-
maan tuskallisen kuoleman sadistisen miljondarin késissd (kidutus
kestédd kaksi tuntia).

(ii) Sadistinen miljonddri muuttaa panoksia: arpalippuja on 100.000
kappaletta, joista 1 johtaa tuskalliseen kidutuskuolemaan kuten
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kohdassa (i), mutta 99.999 arpalippua antaa haltijalleen 10.000
euroa.

(iii) Sadistisen miljon#érin panokset vaan kovenee: nyt on jaossa 10.000
arpalippua, joista 1 johtaa tuskalliseen kidutuskuolemaan kuten
kohdassa (i), mutta 9.999 arpalippua antaa haltijalleen 100.000
euroa.

(iv) Nyt sadistisella miljonaérillé on tosi kovat panokset: jaossa on vain
1.000 arpalippua, joista 1 johtaa tuskalliseen kidutuskuolemaan
kuten kohdassa (i), mutta loput 999 arpalippua antaa haltijalleen
1.000.000 euroa.

Kysymme:

(a) Antti Ahnas haluaa voittaa 1.000.000 euroa. Mihinkd sadistisen
miljonédérin arpajaisista (i), (ii), (iii) tai (iv) kannattaa Antti Ah-
naan osallistua?

(b) Mihin arpajaisiin itse osallistuisit ja kuinka monella lipulla? Jos
et mihinkdin, niin miksi et? Kuinka suurena pidéit sadistisen
miljondérin tarjoamaa kidutuskuoleman riskid verrattuna riskiin
kuolla tuskallisesti tdnd vuonna?

1.3. Harjoitustehtivi. ® n avioparia osallistuu parinvaihtopippaloihin,

jossa uudet parit arvotaan umpiméahkdan. Mikd on todennékéisyys, etté
vahintdan yksi arvottu pari on aviopari, kun

(a) n=2,
(b) n=3.

() n=1,

(d) n =40,

() n = 400,

(f) n = 400.000?

1.4. Harjoitustehtidva. Anna esimerkki satunnaismuuttujasta, jolla

(a) mediaani on pienempi kuin odotusarvo,
(b) mediaani on suurempi kuin odotusarvo,
(¢) on useita moodeja,
(d) sekd moodi, mediaani ettd odotusarvo ovat eri kohdissa,
(e) varianssi on nolla.

Voit antaa esimerkit puhtaasti matemaattisina, mutta mieti my6s luonnol-
lisia esimerkkejé.

1.5. Harjoitustehtéva. Porssisséd on kisitteet karhu (bear) ja sonni (bull).
Sanotaan, ettd on karhumarkkinat, jos uskotaan osakkeiden hintojen laske-
van. Jos taas uskotaan, ettd osakkeiden hinnat nousevat, sanotaan ettd on
sonnimarkkinat.

Porssisijoittaja N. N. Taleb on juuri ostanut suuren méérén osakkei-
ta. Hanen kollegansa uskovat, ettd N. N. Taleb uskoo markkinoiden olevan
sonnivaiheessa. Kysyttdessd N. N. Taleb kuitenkin vastaa, ettd hédn uskoo

8T4mé on kuuluisa Recontre-ongelma.


http://fi.wikipedia.org/wiki/Rencontre-ongelma
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ettd on 80% todennikoisyys, etti osakkeiden hinnat laskevat tulevaisuudes-
sa. “Olet siis muuttanut mielesi!”, kommentoivat kollegat. “Uskot siis kar-
humarkkinoihin. Nyt kai myyt osakkeesi nopeasti”. “En suinkaan”, sanoo
N. N. Taleb, “Uskon karhumarkkinoihin, mutta silti katson ettd osakkeita
kannattaa ostaa.” N. N. Taleb katsoo olevansa rationaalinen. Kuinka tama
on mahdollista?

1.6. Harjoitustehtivi. Kurssin ORMS2020: Pidtiksenteko epdvarmuu-
den wvallitessa loppukoe koostuu monivalintatehtévistd. Kokeen suunniteli-
ja, professori S., ei halua péaéstia kurssista lapi hannuhanhia, jotka eivét oi-
keasti osaa padtoksentekoa epdvarmuuden vallitessa. Kuinka professori S.:n
tulee laatia monivalintakoe?

1.7. Harjoitustehtava. Dosentti K.:lle on tarjottu Nikolaigradin ylpistosté
kahta professuuria: talousmatematiikan proessuuria seké estetiikan ja ver-
tailevan erotiikan professuuria. Dosentti K. haluaa jossain vaiheessa uraansa
paéityéd Nikolaigradin ylpiston rehtoriksi. Nikolaigradin ylpistossé rehtori va-
litaan professorien keskuudesta. Ylpiston historian aikana on ollut yhdeksén
rehtoria, joista kaksi on ollut talousmatematiikan professoreja. Estetiikan ja
vertailevan erotiikan professoria ole koskaan valittu rehtoriksi. Professoreja
Nikolaigradin ylpistossd on viisikymmentd. Jos urakehitysté ei oteta huo-
mioon, niin Dosentti K. olisi mieluummin estetiikan ja vertailevan erotiikan
professori kuin talousmatematiikan professori. Kumman tarjotuista profes-
suureista dosentti K.:n kannattaa ottaa vastaan?






LUKU 2
Paatosmatriisit

Tarkastelemme pé#tosongelmia, jotka ovat staattisia siind mielessé,
ettd paidtos tehdddn vain kerran, ja sen jélkeen katsotaan seuraukset.
Padtoksenteossa ei siis ole aikaulottuvuutta eli dynamiikkaa.

Pa#toksentekija valitsee padatoksen joukosta A = {a;;i=1,...,k}. Sit-
ten jokin maailmantila joukosta, eli otosavaruudesta, Q@ = {w;; j =1,...,n}
tapahtuu. Pd#toksen a; seuraukseen liittyy siis satunnaisuutta. Se on siis
satunnaiskokeen tulos — eli satunnaismuuttuja. Jos péétos oli a; ja tapah-
tui wj, niin saadaan palkkio r;;. Toisin sanoen péétoksen a; tulos on — kun
samaistamme paatoksen siité seuraavaan palkkioon — a;(w;) = ;. Matrii-
si R = [rj] on palkkio- eli padtosmatriisi. Maailmantila eli alkeistapaus w;
tapahtuu todennékoisyydelld p;, eli p; = P(w;) = P(a; = ryj).

Kuvallisesti tdmé staattinen paitosasetelma tarkoittaa seuraavan kuvan

vasemman puolen puun kaltaista tilannetta (neliv tarkoittaa padtostd ja
ympyra tarkoittaa sattumaa; kylkikolmio tarkoittaa tarkastelun loppua).

P11
11 4 T11

T12

P12 4 o
s

72111

T13

72112
T2121

72122

<1 T22

P23 4 o3

T22

23

Y14 siis vasemmanpuoleinen puu kuvastaa staattista tilannetta, jossa
tehdddan yksi pddtdés — a1 tali as — ja sitten katsotaan, mikd palk-
kio saadaan, eikd pédtos vaikuta tapahtumien todennékoisyyksiin mi-
tenk#ddn. Oikeanpuoleinen puu taas kuvastaa dynaamista tilannetta, jossa

29
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piitds as voi johtaa uuteen pédtostilanteeseen, jossa on uudet aikai-
semmista péadatoksistd riippuvat todennidkdéisyydet. Téllaisia dynaamisia
paatostilanteita kéisittelemme seuraavassa luvussa 3.

Staattisessa tapauksessa paitoksentekiji haluaa maksimoida péadtoksen
a; arvon V(a;): hin valitsee sen péétoksen a;, jolle arvo V'(a;+) on suurin:

Viagx) = max Via;)

eli

it = argmaxV(a;).

(2
Eri tavat muodostaa arvofunktio V vastaavat eri pa#dtossadntoja.
Jos V:n médrittelyssi kéytetddn ainoastaan palkkioita r;;, mutta ei to-
dennikdisyyksid p;, niin séénté V on ei-stokastinen. Mikdli méérittelyssi
kiytetddn myds todenndkoisyyksid p; sddntd V' on stokastinen.

2.1. Esimerkki. Sijoittaja R. — joka ei usko hajauttamiseen, vaan haluaa
munansa yhteen koriin — haluaa sijoittaa tasan yhteen neljista kohteesta:

a1 = pankkitalletus,

as = valtion obligaatio,

a3 = vanhan vakavaraisen yrityksen osake,

a4 = uuden riskialttiin, mutta lupaavan yrityksen osake.

Sijoittaja R. arvelee, ettéd jokin skenaarioista

wy = karhumarkkinat,
wo = tasainen nykymeno,
w3 = sonnimarkkinat,

toteutuu ja ettd jokainen skenaario on yhtd todennékoinen. Eri sijoitusten
vuotuiset tuottoprosentit eri skenaarioissa ovat

-1 -1 -1

-5 0 5

R = -10 2 8
=50 3 30

Ei-stokastisia sdantoja

Tarkastelemme téssé osiossa padtossdantodjs, jotka ovat riippumattomia
todennékdisyyksistéd p; .

Pessimisti. Pessimisti (Maximin) haluaa tehdd parhaan mahdollisen
paatoksen huonointa mahdollista tilannetta varten:

V(a;) = minr.
J
Pessimistin valinnalle a;+ pétee
Viaix) = m?xm]mrij.

Tastd nimi Maximin-saanto.
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Esimerkissd 2.1 pessimistinen R. arvottaa
V(ap) = -1, V(ag) = =5, V(az) = —10 ja V(aq) = —50.
Siten pessimistinen R. valitsee aq :n.
Optimisti. Optimisti (Maximax) haluaa tehdd parhaan mahdollisen
paatoksen parhainta mahdollista tilannetta varten:

V(a)) = mjax Tij.

Optimistin valinnalle a;+ pétee
V(ai+) = maxmaxrj.
i

Téastd nimi Maximax-sdanto.

Esimerkissd 2.1 optimistinen R. arvottaa

V(ar) = -1, V(ag) =5, V(az) =8 ja V(aq) = 30.

Siten optimistinen R. valitsee a4:n.

Katumuksen kaihtaja. Katumuksen kaihtajo (Minimax Regret) ha-
luaa minimoida katumuksen

kij = T‘; — rij

= maxri; — Tij,
i

kun on valittu a; ja w; toteutuu. Y4 siis 7’;-‘ = max; r;; vastaa palkkiota,
joka olisi saatu, jos olisi tiedetty, ettd maailmantila w; sattuu ja valittu
sité vastaava paras mahdollinen pa&tos a;«(;). Pditostd a; vastaava suurin
mahdollinen katumus on

K(az) = mjaxkij

Valitaan pa#tds a;«, jolla katumus K (a;) minimoituu:
K(a) = minmax k.
i
Téastd nimi Minimax Regret-sdanto.
Katumuksen karttaminen on my®os riemastuksen rakastamisena. Jos k;;

on katumus, niin ¢;; = —k;; on riemastus. Padtoksentekijd varautuu pie-
nimpéain mahdolliseen riemastukseen

V(a,) = mjn Eij.
J

Valinnalle a;~, joka maksimoi pienimmén mahdollisen riemastuksen pétee

Via) = max m]m b = max <— mjax ( — Eij)>
= max (— max kij) = —minmax k;;
i J i
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Esimerkissd 2.1 sijoittaja R.:n katumusmatriisi on

—1—(=1) 3—(=1) 30—(-1) 0 4 31

Ko —1—(-5) 3-0  30-5| 43 25
= | —1-(-10) 3-2  30-8| 9 2 22
—1—(=50) 3-3  30-30 9 0 0

Suurimmat mahdolliset katumukset ovat
K(a1) =31, K(a2) =25, K(a3z) =22 ja K(a4) =49.

Katumusta kaihtavan R.:n valinta: ag.

Hurwiczin sdant6. Hurwiczin pddatdssaintd on w-Maximax + (1—
w)-Maximin eli

V(ai) = wmaxr;; + (1—w)minr;,
J J

missid w € [0,1] on péaitoksentekijin optimismin mittari. Jos w = 1 tdmé

on Maximax-sdénto, jos w = 0 tdmé& on Maximin-sd&nto.
Esimerkissa 2.1 “realistisella” sijoittaja R.:114 on w = 0,5. H&n arvottaa

Via)) = 05-(=1) +05-(=1) = -1,
V(ag) = 05-(=5) +05-5 = 0,

Vias) = 05-(-10) + 05-8 = —1,
V(a1) = 05-(=50) + 0,5-30 = —10.

“Realistin” valinta: as.

Stokastisia sdantojia

Tarkastelemme téssé osiossa péédtossddntoji, joissa todenndkoisyydet p;
on otettava huomioon.

Odotusarvosididntd. Odotusarvosdintd (MaxiE), eli riskineutraali
sadnto, tarkoittaa sité, ettd arvotetaan odotusarvojen mukaan:

Vi) = E(@) = Y rijpj
J
T&lloin parhaalle valinnalle a;+ pétee

Via=) = max E(a;).

Tasta nimi MaxiE.

Odotusarvosidiantd on monessa mielessa luonnollinen:

e Odotusarvo on painotettu keskiarvo, miké on intuitiivisesti tasa-
painoinen valinta.

e Odotusarvo on varianssivirheen minimoija: Jos on etsittava luku
m, jolle satunnaismuuttujan X — m varianssi Var(X — m) on
mahdollisimman pieni, on tuo luku odotusarvo: m = E(X)

o Suurten lukujen laki sanoo, ettid jos pelataan toistuvasti pelid X,
siis joka kierroksella saadaan satunnaismuuttujan X verran, niin
“pitkéssé juoksussa” saadaan keskimédrin E(X) verran.
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e Odotusarvo on myo0s riskineutraali valinta: jos paiatoksentekiji on
indifferentti valintojen
(a) varma voitto 1,
(b) voitto 2 todennékéisyydella 1/2 ja voitto 0 todennékéisyy-
delld 1/2,
on hén riskineutraali.

Oletamme, ettd esimerkissd 2.1 jokainen skenaario wi, ws ja ws ovat
yvhtéa todennékoisid. Talloin odotusarvon mukaan sijoittaja R.:n arvotukset
ovat

) (=1)-0,333+ (=1)-0,333+ (-1)- 0,333 = —1,
) (=5)-0,333+0-0,333+5-0,333 = 0,

az) = (—10)-0,333+2-0,333+8-0,333 = 0,
) (=50)- 0,333 +3-0,333+30-0,333 = —5,667.

~— ~—

Sijoittaja R.:n valinta: joko ao tai as.

Hyotysaanto. Kaikki eivit ole riskineutraaleja. Toisen karttavat riskia
(ja ottavat esimerkiksi vakuutuksia), ja toiset rakastavat riskid (ja esimer-
kiksi lottoavat). Suhtautumista riskiin mitataan hystyjen avulla. Idea on
muuttaa palkkiot hyodyiksi epélineaarisella tavalla. T#lloin padtoksentekija
voi suhtautua palkkioiden muutoksiin eri tavalla riippuen siitd kuinka suuri
palkkio on. Esimerkiksi kymmenen euron muutos kymmenen euron palkkios-
sa merkitsee monille (riskié kaihtaville) pa#toksentekijoille enemmén kuin
kymmenen euron muutos miljoonan euron palkkiossa. Toisin sanoen raja-
hydty ei ole vakio. Témén vuoksi hyotyldhestymistavassa on aina katsottava
kokonaistilannetta, eiké vain muutoksia. Riskineutraalissa lihestymistavassa
muutosten tarkastelu riittaa.

Odotetun hydédyn sdinto (MaxiEu) on kuten odotusarvosiéntsd, mutta
nyt ei tarkastella palkkioita r;;, vaan niiden hyo6tyja w(r;;):

Via;)) = E(u(az)) = Zu(rij)pj.

J

Tastd nimi MaxiEu.

Jos hyotyfunktion w(r) derivaatta du(r)/dr — eli rajahyity — on las-
keva, niin hyotyfunktio u(r) on konkaavi. Pa#toksentekiji, jolla on konkaa-
vi hyotyfunktio on riskinkaihtaja. Vastaavasti, jos rajahyoyty on kasvava,
on hyoty konveksi, ja paitoksentekijd, jolla on konveksi hyodtyfunktio on
riskinrakastaja. Seuraavassa kuvassa on hahmoteltu riskinkaihtajan (vasen
puoli, konkaavi funktio) ja riskinrakastajan (oikea puoli, konveksi funktio)
hydytyfunktioita.
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(y\ UL

=Y
=Y

Olkoon esimerkissé 2.1 sijoittaja R.:n hyoty logaritminen tuottoprosent-
tiin nédhden:

u(r) = In(r+100%).

T&lloin hédnen rajahyttynsad on kéintden verrannollinen tuottoon néhden,
eli
d 1
—u(r) = -.
dr (r)

r

Luku 100% sijoittaja R.:n hyotyfunktiossa viittaa R.:n koko sijoitettavaan
varallisuuteen. Oikeastaan olisi parempi kéyttdd rahaméérid tuoton sijasta,
koska sijoittaja R.:n hyotyfunktio voi riippua hénen (sijoitettavasta) varal-
lisuudestaan. Sijoittaja R.:n arvotukset ovat (kun edelleen oletamme, etté
skenaariot w;, we ja ws ovat yhtd todennékoisid)

V(ay) = In(0,99) 0,333 +1n(0,99) - 0,333 +In(0,99) - 0,333 = —0,003,
V(as) = In(0,95) 0,333 +1n(1) - 0,333 + In(1,05) - 0,333 = —0,001,

V(as) = In(0,90) 0,333 +1n(1,02) - 0,333 +In(1,08) - 0,333 = —0,003,
V(as) = In(0,50) 0,333 +1n(1,03) - 0,333 +1n(1,30) - 0,333 = —0,133.

Sijoittaja R.:n valinta: as.

Yhdistettyji saiantoja

Paatossadnnoista Vi, Vo, ..., V,, voidaan muodostaa uusi sddntd V' pai-
nottamalla:
V(ai) = wlvl(ai) + wz‘/é(ai) + -+ mem(ai),
missé painot wi,ws, ..., wy,, ovat positiivisia.

Konveksi yhdistdminen. Mikili yhdistdmispainot toteuttavat
witwy Wy = 1

on kyseessd konvekst yhdistiminen. Esimerkiksi Hurwiczin sédénté on kon-
veksi yhdistelmid Maximax- ja Maximin-sddnnoisté.
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Esimerkin 2.1 sijoittaja R. painottaa optimistista sdéntod (Maximax)
painolla 0,75 ja katumussdéntéd (Minimax Regret) painolla 0,25. Yh-
distdmisessé kdytetdéin riemastustulkintaa katumukselle. Arvotukset ovat:

V(a) = 0,75-(=1) + 0,25 (=31) = —8,50,
V(az) = 0,75-5 + 0,25-(=25) = —250,
V(as) = 0,75-8 + 025-(=22) = 0,50,
V() = 0,75-30 + 0,25-(—49) = 10,25.

R.:n valinta: a4.

Reunaehdon yhdistdminen. Reunachto V' on miki tahansa sdanto,
joka sulkee pois jotkin valinnat a;, mutta ei erottele muita valintoja:
V'(a;) = —1, jos valinta a; ei toteuta reunaehtoa ja V'(a;) = 0, jos valinta
a; toteuttaa reunaehdon. Siintdon V" voidaan yhdistdd reunaehto V/
asettamalla’

Via;)) = V"(a;) + 0o V'(a;).

Esimerkissi 2.1 sijoittaja R. asettaa reunaehdon “yli 15% sijoituksesta ei
saa missdin tapauksessa hivitd”. Siis V/(a;) = =1, kun i =4 ja V'(a;) =0
muulloin. Jos perussédinté V" on optimistinen Maximax, niin

Via)) = 14000 = —1,
Viae) = 5+ 0c0-0 = 5,

< <

(az)

(a3) = 84+ -0 = 8,

(ag) = 304+ o00-(-1) = —o0

R.:n valinta: as.

2.2. Esimerkki. Leipuri Pulla myy pullia Kumputien Leipomossa. Hén
paistaa pullat aamulla ja myy ne lounastauolla viereisen Ministerion Eri-
koisosaston virkamiehille. Eilisia pullia ei voi tédnéin endd myyda.

Pullan paistaminen maksaa leipuri Pullalle 0,20€ pullalta, ja hin myy
niitd 1,00-€ kappalehintaan. Leipuri Pulla tietd4, ettd pullia myyd&én 0:sta
10:een lounastaukoa kohti. Itse asiassa hén arvioi, etté

po = 0,01, pr = 0,02, pp = 0,03, p3 = 0,04, ps = 0,10, ps = 0,60,
Pe = 07107 b7 = 07047 bs = 07037 b9 = 07027 P1o = 07017
missd p; on todennékdisyys myydé j pullaa.

Kuinka monta pullaa leipuri Pulla paistaa aamulla, jos hén on

(a) optimisti (Maximax),

riskineutraali odotusarvoon uskoja, jolla kuitenkin on seuraavat
reunaehdot:
— pitdd olla mahdollista saada voittoa vihintda 1,00 euroa ja
— missddn tapauksessa ei saa tulla tappiota yli 1,00 euroa?

ITyunnetusti oo -0 = 0.
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Aluksi on hyvd huomata, ettd sdannot (a)—(d) ovat ei-stokastisia. Siten
todennékdisyydet p; ovat niissé irrelevantteja.

Seuraavaksi médrdadmme palkkio- eli padtosmatriisin R = [r;;]. Leipu-
ri Pullan jérkevit pullanpaistomédriat ovat A = {0,1,...,10}. Jos kaikki
pullat myydéén (¢ < j), niin leipuri Pullan voitto on

1,00-i—-0,20-¢ = 0,80-3.
Jos taas pullia ja& myymétta (¢ > j), niin leipuri Pullan voitto on

1,00 -5 — 0,20 - 3.

Palkkiomatriisi R, eli voitot eri pullanpaisto- ja -myyntiméérilla, on
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00]
-0,20 0,80 0,80 0,80 0,80 0,80 0,80 0,80 0,80 0,80 0,80
-0,40 060 1,60 1,60 1,60 1,60 1,60 1,60 1,60 1,60 1,60
~0,60 0,40 1,40 2,40 2,40 240 240 240 240 2,40 2,40
-0,80 0,20 1,20 2,20 3,20 3,20 3,20 3,20 3,20 3,20 3,20
1,00 0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00
1,20 —020 0,80 1,80 2,80 3,80 4,80 4,80 4,80 4,80 4,80
-1,40 -0,40 0,60 1,60 2,60 3,60 4,60 5,60 5,60 5,60 5,60
-1,60 —0,60 0,40 1,40 2,40 3,40 4,40 540 6,40 6,40 6,40
-1,80 —-0,80 0,20 1,20 2,20 3,20 4,20 520 6,20 7,20 7,20
| 2,00 —1,00 0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 500 6,00 7,00 800

(a) Optimisti Pulla toivoo parasta ja arvottaa tilat seuraavasti:

V(ag) = mjax roj = 0,00,
Vian) = maxry; = 0,80,
V(aa) = maxry; = 1,60,
Viag) = mjax r3; = 2,40,
V(as) = maxry; = 3,20,
Vias) = maxrs; = 4,00,
V(ag) = maxre; = 4,80,
Viay) = mjax r7; = 5,60,
Viag) = maxrg; = 6,40,
V(ag) = maxry; = 7,20,
V(a) = mjax rio,; = 8,00,

Optimistin valinta: kaikki pullat uuniin.
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(b) Pessimisti Pulla pelkéé pahinta ja arvottaa tilat seuraavasti:

V(ag) = mjin ro; = 0,00,

V(ap) = Hl]ln ri; = —0,20,
Viag) = mjin roj = —1,40,
Viaz) = mjin r3; = —1,60,
V(ag) = mjin ry; = —0,80,
Vias) = m]m rs; = —1,00,
V(ag) = Injin re; = —1,20,
Via7) = mjin r7; = —1,40,
V(ag) = rnjin rg; = —1,60,
V(ag) = Hbln ro; = —1,80,

Via) = mjin ro; = —2,00.

Pessimistin valinta: ei paisteta.

(c) Realisti Pullan arvotukset ovat

Vi) = 5-000+ 5000 = 000,

Vi) = 5080+ 5-(-020) = 030,
Vias) = %.1,60+%~(—0,40) — 0,60,
Vias) = %~2,40+%~(—0,60) ~ 0.9,
Via) = %-3,204—%'(—0,80) ~ 1,
Vias) = %-4,00+%-(—1,00) = 150,
Viag) = %-4,80+%-(—1,20) — 1,80,
Viar) = %-5,60+%-(—1,40) — 2,10,
Vi) = 640+ (-160) = 240,
Vi) = 3 T2+ (-180) = 270,
Viaw) = %~8,00+%~(—2,00) — 3,00,

Realistin valinta on paistaa kymmenen pullaa.
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(d) Leipuri Pullan katumusmatriisi on

(0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80 560 6,40 7,20 8,00]
0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 480 560 6,40 7,20
0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80 5,60 6,40
0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80 5,60
0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00 4,80
1,00 0,80 0,60 040 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20 4,00
1,20 1,00 0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40 3,20
1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 040 0,20 0,00 0,80 1,60 2,40
1,60 1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80 1,60
1,80 1,60 1,40 1,20 1,00 0,80 0,60 0,40 0,20 0,00 0,80
12,00 1,80 1,60 1,40 120 1,00 0,80 0,60 0,40 0,30 0,00

Suurimmat mahdolliset katumukset eri valinnoilla ovat siis

K(ag) = mjax koj = 8,00,
K(a;) = m]ax ki; = 17,20,
K(az) = mjax ky;j = 6,40,
K(as) = mjax k3j = 5,60,
K(ag) = m]ax ki = 4,80,
K(as) = mjax ks; = 4,00,
K(ag) = m]aX ke; = 3,20,
K(a7) = m]ax kzj = 2,40,
K(ag) = mjax ks; = 1,60,
K(ag) = mjax ky; = 1,80,
K(ay) = mjax ki,; = 2,00,

Katumuksen kaihtaja paistaa 8 pullaa.
(e) Riskineutraalin Pullan arvotukset ovat
V(ag) = 0,00-0,01+ 0,00 - 0,02+ 0,00 0,03+ 0,00 - 0,04 +
0,00 - 0,10 4 0,00 - 0,60 -+ 0,00 - 0,10 + 0,00 - 0,04 +

0,00 - 0,03 + 0,00 - 0,02+ 0,00-0,01 = 0,

V(ay) = —0,20-0,01+0,80-0,02+ 0,80 - 0,03 + 0,80 - 0,04 +
0,80 - 0,10 4 0,80 - 0,60 + 0,80 - 0,10 + 0,80 - 0,04 +
0,80 - 0,03 + 0,80 - 0,02 + 0,80 - 0,01 = 0,79,

V(az) = —0,40-0,01+0,60-0,02+ 1,60 0,03 + 1,60 - 0,04 +

1,60 - 0,10 + 1,60 - 0,60 + 1,60 - 0,10 + 1,60 - 0,04 +
1,60 - 0,03 + 1,60 - 0,02 + 1,60 - 0,01 = 1,56,
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V(as) = —0,60-0,01+0,40-0,02+ 1,40-0,03 + 2,40 - 0,04 +
2,40 - 0,10 + 2,40 - 0,60 + 2,40 - 0,10 + 2,40 - 0,04 +
2,40-0,03 + 2,40 - 0,02 + 2,40 - 0,01 = 2,30,

V(ag) = —0,80-0,01+ 0,20-0,02+ 1,20 0,03+ 2,20 0,04 +
3,20 - 0,10 4 3,20 - 0,60 -+ 3,20 - 0,10 + 3,20 - 0,04 +
3,20 0,03 +3,20-0,02 +3,20-0,01 = 3,09,

V(as) = —1,00-0,01+ 0,00-0,02+ 1,00-0,03+2,00-0,04 +
3,00 - 0,10 + 4,00 - 0,60 + 4,00 - 0,10 + 4,00 - 0,04 +
4,00 - 0,03 +4,00-0,02 +4,00-0,01 = 3,60,

V(ag) = —1,20-0,01—0,20-0,02+ 0,80 0,03 + 1,80 0,04 +
2,80 - 0,10 + 3,80 - 0,60 + 4,80 - 0,10 + 4,80 - 0,04 +
4,80 0,03 +4,80-0,02 + 4,80 - 0,01 = 4,08,

V(az) = —1,40-0,01 — 0,40 - 0,02+ 0,60 - 0,03 + 1,60 - 0,04 +
2,60 - 0,10 + 3,60 - 0,60 + 4,60 - 0,10 + 5,60 - 0,04 +
5,60 - 0,03 +5,60-0,02+5,60-0,01 = 4,06,

V(ag) = —1,60-0,01—0,60-0,02+ 0,40-0,03+ 1,40 -0,04 +
2,40 - 0,10 + 3,40 - 0,60 + 4,40 - 0,10 + 5,40 - 0,04 +
6,40 - 0,03 + 6,40 - 0,02 + 6,40 - 0,01 = 4,00,

V(ag) = —1,80-0,01—0,80-0,02+ 0,20-0,03+1,20-0,04 +
2,20 - 0,10 + 3,20 - 0,60 + 4,20 - 0,10 + 5,20 - 0,04 +
6,20 0,03 +7,20-0,02 +7,20-0,01 = 3,19,

V(ap) = -2,00-0,01 —1,00-0,02+ 0,000,034+ 1,00-0,04 +
2,00 - 0,10 4 3,00 - 0,60 4 4,00 - 0,10 4 5,00 - 0,04 +
6,00 - 0,03 4+ 7,00-0,0248,00-0,01 = 3,02.
Riskineutraali valinta on siis paistaa 6 pullaa.

(f) Nyt paistetaan 5 pullaa, silld as:114 on paras odotusarvo valintojen
as, as, a4, as joukossa, jotka toteuttavat asetetut reunaechdot.

Harjoitustehtédvii lukuun 2

2.1. Harjoitustehtédvi. Penan Grilli ja Jaskan Grilli ovat kilpailijoita. Mo-
lempien tdytyy padttdd samanaikaisesti ja toisistaan tietdméattd mainostaa-
ko

e ci ollenkaan,
e hieman,

e kohtalaisesti,
e paljon.
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Pena uskoo, ettd Jaska mainostaa ei ollenkaan, hieman, kohtalaisesti tai
paljon yhtd suurin todennikoisyyksin. Penan Grillin tuotot (euroa/vuosi)
eri tilanteissa ovat:

Jaskan valinta
Penan valinta Ei ollenkaan Hieman Kohtalaisesti Paljon

Ei ollenkaan 90.000  10.000 10.000 10.000
Hieman 60.000  60.000 50.000 20.000
Kohtalaisesti 50.000  50.000 60.000 10.000
Paljon 90.000  90.000 50.000 0

Miten Penan tulisi mainostaa, jos hdn on
(a) optimisti,
(b) pessimisti,
(c) realisti?

2.2. Harjoitustehtidva. Miten tehtdvén 2.1 Penan tulisi mainostaa, jos
hén on

(a) katumuksen kaihtaja,
(b) riskineutraali,
(¢) hyodyn maksimoija hyotyfunktiolla u(r) = Inr?

2.3. Harjoitustehtiva. Miten Penan ratkaisut tehtévissi 2.1 ja 2.2 muut-
tuvat, jos hin uskoo, ettd Jaska mainostaa paljon todennikoisyydelld 90%,
kohtalaisesti todennikoisyydella 5% ja hieman todennikéisyydelld 5% 7

2.4. Harjoitustehtiva. Ovatko tehtévin 2.1 Pena ja Jaska symmetrisessi
asemassa paitoksenteon suhteen?

2.5. Harjoitustehtédvi. Sijoittaja R.:1l4 on 1.000 euroa 16yséé rahaa. Han
aikoo sijoittaa ne vuodeksi joko valtion obligaatioiin tai kultaan (mutta ei
molempiin). Jos sijoittaja R. sijoittaa 1.000 euroa valtion obligaatioihin saa
hén varmasti vuoden kuluttua 1.296 euroa. Jos hén taas sijoittaa kultaan
saa héan vuoden kuluttua 400 euroa todennékoisyydella 0,75 ja 10.000 euroa
todennékoisyydelld 0,25. Sijoittaja R.:n hydtyfunktio on u(r) = /7.

Sijoittaja R. haluaa optimoida odotetun (eli keskim&érdisen) hyodyn.
Tuleeko hénen sijoittaa valtion obligaatioihin vai kultaan?

2.6. Harjoitustehtiva. (a) Kutsuisitko tehtévin 2.5 sijoittajaa ris-
kineutraaliksi, riskinrakastajaksi vai riskinhaihtajaksi?
(b) Miten tehtédvan 2.5 paatongelma muuttuu, jos sijoittaja R. voi
myo6s hajauttaa sijoituksensa?

2.7. Harjoitustehtavd. Yhtyneet insinortit Oy ja Lieto Oy kilpailevat sa-

masta Nikolaigradin kaupungin rakennusprojektista. Lieto uskoo, ettd Yh-

tyneiden insinérttien tarjous on satunnaismuuttuja X, jonka jakauma on

P x(6.000) = 0,40, P x(8.000) = 0,30 ja Px(11.000) = 0,30. Mikéli tarjouk-

set menevit tasan, Lieto voittaa tarjouskilpailun, koska Liedon hallituksen

puheenjohtaja on myo6s Nikolaigradin kaupunginhallituksen puheenjohtaja.
Projektin tekeminen maksaa Liedolle 6.000 euroa.

Miké on Liedon tarjous, kun se on



(a
(b
(c

)
)
)
)

optimisti,
pessimisti,

HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN 2

katumuksen kaihtaja,
(d) riskineutraali?
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LUKU 3
Paatospuut

Luvussa 2 tarkastelimme staattista péaiatoksentekoa, eli paétos tehtiin
vain kerran, ja sitten katsottiin seuraukset. Nyt tarkastelemme dynaamista
paatoksentekoa, jossa padtokset ja sattumat seuraavat toisiaan, ja mennei-
syys vaikuttaa tulevaisuuteen.

Kuvallisesti tdmé dynaaminen péétosasetelma tarkoittaa seuraavan ku-
van oikean puolen puun kaltaista tilannetta (neli6 tarkoittaa pa#tosté ja ym-
pyra tarkoittaa sattumaa; kylkikolmio tarkoittaa tarkastelun loppua). Va-
semmanpuoleinen puu kuvastaa staattista tilannetta.

p11=p1 P11
T11 4 T11

P12
12 2

P13
13 s

T2111
T2112
72121

T21
T2122

22

T22

T23

Qs

Paatospuun rakentaminen

3.1. Esimerkki. Oljy-yhti6 Oy:n pitds padttad poratako oljyd paikas-
ta P. Poraaminen maksaa 100.000€. Jos 6ljyd 16ytyy, niin siitd saadaan
6.000.000€. Oljy-yhtio Oy arvelee, ettd 6ljyn loytymisen todennikdisyys
on 45%. Ennen varsinaista poraamista Oljy-yhtié Oy voi palkata geologin
arvioimaan paikkaa P. Geologin palkkaaminen maksaa 10.000€. Geologi
antaa todennikoisyydelld 50% suotuisan raportin. Mikéli raportti on suo-
tuisa, 1oytyy 6ljyd paikasta P todennikoisyydelld 80%. Mikéli raportti on
epasuotuisa, 1oytyy 6ljya paikasta P todennikoisyydelld 10%.
Mité Oljy-yhtié Oy:n kannattaa tehdi?

43
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Rakennamme binédérisen puun, jossa perdkkéin kysytddn nelja kylld/ei
-kysymysté. Jokaisen kysymyksen kohdalla puu (mahdollisesti) haarautuu.
Kysymykset ovat:

1. Palkataanko geologi?

2. Onko geologin raportti suotuisa?
3. Porataanko?

4. Onko oljya?

Kysymykset on jérjestetty niin, ettd péaatoksentekoa viivytetddn mahdolli-
simman pitkélle, jotta kaikki mahdollinen (satunnainen) informaatio saa-
daan paitoksenteon tueksi.

Ensimméiseen kysymykseen “Palkataanko geologi?” joudumme vastaa-
maan ilman mitédéin lisdinformaatiota. TAm& on puun juuri. Puumme siis
alkaa pdadtossolmusta (nelio)

Palkataanko geologi

Kylld

Ei

Juuressa puumme siis haarautuu kahdeksi alipuuksi: ylemméssé alipuus-
sa geologi palkataan ja alemmassa alipuussa geologia ei palkata. Seuraava
kysymys on “Onko geologin raportti suotuisa”. Jos geologia ei palkattu,
on tdma kysymys tietysti merkitykseton. Siten geologin raportti aiheuttaa
sattumasolmun (ympyrd) pédtoshaaraan, jossa geologi palkattiin, mutta ei
péadtoshaaraan, jossa geologia ei palkattu. Sattumasolmun haaroihin on mer-
kitty haaran tapahtumisen todennikoisyys (sulkuihin):
Palkataanko Onko geologin

geologi? raportti
suotuisa?

On (0,5)

Kolmas kysymys “Porataanko?” koskee kaikkia puun haaroja. Lisidmme siis
puuhun kolme paatossolmua:
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Palkataanko Onko geologin  Porataanko?
geologi? raportti
suotuisa?

Ei

Viimeinen kysymys on “Onko 6ljya?”. Tama kysymys koskee vain niitd puun
haaroja, joissa porataan. Jokaiseen poraushaaraan tulee siis sattumasolmu.
Eri sattumasolmuissa voi olla eri todennékoisyydet. Koska tdmé oli viimei-
nen kysymys, pitd kaikki haarat nyt paattaa lehtiin (kirkikolmio). Lehden
paahin merkitsemme kyseistd puun haaraa vastaavan palkkion. Olemme siis
saaneet puun

Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa?

On (0,8)
5.890.000
—110.000
Ei 4 ~10.000
Kylla
On (0,1)
5.890.000
—110.000
4 —10.000
On (0,45)
Kylla 5.900.000
Bi (0,55 —100.000

o
Riskineutraali padtossidianto

Riskineutraali paatossdantd paatospuissa perustuu laskemalla sattu-
masolmuille ja niistd haarautuville alipuille arvot odotusarvoperiaatteen
mukaan ja valitsemalla pédtossolmuissa se haara, jota vastaava alipuu
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(eli ko. alipuun juurisolmu) saa suurimman arvon. TAmé& arvo tulee myds
paétossolmun arvoksi. Kéytdnnossd arvojen médrdminen perustuu seuraa-
viin huomioihin:
1. Lehden arvo on se miké se on.
2. P&dtossolmun arvo on siitd haarautuvien alipuiden arvojen mak-
simi, eli parhaimman pédtoksen arvo.
3. Sattumasolmun arvo on siitd haarautuvien alipuiden odotusarvo,
eli todennikoisyyksin painotettu keskiarvo.

Koska lehtien arvot tiedetédédn ja kaikki paéttyy lopulta lehtiin, voidaan huo-
mioiden 1.-3. avulla laskea kaikkien puiden solmujen arvot kdymaélld puuhun
latvasta ja etenemaélléd takaperin.

Tarkastelemme edelleen 06ljy-yhtidesimerkkis 3.1. Lehtien arvot on an-
nettu. Lehtid edeltdvien sattumasolmujen “Onko 6ljya?” arvot lasketaan
odotusarvoperiaatteelle. Saamme solmujen arvoksi (solmut on lueteltu
ylh#élté alas, ja olemme siirtyneet euroista kiloeuroihin)

5.890 - 0,80 + (—110) - 0,20 = 4.690,
5.890 - 0,10 + (—110) - 0,90 = 590,
5.900 - 0,45 + (—100) - 0,55 = 2.600.

Paatospuussa merkitsemme solmun arvon sen vasempaan alanurkkaan.
T&aydenndmme péadtospuun siis muotoon
Palkataanko Onko geologin Porataanko? Onko oljya

geologi? raportti
suotuisa?

On (0,8)

5.890

—110

-0

5.890

—110

{ -0

5.900

Ei (0,55) 100

o

Seuraavaksi astumme puussa askeleen taaksepdin ja paddymme
paitossolmuihin “Porataanko?”. Ylimméssd péaidtossolmussa alipuun
“Kylld” arvo laskettiin juuri. Se oli 4.690. Alipuun “Ei” arvo on lehtiarvo
—10. Siis paras pa#tos téssd padtossolmussa on “Kylld” ja sitd vastaava
arvo 4.690 on tdmén péadtdssolmun arvo. Merkitsemme paédtossolmun arvon
sen vasempaan alanurkkaan. Merkitsemme myos parhaimman péatoksen
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symbolilla = ja piirrdimme vield selvyyden vuoksi parhaimman haaran
levedlld tussilla. Olemme siis téssd vaiheessa saaneet puun
Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko 6ljya

geologi? raportti
suotuisa?

On (0,8)

5.890

—110

10

5.890

—110

{ -0

5.900

Ei (0,55) 100

o

Téayttaméalla muut padatossolmut “Porataanko” samalla tavalla saamme
puun tdmén tason taytetyksi:

Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko oljya
geologi? raportti
suotuisa?

5.890

—110

{10

5.890

—110

{ -0

5.900

—100

2.600 Ei 4 0

Astumme taas puussa taaksepidin. Pdddymme sattumasolmuun “Onko
geologin raportti suotuisa?”’. Tamén sattumasolmun arvo on sen alipuiden
arvojen todennikdisyyksin painotettu keskiarvo, eli odotusarvo. Alipuiden
arvo on jo laskettu edellisessé vaiheessa. Saamme siis arvon

4.690 - 0,50 +490-0,50 = 2.590.
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Taytdmme tdmén padtéspuuhun ja saamme

Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko oljya
geologi? raportti
suotuisa?

On (0,8)

5.890

—110

{10

5.890

—110

-0

5.900

Ei (0,55) 100

o

Otamme sitten askeleen taaksepiin padtospuussa ja padsemme lopulta
juureen, eli ensimméiseen péaitossolmuun “Palkataanko geologi?”. Ndemme
ettd alipuun “Kylld” arvo on 2.590 ja alipuun “Ei” arvo on 2.600. Siten
paétossolmun “Palkataanko geologi” arvo on 2.600 ja paras paitos tassi
kohtaa on “Ei”. Olemme siis saaneet loputa tdysin tdytetyn paitospuun:

2.600

Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko oljya
geologi? raportti
suotuisa?

5.890

—110

-0

5.890

—110

{10

5.900

—100

2.600 Ei 4 0

Johtopédtds on, ettd ei kannata palkata geologia, ja ettd poraaminen
kannattaa aina.
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Bayesin kaava paéatéspuissa

Usein paitosongelman kuvauksessa on ehdolliset todennékdisyydet an-
nettu “védrin pain”. Toisin sanoen on annettu todenn#koisyys P(A|B),
kun tarvitsemme puussa todennidkoisyyden P(B|A). Tarvittavat to-
dennékoisyydet saadaan usein kddnnettyd Bayesin kaavalla (1.21).

3.2. Esimerkki. Pankki harkitsee myontddko 50.000 euron lainan asiak-
kaalle 12% korolla, vai sijoittaako kyseiset 50.000 euroa valtion obligaa-
tioihin 6% korolla. Pankki arvioi, ettd 4%:n todennikoisyydelld asiakas ei
pysty maksamaan lainaansa takaisin. Pankki voi teettdd tutkimuksen asiak-
kaan luotettavuudesta 500 eurolla. Todennikdisyys, ettd tutkimus antaa
suotuisan tuloksen asiakkaalle, joka pystyy maksamaan lainansa on 77/96.
Todennékdisyys, ettéd tutkimus antaa suotuisan tuloksen asiakkaalle, joka ei
pysty maksamaan lainaansa on 1/4.

Kannattaako pankin teettdé tutkimus asiakkaasta? Kannattaako pankin
antaa laina?

Pankin péitostilannetta vastaava puu on (ilman todennikoisyyksii,
palkkiot kiloeuroissa):

Laina maks.

55,5
Lainaa ei m. —0,5
Obligaatioita
52,5
Laina maks. 55,5
Lainaa ei m. —0,5

Obligaatioita

Laina maks.

56

Lainaa ei m.

Obligaatioita

(Emme ole “synkronoineet” téti esimerkin 3.2 p#adtospuuta toisin kuin esi-
merkin 3.1 Oljy-yhtion paitospuun. Huomattavaa kuitenkin on, ettd puina
ndmé molemmat pa#téspuut ovat samat. )
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Tutkimme mitkd todennédkoisyydet tarvitsemme. Merkitsemme

L = “Laina maksetaan”,
eil,. = “Lainaa ei makseta”,
S = “Raportti on suotuisa”,
eiS = “Raportti ei ole suotuisa”,
T = “Asiakas tutkitaan”,
eil = “Asiakasta ei tutkita”,
O = “Ostetaan obligaatioita”,
ei0 = “Annetaan laina”.

Nailld merkinnoilld abstraktein todennékoisyyksin tdytetty padtospuu on
P(L|S)

55,5

0,5

55,5

—-0,5

Prioritodennékdsyydet L:lle on annettu:
P(eil) = 0,04 ja P(L) = 0,96.

Liséksi on annettu uskottavuudet

P(S|L) =77/96 ja P(eiS|L)=19/96
sekd

P(SleiL) =1/4 ja P(eiSleil) = 3/4.
Sen sijaan tarvittavia posterioritodenndkoisyyksia P(L|S), P(eiLl|S),
P(L|eiS) ja P(eiL|eiS) ei ole annettu. Voimme kuitenkin laskea ne anne-
tuista todennikoisyyksistd Bayesin kaavalla (1.21). Saamme

P(L)P(S|L)

P(L)P(S|L) + P(eil)P(S|eiL)
0,96 - 77/96

0,96 - 77/96 + 0,04 - 1/4

— 0,087

P(LIS) =
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Koska ehdollinen todennékoéisyys on — ehdon ollessa kiinnitetty — to-
dennékéisyys, saamme kiyttdmailld komplementtikaavaa (1.3) edelliseen,
etta

P(eiL|S) = 1-P(L|S)
= 0,013,
Edelleen Bayesin kaavalla (1.21) saamme
P(L)P(eiS|L)
P(L)P(eiS|L) 4 P(eiL)P(eiS|eiL)
0,96 - 19/96
0,96 -19/96 + 0,04 - 3/4
= 0,864,
ja soveltamalla komplementtikaavaa (1.3) edelliseen saamme
P(eiLleiS) = 1—P(L|eiS)
= 0,136.

Lopulta huomaamme ettd olemme jo itse asiassa médrdnneet todennakoi-
syyden

P(LleiS) =

P(S) = P(L)P(S|L)+ P(eiL)P(S|eilL)
= 0,780
kokonaistodenndkdisyyden kaavan (1.20) avulla. Siten, komplemettikaavan
(1.3) nojalla
P(eiS) = 1-P(9)
= 0,220.

Sijoittamalla saadut luvut aiemmin rakennettuun péaatéspuuhun ja las-
kemalla odotusarvot normaaliin tapaan lahtien liikkeelle lehdistd saamme

0,987

55,5

-0,5

55,5

-0,5

54,272
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Niaemme, ettd pankin kannattaa teettdd tutkimus asiakkaasta, ja jos tulos
on suotuisa, antaa laina. Jos taas tulos on epésuotuisa, ei lainaa kannata
antaa.

Informaation arvo

Epédtidydellisen informaation arvo. Asiantuntijainformaatio eli
epdtdaydellinen informaatio tarkoittaa informaatiota, joka muuttaa ndkemys-
tdmme epdvarmojen tapahtumien todennékoisyyksisté.

Olkoon pédtospuun DT (juuren) arvo vy = v(DT). Asiantuntija an-
taa raportit ey, eq, ..., e, todennikoisyyksin qi, qa, ..., q,. Jokaista raport-
tia ey, k=1,2,...,n, vastaa pdédtospuu DT, , joka saadaan péaéitdspuusta
DT korvaamalla kaikki esiintyvét “raa’at” todennékoéisyydet raporttia ey
vastaavilla asiantuntijatodennikoisyyksilla. Pa4tospuulle DT, voidaan las-
kea arvo v, = v(DT,,) normaaliin tapaan. Koska asiantuntija antaa puun
DT,, todennikoisyydelld g, niin hidn antaa itse asiassa puun DT,, missd
on juuressa sattumasolmu, joka haarautuu puihin DT, ,DTe,,..., DT, to-
denn#koisyyksin q1, qo, . . ., ¢, . Siten asiantuntijan antaman puun riskineut-
raali arvo on

n
ve = v(DTe) = quvek.
k=1

Nyt siis péidtoksentekijalli on kaksi vaihtoehtoa: (1) joko pelata alku-
peridiselld puullaan, jonka arvo on vy tai (2) maksaa x ja pelata asiantunti-
japuulla, jonka arvo on wv.. Luonnollisesti asiantuntijainformaation arvo on
suurin x, jolle v —x > v, eli

T = Ve — .

3.3. Esimerkki. Sijoittaja K.:lla on 10.000<€ sijoitettavaa. Sijoittaja K. voi
sijoittaa rahansa joko Riskiin, Varmaan, tai Sdéstoon. Jos hén sijoittaa Ris-
kiin tai Varmaan, joutuu hin maksamaan 200€ eriniisid késittelykuluja.
Jos tulee karhumarkkinat Riski antaa —800<€ voittoa ja Varma 100€ voit-
toa. Jos tulee sonnimarkkinat Riski antaa 1.700€ voittoa ja Varma antaa
1.200€ voittoa. Jos nykymeno jatkuu, niin Riski antaa 300€ voittoa ja
Varma antaa 400€ voittoa. S&dstd antaa aina 500€ voittoa. Sonnimark-
kinoiden todennikoisyys on 0,50, nykymenon todennékéisyys on 0,30 ja
karhumarkkinoiden todenndkéisyys on 0,20.

(a) Mihin kohteeseen sijoittaja K.:n tulee sijoittaa?

(b) Sijoittaja K. voi konsultoida markkina-asiantuntija R.:44, jonka
arviot ovat osoittautuneet vastaamaan todellisuutta seuraavan
kaavion tavoin:

Todellisuus
Ennustus  Sonni Nykymeno Karhu
Sonni 0,80 0,15 0,20
Nykymeno 0,10 0,70 0,20

Karhu 0,10 0,15 0,60




INFORMAATION ARVO 53

Toisin sanoen esimerkiksi 15% tilanteista, joissa nykymeno on
jatkunut markkina-asiantuntija onkin ennustanut sonnimark-
kinoita. (Huomaa, ettd tédssd taulokossa sarakkeet summau-
tuvat ykkosiksi, eivét rivit. Tosin sanoen sarakkeet vastaavat
todennikoisyysjakaumia, mutta rivit eiviit.)

Kuinka paljon sijoittaja K.:n kannattaa korkeintaan maksaa
markkina-asiantuntija R.:n ennusteesta?

Kohdassa (a) sijoittaja K.:n tilannetta kuvaava riskineutraalisti tdytetty
paatospuu voittoineen ja tappioineen on:

Sonni (0,50)
Riski f\/ Nykymeno (0,30) 4 100
58(}J\ Karhu (0,20) 4 o0

Sonni (0,50) 4
1.000
Varma, f\/ Nykymeno (0,30) 4 500
540 Karhu (0,20)
580 ¢ 100
Sadsto 4 500

Sijoittaja K.:n kannattaa siis sijoittaa Riskiin.

Rakennamme seuraavaksi kohtaan (b) asiantuntijapuun. Puuta var-
ten tarvitsemme asiantuntijainformaation posterioritodennikoisyydet ja
todennékoisyydet asiantuntija R.:n raporteille. Namé& pitdd laskea, silla
esimerkin 3.3 taulukossa on annettu ehdolliset todenn#koisyydet puun
kannalta “védrin péain”. Tarvitsemme siis Bayesin kaavaa ja kokonaisto-
dennékoisyyden kaavaa taulukon “kéédntdmiseen”.

Tonennidkoisyydet asiantuntija R.:n raporteille saadaan kokonaisto-
denndkdisyyden kaavalla (1.20):

P(R.:“Sonni”) = P(Sonni)P(R.:“Sonni”|Sonni) +
P(Nykymeno)P(R.:“Sonni” [Nykymeno) +
P(Karhu)P(R.:“Sonni” |Karhu)

— 0,50-0,80 + 0,30 - 0,15 + 0,20 - 0,20
= 0,485.

P(R.:“Nykymeno”) = P(Sonni)P(R.:“Nykymeno”|Sonni) +
P(Nykymeno)P(R.: “Nykymeno” |[Nykymeno) +
P(Karhu)P(R.:“Nykymeno” |[Karhu)

— 0,50-0,10 + 0,30 - 0,70 + 0,20 - 0,20
— 0,300.

Lopuksi voimme laskea
P(R..“Karhu”) = 1-— (P(R.:“Sonni”) + P(R.:“Nykymeno”))

= 1— (0,485 + 0,300)
= 0,215.
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Tarkistuksen vuoksi huomautamme, ettd kokonaistodennékoisyyden kaava
antaa saman tuloksen:

P(R.:“Karhu”) = P(Sonni)P(R.:“Karhu”|Sonni) +
P(Nykymeno)P(R.: “Karhu” |[Nykymeno) +
P(Karhu)P(R.:“Karhu” |Karhu)

— 0,50-0,10 + 0,30 - 0,15 + 0,20 - 0,60
— 0,215.

Posterioritodennédkéisyydet saadaan nyt Bayesin kaavasta (1.19):

Posteriori
Ennustus Sonni Nykymeno Karhu
Sonni 0,8247 0,0928 0,0825
Nykymeno  0,1667 0,7000 0,1333
Karhu 0,2325 0,2093 0,5581

(Huomaa, ettd tédssd taulokossa rivit summautuvat ykkosiksi, eiviit sarak-
keet. Tosin sanoen rivit vastaavat todennakoisyysjakaumia, mutta sarakkeet
eivit. Tama on siis “kddnnetty” versio aikaisemmasta asiantuntijataulukos-
ta.)

Y14 olevassa taulukossa esimerkiksi posterioritodennékoisyydet 0,8247
ja 0,1667 on saatu laskemalla kaavalla (1.19)

P(Sonni|R.: “Sonni”)
P(Sonni)P(R.:“Sonni”|Sonni)
P(R:“Sonni”)

0,50 - 0,80
0,485
= 0,8247.

P(Sonni|R.: “Nykymeno”)
P(Sonni)P(R.:“Nykymeno” |Sonni)
P(R:“Nykymeno”)
0,50 - 0,10
0,300
— 0,1667.

Saamme asiantuntijapuun voittoineen ja tappioineen
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Sonni (0,8247
( ) ¢ 1500
Riski /\/ Nykymeno (0,0928)

1.164 Karhu (0,0825) 4 1,000
Sonni (0,8247) 4
1.000
V: f\/ Nykymeno (0,0928)
R.: Sonni (0,485) = {200
835 Karhu (0,0825)
1.164 {100

Saasto 4 500

Sonni (0,1667) 4 L500
Riski f\/ Nykymeno (0,7000) 4 100
187\}\ Karhu (0,1333)

Sonni (0,1667
( ) ¢ 1.000

Varma, A/Nykymeno (0,7000) 4 500
293 Karhu (0,1333) 4 100

R.: Nykymeno (0,3)

822 50

Saasto 4 500

Sonni (0,2325
( ) ¢ 1500

iski A/Nykymeno 0,2093
Riski ( ) 4100

0 ;
—188 Karhu (0,5581)
0

Sonni (0,2325)

¢ 1.000
Varma f\/ Nykymeno (0,2093)
219 Karhu (0,5581)

R.: Karhu (0,215)

50

Saasto q 500

Johtopaétos on, ettd markkina-asiantuntijan informaation arvo on sijoittaja
K.:lle 822 — 580 = 242 euroa.

Oraakkeli-informaation arvo. Oraakkelilla emme tarkoita Delfoin
oraakkelia, joka antaa hyodytontd informaatiota tyyliin “suuri valtakunta
tuhoutuu, jos aloitat sodan”, vaan téaydellisen luotettavaa asiantuntijaa. Toi-
sin sanoen oraakkeli on asiantuntija, jonka raporteissa esiintyy ainoastaan
todenndkdisyyksii 0 ja 1. Oraakkeli-informaation arvo voidaan siis laskea
samalla tavalla kuin asiantuntijainformaation arvo.

Mikali oraakkeli antaa raporttinsa jo tunnettujen “raakojen” to-
denn&koisyyksien mukaan — kuten on usein luonnollista olettaa — voidaan
oraakkelipuun arvo laskea myos rakentamalla oraakkelipuu alkuperiisesta
puusta kddntadmaélla kaikki sattuma ennen pa#toksid seuraavaan tyyliin:
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wi  (p1) az

Kéaantamista jatketaan, kunnes kaikki sattuma on ennen péadtoksia. Talloin
saadaan oraakkelipuu, joka vastaa padtostilannetta “kysytédén oraakkelilta”.

Esimerkissd 3.3 oraakkeli-informaation arvo on sijoittaja K.:lle 420 eu-
roa. Nimittédin oraakkelipuu on

Riski 4 1.500

Sonni (0,5) E(Varma 4 1.000
1.500 Saasto 4 500
Riski 4 100
Nykymeno (0,3) Eé Varma 4 200
1.000 500 Saasto 4 500

Riski 4
—1.000

Karhu (0,2) Eé\/arma 4 ~100
500 Saasto 4 500

Johtopéétos on, ettéd oraakkeli-informaation arvo sijoittaja K.:lle on 1000 —
580 = 420 euroa.

Harjoitustehtavid lukuun 3

3.1. Harjoitustehtavi. Erindkoiset padatospuut voivat olla olennaisesti sa-
moja. Seuraavassa on kuusi padtospuuta: DTy, DTy, DT3, DTy, DT5 ja
DTg. Kolme péadtospuuta ovat olennaisesti samoja. Mitka kolme? Itse asias-
sa paatoksenteon kannalta nelji padatospuuta ovat samoja. Mitkid nelja?

0,1

DT>

DTy
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0,1

DTy
DT3

DTs

D15

Vihje: a1, a2, a11, jne. ovat vain nimikyltteja. Ne ovat vapaasti vaihdettavia.

3.2. Harjoitustehtivi. (a) Padtospuu on matala, jos mitdin sat-
tumasolmua ei vilittomésti seuraa sattumasolmu eikd mitddn
padtossolmua vilittomésti seuraa paidtossolmu. Osoita, ettd jo-
kainen péadtéspuu on ekvivalentti jonkin matalan padtéspuun
kanssa.

(b) Padtospuu on bindgdrinen, jos jokainen solmu (pa#tds tai sattu-
ma), haarautuu tdsmélleen kahdeksi alipuuksi. Osoita, ettd jokai-
nen paiatospuu on ekvivalentti binédédrisen padtospuun kanssa.

(¢) Onko jokainen p#étospuu ekvivalentti jonkin péaétéspuun kanssa,
joka on sekid matala ettd bindérinen?

(d) Esitd esimerkkien 3.1 ja 3.2 pa#tospuut matalina padtospuina.

3.3. Harjoitustehtdvi. Colaco Oy valmistaa kasvisuutejuomia. Colaco
harkitsee uuden suklaalla maustetun kasvisuutejuoman, Chocolan, mark-
kinointia. Colacolla on kolme vaihtoehtoa:

1. Teettdd markkinointitutkimus Chocolasta, ja sitten joko markki-
noida tai olla markkinoimatta Chocolaa, riippuen tutkimuksen tu-
loksesta.

2. Markkinoida Chocolaa.

3. Olla markkinoimatta Chocolaa.
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Ilman markkinointitutkimusta Colaco arvioi, ettd Chocolalla on 55% to-
denn#koisyys menestyé ja 45% todennikoisyys flopata. Jos Chocola menes-
tyy, Colaco saa 300.000€ voitot. Jos taas Chocola floppaa, Colaco kérsii
100.000<€ tappiot. Jos markkinointitukimus antaa suotuisan tuloksen, niin
Chocola menestyy markkinoilla 85% todennékoisyydelld. Markkinointitut-
kimus antaa suotuisan tuloksen 60% todenniikoisyydelld. Jos taas mark-
kinointitutkimus antaa epidsuotuisan tuloksen, niin Chocola menestyy 10%
todennékoisyydelld. Markkinointitutkimus maksaa 30.000<€.

Mita Colacon tulisi tehdi?

3.4. Harjoitustehtivi. Douppausvalvontakomitean tulee paattdd testa-
taanko Narkomaan joukkue. Douppausvalvontakomitealla on kaytossa testi,
joka on 90% luotettava. Douppausvalvontakomitea arvioi, ettd keskiméirin
5% kaikista urheilijoista douppaa. Tilanteeseen liittyy kolmenlaisia kuluja:

c1 = kulu, jos joukkuetta syytetddn vadrin douppauksesta,
ca = kulu, jos joukkueen douppausta ei huomata,
c3 = kulu yksityisyyden loukkauksesta.

(a) Olkoon kulut ¢; = 10, ¢ = 5 ja c¢g = 1. Tuleekon douppaus-
valvontakomiten testata Narkomaan joukkue?

(b) Osoita ettd jos ¢; > ¢a > c3, niin Narkomaan joukkuetta ei tule
testata.

3.5. Harjoitustehtivid. Olkoon epdvarman tilanteen todennékoisyysja-
kauma p = (p1,p2,...). Epdvarmuuden, eli satunnaisuuden, suuruutta mi-
tataan entropialla:

H(p) = =) pilnp;.

(a) Millainen jakauma maksimoi epdvarmuuden eli entropian?

(b) Millainen jakauma minimoi epdvarmuuden eli entropian?

(c) Kasvattaako vai vihentééko esimerkissé 3.3 markkina-asiantunti-
jan kiytto entropiaa?

3.6. Harjoitustehtiva. (a) Kuinka paljon esimerkin 3.1 6ljy-yhtion
kannattaisi korkeintaan maksaa oraakkelille, joka kertoo onko pai-
kassa P oljy4 vai ei?

(b) Kuinka paljon esimerkin 3.2 pankin kannattaisi korkeintaan mak-
saa asiakastutkimuksesta?

(c¢) Kuinka paljon esimerkin 3.2 pankin kannattaisi korkeintaan mak-
saa oraakkelille, joka kertoo pystyyko asiakas maksamaan lainansa
takaisin vai ei?

3.7. Harjoitustehtidva. Omppukone Oy valmistaa liukuhihnalla muisti-
piirejd kymmenen piirin sarjoissa. Omppukone arvioi, ettéi keskiméirin 80%
sarjoista sisdltds 10% viallisia piireji ja 20% sarjoista sisiltdd 50% viallisia
piireji. Jos “hyvé sarja” (siis sellainen, jossa on vain 10% viallisia piireji)
lahetetddn liukuhihnalla eteenpéin se tulee maksamaan prosessointikului-
na 1.000€. Jos “huono sarja” (siis sellainen, jossa on 50% viallisia piireji)
lahetetddn liukuhihnalla eteenpéin se tulee maksamaan prosessointikuluina
4.000€. Omppukone voi vaihtoehtoisesti korjata sarjan hinnalla 1.000<€.
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Korjattu sarja on automaattisesti “hyva sarja”. Lisdksi Omppukone voi ha-
lutessaan 100-€ hinnalla testata tdsmélleen yhden piirin sarjasta.

(a) Mitd Omppukoneen tulee tehd&d?

(b) Kuinka paljon Omppukoneen kannattaa korkeintaan maksaa piirin
testaamisesta?

(c¢) Kuinka paljon Omppukoneen kannattaa maksaa oraakkelille, jo-
ka ilmoittaa jokaisesta sarjasta, onko se “hyvéi sarja” vai “huono
sarja’?

Huomautus: Tehtévassa oletetaan, ettd Omppukone voi testata tdsmdlleen
yhden piirin sarjasta. Tilanne muuttuu paljon mielenkiintoisemmaksi (eli
vaikeammaksi), jos Omppukone voi testata niin monta piirid kuin haluaa,
joko samanaikaisesti tai perdkkéin. Innokas opiskelija voi halutessaan rat-
kaista Omppukoneen ongelman téssd laajennetussa muodossa.






LUKU 4

Todennikdisyyksien estimointi

Esitdimme menetelmid todennékoisyyksien estimointiin. Kaikki esi-
tettédvit menetelmit olettavat, ettd estimointiin kéytetty data on (riittévén)
riippumatonta ja samoin jakautunutta. Harjoitustehtévissia 4.3(b), 4.6 ja
4.7 niisté oletuksista luovutaan hieman.

Suhteellisten frekvenssien menetelméi

Varmaankin yksinkertaisin ja luontevin tapa estimoida todenn#koi-
syyksid on suhteellisten frekvenssien menetelmd eli kdyttdd empiirista
todennékoisyysjakaumaa. Talloin satunnaiskokeeseen X liittyvén tapahtu-
man {X = z} estimoitu todenn#kdisyys on sen esiintymiskertojen suhteelli-
nen lukuméara — eli frekvenssi — pitkéssé toistojen sarjassa. Menetelméssé
siis oletetaan, ettd toistetut satunnaiskokeet Xi, Xo,... ovat (riittdvin)
rigppumattomia ja samankaltaisia. Menetelmé perustuu todennékoisyyden
frekvenssitulkintaan ja sitd kautta suurten lukujen lakiin.

Jos on saatu havainnot x1,...,x,, niin suhteellisten frekvenssien mene-
telmén antama estimaatti todennékoisyydelle P(X = z) on

P(X =) ~ n(x|x1,...,$n)’
n

missé n(zx|z1,...,x,) on arvon x esiintymiskertojen lukumééra havainnois-
S& Tl,...,Tn.

4.1. Esimerkki. Jos havainnot ovat z; = 1, 20 = 0, 23 = 0, x4 = 1,
x5 = 0, xg = 42, niin estimoitu todennikdoisyysjakauma on

po = PX=0) = 3/6 = 05000,
m = PX=1) = 2/6 = 0,3333,
pie = P(X=42) = 1/6 = 0,1667.

Jos sitten saadaan uusi havainto x7y = 0, niin uusi estimoitu todennakoi-
syysjakauma on

po = PX=0) = 4/7 = 05714,
m = PX=1) = 2/T = 0,2857,
pe = P(X=42) = 1/7 = 0,1429.
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Seuraava uusi havainto xg = —1, aiheuttaa uuden estimoitun todennikoi-
syysjakauman
p-1 = P(X=-1) = 1/8 = 10,1250,
ppo = PX=0) = 4/8 = 10,5000,
p = PX=1 = 2/8 = 0,2500,
pe = P(X=42) = 1/8 = 0,1250.

Jos vield saadaan uusi havainto x9 = 7, niin uusi estimoitu todennékoisyys-
jakauma on

p1 = P(X=-1) = 1/9 = 0,1111,
po = P(X=0) = 4/9 = 04444,
m o= P(X=1) = 2/9 = 02222
pr = PX=m) = 1/9 = 0,111,
piz = P(X =142) 1/9 = 0,1111.

Suhteellisten frekvenssien menetelméssé siis uusi data voi sekéd muuttaa van-
hoja todennékdisyyksid ettd tuoda mukaan uusia tulosmahdollisuuksia. II-
meistd on myds, ettéd menetelmé suppenee hitaasti. Toisin sanoen, jos dataa
on vihén, niin estimaatit voivat muuttua paljonkin tulevaisuudessa.

4.2. Esimerkki. Leipuri Pulla myy pullia Kumputien Leipomossa. Hén
paistaa pullat aamulla ja myy ne lounastauolla viereisen Ministerion Eri-
koisosaston virkamiehille. Eilisid pullia ei voi tdndin endd myydé. Leipuri
Pullan leipomo on auki maanantaista perjantaihin, muttei pyhind tai aat-
toina.

Pullan paistaminen maksaa leipuri Pullalle 0,20<€ pullalta, ja hin myy
niitd 1,00<€ kappalehintaan. Siten, jos leipuri Pulla paistaa aamulla ¢ pullaa
ja héneltd kysytadan lounastauolla j pullaa, niin hinen voittonsa on

rij = 1,00€ - min(s,j) — 0,20€ - 4.

Leipuri Pullan tulee pa#ttas, kuinka monta pullaa pitédd paistaa aamulla
lounastaukoa varten, jotta hén saisi parhaan mahdollisen voiton.

Leipuri pulla on kerdnnyt seuraavan datan myymistédén pullista:

Lokakuu 2009 Marraskuu 2009
Viikko Ma Ti Ke To Pe Viikko Ma Ti Ke To Pe
40 2 0 45 8 4 3 3 3
41 3 7 10 4 0 46 4 4 6 8 2
42 7 5 10 6 4 47 8 5 &8 2 0
43 4 5 6 10 2 48 3 10 9 5 2
44 8 6 5 6 2 49 7
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Joulukuu 2009 Tammikuu 2010
Viikko Ma Ti Ke To Pe Viikko Ma Ti Ke To Pe

49 4 4 6 2 53 -
50 7T 5 5 10 3 1 3 4 - 4 2
51 4 4 5 6 1 2 9 8 5 6 4
52 5 4 4 - - 3 5 6 5 6 3
53 7T 5 9 - 4 3 8 5 5 3
Datapisteiden lukumééré on 82 ja saatujen arvojen 0, ..., 10 suhteelliset
frekvenssit pp, = P(X =k) (k=0,...,10) ovat
ps = 15/82 = 0,183,
po = 3/82 = 0,037, pe = 10/82 = 0,122,
p1 = 1/82 = 0,012, pr = 5/82 = 0,061,
p2 = 8/82 = 0,098, ps = 7/82 = 0,085,
ps = 10/82 = 0,122, pg = 3/82 = 0,037,
ps = 15/82 = 0,183, plo = 5/82 = 0,061.

Graafisesti saatu empiirinen todennikdisyysjakauma on siis:

Esimerkin 4.2 leipuri Pulla vaihtoehdot ovat

a; = ‘“Paistetaan aamulla ¢ pullaa”.
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Hén arvottaa ne riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan:
V(e) = B(a) = ) rijp
J

10
> (min(z’,j) . 0,2@) »;.
§=0
Jos leipuri Pulla ja uskoo suhteellisten frekvenssien menetelméén, hinen
estimaattinsa todennékodisyyksielle on siis annettu edelld ja saamme numee-
riset arvot

V(ag) = 0,00-0,037 4 0,00 - 0,012 + 0,00 - 0,098 + 0,00 - 0,122 +
0,00 - 0,183 -+ 0,00 - 0,183 + 0,00 - 0,122 + 0,00 - 0,061 +
0,00 - 0,085 + 0,00 - 0,037 + 0,00 - 0,061 = 0,000,

V(ay) = —0,20-0,037 + 0,800,012 + 0,80 - 0,098 + 0,80 - 0,122 +
0,80 - 0,183 + 0,80 - 0,183 + 0,80 - 0,122 + 0,80 - 0,061 +
0,80 - 0,085 + 0,80 - 0,037 + 0,80 - 0,061 = 0,764,

V(az) = —0,40-0,037 40,600,012+ 1,60 - 0,098 + 1,60 - 0,122 +
1,60 - 0,183 + 1,60 - 0,183 + 1,60 - 0,122 + 1,60 - 0,061 -+
1,60 - 0,085 + 1,60 - 0,037 + 1,60 - 0,061 = 1,516,

V(as) = —0,60-0,037 + 0,40 - 0,012 + 1,40 - 0,098 + 2,40 - 0,122 +
2,40 - 0,183 + 2,40 - 0,183 + 2,40 - 0,122 + 2,40 - 0,061 +
2,40 - 0,085 + 2,40 - 0,037 + 2,40 - 0,061 = 2,169,

V(a) = —0,80-0,037+ 0,200,012+ 1,20 - 0,098 + 2,20 - 0,122 +
3,200,183 + 3,20 - 0,183 + 3,20 - 0,122 + 3,20 - 0,061 +
3,20 - 0,085 + 3,20 - 0,037 + 3,20 - 0,061 = 2,701,

V(as) = —1,00-0,037+0,00- 0,012+ 1,00 - 0,098 + 2,00 - 0,122 +
3,00 - 0,183 + 4,00 - 0,183 + 4,00 - 0,122 + 4,00 - 0,061 +
4,00 - 0,085 + 4,00 - 0,037 + 4,00 - 0,061 = 3,050,

V(ag) = —1,20-0,037 — 0,200,012+ 0,80 - 0,098 + 1,80 - 0,122 +
2,80 - 0,183 + 3,80 - 0,183 + 4,80 - 0,122 + 4,80 - 0,061 +
4,80 - 0,085 + 4,80 - 0,037 + 4,80 - 0,061 = 3,216,

V(az) = —1,40-0,037 — 0,400,012+ 0,60 - 0,098 + 1,60 - 0,122 +
2,60 - 0,183 + 3,60 - 0,183 + 4,60 - 0,122 + 5,60 - 0,061 +
5,60 - 0,085 + 5,60 - 0,037 + 5,60 - 0,061 = 3,260,

V(as) = —1,60-0,037—0,60-0,012+ 0,40 - 0,098 + 1,40 - 0,122 +
2,40 - 0,183 + 3,40 - 0,183 + 4,40 - 0,122 + 5,40 - 0,061 +
6,40 - 0,085 + 6,40 - 0,037 + 6,40 - 0,061 = 3,242,
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V(ag) = -1,80-0,037 — 0,800,012+ 0,20 - 0,098 + 1,20 - 0,122 +
2,20-0,183 + 3,20 - 0,183 + 4,20 - 0,122 + 5,20 - 0,061 +
6,20 - 0,085 + 7,20 - 0,037 + 7,20 - 0,061 = 3,140,

V(ag) = —2,00-0,037 — 1,000,012+ 0,00 - 0,098 + 1,00 - 0,122 +
2,00 - 0,183 + 3,00 - 0,183 + 4,00 - 0,122 + 5,00 - 0,061 +
6,00 - 0,085 + 7,00 - 0,037 + 8,00 - 0,061 = 3,001.

Riskeneutraali leipuri Pulla paistaa siis 7 pullaa aamulla.

Suhteellisten frekvenssien menetelmén hyvii ja huonoja puolia.

@ helppo ymmértia ja toteuttaa,

@ el perustu mihinkd#in teoreettiseen malliin, joten mallivirheen ris-
ki4 ei ole,

© el mallita tilanteeseen mahdollisesti liittyvaé erikoisluonnetta,

© vaatii paljon dataa, jotta todennédkoisyydet olisivat luotettavasti
estimoidut.

Teoreettisen mallin sovittaminen

Tarkastelemme ns. parametristi tilastollista pddttelyd.

Joskus voidaan satunnaiskokeesta X olettaa jotain. Tyypillisesti olete-
taan, ettd X on jakautunut jonkin tunnetun jakauman — mutta tunte-
mattoman parametrin — mukaan. Esimerkiksi kolikonheitto on Bin(1,6)-
jakautunut, missd 6 — klaavan todennékoisyys — on tuntematon paramet-
ri. Samoin, jos heitetddn kolikkoa 3 kertaa perékkéin ja lasketaan klaavat,
niin tulos on Bin(3, #)-jakautunut. Satunnaiskokeen jakauman tyypi siis tie-
detdén, mutta tdsmentdva parametritieto puuttuu. Tuntematon parametri
pitdd siis estimoida datasta. Menetelméssé oletetaan, ettd satunnaiskokeet
X1, Xo, ... ovat (riittdvén) rigppumattomia ja samankaltaisia, ja etti satun-
naiskokeen X jakauma tunnetaan “parametria vaille”. Menetelmé perustuu
suurten lukujen lakiin.

Tuntemattoman parametrin estimointiin on olemassa ainakin kaksi kil-
pailevaa menetelméé: bayesldinen tilastollinen paéttely ja suurimman uskot-
tavuuden periaate.

Bayesliista tilastollista péadttelyd emme kisittele.

Suurimman uskottavuuden periaate on — kuten nimestikin kiy
ilmi — se, ettd uskomme satunnaisten tapahtumien tapahtuvan to-
dennékoisimmaélld mahdollisella tavalla. Toisin sanoin: mitéd uskottavampi
tapahtuma on, sitd enemmén siihen uskomme. Tarkemmin suurimman
uskottavuuden periaatteessa on kyse seuraavasta:

e on annettu data, eli havainnot, x1,...,Z,,
e on mallinnettu yksittdisen havainnon x todenn#kdisyys, tai to-
dennikoisyystiheys', p(x|d), missid parametri  on tuntematon.

lTodenndkb'isyystiheys p(x) tarkoittaa sitd, ettd todennékoisyys saada havainto
vililtd [a,b] on integraali
b
| pla)ds,
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Datan z1,...,z, todennikoisyys, tai todennidkoisyystiheys, jos 6 tunnet-
taisiin olisi

(tulomuoto johtuu riippumattomuusoletuksesta). Koska 6 on tuntematon
tulkitsemme todennikoisyysfunktion p(xi,...,z,|0) toisin pdin datan wus-
kottavuutena L(0|x1,...,xy). Nyt parametrin 6 suurimman uskottavuuden
estimaattori 6 on se tuntemattoman parametrin 6 arvo, jolla uskottavuus
L(0|x1,...,x,) maksimoituu:

0 = argmaxL(O|xy,...,zp).
0

Kéytannossa f lasketaan usein tyypilliselld “koulupojan optimointimene-
telmalld”: derivoidaan uskottavuus L(@|z1,...,x,) parametrin 6 suhteen,
ja optimi 6 16ytyy derivaatan nollakohdasta. Toisin sanoen optimi 6 on se
piste, jossa

%(9|m1,...,xn) = 0.

Koska tulojen derivointi on vaivalloista, tarkastellaan usein log-uskottavuutta

00|x1,...,xy) = InL(Olxy,...,xy).

Koska logaritmi on aidosti kasvava funktio on log-uskottavuuden maksimoin-
ti yhtéapitdvasd uskottavuuden maksimoinnin kanssa. Log-uskottavuutta on
kuitenkin mukavampi derivoida, silld se on summamuotoinen:

U@z, ..., 2,) = In <p(x1\9) . ~p(xn]9)>
= Inp(21]6) + - + In p(w,[6).

Siten, kayttamalla derivointisdantoji

(10 90) = 1)+ Falo)
d A
@IHJ%Q) = C}Q(Q),
d9(9’ Loy @p) = p(]0) @nld)

Teoreettisen mallin sovittamismenetelmin hyviid ja huonoja
puolia.

@ tarvitsee vain vdhén dataa,

@ mahdollistaa taustatietojen kiyton mallinnuksessa,
© mallivirheen riski,

© joskus vaikea ymmértéaa tai toteuttaa.

Teoreettisia malleja.

eli todennékoisyys, ettd saatu havainto on A :n p#dssé pisteestd z on noin p(z)A, kun A
on pieni.
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Binomimalli. Tarkastelemme satunnaiskoetta, jossa on n riippumaton-
ta samankaltaista toistoa ja jokaisella kerralla voidaan joko “onnistua” to-
denn#koisyydella 6 tai “epdonnistua” todennidkoisyydelld 1—60. Oletamme,
ettd m on tunnettu ja 6 on tuntematon parametri.

Binomimallissa parametrin ¢ suurimman uskottavuuden estimaattori on
“onnistumisten” lukumé&éra jaettuna toistojen lukuméérilla. Perustelemme
tdmén. Olkoon data x1,...,x,, missd xp = 1, jos toistolla k& onnistuttiin
ja xr = 0 muulloin. T&ll6in “onnistumisten” lukumééri jaettuna toistojen
lukumééralla on keskiarvo
T+,

- .

xr =

Nyt nZ on “onnistumisten” lukuméirs, ja siten?
p(ry,...,x2,00) = 0"F(1—-0)" "
Saamme log-uskottavuuden
L0|x1,...,xy) = In (H"i(l—ﬁ)"_”i)
In (67) + In ((1-6)"~")
= nzlnf+ (n —nz)ln(1-0).

Siten

d¢ d/ _ _
@(9|x1, ceyTp) = @<nazln9 + (n — nx) 111(1—(9))

_ %(m@ Ing) + % (0 —n2)n(1-0))

= n:T:i Inf+ (n— n:Z‘)i In(1-0)

de dé
_ 1 _ 1
= ms~§+(nfnx)-(fl)-m
_ nT n-nr
T 0 1-9
_ (1-=0)nxz —0(n —nx)
B 6(1 —0)
_ nT—0nx —0On+0nx
N 0(1 —6)
~ n(z—0)
(1 -0)
= 0,

jos ja vain jos 6 = .
20ikeastaan binomimallissa yleensd oletetaan, ettd “onnistumisten” paikkoja

Ti,...,Tn el havaita, vaan ainoastaan niiden lukumé&ird nz. T&lloin oikea to-
dennékoisyysfunktio on

p(nzl0) = (;) 0" (1—0)" "7,

Koska binomikerroin () on vakio parametrin 6 suhteen ei télli kuitenkaan ole mitésin
vaikutusta suurimman uskottavuuden analyysiin.
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Leipuri Pullan esimerkissé 4.2 voimme ajatella, ettd paivittédiset pullan-
myynnit ovat binomijakautuneet parametrein 10 (tunnettu)® ja 6 (tunte-
maton). TAlloin 82 péivan pullanmyynnit on binomijakautunut parametrein
820 ja #. Suurimman uskottavuuden estimaattori parametrille 8 on talldin
pullien kokonaismyynti jacttuna 820:1la:

A 410
g = — = 0,5
820
Erityisesti siis arvio todennikoisyydelle, ettd jonakin pdivin myyd&idn x

pullaa (z =0,1,...,10) on

<10>0,5"f-0,510—$ = <10>07510.
T €T

Sijoittamalla luvut = 0,...,10 ylla olevaan kaavaan saamme numeeriset
arvot
ps = 0,1172, pr = 0,1172,
po = 0,0010, pe = 0,2051, ps = 0,0439,
p1 = 0,0098, ps = 0,2461, po = 0,0098,
pe = 0,0439, ps = 0,2051, pio = 0,0010.

Kuvallinen esitys tisti jakaumasta on (kuvan skaala on sama kuin suh-
teellisten frekvessien tapauksessa):

A
0,25+

0,20+

0,15+

0,104

0,05+

[ ] ] |

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

\J

Esimerkin 4.2 leipuri Pulla vaihtoehdot ovat

a; = ‘“Paistetaan aamulla ¢ pullaa”.

3Parametrin n arvoksi on valittu rohkeasti suurimman havainnon arvo. Jos joskus
tulevaisuudessa havaitaan suurempi arvo, esimerkiksi 42, aiheuttaa tima ongelmia.
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Hén arvottaa ne riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan:

V(e) = Ela) = Y rijp
j

10
-y <min(i,j) _ 0,2@) : <1.0) 0,510
i=0 J
(¢ =0,...,10), missé viimeinen yhtilo tulee siité, etté leipuri Pulla uskoo
binomimalliin parametrein 10 ja 0,5. Jitdmme harjoitustehtéviksi 4.1(a)
laskea leipuri Pullan arvotukset téssd tilanteessa ja méa&drdtd hénen opti-
maalinen valintansa.

Poisson-malli. Binomimalli olettaa, etté satunnaiskokeen tuloksen mah-
dolliset arvot 0,1,...,7n on rajoitettu (ja tunnettu) joukko. Néin kuitenkin
on varsin harvoin, erityisestikddn yldrajan n kohdalla. Usein hyv& malli
lukuméaramuuttujalle on Poisson-jakauma. Poisson-jakaumaan paadytaan
esimerkiksi Bin(n, §)-jakaumien raja-arvona, kun annetaan n — oo ja 6 —
0 siten, ettd nf — \. * Poisson-jakauma parametrilla A on

)\J}
p(z|\) = e”‘—', r=0,1,2,...
x!

Poisson-parametri A on tyypillisesti tuntematon. Johdamme nyt sen
suurimman uskottavuuden estimaattorin.

Olkoot (riippumattomat) havainnot zi,...,z, Poisson())-jakaumasta.
Télloin log-uskottavuus on

C(\xy, ... zp)

= Ilnp(z1|A) + -+ Inp(z,|N)

1 Tn
In e_’\)\— +---+1n e_>‘/\
xll .I‘n!

= <lne_/\ + In A" —lnxll) 4+t (lne_A + In \* —lna:n!)

= —nA\+(x1+-+z,)nA— (ln:nll—i—---—{—ln:cn!).

Siten
%(Mml,...,xn) = —n—|—w = 0,
jos ja vain jos
N = r1+ -+ xy _
n

Siten suurimman uskottavuuden estimaattori A on otoskeskiarvo z.
Leipuri Pullan esimerkissi 4.2 A = 410/82 = 5, mikd on olennaisesti
sama arvo kuin edelld binomimallin tapauksessa. Erityisesti siis arvio myyda
x pullaa (x =0,1,2,...) jonakin pdivini on
53?
e P

xz!’

ATsst4 syysté Poisson-jakaumaa kutsutaan joskus leikkisésti “pienten lukujen laiksi”.
Vertaus liittyy tietysti “suurten lukujen lakiin” ja siihen liittyvddn normaalijakaumaan.
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Tulosmahdollisuuksia on nyt &iretén méaard. Sijoittamalla ylld olevaan

kaavaan x:n paikalle alkupédatd x = 0,1,2,... saamme numeeriset to-
dennékoisyydet
ps = 0,1755, p11 = 0,0082,
po = 0,0067, pe = 0,1462, p12 = 0,0034,
p1 = 0,0337, pr = 0,1044, piz = 0,0013,
po = 0,0842, ps = 0,0653, pia = 0,0005,
ps = 0,1403, po = 0,0363, p1is = 0,0002,
ps = 0,1755, pio = 0,0181, p1e = 0,0000.

Kuvallinen esitys tdmén jakauman alusta on (Kuvan skaala on sama
kuin suhteellisten frekvessien ja binomimallin tapauksissa. Tummanvihre#lld
on merkitty muutamia tulosmahdollisuuksia, joita ei aikaisemmin pidetty
mahdollisina):

A
0,25+

0,20+

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14

Esimerkin 4.2 leipuri Pulla vaihtoehdot ovat
a; = “Paistetaan aamulla ¢ pullaa”.

Héan arvottaa ne riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan:

V(e) = E(a) = Y rijp
j

_ i (min(z’,j) - 0,2@) e—5%

j=0
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(¢ = 0,...,10), missd viimeinen yht#lo tulee siitd, ettid leipuri Pulla us-
koo Poisson-malliin parametrilla 5. Jotta voisimme laskea edellisen kaavan
ddrettomén summan, harrastamme hieman algebraa:

Via) — ]z; (1,00 mini, j) - 0,20 1) -6—5‘;

= 5Zm1n1j——02ze*5z
= 6*5Zmin(z’ j)5——02i

= ! ’
= _523—+ze 5 Z ——022

j= H—l

= _SZJ +1 1—6_52

Tamé lauseke voidaan laskea kynélld ja paperilla (tai tietokoneella, jos et ole
Tyon Sankari ™). Jitamme harjoitustehtiviksi 4.1(b) laskea leipuri Pullan
arvotukset tésséd tilanteessa ja médratd hénen optimaalinen valintansa.

Pearson—Tukey-menetelmi

Joskus data on turhan hienojakoista tarpeisiimme ndhden. Esimerkiksi
paatospuissa turhan hienojakoinen data aiheuttaa sattumasolmuissa paljon
haarautumisia. Hienojakoisesta datasta péadsee eroon luokittelemalla — ta-
valla tai toisella. Yksi tapa luokitella dataa on Pearson—Tukey-menetelma.
Oletamme edelleen, ettd data on (riittavin) rigppumatonta ja samoin jakau-
tunutta.

Pearson—Tukey-menetelmd tiivistdd todennikoisyysjakauman, joko em-
piirisen tai teoreettisen, kolmen pisteen jakaumaksi siten, ettéd jakauma 0,05-
fraktiili ja 0,95-faktiili saavat molemmat todennékéisyyden 0,185 ja 0,5-
fraktiili, eli mediaani, saa todennékéisyyden 0,630. Menetelmi on ad hoc’,
mutta sen on havaittu toimivan kohtalaisen hyvin, jos tuntematon jakauma
on yksihuippuinen ja symmetrinen.

Huomattavaa Pearson—-Tukey-menetelméssé on, ettéd sen todennikoisyy-
det — 0,185, 0,630 ja 0,185 — ovat aina samat. Muuttuvat suureet ovat
fraktiilien arvot. Toisin sanoen jakauman muoto on aina samankaltainen,
mutta paikka vaihtelee.

Leipuri Pullan esimerkissi 4.2 datapisteitd oli 82. Siten 0,05-fraktiili
on suurin neljistd pienimméstéd havainnosta. Tamé on 1, silld pienimmét
havainnot olivat 0,0,0,1. Vastaavasti neljd suurinta havaintoa olivat
10,10, 10, 10. Siten 0,95-fraktiili on 10. Mediaani taas on jérjestyksessd 41.

5Ad hoc tarkoittaa “titd varten”. Se on hieno tapa sanoa, ettd meilld ei ole mitdan
hyvinperusteltua syyté toimia niin kuin toimimme.
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havainto. Tamé on 5. Siten Pearson—Tukey-aproksimaatio pullanmyyntito-
denn&koisyyksille on

p1 = 0,185,
ps = 0,630,
pio = 0,185.

Kuvallisesti Pearson-Tukey-todennikoisyysjakauma on siis (kuva on eri
skaalalla kuin kolme edellistd kuvaa):

A
1,00+
0,80+
0,60+

0,40+

0,204

Jos esimerkin 4.2 leipuri Pulla arvottaa vaihtoehdot
a; = “Paistetaan aamulla ¢ pullaa”

riskineutraalisti, eli odotusarvon mukaan, ja hin uskoo Pearson—Tukey-
menetelméén, hdnen arvotuksensa saadaan kaavasta

Via) = (min(i, 1) - 0,22') 0,185
—i—(min(z’, 5) — O,Qi) 10,630
+<min(i, 10) — 0,22') -0,185.

Jatdmme harjoitustehtéviksi 4.1(c) laskea leipuri Pullan arvotukset tdssd
tilanteessa ja médrdta hinen optimaalinen valintansa. Huomautamme, etta
aluksi saattaa tuntua luontevalta valita pa&dtosjoukoksi ai,as, a1g. Tama ei
kuitenkaan ole vélttaméatta oikea tapa ldhestyd ongelmaa. Joskus nimittdin
on hyvd hyvéiksyd aina hieman tappiota, jotta saataisiin keskimddrdisest:
paras tulos.
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Pearson—Tukey-menetelmén hyvii ja huonoja puolia.

@ helppo toteuttaa,

@ tuottaa pienen otosavaruuden ja soveltuu siten hyvin esimerkiksi
paétospuihin,

© erittain karkea,

© toimii huonosti epdsymmetrisille tai monihuippuisille jakaumille.

Esiteimme vield, vertailun vuoksi, saadut nelja jakauma-arviota rinnak-
kain samalla skaalalla:

A A

il 1

Harjoitustehtivii lukuun 4

4.1. Harjoitustehtava. Tarkastelemme esimerkin 4.2 leipuri Pullaa. Kuin-
ka monta pullaa tulee leipuri Pullan paistaa aamuisin, kun hén on riskineut-
raali, ja uskoo ettd (potentiaalisesti) myytyjen pullien lukumé&érd lounas-
tauolla on

(a) binomijakautunut parametrein n = 10 ja p = 0,5,
(b) Poisson-jakautunut parametrilla 5,
(c¢) Pearson—Tukey-jakautunut fraktiiliparametrein 1,5,107

4.2. Harjoitustehtiva. Tarkastelemme esimerkin 4.2 leipuri Pullaa. Ole-
tamme, ettd leipuri Pullalla on vain lokakuun 2009 data kéytettdvissédan.
Oletamme liséiksi, ettd leipuri Pulla on riskineutraali pddtoksenteossaan.
Kuinka monta pullaa leipuri Pullan tulee paistaa aamuisin, kun hén esti-
moi pullanmyyntitodenndkoisyydet

(a) suhteellisten frekvenssien menetelméll,

(b) binomimallilla kidyttden suurimman uskottavuuden periaatetta,
(c) Poisson-mallilla kiyttden suurimman uskottavuuden periaatetta,
(d) Pearson—Tukey-menetelmélla?

4.3. Harjoitustehtavi. Satunnaismuuttuja X on geometrisesti jakautu-
nut parametrilla 6, jos

P(X =n) = (1-6)",
n=0,1,2,....

(a) Millaista tilannetta geometrisesti jakautunut satunnaismuuttuja
kuvaa?
(b) Johda parametrin # suurimman uskottavuuden estimaattori.
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4.4. Harjoitustehtivi. Sinikka Sateen tulee pdattdd ottaako aamulla sa-
teenvarjo mukaan vai ei. Hén on riskineutraali harmituksen suhteen. Jos hén
ottaa sateenvarjon, eiké sada, hantd harmittaa 1 verran. Jos hén ei ota sa-
teenvarjoa, ja sataa, héntd harmittaa 2 verran. Muissa tapauksissa hinté ei
harmita ollenkaan.

Sinikka Sade on kerinnyt dataa sadepéivistd (1 tarkoittaa “sataa”, 0
tarkoittaa “ei sada”):

Lokakuu 2009 Marraskuu 2009
Viikko Ma Ti Ke To Pe La Su Viikko Ma Ti Ke To Pe La Su
40 1 0 0 0 45 00 1 00 O0°1
41 00 11111 46 11 0 0 0 0 O
42 10 0 01 11 47 11 1 0011
43 10 0000 0 48 00 00 O0O0°UO
44 00 00O 11 49 0

(a) Tulisiko Sinikka Sateen ottaa sateenvarjo aamuisin mukaan?

(b) Voisiko Sinikka Sade p#éttdd paremmin ottaako sateenvarjo huo-
menna mukaan vai ei kdyttden tietoa tdméin pdivan sdéstd? Jos
tdnddn sataa, tulisiko Sinikka Sateen ottaa huomenna sateenvarjo
mukaan? Enté jos tdnédan ei sada?

Vihje: Kannattaa estimoida ehdolliset todenn&koisyydet huo-
menna sataa/ei sada ehdolla téndén sataa/ei sada.

4.5. Harjoitustehtévi. Sijoittaja S.:114 on 10.000€ sijoitettavaa. Hin ei
halua hajauttaa sijoitustaan, vaan haluaa sijoittaa joko Riskiin, Varmaan,
tai Saastoon. Sa#sto antaa varmasti 1% tuoton. Hillosanomista sijoittaja S.
on lukenut, ettd Varman ja Riskin odotetut tuotot () ja tuottojen “vola-
tiliteetit” (o) ovat

HVarma = 3% )
OVarma = 10 %o )
PRiski = 5%,
ORiski = 20%.

Sijoittaja S. on antanut itselleen kertoa, ettd tdmé tarkoittaa sitd, ettd tuotto
on normaalisti jakautunut satunnaismuuttuja odotusarvolla u ja varianssilla

o2,

Mihin kohteeseen tulisi sijoittaja S.:n sijoittaa rahansa, kun hén on

(a) riskineutraali,
(b) hyédyn maksimoija hyotyfunktiolla u(r) = Inr.

Kéyta analyysissési laajennettua Pearson—Tukey-menetelméé, ja vertaa
sitd “todelliseen” normaalijakaumaan.

4.6. Harjoitustehtédvi. Esimerkin 4.2 data on generoitu seuraavasti:
ensiksi pyhépéivit, viikonloput ja aatot on poistettu. Sitten perjantaisin
myydyt pullat ovat riippumattomia Poisson(2)-jakautuneita satunnais-
muuttujia ja maanantaista torstaihin myydyt pullat ovat riippumattomia
Poisson(6)-jakautuneita satunnaismuuttujia. (Aikariippuvutta ei siis ollut,
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mutta epdhomogeenisuutta oli. Toisin sanoen havainnot olivat riippumat-
tomia, mutteivit samankaltaisia.)
(a) Piirrd myytyjen pullien todennikoisyysjakaumat (ma—to ja pe).
(b) Piirrd “umpiméhkéén” valittuna péivind myytyjen pullien to-
dennékoisyysjakauma.

4.7. Harjoitustehtidvi. Nyt, kun tieddt harjoitustehtévissid 4.6 kerrotun
totuuden, niin kuinka monta pullaan tulisi esimerkin 4.2 leipuri Pullan pais-
taa amulla, kun héan on

(a) optimisti,

(b) katumuksen kaihtaja,

(c) riskineutraali,

(d) riskinkaihtaja hyotyfunktiolla w(r) = In(1 +7)?






LUKU 5
Hyo6tyteoriaa

5.1. Esimerkki. Sadistinen miljonééri tarjoaa Oiva Opiskelijalle ja Tarmo
Toimitusjohtajalle satunnaiskoetta, jossa he

e menettivit todennikoisyydellda 0,5 vasemman kéden pikkuril-
linsé,
e saavat todennikoisyydelld 0,5 200.000€.
Oiva ottaa tarjouksen vastaan ja Tarmo ei ota.

Onko tarinan opetus, ettd Tarmo arvostaa pikkurillifén enemmén kuin
Oiva?

Tarmo Toimitusjohtaja voi toki arvostaa pikkurilliddn enemmén kuin
Oiva Opiskelija. Toisaalta on selvid, ettd sekd Oiva Opiskelija ettd Tar-
mo Toimitusjohtaja eivét voi olla riskineutraaleja ja arvostaa pikkurillejain
yhté paljon. On kuitenkin mahdollista, ettd he arvostavat yhtd paljon pik-
kurillejaén ja ettéd heilld on sama riskiprofiili eli he ovat molemmat hycdyn
maksimoijia samalla hyotyfunktiolla. Ero péitoksentekoon tulee siité, ettd
heilld on eri ldhtovarallisuus. Toisin sanoen he katsovat hyotyfunktiota eri
kohdista.

Olkoon molempien hyo6tyfunktio seuraavan kuvan mukainen:
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0,7
/

0,6
/
0,5 /

0,4
/
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Oletamme, ettd molemmat arvostavat pikkurillejain 100.000€ verran.
Tamé tarkoittaa sité, ettd jos he olisivat riskineutraaleja, niin he molem-
mat suostuisivat innolla sadistisen miljondérin tarjoukseen. Olkoon sitten
Oiva Opiskelijan varallisuus 100.000€ ja Tarmo Toimitusjohtajan varalli-
suus 800.000€. Nam4 varallisuudet on merkitty hystyfunktion kuvaajaan
punaisilla pisteviivoilla.

Nyt Oiva Opiskelijan vaihtoehdot ja niitd vastaavat hyodyt ovat:

1. Ei oteta tarjousta vastaan. T&lloin hyoty
«(100.000) = 0,1.
2. Otetaan tarjous vastaan. T#lloin keskiméardinen hyoty on
1(300.000) - 0,5 + u(0) - 0,5
0,8-0,54+0-0,5
= 0,4.
Oiva Opiskelija siis hyviksyy tarjouksen. Tarmo Toimitusjohtajan vaihtoeh-
dot ja niitd vastaavat hyodyt ovat:
1. Ei oteta tarjousta vastaan. T&lloin hyoty
«(800.000) = 0,99.
2. Otetaan tarjous vastaan. Télloin keskimé&drdinen hyoty on
1(1.000.000) - 0,5 + »(700.000) - 0,5
1-0,5+09-0,5
= 0,95.

Tarmo Toimitusjohtaja siis hylkéa tarjouksen.

Arpajaiset, preferenssit ja hyédyt

Yksinkertaiset Arpajaiset. Yksinkertaiset arpajaiset ovat satunnais-
muuttujia tai -kokeita. Merkinta

L = L(p1,71:p2,72; - - - Py Tn)
tarkoittaa tilannetta, jossa tarjotaan

e palkkiota r; todennéikoisyydelld pq,
e palkkiota ro todennikoisyydelld po,

e palkkiota 7, todennidkdisyydelld p,,.

Kuvallisesti edelld méaaritellyt arpajaiset L tarkoittaa siis lehtiin paattyvaa
sattumasolmua

p1
T1

p2
T2

Pn



ARPAJAISET, PREFERENSSIT JA HYODYT 79

Yhdistetyt arpajaiset. Yhditetyt arpajaiset ovat satunnaismuuttujia
tai -kokeita, jossa palkkiot voivat olla arpajaisia. Esimerkiksi merkinté

L = L(pr, L'(p1, 71,05, 75 500, Tt )i P2,723 -+ -3 Py Tn)

tarkoittaa yhdistettyja arpajaisia, jossa tarjotaan

/
n'

e uusia arpajaisia L' = L'(p}, m;ph, 75; . . . ;p),, 7.,) todennékoisyydelld

b1,
e palkkiota ro todennéakoisyydelld po,

e palkkiota r, todennédkdisyydelld p,, .

Kuvallisesti edelld méaaritellyt yhditetyt arpajaiset L tarkoittaa siis sattu-
mapuuta

P

Jos L' ja L” ovat arpajaisia ja ¢ € (0, 1), niin merkinti
L = ql'+(1—qL"
tarkoittaa yhdistettyjé arpajaisia, joissa ensin valitaan joko arpajaiset L’
todenn#kéoisyydelld ¢ tai arpajaiset L” todennikoisyydelld 1—gq, ja sitten

suoritetaan valitut arpajaiset — joko L' jai L”. Kiyttdmélli aikaisempaa
merkintdd yhdistetyille arpajaisille huomaamme, ettéa

gL' + 1—q)L" = L(q,L';1—q,L").
Kuvallisesti L = gL' 4+ (1—q)L" tarkoittaa siis sattumapuuta
q I
1-4q I

Preferenssit. Mikéli paatoksentekija valitsee mieluummin arpajai-
set L' kuin arpajaiset L, niin sanomme etti p#itoksentekiji preferoi
arpajaisia L' yli arpajaisten L. T&lloin merkitsemme L < L'. Mikéli
pistoksentekiji on valitsee yhtd mielell#én arpajaiset L tai L', niin sanom-
me etté paitoksentekijéi on indifferentti arpajaisten L ja L' vililld. Talloin
merkitsemme L ~ L.
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Preferenssit ja hyddyt. Jokaista hyotyfunktiota wu(r) vastaa arpa-
jaispreferenssit. Nimittdin paitoksentekija preferoi arpajaisia L’ yli arpa-
jaisten L — L < L' — jos ja vain jos

B(u(L)) = D ulr)ps

Samoin péitoksentekiji on indifferentti arpajaisten L ja L’ valilla — L ~ L'

— jos ja vain jos
B(u(L)) = D ulr)ps
J
= 2_ul))y)
J
- E(u(L’)>.
5.2. Esimerkki. Pekka Paitoksentekijilla on logaritminen hyotyfunktio
u(r) = In(1 + r). Hénelle tarjotaan arpajaisia
1. Ly = L(1,1.000€) — eli varmaa palkkiota 1.000€, tai
2. Ly = L(0,5, 2.000€ ; 0,5, 0€).

Kummat arpajaiset Pekka Pédtoksentekijéa valitsee?

Pekka Paitoksentekijin hyodyt arpajaisilla Ly ja Lo ovat
E(u(L1)) = u(1.000)

In1.001

6,9088,

%(2.000) - 0,5 + u(0) - 0,5

In2.001-0,5+1In1-0,5

7,6014-0,54+0-0,5

3,8007.

Siis E(u(L2)) < E(u(L1)), eli Ly < Ly, eli Pekka P&étoksentekijd valitsee
“varmat” arpajaiset L.

E(u(Lz2))

Esitdmme nyt pitkdhkon esimerkin kautta kid&nteisen suunnan, eli mi-
ten arpajaispreferenssit voidaan rakentaa kyselyiden avulla ja miten niisté
rakentuu hyotyfunktio u(r) — tai ainakin osa siité.

5.3. Esimerkki. Pé&dtoksentekijia halua laittaa seuraavat arpajaiset
jarjestykseen:

L = IL(1,10.000),

Ly = L(0,50,30.000;0,50,0),
Ly = L(1,0),

Ly = L(0,02,—10.000,0,98, 500).
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Aloitamme havaitsemalla suurimman mahdollisen palkkion r; = 30.000
ja pienimmén mahdollisen palkkion r_ = —10.000. Muut mahdolliset palk-
kiot ovat (laskevassa) suuruusjirjestyksessd r1 = 10.000, 2 = 500 ja r3 = 0.

Paatoksentekijaltd kysytdan “subjektiivista” todenndkoisyyttd g;, jolla
vallitsisi indifferenssi

L(1,r;) ~ ¢L(1,30.000) 4+ (1—g;)L(1,—10.000).

Oletamme, etté palkkiolle 1 = 10.000 paitoksentekijimme valitsee ky-
syttaessid g1 = 0,90. Hén on siis valinnut indifferenssin

(5.4) L(1,10.000) ~ 0,90L(1,30.000) + 0,10L(1, —10.000).
Palkiolle 79 = 500 hén on kysyttéiesséd valinnut indifferenssin
(5.5) L(1,500) ~ 0,62L(1,30.000) 4+ 0,38L(1,—10.000).

Siis go = 0,62. Kysyttiessd palkkiosta r3 = 0 hén valitsee todennéikoisyyden
g3 = 0,60 eli indifferenssin

(5.6) L(1,0) ~ 0,60L(1,30.000) + 0,40L(1,—10.000).

Kayttamalla kyselyistd saatuja indifferensseja paatoksentekijé voi raken-
taa arpajaiset L), L,, L5 ja L) siten, ettd Ly ~ L}, Ly ~ Ly, Ly ~ Lf
ja L4 ~ L}, ja lisdksi arpajaisissa L}, L}, L3 ja L) ainoat palkkiomah-
dollisuudet ovat . = 30.000 ja r— = —10.000. Nam& arpajaiset taas
on helppo laittaa jérjestykseen kyselyihin vastattujen “subjektiivisten” to-
dennékoisyyksien ¢, g2 ja g3 avulla seuraavalla tavalla.

Indifferenssisd (5.4) ndemme vilittomésti, ettd Ly ~ L], missé
L, = 0,90L(1,30.000) + 0,10L(1, —10.000).
Indifferenssistd (5.6) ndemme, ettd Lo ~ L, missé
Ly = 0,5L(1,30.000) 4+ 0,5L(0,60, 30.000; 0,40, —10.000).
LY ovat siis yhdistetyt arpajaiset, missé

e r = 30.000 saadaan todennikoisyydelld 0,50+ 0,50-0,60 = 0,80,
e r_ = —10.000 saadaan todennékodisyydelld 0,50 - 0,40 = 0,20.

Siten Lo ~ L ~ LY, missé
L, = 0,80L(1,30.000) + 0,20L(1, —10.000).
Indifferenssisté (5.6) ndemme, ettd Lg ~ Lj, missi
L = 0,60L(1,30.000) + 0,40L(1, —10.000).
Indifferenssisti (5.5) seuraa, ettd Ly ~ L, missé
L = 0,02L(1,—10.000) + 0,98L(0,62, 30.000; 0,38, —10.000).
L ovat siis yhdistetyt arpajaiset, missé

e ry = 30.000 saadaan todennikdisyydelld 0,98 - 0,62 = 0,6076,
e r_ = —10.000 saadaan todennékoisyydelld 0,02 4+ 0,98 - 0,38 =
0,3924.
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Siten L4 ~ Ll ~ L/, missi
L), = 0,6076L(1,30.000) + 0,3924L(1, —10.000).
On siis saatu arpajaiset
Ly = 0,90L(1,30.000) + 0,10L(1, —10.000),
Ly, = 0,80L(1,30.000) + 0,20L(1, —10.000),
Ly = 0,60L(1,30.000) + 0,40L(1, —10.000),
L), = 0,6076L(1,30.000) + 0,3924L(1,—10.000).
N&mé arpajaiset on ilmeisen helppo jérjestdaé paremmuusjérjestykseen: L <
L) < L) < L} . Koska pitee indifferenssit L, ~ L;, i = 1,2,3,4, niin sama

paremmuusjéirjestys pitee myos alkuperéisille arpajaisille: Ly < Ly < Lo <
L1. Ongelma on ratkaistul!
Lopuksi havaitsemme, ettd voimme tulkita “subjektiiviset” todennékoi-

syydet ¢; palkkoita r; vastaaviksi hyodyiksi ja rakentaa padtoksentekijan
hyotyfunktion asettamalla

u(30.000) = wu(ry) = 1,
©(10.000) = wu(r1) = ¢ = 0,90,
u(500) = wu(r2) = ¢ = 0,62,
w(0) = wu(rs) = g3 = 0,60,

u(—=10.000) = w(r-) = 0.

Tamé tietysti antaa edelld esitettyd “pikkupuutapaa” helpomman ta-
van asettaa arpajaiset Ly, Lo, L3 ja L4 preferenssijirjestykseen: ensin
madratddn hyotyfunktio wu(r) kaikissa tarvittavissa palkkiopisteissd 7,
ja sitten asetetaan arpajaiset Ly, Lo, Ls ja L4 preferenssijarjestykseen
odotetun hyodyn mukaan.

Seuraavassa hahmotelma péétoksentekijin hyotyfunktiosta:
1,0
0,8

0,6

—10.000 0 10.000 20.000 30.000

Edelld hahmotellussa kuvassa hydytyfunktio u(r) on laskettu pisteiden
r_— = —10.000, r3 = 0, ro = 500, r; = 10.000 ja r4 = 30.000 ulkopuolella
lineaarsesti interpoloiden. Tam# tekee hyoytyfunktioon terdvid kulmia, mika
saattaa olla kdytdnnon tulkinnan kannalta kyseenalaista. Sileimpi sovitus
annettuihin pisteisiin r_ = —10.000, r3 = 0, ro = 500, r; = 10.000 ja r4 =
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30.000 saadaan aikaan esimerkiksi kayttdmalld piirrosohjelmissa suosittuja
(kasvaviksi ehdollistettuja) 3. asteen Bézierin splineji (muitakin menetelmii
toki on):

0,8

0,6

—10.000 0 10.000 20.000 30.000

Esimerkin 5.3 ongelma ja sen ratkaisualgoritmi voidaan kuvata yleisesti
seuraavasti:

Ongelma: On annettu arpajaiset L1, Lo, ..., L,,, jotka pitdd laittaa pre-
ferenssijirjestykseen.
Ratkaisu:

(i) Jérjestd kaikki mahdolliset palkkiot laskevaan suuruusjérjestykseen
ry >ry > --- > r, > r_ (mahdollisia palkkioita on siis n+2
kappaletta).

(ii) Jokaiselle palkkiolle r;, i = +,1,...,n,—, kysy pddtoksentekijdilti
“subjektiivista” todennikoisyyttd g;, jolla hénelle pitee indiffe-
renssi

L(1,7r) ~ ¢L(1,r4)+ (1—¢)L(1,7-).

(Vikisinkin muuten palkkiota ry vastaa gi = 1 ja palkkiota r_
vastaa ¢— =0).

(iii) Mé&aritd padtoksentekijin hyotyfunktio u(r) olemaan pisteissi r;
kaavalla u(r;) = ¢;. (Voit laajentaa hyotyfunktion w(r) muihin
pisteisiin lineaarisesella interpoloinnilla tai jollakin muulla mene-
telmélld, jos haluat. Tamé ei ole kuitenkaan ongelman kannalta
tarpeellista.)

(iv) M#ardéd arpajaisten Ly, Lo, ..., Ly, jirjestys hyotyfunktion w(r)
avulla asettamalla kaikille ky, ko =1,....,m

Ly, < Lg, josjavain jos E (u(Lk)) < E (u(Lg,))-
ja
Ly, ~ Li, josjavain jos E (u(Lg,)) =E (u(Lg,)).

Edelld esitetty ratkaisualgoritmi rakentaa hyotyfunktion, jonka arvot
ovat vélilld [0,1]: huonoin mahdollinen palkkio r_ saa hyédyn u(r_) =0
ja paras mahdollinen palkkio r; saa hyédyn wu(r;) = 1. Itse asiassa, koska


http://en.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zier_spline
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hyoytfunktio on aina kasvava, edellinen algoritmi tuotaa aina hyotyfunktion,
jonka voi tulkita todennikoisyysjakauman kertyméafunktioksi.

Aikaisemmin olemme esittdneet hyotyfunktioita, joissa palkkiot eivit
ole rajoittuneet vélille [0,1]. Tyypillisin esimerkki on ollut logaritminen
hystyfunktio u(r) = In(1 + r), joka saa siis arvoja véliltd [0,00), jos palk-
kiot r ovat positiivisia. Téssé ei ole kuitenkaan mitdén ristiriitaa. Nimittédin
hyotyfunktioiden arvot sinénsé eivit ole mielenkiintoisia, vaan ainoastaan
niiden arvojen jirjestykset. Esimerkiksi positiivisesti affiinimuunnettu’
hyotyfunktio

u(r) = aug(r) + B,
a >0, B € R, saa aikaan tismiilleen samat preferenssit kuin alkuperéinen
hystyfunktio ug(r). Toisin sanoen:

E(uo(L1)) < E(uo(Lz))
jos ja vain jos

E(u(L1)) < E(u(Lg)).
Erityisesti, jos suurin mahdollinen palkkio on r ja pienin mahdolinen palk-
kio on 7_, niin mikd tahansa hydtyfunktio wug(r) voidaan normeerata ar-
vovilille [0, 1] muunnoksella

u(r) = uo(r) — uo(r_).

ry —7r—

Von Neumann—Morgerstern -aksioomat

Vuonna 1944 Von Neumann ja Morgenstern muotoilivat rationaalisen
padtoksenteon aksioomat.

Léhtokohtana on tietysti, ettd kaikki mahdolliset palkkiot voidaan
esittdd reaalilukuina, jolloin ne toteuttavat kaikki reaalilukujen aksioo-
mat, kuten vaikkapa sen, ettd jokaisesta reaalilukuparista ri,re voidaan
sanoa pateekd 1 < r9, r9 < 11 vai r{ = ro. Lisdksi oletetaan seuraavat
aksioomat:

Jarjestys: Kaikille arpajaisille Ly ja Lo pétee tdsmaélleen yksi re-
laatioista
(i) Ly < Lg,
(ii) Lo < Ll,
(iii) L1 ~ Lo.
Lisdksi kaikille arpajaisille Ly, Lo ja L3 pétee:
jos Lj <Lsjalo < L3, nin L; < Ls.
Vield liséksi kaikille arpajaisille L1, Lo ja Lg pétee:
jOS L1 ~ L2 ja L2 ~ Lg, niin L1 ~ L3.
Riippumattomuus: Jos L; ~ Lo, niin kaikille todenn&kéisyyksille
0 < g <1 jakaikille arpajaisille L pétee
gL+ (1—-q)L ~ qLa+ (1—q)L.
L Affiinimuunnos funktiosta f(z) on af(z)+ B, missd «, € R. Affiinimuunnoksessa

siis muunnetaan mittakaavaa, eli skaalaa, () ja suuntaa (o positiivinen tai negatiivinen),
sekd paikkaa, eli lokaatiota, ().
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Jatkuvuus: Kaikille arpajaisille Ly, Lo ja Ls, joille L1 < Lo ja
Lo < L3 on olemassa jokin todennékoisyys 0 < g < 1 siten, ettd

Ly ~ gqLi+ (1—q)Ls.

Jéarjestysaksiooma sanoo, ettd kaikkia arpajaisia voidaan verrata toi-
siinsa ja ettd < on aito jarjestysrelaatio kuten esimerkiksi relaatio <, ja
ettd ~ on ekvivalenssirelaatio kuten esimerkiksi relaatio =. Erityisesti
jarjestysaksiooma tekee merkinnéistd L; < Lo < L3 ja Ly ~ Ly ~ L3
mielekkditd. Riippumattomuusaksioomaa tarvitaan, jos halutaan samaistaa
arpajaiset ja yhdistetyt arpajaiset. Jatkuvuusaksioomaa tarvitaan, jotta
jokaista epdvarmuutta sisdltdvasd arpajaista saataisiin vastaamaan jokin
varma palkkio.

Von Neumann—Morgenstern -aksioomat ovat yhtapitdvia hyotyyn perus-
tuvan padtossdannon kanssa. Itse asiassa suuri tulos — mitd emme todista
— on:

Jos padtoksentekiji noudattaa Von Neumann—Morgen-
stern -aksioomia, on olemassa jokin sellainen jatkuva
ja kasvava hyotyfunktio u(r), etti padtoksentekiji pre-
feroi arpajaisia Lo yli arpajaisten Ly jos ja vain jos
E(u(Ly)) < E(u(Lg)) .

Kddntden, jos pddtoksentekiji arvottaa arpa-
jaiset hydtysadnnolld jonkin jatkuvan ja kasvavan
hydotyfunktion u(r) mukaan, noudattaa padtoksentekiji
automaattisesti Von Neumann—Morgenstern -aksioomia.

Hyo6tyfunktion estimointi

Indifferenssikyselyt. Esimerkki 5.3 ja sité seuraava algoritmi antaa jo
tavan hyoOytyfunktion estimointiin kyselyjen avulla. Esitdmme nyt saman-
kaltaisen kyselymetodin.

Haluamme estimoida péatoksentekijin hyoytyfunktion w(r) valilla
[r—,r4+] eli huonoimmasta mahdollisesta palkkiosta parhaaseen mahdol-
liseen. Koska voimme aina normeerata hyotyfunktion mille tahansa ar-
vovilille haluamme, valitsemme u(r_) = 0 ja u(ry) = 1. Sitten kysymme
padtoksentekijaltd “subjektiivista” todennékoisyyttd xq,5, jolla hénelle

pétee indifferenssi
1 1
L(17x1/2) ~ iL(lvrﬁ-) + §L(17T—)‘

Téllsin u(zy/2) = 1/2. Nimittdin edellisen indifferenssin nojalla

U(x1/2) = E(U(L(lal‘l/z))

- E <u <;L(1,r+) + ;L(l,r))>

w(ry)-0,54+u(r-)-0,5
— 05

Olemme siis 16yténeet ensimméisen puolittajapisteen 1 ;.
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Seuraavaksi puolitamme “alavélin” [0,1/2], eli kysymme puolittajapis-
tettd x4, jolle pétee indifferenssi

1 1
L(l,x1/4) ~ 5[;(1,1’1/2) =+ 5[/(177’_).

Tallsin u(zy4) = 1/4. Nimittdin edellisen indifferenssin nojalla

u(x1/4) = E(u(L(l,x1/4))

- oot )

= u(@12) 0,5+ u(r-)-0,5
— 0505
— 025

Seuraavaksi puolitamme “ylavilin” [1/2,1], eli kysymme puolittajapis-
tettd w34, jolle pétee indifferenssi

1 1
L(1,x3/4) ~ §L(1,7’+)+§L(17$1/2)-

Téllsin u(z3/4) = 3/4. (Perustelu on samakanltainen kuin edelld.)

Jatkamalla puolituskyselyja riittdvin pitkdlle saamme hahmotel-
tua pa#toksentekijin hyotyfunktion w(r) mielivaltaisen tarkasti, eli ar-
vot u(z2) = 1/2, w(wy) = 1/4, w(wgy) = 3/4, u(wys) = 1/8,
u(z3/s) = 3/8, u(wssg) = 5/8, u(x7/s) = 7/8, u(wy/16) = 1/16, jne.

5.7. Esimerkki. Piivi Paattdjille tarjotaan palkkiota véliltd [—10,30].
Esitéd kyselyt, joiden avulla Paivin hyotyfunktio voidaa hahmotella.

Normeeraamalla voimme asettaa Paivin hyotyfunktiossa u(—10) =0 ja
u(30) = 1. Sitten kysymme indifferenssipistettid x, s, jolle pitee

1 1
L(Lay) ~ 3L(1,30) + 5L(1,~10).
Piivi vastaa z;/9 = —3,4. Tieddmme nyt siis, ettd u(—3,4) = 1/2. Seuraa-

vaksi kysymme indifferenssipistettd x4, jolle pétee
1 1
L(l,:vl/4) ~ §L(1, —3,4) + §L(1, —10).

Piivi vastaa x4 = —8. Tieddmme nyt siis, ettd u(—8) = 1/4. Seuraavaksi
kysymme indifferenssipistettd 34, jolle pétee

1 1
L(1,25/4) ~ 5L(1,30)—|—§L(1,—3,4).

Péivi vastaa 73/, = 8. Tieddmme nyt siis, ettd u(8) = 3/4.

Lineaarisesti interpoloiden hahmotelmamme Paivin hyétyfunktiosta on:
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10 20 30

Sama hahmotelma, mutta kasvavilla Bézierin splineilld lineaarisen inter-
poloinnin sijaan:

Teoreettisen mallin sovittaminen. Joskus voidaan postuloida
hyotyfunktiolle jokin tietty muoto. Voidaan esimerkiksi olettaa “vakio
absoluuttinen riskiaversio” (CARA) tai “vakio suhteellinen riskiaversio”
(CRRA), missé absoluuttinen riskiaversio (ARA) on

2U u
ARAL) = —Sam) / )

ja suhteellinen riskiaversio (RRA) on
RRA,(r) = rARA,(r).

Jos absoluuttinen riskiaversio ARA,(r) on positiivinen funktio, on al-
kuperiinen hyotyfunktio u(r) konkaavi, ja siten p#aitoksentekiji on riskin-
kathtaja — eli “riskiaversi”. Negatiivinen absoluuttinen riskiaversio vastaa
konveksia hyotyfunktiota ja riskinrakastamista.

Jos oletamme “vakion absoluuttisen riskiaversion” paidymme paramet-
riseen malliin nimeltéd eksponenttinen hydty:

u(r) = 1—e /R
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missd R — riskitoleranssi — on estimoitava parametri. Se voidaan estimoida
— aproksimatiivisesti — kyselylla

1. et saa mitéén,
2. saat R<€ todennikoisyydelld 1/2 ja —R/2€ todennikoisyydelld
1/2.

Se R, jolla olet indifferentti niiden vaihtoehtojen suhteen on riskitoleranssisi
ja madrad siten ekponenttisen hyotyfunktiosi.

Hydytyfunktion kdyttoé paédtdspuissa

Hyo6tyyn perustuva péddtossadntd on helppo sovittaa pa#atdspuihin. Me-
netelmé on tdsmélleen sama kuin riskineutraalissa tapauksessa paitsi, etté
(lehdissé olevat) palkkiot pitéé aluksi muuttaa hyodyiksi.

Palaamme vanhaan 6ljy-yhtidesimerkkiin 3.1, mutta lisidmme hyodyt.

5.8. Esimerkki. Oljy-yhtio Oy:n pitdd padttdd poratako oljyd paikas-
ta P. Poraaminen maksaa 100.000€. Jos 6ljyd 16ytyy, niin siitd saadaan
6.000.000€. Oljy-yhtio Oy arvelee, ettd 6ljyn loytymisen todennikdisyys
on 45%. Ennen varsinaista poraamista Oljy-yhtié Oy voi palkata geologin
arvioimaan paikkaa P. Geologin palkkaaminen maksaa 10.000€. Geologi
antaa todennikoisyydelld 50% suotuisan raportin. Mikéli raportti on suo-
tuisa, 16ytyy oljyd paikasta P todennikéisyydelld 80%. Mikili raportti on
epésuotuisa, 16ytyy 6ljyéd paikasta P todennikoisyydelld 10%.

Oljy-yhtion tulos ilman porausta on 10.000.000€ ja Oljy-yhtién
hyotyfunktio on u(r) = 4/r/1.000.
Mité Oljy-yhtié Oy:n kannattaa tehdi?

Aluksi palautamme mieliin, miki tilanne oli riskineutraalissa paitoksen-
teossa:

Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa?

5.890

—110

{10

5.890

—110

-0

5.900

—100
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Laskemme sitten tarvittavat hyodyt

4(10.000.000 + 5.900.000) = +15.900 = 126,10,
1(10.000.000 + 5.890.000) V15.890 = 126,06,
4(10.000.000 +0) = +/10.000 = 100,00,
u(10.000.000 — 10.000) =  /9.990 99,95,
(10.000.000 — 100.000) v/9.900 99,50,
u(10.000.000 — 110.000) = /9.890 = 99,45,

Sijoittamalla hyddyt puun lehtiin ja laskemalla solmujen arvot normaa-
liin tapaan takaperin saamme lopulta

Palkataanko Onko geologin  Porataanko? Onko 6ljya
geologi? raportti
suotuisa?

126,06

99,45

4 99,95

126,06

99,45

4 99,95

126,10

99,50

111,47 -
Ei { 100

Johtopéitds on, ettd geologia ei kannata palkita, ja poraaminen kannat-
taa aina. TAmé& on muuten, sattumoisin, sama tulos kuin riskineutraalissakin
tapauksessa.

Informaation arvo hydtyteoriassa. Seuraava luonnollinen kysymys
on, kuinka paljon geologille kannattaisi korkeintaan maksaa. Tédhén kysy-
mykseen ei voi valitettavasti suoraan vastata edellé olevan paatéspuun avul-
la, silld hyodyt toimivat epilineaarisesti palkkioihin néhden. Se on koko
hy6tykésitteen idea! Jos haluamme selvittdd, kuinka suuri asiantuntijainfor-
maation arvo on pédtdspuussa joudumme kéaytdnnossa tyypillisesti kokeile-
malla haarukoimaan arvon. Toisin sanoen kasvatamme asiantuntijan kustan-
nusta nollasta ylospdin kunnes saavutamme pisteen, jossa asiantuntijapuun
hyttyarvo on sama kuin alkuperéisen puun hyotyarvo. Sama ongelma koskee
tietysti myos oraakkeli-informaation arvoa.
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Harjoitustehtavid lukuun 5

5.1. Harjoitustehtivi. (a) Kuinka halvalla esimerkin 5.1 Oiva
Opiskelija olisi valmis riskeeraamaan pikkurillinsa?
(b) Kuinka paljon esimerkin 5.1 Tarmo Toimitusjohtajalle pitéisi pik-
kurillisd maksaa, jotta hén olisi valmis riskeeraamaan sen?

5.2. Harjoitustehtédvi. Olkoon Leena Lokin hyoytyfunktio u(r) = Inr.
Leena Lokilla on 20.000<€. Hénelle tarjotaan arpajaisia

Ly = L(1,-1.000<€),
Ly = 009L(1,0€)+0,1L(1,—10.000),

missé palkkiot ovat voittoja/tappioita.
Kumman arpajaisista Leena Lokki valitsee?

5.3. Harjoitustehtivi. Pekka Padttaja on padttanyt itselleen seuraavat
indifferenssit:

L(1,10) ~ 0,5L(1,0) +0,5L(1, 20),
L(1,12) ~ 0,4L(1,10) 4+ 0,6L(1,20),
L(1,15) ~ 0,2L(1,10) + 0,8L(1, 20).

(a) Mitd pystyt sanomaan Pekka Paattéajin hyotyfunktiosta?
(b) Onko Pekka P#éttédja riskinrakastaja vai riskinkaihtaja?

5.4. Harjoitustehtiva. Oiva Opiskelijan on pédtettava osallistuako kurs-
sille “Operaatioanalyysi” vai “Johdatus tilastotieteeseen”. Qiva arvioi, ettd
jos hédn osallistuu kurssille “Operaatioanalyysi”, niin todennikoisyydellé
10% hin saa arvosanan 5, todennikoisyydelld 40% arvosanan 4 ja to-
dennékoisyydelld 50% arvosanan 3. Samoin Oiva arvelee, etti jos hin
osallistuu kurssille “Johdatus tilastotieteeseen”, niin todennékoisyydet ar-
vosanoille ovat: 70% arvosanalle 4, 25% arvosanalle 3 ja 5% arvosanalle
2.

Oiva on indifferentti arpajaisten L(1, 3) ja L(0,25, 5; 0,75, 2) suhteen,
sekd arpajaisten L(1, 4) ja L(0,70, 5; 0,30, 2) suhteen.

Jos Oiva Opiskelija haluaa optimoida arvosanasta saadun keskimééraisen
(eli odotetun) hyodyn, niin kumman kursseista “Operaatioanalyysi” vai
“Tilastotieteen johdantokurssi” hén valitsee?

5.5. Harjoitustehtiva. Esimerkin 5.3 ratkaisussa ja sitd seuraavassa ylei-
sessé algoritmissa kéytettiin kaikkia Von Neumannin ja Morgensternin ak-
sioomia.

(a) Etsi jokaiselle Von Neumann-Morgenstern -aksioomalle kohta,
missd sitd kdytettiin esimerkin 5.3 ratkaisussa.

(b) Miké esimerkin 5.3 ratkaisualgoritmissa menee pieleen, jos jokin
Von Neumannin ja Morgensternin aksioomista ei pitédisikédén paik-
kaansa?

(c) Onko jokin Von Neumann-Morgenstern -aksioomista mielestési
erityisen kyseenalainen? Jos mielestési useakin niistd on kysee-
nalainen, niin miki on mielest#si kaikkein kyseenalaisin?
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5.6. Harjoitustehtiava. Lasse Lottoaja lottoaa yhden rivin joka viikko.
Hénelld on my6s 200.000€ kotivakuutus, josta hdn maksaa 100€ vuosit-
taista vakuutusmaksua. Kotivakuutuksessa on 500€ omavastuu.

(a) Onko Lasse Lottoaja riskinkaihtaja?
(b) Onko Lasse Lottoaja riskinrakastaja?
(c) Onko Lasse Lottoaja epédrationaalinen?

5.7. Harjoitustehtavi. (a) Kuinka paljon esimerkissd 5.8 oljy-
yhtion kannattaisi korkeintaan maksaa geologille?
(b) Kuinka paljon esimerkissé 5.8 6ljy-yhtion kannattaisi korkeintaan
maksaa oraakkelille, joka ilmoittaa onko paikassa P 6ljya vai ei?






LUKU 6
Hyétyteorian kritiikki

Von Neumann-Morgensternlédisessid hydtyteoriassa on se ikéva puo-
li, ettd kiytdnnossd ihmiset eiviit n#ytd noudattavan Von Neumann-—
Morgenstern -aksioomia. Yksi keskeinen kritiikki hyotyteoriaa vastaan
on Tverskyn ja Kahnemanin vuonna 1981 esittdmét prospektiteoria ja
ankkurointiefekti.

Prospektiteoria

6.1. Esimerkki. Tarkastelemme Allais’n paradoksia.' Herra A.:m on valit-
tava seuraavien arpajaisten vililtd (palkkiot ovat euroja):
Ly = L(1,1.000.000),
L, = L(0,10, 5.000.000 ; 0,89, 1.000.000 ; 0,01, 0).
Herra A. — kuten valtaosa muistakin ihmisistd — valitsee arpajaiset L.
Seuraavaksi herra A.:n on valittava seuraavien arpajaisten valilta:
Ls = L(0,11, 1.000.000 ; 0,89, 0),
Ly = L(0,10, 5.000.000 ; 0,90, 0).

Herra A. — kuten valtaosa muistakin ihmisistd — valitsee arpajaiset Ly.

Tarkastelemme, millainen herra A.:n hy6tyfunktion tulisi olla. Voimme
normeerata %(5.000.000) = 1 ja u(0) = 0. Merkitsemme ¢ = «(1.000.000).
Herra A. valitsee arpajaiset L1 mieluummin kuin arpajaiset Lo. Tamé tar-
koittaa Von Neumann—Morgensterniléisittédin sité, etta

g > 010-1 + 0,89-¢q + 0,01-0

eli ¢ > 0,90909. Toisaalta herra A. valitsee arpajaiset L4 mieluummin kuin
arpajaiset L3. Tdmé& tarkoittaa Von Neumann-Morgensterniléisittain sité,
etta

0,10-1 + 0,90-0 > 0,11-¢ + 0,89-0
eli ¢ < 0,90909.

Herra A.:lla ei siis voi olla hyotyfunktiota, silld jos hinella sellainen olisi,
niin olisi my6s olemassa luku ¢, joka on sekd suurempi kuin 0,90909 ettd
pienempi kuin 0,90909.? Koska hyotyfunktion olemassaolo on yhtépitévii
Von Neumann—Morgenstern -rationaalisuuden kanssa, johtopéétos on, etta
herra A. — kuten valtaosa muistakin ihmisistd — on epérationaalinen.

IMaurice Allais esitti tdmén paradoksin vuonna 1953. Paradoksin tarkoitus on ldhinné
kritisoida Von Neumannin ja Morgensternin riippumattomuusaksioomaa.
2Tamé argumentti on reductio ad absurdum eli perustelu ristiriidan kautta.
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Herra A.:n epédrationaalisuus voidaan selittdd pois esimerkiksi Tverskyn
ja Kahnemanin esittdmé&n prospektiteorian avulla. Prospektiteoriassa idea-
na on korvata todennékéisyydet p prospekteilla TI(p), missd prospektifunk-
tio II(p) muuttuu nopeammin, kun p on ldhelld ykkosté tai nollaa. Talla on
tarkoitus mallintaa matemaattisesti se havaittu psykologinen tosiseikka, etta
ihmisilld on tapana antaa suurille ja pienille todenndkdisyyksille liian suuri
paino. Thmiset esimerkiksi tyypillisesti pitdvét muutosta todennékoisyydesta
0,01 todennékoisyyteen 0,02 huomattavasti merkittdvampéané kuin muutos-
ta todendkoisyydestd 0,41 todenndkoisyyteen 0,42, vaikka molemmissa ta-
pauksissa todennikoisyyksien muutos on sama 1 %-yksikko.

Prospektiteorian mukainen pé&#tdssddnté melkein kuten hyotyteorian
mukainen paitossdintd. Ainoa ero on, ettd summassa todennédkoisyydet
p on korvattu prospekteilla II(p). Toisin sanoen jokaista hyotyfunktiota
u(r) ja prospektifunktiota II(p) vastaa arpajaispreferenssit. Nimittéiin
paatoksentekiji preferoi arpajaisia L’ yli arpajaisten L — L < L' — jos ja
vain jos

En (u(L)) = Z u(r;) I(p;)

— Eq <u(L’)).

Samoin péitoksentekiji on indifferentti arpajaisten L ja L’ valillda— L ~ L/
— jos ja vain jos

Bu(u(l)) = Y ulr))Tp)
= > ulrh) )

— En (u(L’)).
Tarkastelemme esimerkin vuoksi prospektifunktiota
I(p) = 1,89799p — 3,55995p° + 2,662549p°.

Talla prospektifunktiolla on se toivottu ominaisuus, ettd se muuttuu no-
peammin nollan ja ykkosen lahell ja hitaammin “keskitodennékoisyyksilla”.
Muuten valittu prospektifunktio on téaysin ad hoc, eli sille ei ole mitéén teo-
reettisia perusteluja. Emme késittele télla kurssilla prospektifunktion em-
piiristd estimointia.

Kuvallisesti siis tarkastelemme prospektifunktiota
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Nyt (hy6tyind mitatut) varmuusvastineet® ovat

En (uw(L1)) = ¢-1(1)
= q?
B (u(L2)) = 1-T1(0,10) + ¢-II(0,89) + 0-TI(0,01)

= 1II(0,10) + ¢-11(0,89)
= 0,15686 + ¢-0,74639,
Emn (u(L3)) = ¢-11(0,11) + 0-11(0,89)
= ¢-11(0,11)
= ¢q-0,16925,
En (u(Lg)) = 1-11(0,10) + 0-1I(0,90)
= I1(0,10)
= 0,15686.
Herra A.:n arpajaispreferenssit Ly = Lo ja Ls > L3 asettavat ehdot
EH(U(Ll)) > EH(U(LQ)) ja EH(U(L4)) > EH(U(Lg)). Toisin sanoen
g > 0,15686 4+ ¢ -0,74639,
0,15686 > g¢-0,16925.

3Arpajaisten varmuusvastine on se luku — hy6ty tai palkkio — jolla paatoksentekija
on valmis luopumaan oikeudestaan tai velvollisuudestaan osallistua arpajaisiin.
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Naiistd saamme g:lle ehdot

0,61851 < ¢ < 0,92679.

Johtopéitos on, ettd prospektiteoria selittdéd paradoksin.

Ankkurointiefekti

Ankkurointiefektilli tarkoitetaan esimerkiksi sité, ettd paidtoksentekiji
riskipreferenssit kédntyvat ympéri, kun voitosta siirrytddn tappioihin.
Paatoksentekija siis ankkuroituu nykytilanteeseen ja on tyypillisesti ris-
kinrakastaja tappioille (vaikkei sitd usein huomaakaan) ja riskinkaihtaja
voitoille.

Huomattavaa on, ettd ankkuroinnissa on kyse kognitiivisesta harhasta,
missd tdsmélleen samaan tilanteeseen suhtaudutaan eri tavalla, jos tilanne
muotoillaan eri tavalla. Pahaiten tdmé kdy ilmi harjoitustehtédvissa 6.1.

6.2. Esimerkki. Olkoot arpajaiset voittoineen/tappioineen

Ly = L(1,250<€),
Ly = L(025,1.000€ ; 0,75, 0€),
Ly = L(1, —750€),
Ly = L(0,75, —1.000€ ; 0,25, 0€).

84% kaikista ihmisistd valitsee Lp:n mieluummin kuin Lo:m ja 87% ihmi-
sistéd valitsee L4:n mieluummin kuin Lg:n.

Huomaamme aluksi, vertailun vuoksi, ettéd riskineutraalin paatoksente-
kijan preferenssit olisivat Ly ~ L3 < Lo ~ Lj. Koska kyseessd on tap-
piot/voitot, niin preferenssi Ly < L; tarkoittaa, ettd paiatoksentekija on
riskinkaihtaja voitoille ja samoin preferenssi L3 < L4 tarkoittaa, ettd
paatoksentekija on riskinrakastaja tappioille. Koska tdmé&n on pédettava
kaikille pé#toksentekijin mahdollisille varallisuuksille, hy6tyfunktion on
oltava affiini. Mutta hyotyfunktio ei voi olla affiini, silld Lg ¢ Ly.

Ankkurointiefekti selittdd tdmén paradoksin: voittojen suhteen ollaan
riskinkaihtajia ja tappioiden suhteen ollaan riskinrakastajia.

Suhtautuminen kritiikkiin

Tverskyn ja Kahnemanin Von Neumann—Morgenstern -hyotyteorian kri-
tiikkiin voi suhtautua monellakin tavalla. Kaksi toisistaan tdysin poikkeavaa
tapaa on:

e Tverskyn ja Kahnemanin havainnot osoittavat, ettd ihmiset eivét
toimi Von Neumann-Morgenstern -hyotyteorian mukaan. Siten
hyotyteoria ei vastaa todellisuutta, ja sen antama hyéty (®) on
vihintadnkin kyseenalainen!

o Tversky, Kahneman ja kumppanit eivét ole havainnoillaan osoitta-
neet mitddn muuta kuin sen, ettd ihmiset toimivat epérationaali-
sesti. TAmén ei pitdisi olla mikdén jarisyttdva uutinen kenellekééin!



HARJOITUSTEHTAVIA LUKUUN 6 97

Harjoitustehtavia lukuun 6

6.1. Harjoitustehtidva. Sinun on valmistauduttava possukéhén etenemi-
seen Suomessa. Oletetavaa on, ettd possukohd tappaa 600 ihmista. Voit
valita kahdesta rokotusohjelmasta:

Ohjelma I: 200 ihmisté sddstyy.
Ohjelma II: Todenn#koisyydelld 1/3 600 ihmistéd siddstyy.

Kumman rokotusohjelman valitset?

Entd kumman rokotusohjelman valitset, jos vaihtoehdot ovat

Ohjelma I’: 400 ihmistéd kuolee.
Ohjelma IT’: Todenn#koisyydelld 2/3 600 ihmistéa kuolee.

6.2. Harjoitustehtivi. Tarkastelemme FEllsbergin paradoksia. Laatikossa
on 90 palloa. Palloista 30 on punaisia, ja loput palloista ovat joko keltaisia
tai mustia. Laatikosta nostetaan yksi pallo umpiméhkaéin. Seuraavat palk-
kiovaihtoehdot ovat nyt tarjolla:

Vaihtoehto 1: Saat 1.000€, jos tulee punainen pallo.
Vaihtoehto 2: Saat 1.000<€, jos tulee keltainen pallo.

Vaihtoehto 3: Saat 1.000<€, jos tulee keltainen tai musta pallo.
Vaihtoehto 4: Saat 1.000€, jos tulee punainen tai musta pallo.

Useimmat ihmiset valitsevat vaihtoehdon 1 mieluummin kuin vaihtoeh-
don 2 ja vaihtoehdon 3 mieluummin kuin vaihtoehdon 4. Miksi tdmé& on
epérationaalista?

6.3. Harjoitustehtivi. Tarkastelemme Twverskyn ja Kahnemanin paradok-
sia. Olkoon arpajaiset tappioinen/voittoinen

Ly = L(0,001, 5.000$ ; 0,999, 0%),

L, = L(1,5%),
Ly = L(0,001, —5.000%; 0,999, 08),
Ly = L(1, —5%).

Tversky ja Kahneman pyysivat 72 henkil6d valitsemaan arpajaisten L ja
Ly sekd Lz ja Ly valiltda. Yli 75% valitsi arpajaiset L; mieluummin kuin
arpajaiset Lo ja arpajaiset L4 mieluummin kuin arpajaiset Ls.

(a) Miten riskineutraali paatoksentekija arvottaisi arpajaiset?

(b) Miten riskia rakastava paitoksentekija arvottaisi arpajaiset?

(c) Miten riskié kaihtava padtoksentekija arvottaisi arpajaiset?

(d) Miten siné jérjestéisit arpajaiset?

(e) Miksi Tverskyn ja Kahnemanin koe on ristiriidassa Von Neumann—
Morgenstern -hyo6tyteorian kanssa?

(f) Miten prospektiteoria tai ankkurointiefekti voi selittdéd Tverskyn
ja Kahnemanin kokeen?

6.4. Harjoitustehtivd. Tarkastelemme Pietarin paradoksia. Olkoon L
seuraavat (mahdollisesti #édrettomiit) arpajaiset: Reilua kolikkoa heitetéén
kunnes tulee ensimmaéinen klaava. Jos klaava tulee n:nnelld heitolla, pelaaja
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saa 2™ euroa. Toisin sanoen L on #ddrettémét arpajaiset
L = L(274,2h; 27222, 273,28, 274 2% )
L(0,5,2; 0,25,4; 0,125,8 ; 0,0625,16 ; ...).
Sama kuvallisesti:

0,5

16

0,5

(a) Miké on suurin hinta, jonka riskineutraali pddtoksentekiji suostuu
maksamaan osallistumismaksuna arpajaisista L7

(b) Miké on suurin hinta, jonka hyétyfunktion wu(r) = logy r omaava
paitoksentekiji on valmis maksamaan arpajaisista L7

(¢c) Mik& on suurin hinta, jonka hyotyfunktion u(r) = Inr omaava
paitoksentekiji on valmis maksamaan arpajaisista L7

6.5. Harjoitustehtédvi. Kokeessa sinulle tarjotaan kaksi mahdollisuutta:

Vaihtoehto 1: saat 5€,
Vaihtoehto 2: saat 1.000€.

Voit valita kumman tahansa, mutta jos valitset epéarationaalisesti, niin ko-
keen jérjestéja antaa sinulle 1.000.000€. Miten valitset?

6.6. Harjoitustehtivi. Etsi téastd kirjasta véhintdén yksi painovirhe ja
vihintddn yksi “aito” virhe ja ldhetd vastauksesi luennoijalle osoitteeseen
tommi.sottinen@uwasa.fi otsikolla ORMS2020-virheita.

6.7. Harjoitustehtdvi. Anna palautetta (kehuja, haukkuja, parannuseh-
dotuksia) téstd kurssista ja/tai néistd luentomuistiinpanoista luennoijalle
osoitteeseen tommi.sottinen@uwasa.fi otsikolla ORMS2020-palaute.
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