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Johdanto

Aloitammme kertaamalla merkintGja ja késitteita, jotka ovat luultavasti lu-
kijalle varsin tuttuja (osio 1.1). Tédmén jélkeen esitdmme ylimalkaisesti to-
dennékdéisyyslaskennan “suuret raja-arvotulokset” (osio 1.2).

1.1 Merkintoja

Luonnolliset luvut ovat N := {1,2,...}, kokonaisluvut ovat Z, rationaali-
luvut ovat Q, reaaliluvut ovat R ja C tarkoittaa kompleksilukuja. Lisdksi
R, :={r € R; z > 0} ja R? tarkoittaa d-ulotteista euklidista avaruutta.

Merkintd | X| tarkoittaa joko X :n itseisarvoa, modulia, euklidista normia
tai alkioden lukumééraa riippuen siitd, onko X reaalinen, kompleksinen, vek-
tori vai joukko.

Joukko N on numeroituva, jos on olemassa injektio f : N — N. dérelliset
joukot seké joukot N, Z ja Q ovat numeroituvia. Joukot R ja C eivit ole
numeroituvia. Jos joukko ei ole numeroituva, niin se on ylinumeroituva.

Perusjoukko tai -avaruus on 2. Téstéd joukosta kohtalon jumalatar valit-
see satunnaiskokeen alkeistapauksen w.

Osajoukon A C © komplementti on A°:={w € Q; w ¢ A}.

Kaikkien joukon F osajoukkojen kokoelma on sen potenssijoukko pot (E):
A € pot (F) jos ja vain jos A C E.

Olkoon J jokin indeksijoukko ja A; C €2 kaikilla j € J. Télloin

UAj = UAj = {weQ;we Ajjollakin j € J},
jeJ

N4, = (4 = {weQ;we A, kaikilla j € J}.
jeJ

(Jatdmme indeksijoukot merkitseméitté, jos sekaannuksen vaaraa ei ole.) To-
dennékoisyyslaskennan kielelld NA; on “kaikki A;:t sattuvat” ja UA; on
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“vahintddn yksi A; sattuu”. Tulkitsemme UjegA; = @ ja NjegAd; = Q. In-
deksijoukon J ei tarvitse olla numeroituva: esimerkiksi R = Uzer{z}.
Osajoukkokokoelmalle A; C €2, j € J, pétee De Morganin lait

Ua) = N4 = (N4a) = Uas
Funktiolle X : Q — RY merkitsemme
{XeB} = X'B = {weQ; X(w) € B}.

Tissi siis {X € B} € Q ja B C R?.

Laajennetut reaaliluvut ovat R := R U {—o0, 00}.

Reaalilukujonon (z,,) ala- ja ylaraja-arvot ovat

liminfz, := liminfx, ja limsupz, := limsupz;.
n k>n . k>n

liminf z,, ja lim sup z,, ovat aina olemassa laajennettuina reaalilukuina (har-
joitustehtava 1.2). Liséksi x,, — x jos ja vain jos liminf z, = limsupz, =z
(harjoitustehtava 1.3). On myds selvdd, ettd liminfz, < limsupaz, kaikilla
jonoilla (z,,). Nimitykset “yla- ja alaraja-arvot” johtuvat tésta.

Joukkojonojen (A,,) ala- ja yliraja-arvot ovat

liminf A,, = UﬂAk’ ja  limsup A, := ﬂUAk

n>1k>n n>1k>n

Todennékoisyyslaskennan kielelld limsup A4, on “A, sattuu &ddrettomén
usein” ja liminf A,, on “A,, sattuu jostakin ldhtien”. Usein kiytetdénkin mer-
kint6ja {4, d.u.} :=limsup 4, ja {A, j.l.} :=liminf A4, .

Jos x, — z ja (x,) on kasvava, niin merkitsemme z, T z. Jos z, — =
ja (x,) on véhenevé, niin merkitsemme z, | x. Itse asiassa: jos (z,) on
kasvava, niin z,, T supz, € R, ja jos (x,) on vihenevi, niin z, | infz, € R.

Joukkojono (A,) on kasvava, jos A,, C A, 41 ja vihenevé, jos A, D A,41.
Merkintd A, T A tarkoittaa, ettd (A,) on kasvava ja A = UA,,. Merkinté
A, | A tarkoittaa, ettd (A,) on vidhenevd ja A = NA,. Jos limsup 4,, =
liminf A,, = A, niin sanomme, ettd (A,) suppenee kohti joukkoa A. Talloin
merkitsemme A, — A tai lim A4, = A.

Joukon A indikaattori on

La(w) { 1, josw € A,

0, muulloin.

Télloin A, — A jos ja vain jos 14, (w) — 14(w) kaikilla w € © (harjoitus-
tehtévi 1.6).
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1.2 Kolikonheittoa

Esitdmme raja-arvotuloksia reilun kolikon heitoille ylimalkaisesti. Tarkemmin
ja yleisemmin késittelemme asiaa luvussa 8.

Olkoon
X — { 1, jos m. heitto on klaava,

0, jos m. heitto on kruuna.

Oletamme, ettd heitot ovat riippumattomia ja ettd kolikko on reilu. Toisin
sanoen kaikille mahdollisille tuloksille (x1,...,z,) € {0,1}", n € N, pétee

1
P[Xlzl'l,...,Xn:l'n] = 2_n
Olkoon

Y, = %Zxk

klaavojen suhteellinen frekvenssi n kolikonheiton sarjassa.
Kun n — oo, todennikéisyyksille P[Y,, = y|, y € [0, 1], pétee

(1.2.1) PlY, =y ~ 1{y:%}’
(1.2.2) ~ e—n(ylny+(1—y)1n(1—y)+1n2)
(1.2.3) )

7r_

2

Arvio (1.2.1) on (heikko) suurten lukujen raja, arvio (1.2.2) on suurten poik-
keamien raja ja arvio (1.2.3) on keskeinen raja. Niita arvioita voitaneen pitéé
todennakoisyyslaskennan keskeisimpiné tuloksina

Perustelemme nyt kaavat (1.2.1)—(1.2.3) heuristisesti. Aluksi huomaam-
me, ettd kuvaus

y—I(y) = ylmy+(1—y)In(l —y)+1n2

on positiivinen ja saa pienimmén arvonsa (nolla) pisteessd y = 1/2. Siten
arvio (1.2.1) seuraa arviosta (1.2.2). Perustelemme sitten arvion (1.2.2). Tyo-
kalumme on Stirlingin kaava:

n! ~ V2mnn"e ", kun n — oc.

Koska nY,, on binomijakautunut parametrein n ja 1/2, niin (kun ny € N)

PlY,=y] = PhY,=ny = (:y)Qn - (ny)zl(f_—nny)!'
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Soveltamalla tdhédn Stirlingin kaavaa saamme

V2mnnte " 27"

P, =y =~ - E——
V2mny(ny)We— /21 (n — ny)(n — ny)r—"we— (")
1
_ —ny(] — —n(l—y)2—n
a0 (1-vy)
(1.2.4) = 1 e~ Myny+(1-y) In(1-y)+n2)
2mny(1 —y)

Arvio (1.2.2) seuraa arviosta (1.2.4) havittamélld hitaasti muuttuva termi:

1
2mny(1 —y)

—n(yIny+(1-y) In(1-y)+In2)

—n(ylny+(1—y) In(1—y)+In 2) ~ ¢

e

Perustelemme sitten arvion (1.2.3). Juuri perustellun suurten lukujen arvion
(1.2.1) nojalla voimme olettaa, etti

1

Arvio (1.2.3) seuraa sijoittamalla y(1 —y) ~ 1/4 arvion (1.2.4) hitaasti
muuttuvaan termiin ja toisen asteen Taylor-arvion

0 =1+ () 63 () 6-3)

arvion (1.2.4) eksponenttiin. Nimittdin nyt

I'(y) = Iny—In(1—y),
1 1
I'y) = —+—,
(y) st

1 1 1
I <§> = 0, _[/ (5) = O, seki ]” (5) = 4.

Siten Taylor-arvio on
1\ 2
I ~ 2|ly—=| .
(v) (y 2)

Suurten poikkeamien arvio (1.2.2) toimii paremmin, kun suhteellinen fre-
kvenssi y on kaukana suurten lukujen arviostaan y ~ 1/2. Keskeinen arvio
(1.2.3) taas toimii paremmin, kun y on l&helld suurten lukujen arvion (1.2.1)
ennustetta y ~ 1/2. Arvioiden (1.2.2) ja (1.2.3) erilaiset “toiminta-alueet”

ja
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ovat intuitiivisesti selvid, kun huomaa miten ne on johdettu: arvio (1.2.2)
johdettiin hylkdaamélla hitaasti muuttuva termi ja arvio (1.2.3) johdettiin
kdyttdmalla Taylor-kehitelméé tyypillisen arvon y ~ 1/2 ympérilla.

Heikon suurten lukujen arvion (1.2.1) taustalla on heikko suurten lukujen
laki: im P[|Y,, —1/2| > ¢] = 0 kaikilla € > 0. Vahva suurten lukujen laki taas
sanoo, ettd P[limY,, = 1/2] = 1. Téssd meidan on tulkittava {limY, = 1/2}
tapahtumaksi todennékoisyysavaruudella, joka koostuu ddrettomén pitkisté
kolikonheittojen sarjoista. Tétéa varten tarvitsemme todennékoéisyysteoriaa.
Suurten poikkeamien arvion (1.2.2) takana on suurten poikkeamien periaate
ja keskeisen arvion (1.2.3) takana on keskeinen raja-arvolause.

Harjoitustehtavia

1.1. Olkoon j € J, missd J on mielivaltainen indeksijoukko. Perustele De
Morganin lait (UA;)¢ = NAS ja (NA;)¢ = UAS.

1.2. Olkoon (z,) lukujono. Osoita, ettd liminfz, ja limsupz, ovat aina
olemassa laajennettuina reaalilukuina.

1.3. Olkoon (x,) lukujono. Osoita, ettd (x,) suppenee jos ja vain jos
liminf z,, = limsup x,,, ja télléin lim x,, = liminf x,,.

1.4. Olkoon A jokin joukko. Jokaiselle n € N asetamme Ay, ;1 := A ja
Ag, = A°. Mitd ovat joukot liminf A, ja limsup A,? Suppeneeko jono
(An)?

1.5. Olkoon (A,) joukkojono. Osoita, ettd liminf A,, C limsup A, .

(
1.6. Olkoon (A,) jono perusjoukon  joukkoja. Osoita, ettd A, — A jos ja
vain jos 14, (w) — 14(w) kaikilla w € 2.

1.7. (a) Muotoile ja (b) perustele osion 1.2 tulokset (1.2.1)—(1.2.3) painotetun
kolikon heitolle.
Oletamme siis, ettd kaikilla (z1,...,z,) € {0,1}"*, n € N,

P[Xl = T1,... 7Xn = [En] = pri;m:l’ign}l(l - p)|{$1 2i=0,i<n}]

jollakin p € [0, 1]. Kolikko on siis painotettu, mutta muistiton (eli kolikon-
heitto on riippumaton).
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Todennikoisyysavaruus

Valitettavasti monissa mielenkiintoisissa tilanteissa emme voi késitelld kaik-
kia perusjoukon €2 osajoukkoja tapahtumina eli “mitallisina” joukkoina. Em-
me nimittdin aina pysty liittdméaan jokaiseen osajoukkoon A C €2 toden-
nékoisyyttd P[A] johdonmukaisella tavalla, vaan meidédn on tyydyttava jo-
honkin pot (2) :n osajoukkoon. Konkreettisesti ndemme tdmén esimerkissé
2.4.1. Toisaalta, jos A on tapahtuma, niin A° on tapahtuma. Nimittdin “ter-
ve jarki” sanoo, ettd talloin P[A°] = 1 — P[A]. Lisdksi, jos A ja B ovat
erillisid tapahtumia, niin sama‘“terve jarki” sanoo, ettd A U B on tapahtu-
ma ja P[AU B] = P[A] + P[B]. Matemaattisesti on myo6skin huomattu
vélttaméttoméksi olettaa todennédkoisyyden jatkuvuus: jos (A,) | A, niin
P[A,] | P[A]. Erityisesti siis télloin osajoukko A C € on tapahtuma, jos
osajoukot A, C €2, n € N, ovat tapahtumia. Matemaattinen valttamétto-
myys tarkoittaa téssa sitd, ettd ilman tata jatkuvuutta vahva suurten luku-
jen laki ei pitdisi paikkaansa. Siten tdmékin tapahtumien ominaisuus seuraa
“terveesta jarjesta”.

Edelld mainituista syistd seuraa, ettd tapahtumien (eli “mitallisten” jouk-
kojen) luokan on oltava suljettu numeroituvan monien joukko-operaatioiden
suhteen. Téllaista joukkoluokkaa kutsumme o -algebraksi.

2.1 o-algebrat

2.1.1 Maaritelma. Kokoelma F joukon 2 osajoukkoja on o -algebra, jos
i) Qe7,

(ii) jos A€ F, niin A°€ T,

(iii) jos A, € F kaikilla n € N, niin NA, € &F.

Madritelmén 2.1.1 ehdon (i) voi korvata ehdolla

(i) @e7,
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silld ehdon (ii) nojalla télloin @° = 2 € F. Ehdon (iii) voi korvata ehdolla
(iii") jos A, € F kaikilla n € N, niin UA,, € F,
silld UA,, = (NAS)° ja (NAS)° € F ehdon (ii) nojalla.

2.1.2 Esimerkki. (i) Téysi o-algebra pot (2) on o-algebra.
ii) Triviaali o-algebra {2, @} on o-algebra.
) Olkoon © = {1,2,3}. Talloin {2, {2,3},{1}, @} on o-algebra.
(iv) Olkoon © = {1,2,3}. Kokoelma {Q, {1}, {2},{3}, @} eiole o-algebra.
) Olkoon A C Q. Télloin {Q, A, A°, @} on o-algebra.
)

(vi) Reaaliakselin avoimien vélien muodostama kokoelma ei ole o-algebra,
silld esimerkiksi {0} = N(—2%,2) ei ole avoin vili.

2.1.3 Apulause. Jos 3}, j € J, ovat o-algebroja, niin NF; on o -algebra.

Todistus. (1) Q € NF;, silla Q € F; kaikilla j € J. (ii) jos A € NF;, niin
A € J; kaikilla j € J. Siten A° € J},silla F; on o-algebra. Joten A € NT;.
(iii) Jos A,, n € N, kuuluvat joukkoon NJF;, niin ne kuuluvat joukkoon F;
kaikilla j € J. Siten NA, € J; kaikilla j € J, silld joukot F;, j € J, ovat
o-algebroja. Siispd NA,, € NT;. O

Apulause 2.1.3 mahdollistaa seuraavan méaritelmén.

2.1.4 Méaritelmi. Kokoelman C wirittimd o -algebra o(C) on pienin o-
algebra, joka sisiltdéa kokoelman €:

o(C) = ﬂ {F : F on o-algebra ja C C F}.

Esimerkin 2.1.2(v) o-algebra on kokoelman {A}, tai yhtd hyvin joukon
A, virittdmé o-algebra. Samoin esimerkin 2.1.2(iii) o-algebra on kokoelman
{{1}}, eli joukon {1}, virittimi o-algebra.

2.1.5 Apulause. Jos ¢’ C €, niin o(C') C (C).

Todistus. o(C) on o-algebra, joka sisdltdd kokoelman €. Toisaalta o(C’) on
pienin o-algebra, joka sisiltéaéd kokoelman €. Siten o(C') C o(C). O

Osajoukko U C R? on awvoin, jos U:m jokainen piste x on posiitiivisen
etédisyyden pédssid joukon U komplementista. Toisin sanoen kaikille z € U
péatee

dist(xz,U¢) = inf{lz —y|;y € U} > 0.



2.2 Todennékoisyysmitta ja -avaruus 11

2.1.6 Msairitelmé. Euklidisen avaruuden R? Borelin o -algebra By on sen
avointen joukkojen virittdma. Joukot B € B,, ovat Borel-joukkoja. Liséksi
merkitsemme B := B;.

2.1.7 Apulause. Jokainen seuraavista kokoelmista virittid B .

(i) [a,b], a <), a,beR,
(i) [a,b], a<b, a,b€R,
(iii) (a,b], a <b, a,beR,
(iv) (a,b], a <b, a,beR,
(v) (a,b), a<b, a,beR,
(vi) (—o0,b], bER,

(vii) (—o0,b), beR,
(viii) [a,00), a € R,
(ix) (a,), a € R,

(x) mikd tahansa edellisisti kokoelmista, mutta niin etti a,b € Q.

Todistus. Naytdmme kohdan (v) ja jatdmme loput harjoitustehtéviksi 2.3.
Osoitamme, ettd jokainen R:n avoin joukko on numeroituva yhdiste avoi-
mista véleistd (a,b). Viite seuraa talloin médritelmén 2.1.1 ehdosta (iii’).
Olkoon B C R avoin ja B’ = BN Q. Tallin

B = Jla—ena+e).

qeEB’
misséd ¢, = dist(g, B¢) > 0. O

Apulauseella 2.1.7 on my6s luonnollinen d-ulotteinen vastine. Esimerkiksi
joukot Xpg<glag,00), ar € Q, virittédvit o-algebran B, (harjoitustehtiva
2.4).

2.2 Todennidkoisyysmitta ja -avaruus

2.2.1 Mééritelméa. Pari (Q,F), missé F on perusjoukon 2 o-algebra on
mitallinen avaruus. Joukot A € F ovat mitallisia joukkoja eli tapahtumia.

2.2.2 Masritelmé. Todenndkoisyysmitta on funktio P : F — [0, 1], jolle
(i) P[] =1,

(ii) jos tapahtumat A, € F, n € N, ovat erillisid, niin

P [U An} = S P4
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Todennékoisyysmitta on siis mitan erikoistapaus. Yleisesti nimittain mat-
ta on joukkokuvaus p: F — R, U {oo}, jolle u[@] =0 ja

w U] = Pulal

kun mitalliset joukot A, € F, n € N, ovat erillisid. Mikéli u[Q)] < oo, niin
sanomme, ettd mitta p on ddrellinen tai rajoitettu.

Seuraava madritelméa yhdistettynd maaritelmiin 2.1.1 ja 2.2.2 on Kolmo-
gorovin aksiomatisointi todenndkoisyyslaskennalle. Huomattavaa maéaéritel-
méssd on, ettd se on puhtaasti tekninen eiké ollenkaan filosofinen: se ei siis
sano, mitd todennékoisyys on “an sich” tai missdin muussakaan filosofisessa
mielesséd. Se sanoo vain, miten todennikoisyys “kayttaytyy”.

2.2.3 Masritelmé. Kolmikko (2, F, P) on todenndkdisyysavaruus.

2.2.4 Esimerkki. (i) Tavallista nopanheittoa vastaa todennékoisyysava-
ruus 2 ={1,...,6}, F =pot () ja P[A] = |A|/6 kaikilla A € F.
(ii) n-kertaista kolikonheittoa vastaa todennékoisyysavaruus 2 = {0,1}",
F =pot (Q) ja P[A] = |A|/2" kaikilla A € F.
(iii) Loputonta kolikonheittoa vastaa todennikoisyysavaruus = {0,1}*°.
Talloin w € §2 on siis ddrettémén pitkd {0, 1}-jono:

W = (W1,Wa, ., Wy Wnty---)-
Todennikoisyys virittyy asettamalla P[{proj,w}] = 1/2", missi
proj,(wi,ws,...) = (wi,...,w,). Vastaavasti o-algebraksi valitaan

F = o(proj,A; A € pot(Q2),n € N). Joukkoja proj,A kutsutaan
sylinterijoukoiksi. Téssé tapauksessa on valitettavasti mahdotonta va-
lita o-algebraksi koko potenssijoukkoa pot ({0,1}*°). Tamén nikee
myohemmin esitettiavasta esimerkistd 2.4.1 tulkitsemalla avaruuden
{0,1}> avaruudeksi [0,1] kayttdmilla reaaliluvun desimaalikehitel-
man bindariesitysta.

Todenniksisyyden ominaisuutta (ii) kutsutaan o -additiivisuudeksi. Ta-
vallinen &aédrellinen additiivisuus joukkofunktioille P tarkoittaa sitd, etté
P[A; U As] = P[A1] + P[Ay], kun A; ja Ay ovat erillisid eli A3 N Ay = @.
Itse asiassa hakasulkeiden kéaytolla haluamme korostaa todennékéisyysmitan
additiivisuutta.

Seuraavan apulauseen sanoma on, ettd o-additiivisuus lisda darelliseen
additiivisuuteen monotonisen jatkuvuuden.

2.2.5 Apulause. Olkoon P : F — [0,1] additiivinen funktio, jolle P[] = 1.
Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:
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(i) P on o-additiivinen,
(i) jos An,A€F, neN, ja A, | A, niin P[A,] | P[A],
(iii) jos An, A€ F, neN, ja A, T A, niin P[A,] T P[4].

Todistus. (ii) < (iii): A, | A jos ja vain jos A T A°. Viite seuraa siten De
Morganin laeista ja funktion P additiivisuudesta.

(iii) < (i): Olkoon A, T A. Asetamme B, := A, \ A,_;. Télloin B, :t
ovat erillisid ja U<, By = A,,. Siten

P4, = P||JB:| = D _P[B.
k<n k<n
Koska A = UA,, = UB,,, ndemme etté (iii) < (i). O

Merkinnélld (A4,) C F tarkoitamme, ettd A, € F kaikilla n € N.
Seuraava tulos sanoo, ettd todennékoisyys on jatkuva.

2.2.6 Lause. Olkoon (A,) C F. Jos A, — A, niin A € F ja P[A,] — P[A].

Todistus. Osoitamme aluksi, ettd A € F. Koska A,, — A, niin erityisesti A =
liminf A,,. Mutta liminf A,, on tapahtuma, silld se on saatu numeroituvalla
maéaaralld joukko-operaatioita tapahtumista A, , n € N.

Osoitamme sitten jatkuvuuden. Olkoot Al = Ng>p Ak ja A, = UpsnAg.
Télloin (A7) on kasvava ja (A;) on vihenevé. Lisdksi liminf A, = lim Al ja
limsup A, = lim A,, . Koska A, — A, niin A} 7 Aja A, | A. Huomaamalla,
ettd A C A, C A, ja kiyttamalld apulausetta 2.2.5 saamme

P[4] = limP[4}] < limP[4,] < lmP[4;] < P[A].
Mutta tdmé tarkoittaa, ettd P[A,] — P[A]. O

Esitdmme lopuksi vield niin sanotun inkluusio/ekskluusio-kaavan. Taméa
kaava on periaatteessa tuttu todennékoisyyslaskennan johdantokursseilta.
Nyt vain esitimme sen laajemmassa aaretontd joukkoperhettd koskevassa
muodossa.

2.2.7 Lause. Olkoon A, € F, n € N. Tilloin

U = m > ¥ ow

n>1 m<n ki1<-<km<n

P

(14

I<m

Todistus. Harjoitustehtéva 2.6. [
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2.3 Laajennuslauseita

Usein mallinnuksessa perusjoukko 2 ja todennikoisyydet P[C], C' € €, on
annettu jollekin joukkoluokalle € C pot (2) (mieti loputonta kolikonheittoa
ja sylinterijoukkoja). Nyt keskeisid kysymyksid ovat:

1. yksikasitteisyys eli maaraytyyko P yksikésitteisesti o-algebralle o(@),
2. olemassaolo eli onko olemassa todennékéisyytta P kokoelmalta o(C),
kun todennékaisyydet P[C], C' € €, on kiinnitetty.
o-algebrat ovat vaikeita. Algebrat, w-luokat ja d-luokat ovat helppoja.
2.3.1 Maaritelméa. Kokoelma A joukon €2 osajoukkoja on algebra, jos
(i) QeA,
(ii) jos A€ A, niin A° € A,
(i) jos Aj, Ay € A, niin Ay N Ay € A.
2.3.2 Maéaritelmi. Kokoelma J joukon €2 osajoukkoja on w-luokka, jos

[1ﬁ12€f],kun Il,IQ elJ.

2.3.3 Maaritelmé. Kokoelma D joukon 2 osajoukkoja on d-luokka eli
monotoninen luokka, jos

(i) QeD,
(i) jos A,Be€D ja AC B,niin BNAe€D,
(iii) jos A, € D kaikilla n € N ja A, T A, niin A€ D.
Algebra on siis suljettu dérellisten monien joukko-operaatioiden suhteen,
m-luokka on suljettu dérellisten monien leikkausten suhteen ja d-luokka on
suljettu numeroituvien monotonisten operaatioiden suhteen.

Kuten o-algebrojen tapauksessa, myos algebrojen, w-luokkaen ja d-
luokkaen tapauksessa voimme puhua virittajista (apulause 2.1.3).

2.3.4 Apulause. Jos C;, j € J, ovat algebroja (m-luokkia, d-luokkia), niin
NC; on algebra (vast. m-luokka, d-luokka).

Todistus. Harjoitustehtava 2.7. Il

2.3.5 Mairitelmi. Kokoelman € virittdmat algebra a(C), m-luokka 7(C)
ja d-luokka d(C) ovat

a(C) = ﬂ {A; A on algebra ja A C C},
m(C) = ﬂ {J; J on 7w-luokka ja J C C},
() := ﬂ {D; D on d-luokka ja D C C}.
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2.3.6 Apulause. Kokoelma F on o-algebra jos ja vain jos se on sekd -
luokka ettd d-luokka.

Todistus. On selvéd, ettd o-algebrat ovat sekéd m- ettd d-luokkia.

Olkoon sitten F sekd 7- ettd d-luokka. Olkoon A € F. Talloin A¢ =
QN Ae T silla F on d-luokka. Olkoon lisdksi B € &F. Télloin AUB € &F
De Morganin lain AU B = (AN B¢)¢ nojalla. Olemme nyt siis osoittaneet,
ettd F on algebra. Olkoon sitten A, € F kaikilla n € N. Merkitsemme B,, :=
Ur<nAg. Talloin B, T UA,, joten UA,, € . Kayttdmélld De Morganin lakia
NA, = (UAS)® ndemme, ettd F on o-algebra. O

Seuraava tulos on Dynkinin lemma tai monotonisen luokan lause.
2.3.7 Apulause. Jos J on 7-luokka, niin d(J) = o(J).

Todistus. Apulauseen 2.3.6 nojalla riittda osoittaa, ettd d(J) on mw-luokka.
Askel 1: Merkitsemme

D, = {Bedd); BnI € d(I) kaikilla I €I}

Selvasti J C D;. Osoitamme, ettd D; on d-luokka. Selvisti 2 € D;. Olkoon
sitten A, B € Dy, AC B ja I €J. Téalloin

(BNA)YNI = BNINA®
= (BNI)n(A°NI°
= (BNI)~(ANI).

Koska (BN1I) € d(J) ja (ANI) e d(d), niin (BNI)~(ANI) e d(). Siten
B~ A € D;. Olkoon lopuksi (A,) C D; ja A, T A. Talloin kaikille I € J
piatee A, NI € d(J) ja A, NI T ANI. Ndemme, ettdi ANI € d(J). Siten
A € D;. Olemme osoittaneet, ettd Dy on d-luokka. Toisaalta, koska J C D,
niin d(J) C D;. Siten d(J) = D;.

Askel 2: Merkitsemme

Dy, = {Acd(d); AN B € d(J) kaikilla B € d(J)}.

Askeleen 1 nojalla Dy = d(J). Siten J C D,. Toisaalta, kuten askeleessa
1, on helppo ndhdi, ettd Dy on d-luokka. Lisiksi I C Dy C Dy C d(J).
Siten Dy = d(J). Lopulta viite seuraa huomaamalla, ettd D, on selvisti
m-luokka. Il

Seuraava tulos on Dynkinin laajennuslause. Se takaa todennékoisyysmi-
tan laajennuksen yksikasitteisyyden.
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2.3.8 Lause. Olkoon J m-luokka ja F = o(J). Olkoot P ja P kaksi toden-
nakoisyysmittaa mitallisella avaruudella (2, F). Jos P = P' w-luokalla 7,
nitn P =P’ o-algebralla F .

Todistus. Merkitsemme
D = {AeTF;P[A] = P’[A]}.

Osoitamme, ettd D on d-luokka. Selvisti 2 € D. Olkoon sitten A, B € D
ja A C B. Talloin

P[B~A] = P[B]—-P[A] = P[B]-P/[4] = P[B~A]

Siten B\~ A € D. Olkoon lopuksi (A,) € D, A, T A. Todennékdisyyden
jatkuvuuden nojalla

P[4 = lmP[4,] = LmP[4,] = P[A].

Siten A € D.
Nyt D on d-luokka ja J C D oletuksen nojalla. Siten, Dynkinin lemman
2.3.7 nojalla, D D d(J) =0(J) = F. O

Dynkinin laajennuslause 2.3.8 takasi ainoastaan todenn&koisyysmitan
laajennuksen yksikésitteisyyden. Seuraava laajennuksen olemassaolo- ja yk-
sikésitteisyystulos on Carathéodoryn laajennuslause.

2.3.9 Lause. Olkoon A algebra ja Py : A — [0,1] o-additiivinen joukko-
funktio, jolle Po[Q2] = 1. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen todenndkoi-
syysmitta P : o(A) — [0,1], jolle P[A] = Po[A], kun A € A.

Todistus. Harjoitustehtava (esimerkiksi graduksi). O

2.3.10 Seuraus. Mitalliselle avaruudelle (R,B) on olemassa Lebesguen
mitta £, joka madrdytyy yksikasitteisesti ehdosta £[(a,b)] = |b — a| kaikilla
a,beR.

Todistus. Tulos seuraisi vélittémésti Carathéodoryn laajennuslauseesta, jos
vain Lebesguen mitta olisi todennékoisyysmitta. Voimme kuitenkin méari-
tella Lebesguen mitan tasaisten todennékoisyysmittojen avulla seuraavasti.
Olkoon m € Z. Jokaiselle vilille [m, m + 1] asetamme

lul(a,b)] = [p—al,

kun a,b € [m,m + 1]. Vilin [m,m + 1] Borelin o-algebra on niiden jouk-
kojen B, luokka, joille B,, € B ja B,, C [m,m + 1]. Nyt, Carathéodoryn
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laajennuslauseen 2.3.9 nojalla, mitat ¢, laajenevat vélien [m,m + 1] Bore-
lin o-algebroille. Toisaalta, jos B € B, niin B = UB,,, missd B,, on vilin
[m, m + 1] Borel-joukko. Siten voimme asettaa

(B] =) lm[Bul.
Tamé ¢ on Legesguen mitta. m

Esitddme vield lopuksi todennékoisyysavaruuden taydellistymén, vaikka-
kaan emme tarvitse sitd myohemmin kurssilla.
Olkoon (2, F, P) todennikéisyysavaruus. Olkoon N nollaluokka:

N € N jos ja vain jos on olemassa sellainen A € F, ettd N C A
ja P[A] =0.

On “filosofisesti tyydyttavad” voida sanoa, ettd P[N] =0, kun N € N. Ma-
temaattisesti tdmé tehdaidn tarkastelemalla joukkoluokkaa F*, joka koostuu
alkioista A*, joille on olemassa sellaiset A=, AT € F, ettda A~ C A* C A" ja
P[AT N A7] = 0. Talloin F* on o-algebra. Itse asiassa voidaan osoittaa, etta
F* = o(F,N). Asetamme sitten P*[A*] = P[AT] = P[A™]. Todennikaisyy-
savaruus (£, F*, P*) on todenndkéisyysavaruuden (Q, F, P) taydellistymd.

2.4 Mitallisuus ja mitattomuus

T&ama osio koostuu esimerkisté, joka osoittaa, ettemme voi aina valita kaikkia
joukkoja mitallisiksi. Toisin sanoen joudumme joskus tyytyméén siihen, etta
o-algebra F on potenssijoukon pot (2) aito osajoukko.

2.4.1 Esimerkki. Olkoon Q = [0, 1] ja P tasainen jakauma eli Lebesguen
mitta. Talloin siis
Pl(a,b)] = [b—al,
kun a,b € Q2. Osoitamme, ettd kaikki €2:n osajoukot eivét voi olla mitallisia.
Olkoot z,y € [0, 1]. Jatkossa z+y tarkoittaa summaa z+y, jos z+y < 1
ja summaa x + y — 1 muulloin. Erotus x — y maéritelladn vastaavasti
Olkoon B C Q ja w € (). Merkitsemme

B+w = {We€Q;v =w+bbe B}.

Huomaamme, ettd P[B] = P[B+w] kaikilla w € Q eli P on siirtoinvariantti.
Lisdksi B on mitallinen jos ja vain jos B + w on mitallinen kaikilla w € €.

Madrittelemme sitten pisteille w,w’ € € relaation ~ asettamalla w ~ W’
jos ja vain jos w — ' € Q. Selvésti ~ on ekvivalenssirelaatio. Siten ~
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jakaa avaruuden () erillisiin ekvivalenssiluokkiin. Olkoon sitten A joukko,
johon on valittu jokaisesta néisté ekvivalenssiluokista yksi alkio. Tamé joukko
on olemassa valinta-aksiooman nojalla. Osoitamme, ettd tdméa A ei voi olla
mitallinen.

Olkoon qi,qs,... joukon €2 rationaaliluvut. Tarkastelemme joukkoja
A, = A+ q,. Nami joukot muodostavat perusjoukon €2 osituksen eli A, :t
ovat erillisid ja 2 = UA,, (harjoitustehtavi 2.8).

Nyt, edellisen perusteella, jos A on mitallinen, niin jokainen joukoista
A,, n € N on mitallinen. Liséksi, koska joukot A,, n € N, muodostavat
avaruuden () osituksen, niin

(2.4.2) 1 = P[] = P[UAn} = S P4

Mutta mitta P on siirtoinvariantti. Siten P[A,,] on vakio. Siten yht&lo (2.4.2)
on mahdoton. Olemme péaétyneet ristiriitaan. Oletus, joka tulee hylédtéa on,
ettd A on mitallinen.

Harjoitustehtavia

2.1. Olkoon 2 = {1,2,...,n}. Kuinka monta erilaista o-algebraa joukolla
Q on?

2.2. Olkoon ¥ jokin &ireton o-algebra. Osoita, ettd JF ei voi olla numeroi-
tuva.

2.3. Todista lemman 2.1.7 kohdat (i)—(iv) ja (vi)—(x).

2.4. Osoita, ettd joukot Xp<glag,00), ap € Q, virittivit R%:m Borelin o-
algebran By.

2.5. Olkoot A, € F, n € N. Osoita, ettd

P[UAn] < Y PAL
2.6. Todista lause 2.2.7.
2.7. Todista apulause 2.3.4.

2.8. Osoita, ettd esimerkin 2.4.1 joukot A, , n € N, muodostavat avaruuden
Q osituksen: A, :t ovat erillisid ja UA,, = Q.



Luku 3

Satunnaismuuttujat ja -vektorit

Satunnaiskuvauksen, tai -muuttujan, yleinen idea on seuraava. Todennakéi-
syysavaruus (€2, F, P) on abstraktio, jonka ei tarvitse liittyad milldédn ilmeiselld
tavalla havaittavaan todellisuuteen. Todelliset havainnot liittyvét satunnais-
kokeeseen, jossa havaitsemme satunnaiskuvauksen X : ) — ”jokin avaruus” .
Havaitsemme siis tuloksen X (w), mutta alkeistapaus w € ) jdia kohtalon ju-
malattaren salaisuudeksi. Nédin ollen padtelmdmme todenndkéisyyksista eivét
perustu abstraktiin todenndkéisyysmittaan P, vaan havaittavaan todenné-
kéisyysmittaan Px[-] := P[X € -] := P o X7![-]. Todennékdisyysmittaa
Px kutsumme satunnaiskuvauksen X jakaumaksi.

Yleisesti satunnaiskuvaus X on mitallinen kuvaus mitalliselta perusava-
ruudelta (Q,F) jollekin mitaliselle avaruudelle (M, M). Mitallisuus tarkoit-
taa sité, ettd {X € M} € F kaikilla M € M. Emme kuitenkaan késittele
satunnaiskuvauksia tédssé yleisyydessd, silld se vaatisi lukijalta huomattavaa
topologian ja funktionaalianalyysin osaamista. Tyydymme késitteleméén ti-
lanteita (M, M) = (R% B,) ja (M,M) = (R, B). Ensimmiisessd tapauk-
sessa kutsumme satunnaiskuvauksia satunnaisvektoreiksi ja jalkimmaisessa
tapauksessa satunnaismuuttujiksi.

3.1 Maaritelmi mitallisena kuvauksena

3.1.1 Maaritelma. Kuvaus X : Q2 — R on satunnaismuuttuja eli mitallinen
kuvaus, jos {X € B} € JF kaikilla B € B. Vastaavasti vektoriarvoinen
kuvaus X = (X1,...,Xq) : Q — R? on satunnaisvektori, jos {X € B} € F
kaikilla B € B,.

[tse asiassa (Xi,...,Xy) on satunnaisvektori jos ja vain jos sen kompo-
nentit X, ..., Xy ovat satunnaismuuttujia (harjoitustehtava 3.1).

Se, onko kuvaus X perusavaruudelta ) satunnaismuuttuja, tai -vektori,
riippuu c-algebran F rikkaudesta: mitd rikkaampi F on sitd enemmén
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(Q, F):1td on mitallisia kuvauksia. Seuraava esimerkki valaisee tata ilmiota.
3.1.2 Esimerkki. Tarkastelemme satunnaismuuttujia X : 2 — R.

(i) Jos F = pot (2), niin kaikki kuvaukset ovat satunnaismuuttujia.
(ii) Jos F = {Q, @}, niin vain vakiokuvaukset ovat satunnaismuuttujia.
(iii) Olkoon ©Q = {1,2,3,4,5,6} ja X kuusisivuisen nopan heiton tulos.
Jos F = pot (), niin X on satunnaismuuttuja avaruudelta (€, F).
Jos taas § = {Q,{1,3,5},{2,4,6}, 2}, niin X ei ole satunnaismuut-
tuja avaruudelta (€2,G). Sen sijaan Y := “silméluku on parillinen” on
satunnaismuuttuja avaruudelta (€2, G).

3.1.3 Lause. Olkoon B; = o(C). Tdlloin X = (X1,...,X4) on satunnais-
vektori jos ja vain jos {X € C} € F kaikilla C € C.

Todistus. Jos X on satunnaisvektori, niin {X € C} € F kaikilla C' € C,

Oletamme sitten kddntden, ettd {X € C} € F kaikilla C' € € pitee.
Olkoon B/, niiden R%:n joukkojen B kokoelma, joille {X € B} € . Olkoon
(B,) C B,. Koska {X € NB,} =N{X € B,} ja {X € B5} ={X € B,}°,
niin ndemme, ettd B/, on o-algebra. Nyt, oletuksen nojalla € C B/. Mutta
koska C virittdéd o-algebran By, niin B, C B). O

3.1.4 Seuraus. X = (Xy,...,Xy) on satunnaisvektrori jos ja vain jos
{Xi <aq1,....Xa < qa} €F kaikilla qu,...,q: € Q.

Todistus. Tulos seuraa lauseesta 3.1.3, jos joukot Xg<q(—00,qx], @& € Q,
virittavat o-algebran B,;. Mutta tdmé tulos taas seuraa harjoitustehtéavasta
2.4. O

3.2 Rajat ja muunnokset

3.2.1 Lause. Olkoot X,,, n € N, satunnaismuuttujia. Tdlloin myos liminf X,
ja limsup X,, ovat satunnaismuuttugia.

Todistus. Koska {sup X,, < a} = N{X, < a} (harjoitustehtdvi 3.2) ja
{X, < a} € F kaikilla @ € R, on sup X,, satunnaismuuttuja. Samalla ta-
valla ndemme, ettd myos inf X, on satunnaismuuttuja. Mutta limsup X,, =
inf, > supy~,, Xi. Siten limsup X,, on satunnaismuuttuja. Samalla tavalla
ndemme, ettd myos liminf X,, on satunnaismuuttuja. O

3.2.2 Seuraus. Olkoot X, , n € N, satunnaismuuttujia. Jos X, — X, niin
X on satunnaismuuttuja.
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Kuvaus f : R — R? on Borel-mitallinen, jos {f € B} € By kun
B e By.

3.2.3 Lause. Olkoon X = (Xi,...,X,) satunnaisvektori ja f : R? — R?
Borel-mitallinen. Talloin f(X) on satunnaisvektori.

Todistus. Olkoon B € By. Nyt {f(X) € B} = {X € f'B}. Koska f
on Borel-mitallinen, niin By := f'B = {f € B} € B, ja koska X on
satunnaisvektori, niin {f(X) € B} ={X € By} € F. O

3.2.4 Seuraus. Olkoon (X,Y) satunnaisvektori. Tdlloin X +Y, XY,
max(X,Y) ja min(X,Y) ovat satunnaismuuttujia. Lisiksi, jos Y # 0, niin
X/Y on satunnaismuuttuga.

Todistus. Jatkuvat kuvaukset ovat Borel-mitallisia (harjoitustehtéva 3.6).
Mutta kuvaukset (z,y) — = +y, (z,y) — zy, (z,y) — max(x,y), (z,y) —
min(z,y) ja (z,y) — x/y, y # 0 ovat jatkuvia. Tulos seuraa siten lauseesta
3.2.3. O

3.3 Jakauma

3.3.1 Mairitelmia. Satunnaisvektorin X = (Xy,..., Xy) jakauma Px on
sen maalijoukkoonsa R? indusoima todennikdisyysmitta

Px[B] = P[XEB], BE’Bd.

3.3.2 Apulause. Olkoon X = (Xy,...,Xy) satunnaisvektori. Tdlldin Px
on todenndkoisyysmitta mitallisella avaruudella (R, By).

Todistus. Harjoitustehtava 3.7. Il
3.3.3 Esimerkki. Olkoon B € B.

(i) Jos X on deterministinen satunnaismuuttuja eli P[X = xy] = 1, niin
sen jakauma on Diracin pistemassa pisteessa xg:

1, jos zy € B,
0, muulloin.

PalB] = 58] = {

(ii) Olkoon X symmetrisen N -sivuisen nopan heiton tulos. Sen jakauma
voidaan esittdd Diracin pistemassojen avulla:

Py[B] = Y 6Bl

Téama tarkoittaa, ettd X on jakautunut tasaisesti joukkoon {1,..., N}.
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(iii) Satunnaismuuttuja on diskreetti, jos sen arvojoukko on numeroituva.
Minka tahansa diskreetin satunnaismuuttujan jakauma voidaan esit-
tad Diracin pistemassojen : jos satunnaismuuttujan X arvojoukko on
{ai,as,...} ja pp := P[X = q], niin

(3.34) Px[B] = > pida Bl

Itse asiassa satunnaismuuttuja X on diskreetti jos ja vain jos sen ja-
kaumalla on esitys 3.3.4.
(iv) Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen jakaumalla on esitys

PulB] = [ fela)ds

kaikilla B € B. Funktio f : R — R, on satunnaismuuttujan X tiheys-
funktio. Vastaavasti satunnaisvektori X = (X7,..., X,) on jatkuva, jos

Py[B] = /--~/Bf(x1,...,a:d)dx1~~d:cd

kaikilla B € B,. Funktio f: R — Ri on satunnaisvektorin X yhteis-
tiheysfunktio.

3.3.5 Lause. Satunnaisvektorin X = (Xi,...,Xy) jokauman mddrad sen
yhteiskertyméafunktio

Fx(xy,...,24) = Px

k<d

>< (_Oo,xk]] — PX[XI S $17“'7XTL S «/Ed]-

Todistus. Huomaamme, etta

J = {X (—oo,xk];x:(xl,...,xd)ERd}

k<d

on 7-luokka ja B; = o(J). Siten viite seuraa Dynkinin laajennuslauseesta
2.3.8. O

Seuraava lause karakterisoi ne funktiot F' : R — R, jotka ovat jonkin
satunnaismuuttujan kertyméfunktioita. Lauseesta on olemassa my0s satun-
naisvektoreja koskeva version, jonka muotoilun ja todistamisen jatdmme har-
joitustehtévéksi 3.8.

3.3.6 Lause. Funktio F': R — R on jonkin satunnaismuuttujan X kerty-
méfunktio eli F(x) = P[X < z] jos ja vain jos
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(i) F on kasvava: F(x) < F(y) kaikilla x <y,
(ii) F on oikealta jatkuva: F(x+) :=lim, ., F(y) = F(z),
(iii) limg—oo F(z) =1 ja lim, o F(z) =0.

Todistus. Téamé todistus on varsin ylimalkainen, toisin sanoen yksityiskoh-
dissa olisi paljon tédyttelemistd. Jatdmme epdméariisyyksien huomaamisen
ja korjaamisen ylimadraiseksi harjoitustehtaviksi.

Osoitamme aluksi, ettd kertyméfunktio toteuttaa ehdot (i)—(iii).

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on F'.

Ominaisuus (i) seuraa todenniksisyyden monotonisuudesta: jos = < y,
niin {X <z} C {X <y} jasiten

Fr) = PIX<a] < P[X<y = Fly).

Ominaisuus (ii) seuraa todennékoisyyden jatkuvuudesta: jos y — z+,
niin {X <y} — {X <z} jasiten

F(z+) = yl_i}?JrP[ng] = PX <z] = F(x).
(Edelld on huomattavaa, ettéd yleisesti F'(z—) := lim,_,,_ F(y) # F(x). Itse
asiassa AF(x) := F(x) — F(z—) =P[X =z].)

My6s ominaisuus (iii) seuraa todenndkoisyyden jatkuvuudesta. Nimittdin
jos © — oo, niin {X < 2z} — {X < oo} = Q ja jos © — —oo, niin
{X <z} - {X<-x0}=2.

Rakennamme sitten F'-jakautuneen satunnaismuuttujan X tasaisesti ja-
kautuneen satunnaismuuttujan U avulla.

Tarkastelemme “kanonista” todennékoisyysavaruutta ([0, 1], By}, ¥),
missd Bjoy) on valin [0,1] avointen joukkojen virittdmé o-algebra ja ¢
on Lebesguen mitta rajoitettuna vilille [0, 1]. Olkoon U(z) = x. Télléin U
on todennidkoisyyden ¢ suhteen tasaisesti jakautunut. Koska F' toteuttaa
chdot (i)—(iii), niin voimme mééritellda X := F(U), missi

F~(z) = inf{y €]0,1]; F(y) > z}.

Koska F~ on kasvava, se on Borel-funktio. Siten F"~(U) on satunnaismuut-
tuja. Lisdksi

(9

P [(—o00,z]] [F(U)
U < F(x)

= F(x).

IN

7]

I
~

Siispd F' on satunnaismuuttujan X = F(U) kertyméfunktio. ]
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Harjoitustehtivia
3.1. Osoita, ettd (Xi,...,Xy) on satunnaisvektori jos ja vain jos sen kom-
ponentit Xi,..., X, ovat satunnaismuuttujia.

3.2. Olkoon a € R ja X,, n € N, satunnaismuuttujia. Osoita, ettd
{sup X,, <a} =n{X, <a}.

3.3. Olkoon a € R ja X,,, n € N, satunnaismuuttujia. Miké relaatioista =,
C, D pétee seuraavien tapahtumaparien valilla:

(a) {inf X,, <a} ja U{X, <a},
(b) {limsup X,, < a} ja {liminf X,, <a}?

3.4. Olkoon X satunnaismuuttuja ja A € F. Osoita, ettd X1,4 on satun-
naismuuttuja.

3.5. Olkoon X satunnaismuuttuja ja A ¢ F. Onko X1, satunnaismuuttu-
ja?

3.6. Osoita, etta jatkuvat kuvaukset ovat Borel-mitallisia.
3.7. Todista apulause 3.3.2.

3.8. Muotoile ja todista lauseen 3.3.6 satunnaisvektoreja vastaava versio.



Luku 4

Odotusarvo

Odotusarvon késite voidaan heuristisesti johtaa monellakin eri tavalla.

Fyysikko ajattelee todennédkoisyysjakaumaa todennékdoisyysmassana re-
aaliakselin paélla. Hanelle odotusarvo on tamén jakauman massakeskipiste.
Se on siis se piste, josta tuettuna todennédkoisyysmassalla painotettu reaa-
liakseli pysyy tasapainossa.

Uhkapeluri taas ajattelee odotusarvoa hinnaksi, joka kannattaa maksaa
uhkapeliin X osallistumisesta. Tama nakemys perustuu suurten lukujen la-
kiin 8.1.9. Jos nimittédin peréttadiset uhkapelit X, Xo, ... ovat riippumatto-
mia satunnaismuuttujia, jotka ovat jakautuneet kuten X , niin talléin summa
(X1 + -+ X,,)/n suppenee kohti satunnaismuuttujan X odotusarvoa. Uh-
kapelurin kielelld tdmé tarkoittaa, ettd uhkapelissé X voittaa lopulta jos ja
vain jos peliin osallistumisen hinta on korkeintaan pelin X odotusarvo.

Mittateoreetikolle satunnaismuuttujan X odotusarvo on mitallisen ku-
vauksen integraali mitan P suhteen: [, XdP.

4.1 Maéaritelma mittaintegraalina

4.1.1 Maaritelmé. Satunnaismuuttuja X on yksinkertainen, jos

(4.1.2) X = ) aly,

k<n

joillakin a; € R ja Ay € F. Jos Ar = {X = ax}, on esitys (4.1.2) mini-
maalinen. Yksinkertaisten satunnaismuuttujien luokkaa merkitsemme € :114.

Minimaalisessa esityksessi joukot {X = ax}, k = 1,...,n, muodostavat
perusjoukon Q osituksen: {X = ai}:t ovat erillisid ja U{X = a,} = Q.
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4.1.3 Esimerkki. Olkoon X klaavojen lukumééra n heiton sarjassa. Talloin
X on yksinkertainen ja voimme esittia

X =) 14,
k<n

missd Ap on tapahtuma “k. heitto on klaava”. Tama esitys ei ole minimaa-
linen. Minimaalinen esitys on

X = > klx-.

0<k<n

4.1.4 Apulause. € on vektoriavaruus: jos X,Y € &€ ja a,b € R, niin
aX +bY € €. Lisdksi € on vektorialgebra: jos X,Y € &, niin XY € &.

Todistus. Tulos seuraa huomaamalla, ettd X € € jos ja vain jos sen arvo-
joukko X2 on &dérellinen. Il

4.1.5 Maésritelmé. Olkoon X € € esityksenéén (4.1.2). Sen odotusarvo on

EX] = ) aP[4].

k<n

Odotusarvo on hyvin mééritelty eli se ei riipu esityksesté (4.1.2). Taméa on
helppo ndhdd mychemmin, kun huomaamme, ettd odotusarvo on lineaarinen
operaattori (apulause 4.1.7). Erityisesti on hyvd huomata, etté

E[14] = P[A4].
Liséksi minimaalisen esityksen avulla huomaamme, ettéa

EX] = ) aP[X =al.

k<n

4.1.6 Esimerkki. (i) Olkoon X tasaisestijakautunut joukkoon {1,..., N}
eli PIX =k] =+, kun k€ {1,...,N} ja 0 muulloin. T&llsin

EX] = Y kP[X=Fk = %Zk = %

k<N k<N

(ii) Olkoon X binomijakautunut parametrein n ja p eli

PX =k = (Z)pkq”’“
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(¢g:=1—p), kun k € {0,...,n} ja 0 muulloin. T&ll6in

EX] = Zk(Z)pkqn—k

k<n
n!
— k’ k n—k
2 Kiin— it 1
k<n
n—1)! 21 (ne1)—(k—
_ npz ( ) pk 1q( 1)—(k—1)

= (k=1)!((n—1) = (k- 1))!

'rL/ I k!
= np Y (k,)p’“ gt
k' <n’

= np.
Yl1la teimme muuttujanvaihdot n’ :=n —1 ja k' :=k — 1.

4.1.7 Apulause. E : € — R on positiivinen lineaarinen operaattori:

(i) jos X,Y € € ja a,b € R, niin E[aX + bY]| = a«E[X]| + DE[Y],

(i) jos X € € ja X >0, niin E[X] > 0.
Todistus. (i) Olkoon

X = ZaklAk ja Y = ZbllBl,
k<n I<m
missi Ag:t ja B;:t muodostavat €:n osituksen (voimme tarkastella esimer-
kiksi minimaalisia esityksid). T#lloin
aX +bY = > (aax +bb) g,
k<n I<m

ja

ElaX +0Y] = > ) (aa+bb)P[A,N B

k<n I<m
= Z Z aakP[Ak N Bl] + Z Z bblP[Ak N Bl]
k<n I<m k<n I<m
= a) a ) PANB]+bY b)Y P[A.NB]
k<n =1 I<m k<n
= a) _ aP[A4]+b) bP[B)]
k<n I<m
— GE[X] +bE[Y].

(ii) Tama véite on triviaali. O
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4.1.8 Seuraus. Olkoon XY € €. Jos X <Y, niin E[X] < E[Y].

Merkitsemme X7t := max(X,0) ja X~ := —min(X,0). Talloin X* ja
X~ ovat positiivisia ja lisdksi X = XT — X~ ja |X| = X"+ X".

4.1.9 Maaritelméa. Positiivisen satunnaismuuttujan X odotusarvo on
E[X] = sup{E[Y]; Y €Y < X}

mikéli tdmé supremum on aéarellinen. Jos E[|X|] < oo, niin sanomme, etta
X on integroituva ja méaarittelemme

E[X] = E[XT]-E[X].
Integroituvien satunnaismuuttujien luokka on L' = L'(Q2, F, P).

Odotusarvolle E[X] kiytetddn myos esimerkiksi merkint6jé

/X P[dw], /X ) dP[w /XdP

/R 2Py[dz] ja /R v dFy(z).

Néista kaksi viimeistd merkintdéd korostavat sitd seikkaa, ettd E[X] riippuu
X :stéd ainoastaan sen jakauman kautta: jos X:1l4 ja Y :ll4 on sama jakauma,
niin E[X] = E[Y].

4.1.10 Apulause. L' on vektoriavaruus.
Todistus. Harjoitustehtava 4.2. O]
4.1.11 Lause. Olkoon X positiivinen.

(i) Tdalloin on olemassa sellainen (X,) C &, etti X, T X.
(ii) Olkoon (X,) C & sellainen, etti X, T X. Tdlloin E[X,] T E[X],
missid B[X] < oo jos ja vain jos X € L'.

Todistus. (i) Esimerkiksi valinta

Xn = Z (k — 1)2_n1{(k,1)2—ngx<k2—n} + n]-{XZn}

k<n2n

antaa halutun jonon.

(ii) Koska E[X] = sup{E[Y];Y € &Y < X}, niin E[X,] < E[X]
kaikilla n € N. Siten vélttaméattd lim E[X,,] < E[X]. Riittd4 siis osoittaa,
ettd E[X] <limE[X,].
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Osoitamme sitten, ettd jos ¥ € € ja Y < X, niin E[Y] < limE[X,,].
Epéyhtilo E[X] < limE[X,,]| seuraa tésta, silli télloin

EX] = sup{E[Y];Y €& Y <X}
< sup{lmE[X,]; Y €& Y < X}
— lmE[X,].

Olkoon

Y = ZaklAk,

k<m

missd Ay = {Y = a;}. Olkoon ¢ € (0, 1) mielivaltainen. Méérittelemme
Yn,a = (1 — 8>Y1{(1—5)Y§Xn}'
Olkoon
An,k = Ak N {(1 - €)Y S Xn}
Koska Y, . < X,,, niin E[Y,, .| < E[X,,]. Lisaksi
(4.1.12) EY,. = (1-2)) aP[4.]
k<m

Nyt A,k T Ak, kun n — oo, silld X, T X ja Y < X. Ottamalla raja-arvot
yhtdlossa (4.1.12) ja soveltamalla todennékoisyyden jatkuvuutta saamme

lim B[] = (1-2) ) a lim P[A,]
k<m
= (1—-¢))_ a;P[A]
k<m
= (1-9)E[Y].

Koska E[Y,, ] < E[X,], niin imE[Y,, ;] < lim E[X,,]. Siten, edellisen nojalla,
(1—¢)E[Y] <limE[X,]. Viite E[Y] < lim E[X,,] seuraa siit4, ettd € € (0, 1)
oli mielivaltainen.

Lopuksi huomaamme, ettéd todistuksen nojalla on selvid, ettd E[X] < oo
jos ja vain jos sup E[X,] < co. O

4.1.13 Seuraus. Olkoon X € L'. Tdlldgin on olemassa sellainen (X,,) C &,
etti X, — X ja E[X,| — E[X].

Todistus. Tama vaite seuraa soveltamalla lausetta 4.1.11 erikseen satunnais-
muuttujan X = X+ — X~ positiiviseen ja negatiiviseen osaan. O
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Lauseen 4.1.11 avulla voimme perustella vanhat tutut odotusarvon kaavat
diskreeteille ja jatkuville satunnaismuuttujille.

4.1.14 Seuraus. (i) Olkoon X diskreetti arvojoukkonaan {ay,as,...}.
Télloin X € L' jos ja vain jos

Z|ak|P[X:ak] < 0

ja tdalloin
EX] = ) aP[X =a].

(i) Olkoon X jatkuva. Tdilloin X € L' jos ja vain jos

/OO |z fx(z)dz < oo

ja tdalloin

BlY] — /Ooxfx(x)dx.

—00

Todistuksen idea. (1) Véitteet nikee hajottamalla X = X — X~ ja aprok-
simoimalla positiivista osaa ja negatiivista osaa yksinkertaisilla satunnais-
muuttujilla

X;r = X+1{X+§n};

X,; . X_]-{ngn}

(ii) Vdéitteet nidkee hajottamalla X = X+ — X~ ja aproksimoimalla po-
sitiivista osaa ja negatiivista osaa yksinkertaisilla satunnaismuuttujilla

X5o= ) (k=12 g ppnaxtare
k<n2m
X, = Z (k= 1)27" 1 r-1)2-n<x-<k2-n
k<n2m
ja kidyttamalla epdoleellisen Riemann-integraalin méaaritelmé&a. Il

4.1.15 Lause. E : L' — R on positiivinen lineaarinen operaattori:

() jos X,Y € L' ja a,b € R, niin E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y],
(ii) jos X € L' ja X >0, niin E[X] > 0.
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Todistus. (ii) Olkoot X € L' positiivinen ja Y € & sellainen, etti ¥ < X.
Talloin Yl{yzo} €& ja Yl{yzo} < X . Siten

EX] = sup{E[Y]; Y €& Y <X}
> sup{E[Y1lysg] ;Y €8Y <X},

Mutta E[Y1;y50] > 0 apulauseen 4.1.7 nojalla. Siten E[X] > 0.

(i) Olkoot aluksi X € L' positiivinen ja a > 0. Olkoon lisiksi (X,,) C &€
sellainen, ettd X,, T X . Talloin (aX,) C € ja aX, T aX. Siten, apulauseen
4.1.7 ja lauseen 4.1.11 nojalla,

EjaX] = limE[eX,] = «limE[X,| = «E[X].
Olkoon sitten X € L' ja a > 0. Koska (aX)* = a X, niin edellisen nojalla

ElaX] = E[(aX)'] - E[(aX)"]
= aE[XT] —aE[X ]
— o (ELX*) - EX)
= aE[X].

Jos taas a < 0, niin viite E[aX] = «E[X] seuraa kuten edelld huomaamalla,
ettd nyt (aX)* = —aXT.

Olemme osoittaneet, ettd E[aX] = aE[X]. Seuraavaksi osoitamme, etti
E[X +Y] = E[X]+ E[Y].

Olkoot aluksi X,Y € L' positiivisia ja (X,,),(Y,) C & sellaisia, etti
X, 1 X jaY,1TY. Tiloin (X, +Y,) C €ja X, +Y, T X +Y. Koska
odotusarvo on lineaarinen €:ssé (apulause 4.1.7), niin lauseen 4.1.11 nojalla

EX+Y] = lmE[X, +Y,]
= lim (E[X,] + E[Y.])
= lmE[X,]+ lim E[Y,]
— E[X]+E[Y].

Olkoon sitten X,Y € L'. Mééritelméin nojalla
EX+Y] = E[(X+Y)]-E[(X +Y)].
Toisaalta, méaritelmén ja edellisen nojalla,

EX]|+E[Y] = E[X'-E[X |+E[YT]-E[Y]
= EXT+YT]-EX +Y|
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Néemme, ettd E[X + Y] = E[X] + E[Y] jos ja vain jos
E[(X +Y)]-E[(X+Y)] = EX*+Y*] -E[X™ +Y]

Jarjestemalld termejé ja yhdistamalld positiiviset satunnaismuuttujat saman
odotusarvon alle saamme ehdon

E(X+Y)"+X +Y 7] = EXT+Y "+ (X+Y)7].
Mutta tdmé ehto seuraa identiteetista
X4+ 4+ X +Y = X4 YT+ (X+Y),
jonka nékee yksinkertaisella kirjanpitoargumentilla. O
4.1.16 Seuraus. Olkoon X,Y € L' ja X <Y . Tilloin

(i) E[X]<E[Y],
(i) [E[X]] < E[X]].

4.2 Rajankiynti ja odotusarvo

Seuraavan tuloksen kohtia (i) ja (ii) kutsutaan monotonisen konvergenssin
lauseeksi, kohtia (iii) ja (iv) Fatoun lemmaksi ja kohtaa (v) Lebesguen domi-
noidun konvergenssin lauseeksi.

4.2.1 Lause. Olkoon XY € L' ja (X,) jono satunnaismuuttugia.

) Jos X, 1 X ja E[X;] > , niin E[X,] T E[X].
) Jos X, | X ja E[X;] < oo, niin E[X,,] | E[X].
(iii) Jos X, > Y, niin Elliminf X,,] <liminf E[X,].
) Jos X,, <Y, niin E[limsup X,,] > limsup E[X,,].
) Jos X, = X ja |X,| <Y kaikilla n € N, niin imE[X,,] = E[X].

Monotonisen kovergenssin lauseessa, eli kohdissa (i) ja (ii), ei tarvitse
olettaa, ettd X € L'. Télloin tosin kohdassa (i) voi kiiydéa niin, ettd E[X] =
oo ja kohdassa (ii) on mahdollista, ettd E[X]| = —oc.

Todistus. (i) Lauseen 4.1.11(ii) nojalla voimme valita sellaisen jonon (Y, ;) C
E,ettd Y, 1 T X, ja E[Y,, ] T E[X,]. Tarkastelemme sitten maksimia

Zy = maxY,.
n<k
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Nyt Z;, € €. Lisiksi jono (Z) on kasvava, silld Y, , <Y, 41 kaikilla n € N.
Koska (Zj) on kasvava, niin on olemassa raja-arvo Z := lim 7.
Nyt Zk S Xk, silla
Zk = max (Yi,ka ce 7Yk,k)
< max (Xq,..., Xg)
= X;.

Siispé, kun n < k| niin
Yor < Zr < X < X

Ottamalla téstéd raja-arvot ensin k:n ja sitten n:n suhteen ndemme, etté
Z = X . Lisiksi ndemme, etti

EY,:] < E[Z)] < E[X4,

kun (edelleen) n < k. Pitdmélld n kiinnitettynd ja antamalla k:n kasvaa
ndemme tasta, etta

E[X,] < E[Z] < lmE[X,].
Antamalla sitten n:n kasvaa ndemme, etti
ImE[X,] < E[Z] < limE[X}].

Mutta viite seuraa nyt muistamalla, ettd Z = X.

Lopuksi pitédéd péadstd eroon oletuksesta, ettd X ja X, ovat positiivi-
sia. Helpointa tdmé on tehda tarkastelemalla “siirrettyjd” satunnaismuuttu-
jla X + X ja X,, + X . Jatdmme yksityiskohdat harjoitustehtéviksi.

(ii) Téma& kohta on kohdan (i) peilikuva.

(iii) Olkoon Z, := infy>, X; Télloin Z, T liminf X,,. Soveltamalla koh-
taa (i) saamme

(4.2.2) E[Z, 1 E[liminf X,].

Toisaalta Xj, > Z,, kun k > n. Siten E[X;| > E[Z,], kun k£ > n. Téasta
taas seuraa, ettd infy>, E[X;] > E[Z,]. Ottamalla raja-arvot n:mn suhteen
saamme

(4.2.3) liminf E[X,,] = liminf E[X};] > limE[Z,].

n k>n

Viite seuraa yhdistdmalla (4.2.2) ja (4.2.3).
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(iv) Téma kohta on kohdan (iii) peilikuva.
(v) Tamé kohta seuraa kohdista (iii) ja (iv). Nimittédin

E[X]

E[liminf X,
liminf E[X,,]
lim sup E[X,]
E[lim sup X,
E[X].

IANIAIA

Siispé viite liminf E[X,,| = limsup E[X,,] = E[X] seuraa nyt hampurilais-
periaatteesta. O

Mikéli jokin ominaisuus A pétee todennikoisyydelld yksi eli P[A] = 1,
niin sanomme ettd A melkein varmasti.

4.2.4 Seuraus. (i) Olkoot X, , n € N, positiivisia satunnaismuuttujia.

Tdlloin
E[an} - Y EX.),

missd yhtdalé pdatee mahdollisestt muodossa oo = 00.
(ii) Olkoot X, ,n € N, satunnaismuuttugia, joille

Y E[X,|] < .

Tdlloin > X, suppenee melkein varmasti eli
P [w €N; ZXn(w) suppenee} = 1.

Lisaks

E[X,] = ) E[X,].

Todistus. (1) Tamén kohdan jatdmme harjoitustehtéaviksi 4.8.

(ii) Olkoon S := > |X,|. Kohdan (i) nojalla E[S] = Y E|[|X,|] < cc.
Siten P[S = o0] < 00, joten sarja Y |X,| suppenee melkein varmasti. Siten
sarja y_ X, suppenee itseisesti melkein varmasti, joten se suppenee melkein
varmasti. Lopuksi huomaamme, ettd ), . X < S. Siten viite E[} X,,] =
S" E[X,,] seuraa dominoidun konvergenssin lauseesta 4.2.1(v). O
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4.3 Satunnaisvektorin muunnoksen odotusarvo

Seuraava tulos 4.3.1 mahdollistaa satunnaisvektorin X muunnoksen f(X)
odotusarvon E[f(X)] laskemisen tietdméttd itse muunnoksen f(X) jakau-
maa Pyx). Lause 4.3.1 tarjoaa my0s helpon tavan perustella seuraus 4.1.14.

4.3.1 Lause. Olkoon X = (Xi,...,X,) satunnaisvektori ja f : R? — R
Borel-mitallinen. Jos f(X) € L', niin

(4.3.2) E[f(X)] = fz1,...,2q) Pxlday, ..., dz,]

Rd

= f(xlw"al‘d)dFX(‘rla"'?xd)‘

Rd
Lisiksi f(X) € L' jos ja vain jos
(4.3.3) |f(z1,...,2q)| Px[day,...,d2g < oo.

R4

Todistus. Todistamme ainoastaan muuttujanvaihtokaavan (4.3.2) ja senkin
vain yksiulotteisessa tapauksessa d = 1. Loput jatdmme harjoitustehtéaviksi
4.9 ja 4.10.

Askel 1: Oletamme aluksi, ettd funktio f on muotoa f = 1p jollekin
B € B. Talloin viite on selvi. Nimittain

E[15(X)] = P[Xe€B] = Px[B] = /13(35) Px[dx].
R
Askel 2: Jos funktio f on yksinkertainen, eli muotoa f = Zkgn aglp, ,

niin viite seuraa kuten edella kdyttdmalla odotusarvon ja integraalin lineaa-
risuutta. Nimittain

E[f(X)] = E

Z ak]‘Bk (X)]

k<n

= > 4E[15,(X)]

k<n

= > /R 15, (r) Px[dz]

k<n

_ /R S 1, (2) Plda]

k<n

- / f(2) Px[dz].
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Askel 3: Lopuksi aproksimoimme yleistd funktiota f yksinkertaisilla
funktioilla f,, siten, ettd f, < |f| ja viite seuraa dominoidun konvergenssin
lauseesta 4.2.1(v). O

4.3.4 Esimerkki. Jos X tasaisesti jakautunut vélille [0, 1] ja Y = eX, niin
1
E[Y] = E[e*] = / efder = e—1.
0

Emme siis tarvinneet tietoa satunnaismuuttujan Y jakaumasta. Selvitimme
sen nyt kuitenkin huvin vuoksi:

P[Y S y} = P[eX S y] = P[X S lny] = lnyl[l,e](y) + ]-(e,oo)(y)7

Nédemme, ettd Y on jatkuvasti jakautunut kertymé- ja tiheysfunktioinaan

. 1
Fy(y) = Inylpg(y) + leo)(y) Ja  fr(y) = 51[1@1(2/)-

4.4 Epayhtiloita

Funktion f : RY — R tangentti pisteessi x € R? on miki tahansa pis-
tettd (z, f(z)) € R sivuava suora (tai oikeammin aliavaruus) [,(y) =
a-(y—x)+ f(z), missi kulmakerroin a = a(r) € R?. Sivuavuus pisteessi
(z, f(z)) € R tarkoittaa sité, ettd [.(x) = f(x) ja graafit {(y, f(y));vy €
R4} ja {(y,1.(y));y € R4} eiviit leikkaa jossakin pisteen (z, f(x)) avoimessa
ympéaristossa.

Funktio f : R — R on konveksi, jos se on kaikkien tangenttienssa yla-
puolella: f > [, kaikilla f:n tangenteilla [, .

4.4.1 Lause. Olkoon f:R?Y— R konveksi funktio ja X = (X1,...,Xq) sa-
tunnaisvektori, jonka komponentit ovat integroituvia. Tdlloin pdtee Jensenin
epayhtalo

E[f(Xl, o ,Xd)} > f(E[Xl], o ,E[Xd]).

Todistus. Huomaamme aluksi, ettéd véite on hyvin méaritelty: konveksi funk-
tio f on jatkuva (harjoitustehtavéd 4.11) ja jatkuvat funktiot ovat Borel-
mitallisia, joten f(X) on satunnaismuuttuja.

Tarkastelemme funktion f tangenttia pisteessi (E[X],...,E[X,]) € R.
Talloin funktion f konveksisuuden nojalla

f(Xl,...,Xd) > Z(E[Xl] ..... E[Xd])(Xla---aXd)
= > a(X; - EX]) + f(X, .., X).

i<d
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Siten

E[f(X1,....X9)] = E|> a(X;—E[X))+ f(E[Xi],...,E[X])

i<d

- Z «E[X; — E[X/]] + f(E[X4],...,E[X,])

= f(E[Xy],...,E[X4]).
[l

Jensenin epaytédlon avulla on kohtalaisen helppo todistaa mittateorian
“suuret epayhtalot”: Holder, Minkowski ja Schwarz.

4.4.2 Seuraus. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia ja p,q > 1.
(i) Olkoon 1/p+1/q=1 ja E[|X|P],E[|Y|?] < co. Tdlloin pitee Holderin
epayhtalo
EIXY]| < E[XY]] < E[XPPE]Y[):
(ii) Olkoon E[|XP],E[|Y?] < co. Tdlloin pdtee Minkowskin epayhtélo
E|X + Y[l < E[X[]> + E[|[Y]]7.
(iii) Olkoon E[X?],E[Y?] < co. Tilldin pitee Schwarzin epéyhtild
[EXY]] < E[XY]] < VEXE[Y?].

Todistus. (i) Ensimméinen epayhtélo on triviaali. Siten voimme olettaa, etté
X,Y > 0. Lisdksi voimme olettaa, ettd E[XP] > 0, silld muuten P[X = 0] =
1 ja epayhtdlo toteutuu muodossa 0 < 0. Todistus perustuu nyt todennékoi-
syysmitan vaihtoon ja Jensenin epiayhtaloon. Olkoon A € F. Masrittelemme

Q] = —Eg[(;f]

Talloin Q on todennidkoisyysmitta avaruudella (2, F) (harjoitustehtéva
4.13). Odotusarvoa tamén todennikoisyysmitan suhteen merkitsemme sym-
bolilla Eq. Olkoon sitten

Y
Z = ﬁl{x>0}.
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Talloin
E[XY]] = E[XY]
— B[XV1c0)]

Y
= Bt
— E[ZX7]
= E[X"|Eq|Z]
Koska p > 1, niin kuvaus = — |z|? on koveksi. Siten, Jensenin epayhtilon
4.4.1 nojalla, Eq[Z]? < Eq[Z9]. Siispi

E[|XY[] < E[X7"[Eq[Z%

— E[X?]*E[YY]s.
Viimeisessi yhtélossé kaytimme hyviksi sité, ettd 1—1/¢ = 1/p ja (p—1)q =
p.
(ii) Jos p = 1, niin tdmé& tulos seuraa kolmioepdyhtélostd. Oletamme
sitten, ettd p > 1. Todistus perustuu nyt Holderin epéayhtéloon. Olkoon
q= 1%' Talloin

E[X +Y[] < E[X|IX+ Y[+ E[Y|IX +Y["]

E[|X[P]PE[X + Y|® D93 + E[[YP]FE[|X + Y|® Vs

1

(BIX P> + B[V ) BIX + Y]],

<
<

(iii) Schwarzin epiyhtilo seuraa vélittomasti Holderin epayhtélosta va-
litsemalla p = ¢ = 2. Il

4.4.3 Lause. Olkoon a > 0 ja X € L' positiivinen. Tdlldin pitee TSebySe-
vin epayhtilo

BlX]

P[X >a] <
a

Todistus. Koska alix>qy < X1ix>e < X, niin
CLP[X Z CL] =aE [1{)(2&}] = E[CLl{XZa}} S E[Xl{XZ(z}] S E[X]

Viite seuraa jakamalla puolittain a:lla. O]
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Tsebysevin epayhtilod voidaan parantaa satunnaismuuttujan X “in-
tegroituvuuden asteen” mukaan. Seurauksessa 4.4.4 késittelemme nelioin-
tegroituvaa ja eksponentiaalisesti integroituvaa astetta.

4.4.4 Seuraus. (i) Olkoon E[X?| < oo ja a > 0. Tdlldin pitee Markovin

epayhtalo
Pllx - Blx) > a] < YN
Var[X] := E[(X — E[X])?]

on satunnaismuuttujan X varianssi.
(ii) Olkoon
A(6) = InE[e"¥]
satunnaismuuttujan X kumulantit generoiva funktio. Oletamme, ettd
pitee Cramérin ehto: A(f) < oo kaikilla 6 € R. Tdlldin pdtee Tserno-
vin epayhtilo
PX >a < ™,
missd

A*(a) = sup{ad — A(0)}

feR

on funktion A Fenchel-Legendre-muunnos.

Todistus. (1) Markovin epéyhtilé seuraa TsebySevin epédyhtélosta sijoitta-
malla X :n paikalle (X — E[X])?. Nimittiin nyt

P[|X —E[X]|>a] = P[(X-E[X])*>d’]

<

Var[X]

(ii) Olkoon @ € R. Talloin, T8ebysevin epéyhtilon nojalla,

PX >a] = P[e"* >¢"]
E[GGX]

e@a
A(6)—ba

IN

(&

o~ (0a—A(0)

TsSernovin epayhtilod seuraa optimoimalla yli vapaan parametrin § € R. [
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4.4.5 Esimerkki. Ylioppilaskokeen toisen kotimaisen kielen kokeessa on n
kappaletta neljan kohdan monivalintatehtavaa. Ylioppilaaksi halajavan on
vastattava oikein vihintdan 40% monivalintatehtavistid. Kokeen suunnitelija
ei halua paastaa ylioppilaiksi “puhtaita arpojia”, jotka eivit osaa toista ko-
timaista kieltd. Kuinka suuri pitdd n:n olla, jotta todennékoisyys “puhtaan
arpojan” ylioppilaaksi paasylle on pienempi kuin 0,1%7

Ongelma voidaan ratkaista tarkasti huomaamalla, ettd “puhtaan arpo-
jan” oikeiden vastausten lukumé&arda X on binomijakautunut parametrein n
ja 1/4. Kokeen suunnittelija ei kuitenkaan viitsi tai osaa tehdé tietokoneoh-
jelmaa, joka suorittaa vaadittavat tyolaat laskut. Siksi hén kayttda TsSebyse-
vin, Markovin tai TSernovin arvioita. Arviointimenetelmien antamat tulokset
ovat:

TSebySev: Esimerkin 4.1.6 kohdan (ii) nojalla E[X] = n/4. Saamme siis
arvion
E[X] < n/4 1

P[X >04n] < ——

= — = 0,625
04n — 04n 1,6 0,625

Taméi arvio on n:sté riippumaton ja suurempi kuin 0,1%. Siten se ei
hyoddyta kokeen suunnittelijaa ollenkaan: tdmén arvon mukaan mikédan
n € N ei ole riittdvan suuri.

Markov: Téamé epéyhtéld ei sovellu sellaisenaan ongelmaan, silla se kasit-
telee todennékoisyytta P[|X — n/4| > 0,4n|, eikd todennikoisyytta
P[X > 0,4n]. Voimme kuitenkin kiyttda arviota

E[X?]

2 Y

PX >a] <

a

joka saadaan TsebysSevin epayhtélostd huomaamalla, ettd P[X > a] =

P[X? > a?], kun X on positiivinen. Tehtdviksi jai siis laskea E[X?].

Jatdmme tdmén laskun harjoitustehtéviksi 4.14 ja toteamme vain, etté
vastaus on E[X?] = 3n/16 + n?/16. Saamme siis arvion

E[X? 5(3
P[X > 04n] < [X°] — 5(3+mn)
(0,4n)? 128n
Tamakaan arvio ei auta meita: senkdaan mukaan mikdan n ei ole riit-

tavan iso.

TSernov: Laskemme aluksi binomijakauman kumulantit generoivan funk-
tion. Kayttamalla Newtonin binomikaavaa

i(:)ak’b”_k — (a+0b)"

k=0
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naemime, etta

o £ ) (-

Sitten ratkaisemme optimointitehtdvan A*(a) = supger{ad—A(#)} nor-
maaliin tapaan tarkastelemalla derivaatan nollakohtia. Nyt

%{ae—A(e)} %{ae_mn (66;1+§1)}

e? /4
a—n—m———r.
ef/4+3/4

Siten optimipiste 6 = * saadaan kaavasta

—n——— = 0.
T3

Siispa

ja
A (a) = ab" —A(6)

= agln3+aln —nln3+2nn2 —nln

n—a n—a

Saamme siis arvion
o= A" (04n)

P[X >04n] <
< 0,948"

Siispd ehto on 0,948" < 0,001. Tésta kokeilemalla ndemme, ettd 130
tehtavaa riittdd. Tamé on melkoinen parannus Markovin arvioon.
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Esitdamme lopuksi tarkan ratkaisun. Tarkka kaava on

RSO0

Kokeilemalla tietokoneella ndemme, ettd 91 tehtavaa ei riitd, mutta 92 teh-
tavas riittas.

Harjoitustehtavia

4.1. Olkoon satunnaismuuttujan X kertyméfunktio

1
Fx(x) = %arctanx—i-é.

Onko X integroituva?
4.2. Todista apulause 4.1.10.
4.3. Todista seuraus 4.1.14.

4.4. Osoita, etti X € L' jos ja vain jos
> PlX[>n] < oo

4.5. Olkoon X Poisson-jakautunut parametrilla A, eli X on diskreetti arvo-
joukkonaan NU {0} ja

)\k
-2
(& y
Laske E[X] ja Var[X].

2

4.6. Olkoon X normaalisti jakautut parametrein p ja o= eli X on jatkuva

arvojoukkonaan R ja

PX e Al = 21 /e_é(vfdx.
o Ja

Laske E[X] ja Var[X].

4.7. Olkoon X Cauchy-jakautunut, eli X on jatkuva arvojoukkonaan R ja

1 1
Pwem::;élﬁﬁm.

Laske E[X] ja Var[X].
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4.8. Todista seurauksen 4.2.4 kohta (i).

4.9. Todista lauseen 4.3.1 muuttujanvaihtokaava (4.3.2) d-ulotteisessa ta-
pauksessa.

4.10. Todista muuttujanvaihtolauseen 4.3.1 integroituvuusehto (4.3.3).
4.11. Osoita, ettd konveksit funktiot ovat jatkuvia.

4.12. Osoita, ettd kaksi kertaa derivoituva funktio f : R — R on konveksi
jos ja vain jos f” on positiivinen.

4.13. Olkoon X posiivinen satunnaismuuttuja, jolle E[X] > 0. Olkoon A €

F. Asetamme
E[X14]

E[X]
Osoita, ettd Q on todenndkoisyysmitta avaruudella (2, F).

Q4] =

4.14. Olkoon X binomijakautunut parametrein n ja p. Laske E[X?].



Luku 5

Riippumattomuus

Riippumattomuuden, tai tarkemmin stokastisen riippumattomuuden, idea on
ennustamattomuus. Esimerkiksi tapahtumat A ja B ovat riippumattomia,
jos tapahtuman A sattuminen ei muuta nidkemystamme tapahtuman B sat-
tumisen todennéakdoisyydesti: P[B|A] = P[B]. Siis A:n sattuminen ei anna
meille mitddn informaatiota siitd, miten B:lle kdy. On huomattavaa, etti
stokastinen riippumattomuus on aivan eri késite kuin kausaalinen riippu-
mattomuus. Siten vanhasta kansanviisaudesta, etta kaikki riippuu kaikesta ei
seuraa, ettd kaikki asiat ovat stokastisesti riippuvia.

Tamén luvun tarkoitus on esittda riippumattomuus yleisemmin o -
algebroja koskevana ominaisuutena. Kun o-algebrat tulkitaan “informaa-
tioiksi”, niin tdma yleistys on varsin luonnollinen.

5.1 Riippumattomat c-algebrat, satunnaisvektorit ja
tapahtumat

5.1.1 Maéritelmé. Olkoon J jokin indeksijoukko.

(a) Ali-o-algebrat §; C F, j € J, ovat rigppumattomia, jos kaikilla erilli-
silld indekseilld ji,...,Jj, € J ja kaikilla A, € G;, pétee

(A = []PIA.

k<n k<n

P

Ali-o-algebrat on pareittain riippumattomat, jos
P[A. N A = P[ALP[A]

kaikilla kaikilla erillisilla indekseilla k,1 € J ja A, € G, A € G;.
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(b)

(c)

Satunnaismuuttujat tai -vektorit X;, j € J, ovat (pareittain) riippu-
mattomia, jos niiden virittdmét o-algebrat o(X;), j € J, ovat (pareit-
tain) riippumattomia.

Satunnaisvektorin X wirittimd o -algebra o(X) on pienin o-algebra,
jonka suhteen X on mitallinen. Itse asiassa o(X) koostuu joukoista
{X € B}, B € B;. Tami seuraa siité, ettd kokoelma {X € B}, B €
By, on jo valmiiksi o-algebra, ja toisaalta sen on kuitenkin siséllyttava
o-algebraan o(X).

Tapahtumat A; € F, j € J, ovat (pareittain) riippumattomia, jos
indikaattorit 1,,, j € J, ovat (pareittain) riippumattomia.

5.1.2 Esimerkki. Koska o(1,4,) = {@,Q, A;, A5}, niin ndemme etti tapah-
tumat A; ja Ay ovat riippumattomia jos ja vain jos P[A1NA] = P[A;|P[As].
Nimittéin tésta ehdosta seuraa vélittomaésti, ettd P[A; N AS] = P[A;|P[AS],
P[AS N As] = PASIP[Ay] ja P[AS N AS] = P[AS|P[AS] (siis jos tapahtu-
mat A; ja Ay ovat riippumattomia, niin myds tapahtumat A; ja A§ ovat
riippumattomia, samoin tapahtumat A§ ja A, ovat riippumattomia, kuten
myos tapahtumat A§ ja A§). Siten mééritelmd 5.1.1(c) on vanhan tutun
riippumattomuuden méaaritelméan yleistys.

5.1.3 Lause. Seuraavat ovat yhtdpitivid:

satunnaisvektorit X = (Xq,...,Xq) ja Y = (Y1,...,Yy) ovat riippu-
mattomia,
kaikille A € By ja B € By pitee

PX e AY eB] = P[XeAP[Y € B],

kaikille A € 3 ja B € I, missi I ja I owvat sellaisia w-luokkia, ettd
By =0() ja By = o(J) pitee

PX e AY eB] = P[XeAP[Y € B],
yhteiskertymdfunktiolle pdtee hajotelma
FX7y<£IZ'1, C.e ,CCd7y1, e ,yd/) = Fx<£lj'1, C.e ,Z’d> Fy(yl, Ce >yd’>7

satunnaismuuttujat f(X) ja g(Y) ovat riippumattomia kaikilla Borel-
funktioilla f:R* =R ja g:RY — R,

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)]
kaikilla rajoitetuilla Borel-funktioille f: R4 - R ja g : RY — R,
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Todistus. (i) < (ii): Kohta (ii) vain muotoilee méaaritelmén uudella tavalla.
Nimittdin o(X) koostuu joukoista {X € A}, A € By, ja o(Y) koostuu
joukoista {Y € B}, B € By.

(ii) = (iii): Tamé& implikaatio on selvé.

(ii) < (iii): Tdma& implikaatio seuraa Dynkinin laajennuslauseesta 2.3.8.

(ii) = (iv): Téama implikaatio on selva.

(ii) < (iv): Tama implikaatio seuraa Dynkinin laajennuslauseesta 2.3.8,
silld joukkoluokka Xjp<4(—00,zk], x1,...,2, € R, on mw-luokka, joka virittda
o-algebran By.

(ii) < (v): Tamé&n implikaation jatdmme harjoitustehtéviksi 5.4.

(i) = (v): Huomaamme, ettd o(f(X)) C o(X) ja a(g9(Y)) C a(Y).
Nimittéain o(f(X)) koostuu joukoista {f(X) € B}, B € B. Mutta

{fX)eB} = {Xef B}

ja f7'B € By, silli f on Borel-mitallinen. Siten {f(X) € B} € o(X).
Samalla tavalla ndemme, ettd {g(Y) € B} € o(Y).

Viite seuraa nyt siitd, ettd o-algebrojen riippumattomuus periytyy ali-
o-algebroille (harjoitustehtéva 5.5)

(ii) < (vi): Témén kohdan jatdmme harjoitustehtéviksi 5.6.

(ii) = (vi): Kohdan (ii) nojalla

(5.1.4) E[f(X)g(Y)] = E[f(X)E[g(Y)]

pitee, kun f ja g ovat indikaattorifunktiota: f = 14 ja g = 1p joillekin
A € By ja B € By . Mutta odotusarvon lineaarisuudesta seuraa sitten, etté
yhtdlo (5.1.4) pétee yksinkertaisille funktioille

flx) = D alaly), Ax€ By,

k<n

g(y) = D _ blp(y), B € By

<n’

Lopuksi huomaamme, ettd véite seuraa aproksimoimalla satunnaismuut-
tujia f(X) ja g(Y) yksinkertaisilla satunnaismuuttujilla ja kayttdmalla do-
minoidun konvergenssin lausetta 4.2.1(v). Dominoidun konvergenssin lauseen
kéayttd on perusteltua, koska funktiot f ja g ovat rajoitettuja. O]

Lauseelle 5.1.3 on olemassa luonnolinen vastine, joka koskee perhetta
X; = (Xj1,...,Xj4,), j € J, satunnaisvektoreita. Jitimme tdméin lauseen
muotoilun ja todistamisen harjoitustehtéavéksi 5.7.
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5.2 Borelin ja Cantellin lemmat

5.2.1 Lause. Olkoot A,,, n € N, tapahtumia. Tdlloin pdtee Borelin ja Can-
tellin lemmat:

(i) Jos
Y P[A)] < o,

nim
Pllimsup A,] = 0.

(ii) Jos tapahtumat A, , n € N, ovat riippumattomia ja
> Pl4,] = o,

Pllimsup A4,] = 1.

nn
Todistus. (i) Olkoon B, = Ug>pAk. Talloin limsup 4, = NB,. Koska
NB, C B, kaikilla m € N, niin

PNB, < P[B,] < ) P[A].

k>m

Mutta suppenevan sarjan jidnnostermind » .. P[Ax] — 0, kun m — oc.
Siten P[limsup 4,] = P[NB,] = 0.

(ii) Koska
(limsup 4,)°¢ = U m AS = liminf AS,
m>1n>m
niin
P[(limsup A4,)°] = lim P ﬂA; :

n>m

Olkoon sitten N > m kiinted. Té&ll6in, riippumattomuuden nojalla,

P4 < P| [) 4
n>m N>n>m
= ]I pra;]
N>n>m

= ]I (-P).

N>n>m
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Kaytdmme sitten arviota 1 —x < e, kun x > 0. Talloin

ﬂAfL < exp{— Z P[An]} — 0,

n>m
kun N — oo, silld eksponenttiin tulee télloin hajaantuvan sarjan jadnnos-
termi. Siten jokaisella m € N pétee

P

Pl 4] =0
n>m
joten
P[(limsup A4,)] = lim P ﬂ Al =0
n>m
eli P[limsup 4,] =1— P[limsup4,)¢]=1-0=1. O

5.2.2 Esimerkki. (i) Tarkastelemme loputonta nopanheittoa. Olkoon
A = “heittojen sarjassa on direttomén monta kuutosta”.

Jos A, := “n. heitto on 6”7, niin A = limsup A,,. Selvésti tapahtu-
mat A,, n € N, ovat riippumattomia. Toisaalta P[A4,] = 1/6, joten
> P[A,] = . Siten P[A] = 1 Borelin Cantellin lemman 5.2.1(ii) no-
jalla.

(ii) Olkoon apina istutettu kirjoituskoneen &dreen. Apina painelee nappéi-
miéd “tdysin umpiméhkain”. Shakespearen kootuissa on N kappaletta
kirjaimia. Olkoon A,, tapahtuma “apina kirjoittaa Shakespearen kootut
nappéinpainalluksilla (n — 1)N + 1,...,nN. Todennikéisyys

1 N
= P[4, =
P A (nétppéiinten lukuméiéiréi)

on hévidvéan pieni, mutta positiivinen. Nyt tapahtuma “apina kirjoit-
taa Shakespearen kootut ddrettoméan monta kertaa” sisiltda tapahtu-
man limsup A,,. Koska tapahtumat A, , n € N, ovat riippumattomia,
ja > P[A,] = > p = oo, niin Borelin Cantellin lemman 5.2.1(ii) nojal-
la apina kirjoittaa melkein varmasti Shakespearen kootut dérettémén
monta kertaa.

Seuraavaksi esitettava Kolmogorovin 0—1-laki (lause 5.2.4) tarjoaa haus-
kemman tavan perustella esimerkin 5.2.2 kohdan (ii). Ennen itse tuloksen
esittdmisté tarvitsemme yhden késitteen.
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5.2.3 Mairitelmi. Olkoon (X)) jono satunnaismuuttujia. Merkitsemme
G == 0(Xy;k >n), n € N. Télloin o-algebra

900 = mgn
on jonon (X,,) virittdmé hdntd-o -algebra.

5.2.4 Lause. Olkoon (X,,) jono riippumattomia satunnaismuuttujia. TallGin
niiden virittamd hdanta-o -algebra Goo on triviaali: P[A] = 0 tai P[A] = 1
katkilla A € G .

Todistus. Olkoon &, = o(Xg;k < n) ja G, = o(Xg;k > n), n € N.
Oletuksen nojalla o-algebrat &, ja G, ovat riippumattomia. Siten, jos F' €
gjn ja G e 9n7 niin

(5.2.5) P[FNG] = P[F|P[G].

Mutta jos G € G, niin (5.2.5) pétee kaikille A € UF, . Siten, Dynkinin
laajennuslauseen 2.3.8 nojalla, (5.2.5) pétee kaikilla A € o(Xy, Xo,...) =:
Foo. Mutta Goo C Fuo. Siten yhtilosta (5.2.5) seuraa, ettd P[A] = P[A]P[A]
kaikille A € G.,. Mutta tdmé on mahdollista ainoastaa, jos P[A] = 0 tai
P[A] =1. O

5.2.6 Seuraus. Olkoon (X,,) jono risppumattomia satunnaismuuttugia. Tdal-
loin

(i) jono (X,) joko suppenee tai hajaantuu melkein varmasti eli
Pw € Q; lim X, (w) on olemassa] = 0 tai 1,
(i) seuraavat satunnaismuuttujat ovat melkein varmasti vakioita

lim sup X,,, liminf X,

1 1
li — X lim inf — Xp.
1msupnz ks 1m 1n nz k

k<n k<n

5.3 Tuloavaruudet ja Fubinin lause

Tuloavaruudet vastaavat toistokokeita ja tulomitta vastaa toistokokeiden
riippumattomuutta.
Olkoot (£21,31) ja (22, F,) kaksi mitallista avaruutta. Olkoon

Fi xFy = {Al XAQ; Ay 6?17142 6372}
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joukkoluokka tulojoukossa €2; x €25. Ongelma on, ettd F; x Fy ei ole o-
algebra. Nimittéin joukon A; X Ay komplementtia ei voi kirjoittaa muodossa
By x By, joillakin By € &y, By € F,. Itse asiassa

(A1 x A2)¢ = (A x A5) U (A x Ag) U (AT x A3).
5.3.1 Maaritelma. Tulo-o-algebra joukolla € x Q5 on
?1@972 = 0(A1XA2;A1€?1,A2€972).

Avaruutta (27 x Qp, F; ® Fy) kutsumme tuloavaruudeksi. Joukkoja Ay x Asg,
Ay € Fy, Ay € Fy kutsumme mitallisiksi suorakaiteiksi.

5.3.2 Esimerkki. Heitimme noppaa kaksi kertaa. Yhdelle nopanheitol-
le O = {1,...,6} ja F; = pot (). Kahdelle nopanheitolle Q = Q3 =
{(i,5);4,5 =1,...,6} ja T = FP? = pot (Q; x Q). Tapahtuma “ensimmii-
nen heitto on 6 ja toinen heitto on parillinen” on mitallinen suorakaide, mutta
tapahtuma “heittojen summa on parillinen” ei ole mitallinen suorakaide.

5.3.3 Apulause. Olkoon X satunnaisvektori tuloavaruudelta (€ x Qq, Fo ®
Fs). Olkoon wy € Qy kiinted. Talloin leikekuvaus X (wi,+) on satunnaisvek-
tori avaruudelta (o, Fs). Vastaavasti leikekuvaus X (-, ws) on satunnaisvek-
tori avaruudelta (Qq,F1) kaikilla wy € Qy.

Todistus. Todistamme véitteen vain satunnaismuuttujille. Vektoritapaus
voidaan todistaa samalla tavalla tarkastelemalla satunnaisvektorin X =
(X1,...,Xy) komponentteja erikseen. Lisiksi on selvid, ettd riittaa osoittaa
leikekuvausta X (wy,-) koskeva véite. Nimittain leikettd X (-,wq) koskeva
vaite on taysin symmetrinen.

Askel 1: Olkoon aluksi X = 1,4, missi A € F; ® Fy. Tarkastelemme
joukkoperhetta

H = {A€F1®F,; 14(wi,-) on Fy-mitallinen kaikilla wy € Q1 }.

Jos A on mitallinen suorakaide A; x Ag, niin 14(wy,ws) = 14, (w1)1a,(w2).
Selvisti 14, (w1)14,(-) on Fp-mitallinen. Siten

FixFy C FH.

Toisaalta joukkoperhe H on o-algebra (harjoitustehtdva 5.10). Mutta, koska
H sisaltda mitalliset suorakaiteet, niin F; ® F C H. Toisaalta méaritelmén
perusteella on selvié, ettd H C F; ® Fy. Siten H = F; ® Fs.

Padttelemme, ettd lemman viite pétee satunnaismuuttujille, jotka ovat
muotoa 14, A€ F; ®F;.



5.3 Tuloavaruudet ja Fubinin lause 51

Askel 2: Olkoon sitten X yksinkertainen eli muotoa

X(wy,wy) = Z crla, (Wi, wa),

k<n

missi ¢ € R ja Ay € F; ® Fy. Askeleen 1 nojalla X (wq,-) on Fy-mitallisten
kuvausten lineaarikombinaatio. Siten se on Fy-mitallinen.

Askel 3: Olkoon sitten X positiivinen. Téalloin on olemassa sellainen jono
(X,) yksinkertaisia satunnaismuuttujia, ettd X = lim X,,. Kun w; € €2, niin
X(wy,+) = lim X,,(wy, ). Siten, askeleen 2 nojalla, X (wy,-) on Fy-mitallisten
kuvausten pisteittdisend rajana Fo-mitallinen.

Askel 4: Olkoon sitten lopuksi X yleinen. Viite seuraa talloin askeleesta
3, silld nyt X (wq,) = X (wy, ) — X (w1, ). O

5.3.4 Mééritelméi. Olkoot (Qp,F1, Py) ja (Qq, F2, Py) todennikoisyysava-
ruuksia. Tuloavaruuden (; x Q1,F; ® F3) tulomitta P; ® Py méédrdytyy
ehdosta

(P @ Py)[A; x Ay] = P[A]| Py[As].

Laajennuslauseiden 2.3.8 ja 2.3.9 nojalla tulo-o-algebralla F; x F; on
olemassa tésmélleen yksi tulomitta. Tulomitan suhteen o-algebrat F; ja Fs,
tulkittuna tulo-o-algebran ¥, @ Fy ali-o-algebroina, ovat riippumattomia.

5.3.5 Esimerkki. (i) Esimerkin 5.3.2 kahden nopanheiton tapauksessa
tulomitta on P®?[A] = |A|/36. TAm&i on nimittdin ainoa tapa saa-
da heitot riippumattomiksi, kun P[A4;] = |A4;|/6, missd A; on heittoon
1 = 1,2 liittyva tapahtuma.

(ii) Olkoon ©; = €y = [0,1], I} = F5 = B,y vilin [0, 1] Borel-joukot
sekii, Py = Py = ¢ viilin [0, 1] Lebesguen mitta. T#llgin tulomitta ¢%2
on tavallinen kaksiulotteinen Lebesguen mitta nelidssé [0, 1]%.

Seuraaava tulos 5.3.6 on kuuluisa Fubinin lause. Muuttujanvaihtokaavan
(lause 4.3.1) ohella se on integraalilaskennan keskeisin kaava. Itse asiassa
kaikki integrointikaavat voidaan johtaa kohtalaisen helposti kayttdmalla ai-
noastaan muuttujanvaihtoa ja Fubinin lausetta.

5.3.6 Lause. Olkoon X satunnaismuuttuja tuloavaruudelta (2 X Q9, F ®
F2) ja Py @ Py tulomitta. Téllgin: jos X >0 tai X € L', niin kuvaus

(-, w2) Pa[dws]
Q2
on Fi-mitallinen. Vastaavasti kuvaus

X(wl, ) P1 [dwl]

Q1
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on Fo-mitallinen. Lisdksi pdtee Fubinin kaava
/ X (w1, ws) (P ® Py)[dwn, duy)
Ql XQQ
= / ( X(wl, wg) Pg[dwg]) P1 [dwl]
o \Ja,
= / ( X(wl,wQ) Pl[dwl]) PQ[dWQ],
0 \Jo,

missd jokainen rivi on olemassa (ddrellisend) tismdlleen samaan aikaan.

Todistus. Lauseen voi perustella apulauseella 5.3.3 ja aproksimoimalla sa-
tunnaismuuttujaa X yksinkertaisilla satunnaismuuttujilla sekéd kayttamalla
lopuksi monotonisen konvergenssin lausetta 4.2.1. Jatdmme yksityiskohdat
harjoitustehtéviksi 5.11. [

Itse asiassa Fubinin lause péatee myos niin sanotuille o -ddrellisille mitoille.
Mitta p : F — R U{oo} on o-dérellinen, jos on olemassa sellainen (€2,,) C &,
ettd u[€2,] < oo kaikilla n € N ja UQ, = Q.

5.3.7 Seuraus. Olkoot X,Y € L' risppumattomia satunnaismuuttugia. Tdl-
loin XY € L' ja
EXY] = E[X]E[Y]

Todistus. Tama viite seuraa valittomaésti Fubinin lauseesta 5.3.6 ja lauseesta
5.1.3(iv). Nimittain (kertyméfunktioiden avulla kirjoitettuna)

EXY] = /xdeX,y(a:,y)
R2

_ /R aydFy(2)dFy (y)

= [ ([var@) arw
_ /Ry (/RxdFX(x)> dFy (y)

= /R:UdFX(fE)/RdeY(y)
— E[X]E[Y].
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5.4 Adrettomit tuloavaruudet

Olkoot (£2,,F,,P,), n € N, todennékdisyysavaruuksia. Tarkastelemme nyt
loputtomiin toistokokeisiin liittyvéia tuloavaruutta 2 = 4 x 0y x - - - . Osion
2.4 esimerkin 2.4.1 perusteella on selvéi, ettemme voi toivoa tulomittaa o-
algebralle, jonka virittdd joukot A; x Ay x ---, A, € F,. Joudumme siis
tyytyméadn hieman karkeampaan o-algebraan.

Esitdmme nyt yleisen tuloavaruuden méaéritelmén.

Olkoon J joukko ja (€2;,3;,P;), j € J, todennikéisyysavaruuksia.

Perusjoukkojen €2;, j € J, karteesinen tuloavaruus x€2; koostuu perheis-
td, tai kuvauksista, w = (w;) ey, misséd w; € ;. Jos siis esimerkiksi 2; = Qg
on sama perusvaruus kaikilla j € J, niin xQ; = Q7. Siis tillsin w € QJ on
funktio w : J — €.

Adreton tulo-o-algebra ®3J; perusjoukolle x€; rakennetaan sylinteri-
joukkojen avulla. Joukko C' on sylinterijoukko, jos se on muotoa

JF#I5 0k

joillakin Aj, € F;,, | < k. Olkoon € sylinterijoukkojen luokka. Téll6in

® F; = o(C).

Adreton tulomitta ®P; mééritellidn myos sylinterijoukkojen kautta. Ol-
koon C', kuten edelld kaavassa (5.4.1). TAlloin asetamme

®PJ [C] = le [Ajl] T ij [A]k]

Laajennuslauseiden 2.3.8 ja 2.3.9 nojalla tdmé todennidkdisyys laajenee yk-
sikésitteisesti tulo-o-algebralle ®J;. Liséksi on huomattavaa, ettd todenné-
koisyyden ®P; suhteen o-algebrat F;, j € J, ovat riippumattomia, kun ne
tulkitaan tulo-o-algebran ®J; ali-o-algebroiksi.

5.4.2 Maéritelmé. Olkoot (Q2;,F;,P;), j € J. Todennakéisyysavaruuksia.
Niiden tuloavaruus edelld méaaritelty kolmikko (x;, ®F;, ®P;).

5.4.3 Esimerkki. Olkoon I = N, Q, = {0,1}, ¥, = pot({0,1}) ja
P,[{0}] =1/2 =P, [{1}]. Tall6in tuloavaruus

(X, ®Fp, @P,) = (QF°, FF>, PY™)
vastaa loputonta reilun kolikon heittoa. Itse asiassa, jos merkitsemme

Y 1, jos n. heitto on klaava,
o 0, jos n. heitto on kruuna,
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niin
®9’~ - Xl,XQ,...).

Adreton tulo-o-algebra on siis pienin o-algebra, jonka suhteen koordinaatti-
kuvaukset w — X,,(w) = w,, n € N, ovat mitallisia.

Tulkitsemalla sopivasti esimerkkid 2.4.1 ndemme, ettd tulo-o-algebra
FP>° on aidosti pienempi kuin tdysi o-algebra pot (25°). Samoin niem-
me, ettd tulomittaa P> ei voi laajentaa tdydelle o-algebralle pot (£25°).
Jatdmme nédiden véitteiden tarkan perustelun harjoitustehtaviksi 5.13.

5.5 Riippumattomien satunnaismuuttujien summat

Tésséd osiossa tarkastelemme ainoastaan satunnaismuuttujia eli R-arvoisia
satunnaisvektoreita. Vastaavat tulokset toki patevat, luonnollisin muutoksin,
myo6s satunnaisvektoreille.

Olkoot Xji,...,X, riippumattomia satunnaismuuttujia. Tarkastelemme
summan X; + ---+ X, jakaumaa Py, .x,. Vaihtelun vuoksi ilmoitamme
tulokset kertyméafunktion

Fxypeax,(y) = PX1+-~~+Xn[(—007?JH
= PXij+-+X, <y

avulla.

5.5.1 Maaéritelméa. Olkoot Fi, ..., F), kertyméfunktioita. Niiden konvoluu-
tio Iy x ---x F,, madrdytyy rekursiivisesti kaavoista

Fix Fy(y) = / / 1oy (@1 + 22) dFy (21)dFo(22),
Fis--xF,(y) = ok F,q) % F(y)

//1( ooy] 131 +$2> dF1 Fn,1($1)an(I2).

Konvoluution mééritelméssd on huomattavaa, ettd se on symmetrinen:
Fix o ox Fy = Fray* - % Frgy,missé m: {1,...,n} — {1,...,n} on mikd
tahansa joukon {1,...,n} permutaatio. Lauseen 5.5.3 jilkeen tdméi viite on
taysin selva.

5.5.2 Esimerkki. Olkoon
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Tallsin
dF(z) = 1pqy(z)de

ja pienelld geometrisella paattelylla ndemme, ettd
F2(y) = F*F(y)
= / / L(—coy) (%1 + @) L1y (1)dz11 o) (w2)dz
R JR

= E[(:I:,y) ER*: 0< a1, 20 < 1,21 + 29 gy]
2

= %1[0,1}@) + (1 e _Qy) ) Lz (y).

Kertyméfunktioiden konvoluutio on aina kertyméfunktio. Taméa seuraa
valittomésti seuraavasta lauseesta.

5.5.3 Lause. Olkoot Xy,..., X, rippumattomia satunnaismuuttujia kerty-
mdfunktioinaan Fy,..., F,. Tdlloin summan X1 + - - -+ X,, kertymdfunktio
on Fy*---xF,.

Todistus. Todistamme vain tapauksen n = 2. Yleinen tapaus seuraa helposti
induktiolla kayttamalla konvoluution rekursiivista maaritelméa.

Koska X; ja X, ovat riippumattomia, niin lauseen 5.1.3(iv) nojalla
Fx, x,(x1,22) = Fi(x1)Fs(x3). Siten kaikille rajoitetuille Borel-funktioille
g :R? — R pitee

E[g(X1,X5)] = //9(I17$2)dF1(131)dF2($2)-
R JR
Erityisesti valitsemalla g(z1,22) = f(x1 + x2) saamme
E[f(X; + Xo)] = /R/Rf(l’l + 1) dFy (21)dFy(22).

Viite seuraa nyt valitsemalla f(x) = 1(_ooy(2), silld télloin

FX1+X2(y) = P[Xl + Xo < y]
E[]‘{X1+X2Sy}]
= E[f(X:+ X>)].
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Esimerkissa 5.5.2 laskimme siis kahden riippumattoman tasaisesti vélille
[0, 1] jakautuneen satunnaismuuttujan summan kertyméfunktion.

Maéritelméd 5.5.1 koskee kertyméfunktioita eli mittoja. Funktioiden
fi,. -, fn : R = R konvoluutio mééaritellasin asettamalla

fix faly) = /OO fi(y — x2) fa(x2) das,
fl**fn(y) = fl* fn 1) fn( )
/ S fuoa(y — xn) fo(n) dog,.

Samoin lukujonojen ps ., ..., p,. konvoluutio mééritellddn asettamalla
(p1, % p2, )k = Zpl,k—ZPQ,la
!
(pl,- I pn,)k = (pl,- *ooee ok pnfl,-) * Dn,

= Z(pl,- £k Do) k1Pl

l

Seuraava lauseen 5.5.3 seuraus valaisee ndiden eri konvoluutiokasitteiden
yhteytta.

5.5.4 Seuraus. Olkoot X1,..., X, rigppumattomia satunnaismuuttujia.

(i) Jos Xi,...,X, ovat diskreetteji ja p = P[X; = k], niin summa
Xy 4+ -+ X, on diskreetti ja P Xy + -+ X, = k] =p1. % *pp...

(i) Jos Xi,..., X, ovat jatkuvia tiheysfunktioinaan fi,..., f,, niin sum-
ma X1+ -+ X, on jatkuva ja sen tiheysfunktio on fy*---x* f,.

Todistus. Harjoitustehtava 5.14 O]

5.5.5 Esimerkki. Olkoot X; ja X, riippumattomia Poisson-jakautuneita
satunnaismuuttujia parametrein A; ja Ay. Toisin sanoen ne ovat diskreetisti
jakautuneita satunnaismuuttujia pistetodennékéisyysfunktionaan

AT
H)
A
E?

mr = PXi=k = e

mr = PXo=k = e
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missd k= 0,1,.... Talloin, kdyttamalla Newtonin binomikaavaa, saamme

PXi+Xo =k = Zpl,k—lpzl
I

Sl . P
l (k=01 1

|
_—(athe) L Nk
= e zl:(k;—z)!z!Al A

_ 1 AN
- oy (;) AL

e~ (A1+A2) ()\1 - )\Q)k
k! '

Nédemme, ettd X; + X5 on Poisson-jakautunut parametrilla \; + As.
Yleisemmin ndemme induktiolla, ettd jos Xi,..., X, ovat riippumatto-

mia Poisson-jakautuneita satunnaismuuttujia parametrein Aqy,...,\,, niin

summa X;+- - -+ X,, on myos Poisson-jakautunut parametrilla A;+---+ X\, .

Harjoitustehtavia

5.1. Anna esimerkki tapahtumista, jotka ovat kausaalisesti riippuvia, mutta
tilastollisesti riippumattomia.

5.2. Anna esimerkki kokoelmasta G;, j € J, o-algebroja, joka on pareittain
riippumaton, muttei riippumaton.

5.3. Osoita, ettd satunnaisvektori X on riippumaton itsestdd jos ja vain
jos se on melkein varmasti vakio eli on olemassa sellainen =z € R?, etti
PX =z|=1.

5.4. Todista lauseen 5.1.3 implikaatio (v) = (ii).

5.5. Olkoot F; ja F, riippumattomia o-algebroja. Olkoon lisiksi ¥ C F;
ali-o-algebra ja F, C F, ali-o-algebra. Osoita, ettd o-algebrat JF| ja F),
ovat riippumattomia

5.6. Todista lauseen 5.1.3 implikaatio (vi) = (ii).

5.7. Muotoile ja todista lauseen 5.1.3 vastine, joka koskee perhettd X; =
(Xj1,-.-,Xj4,), j € J, satunnaisvektoreita.

5.8. Perustele esimerkki 5.2.2(ii) kdyttdmailld Kolmogorovin 0—1-lakia 5.2.4.
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5.9. Osoita, etti By = B,
5.10. Osoita, ettd lemman 5.3.3 todistuksessa esiintyvé joukkoluokka
H = {AeF1®F,; 14(wi,-) on Fo-mitallinen kaikilla wy € O}
on o-algebra.
5.11. Todista Fubinin lause 5.3.6.
5.12. Olkoot X,Y, XY € L'. Osoita, etté ehdosta
EXY] = E[X]E[Y]
el seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.
5.13. Tarkastelemme esimerkkia 5.4.3.

(a) Osoita, ettd tulo-o-algebra on aidosti tiayttd o-algebraa pot ({0, 1}>°)
pienempi.
(b) Osoita, etti tulomittaa P> ei voida laajentaa tiydelle o-algebralle

pot ({0, 1}>).
5.14. Todista seuraus 5.5.4.

5.15. Olkoot X ja Y riippumattomia N-arvoisia satunnaismuuttujia ja

1
PX=n] = PY =n] = o

Laske seuraavat todennékoisyydet

(a) Pmin(X,Y) < n],

(b) P[X =Y],

(c) PIX >Y],

(d) P[X jakaa Y :n].
5.16. Olkoot Xi,..., X, riippumattomia satunnaismuuttujia. Oletamme,
ettd niilld on samat odotusarvot ja varianssit. Merkitsemme p = E[X}]

ja 0% := Var[X}], k¥ < n. Olkoon

X = 2% g 8= 23 (X - %)
nkgn nkgn

Osoita, etta
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(a) E[X]=p,
(b) Var[X] = 0?/n,
(c) E[S?=0*(n—1)/n

Miten tamaé tulos liittyy tilastolliseen estimointiin?

5.17. Olkoot X; ja X, riippumattomia normaalisti jakautuneita satunnais-
muuttujia odotusarvoinaan py ja o ja variansseinaan o; ja os. Toisin sa-
noen satunnaismuuttujan X;, ¢ = 1,2, tiheysfunktio on

Laske satunnaismuuttujan X; + X5 tiheysfunktio.

5.18. Olkoot Xji,..., X, satunnaismuuttujia ja g : R” — R Borel-kuvaus.
Esitd satunnaismuuttujan g(Xi,...,X,) jakauma integraalina yhteiskerty-
méafunktion Fy, _ x, avulla.

5.19. Olkoot X; ja X, riippumattomia satunnaismuuttujia kertymafunk-
tioinaan Fl, ja Fl,. Esitd seuraavien satunnaismuuttujien kertyméfunktiot
kertyméfuntioiden F, ja Fl, avulla:

(a) max(Xy, Xs),
(b min(Xl,Xg),
(C X1X27

(d) Xi/X,.

~— — —

5.20. Laske harjoitustehtdvén 5.19 satunnaismuuttujien muunnosten tiheys-
funktiot, kun oletamme ettd X; ja X, ovat jatkuvia tiheysfunktioinaan fx,

ja fx,.



Luku 6

Karakteristiset funktiot

Karakteristiset funktiot ovat teknisid tyokaluja, joiden avulla voimme tar-
kastella jakaumia. Erityisen hyddyllisid ne ovat riippumattomien satunnais-
muuttujien summan jakauman tarkastelussa. Télld kurssilla kdytamme ka-
rakteristisia funktioita ldhinnéd keskeisen raja-arvolauseen todistamiseen.

Téama luku on varsin tekninen, mutta karakteristisiin funktioihin perustu-
vat tekniikat ovat niin tehokkaita, ettd niiden opiskeluun kannattaa kuluttaa
aikaa.

6.1 Kompleksiluvut ja -funktiot

Esitdmme varsin lyhyen johdannon kompleksianalyysiin. Tarkemmin asiasta
kiinnostuneet lukekoot funktioteoriaa.

Vektoriavaruutena (eli summan suhteen) ja topologisena avaruutena (eli
normin suhteen) kompleksitaso C vastaa euklidista tasoa R?. Lukualgebrana
(eli otetaan tulot summien lisiiksi) C on jotain aivan muuta kuin R?; itse
asiassa euklidisessa avaruudessa R? ei edes ole mit#in luonnollista tuloa.

Kompleksiluku z € C on muotoa z = x + 4y, missi i := v/—1; 2 € R on
kompleksiluvun z € C reaaliosa ja y € R on sen imaginéériosa. Kompleksi-
luvun normi eli moduli on

2| = Va?+y?
ja sen vaihekulma eli argumentti argz € (—m, 7] méérdytyy ehdoista
z . Y

cos(argz) = ——— ja sin(farg z) = ——.
(rg2) = ——— (wrg2) = ———

Talldin parin (z,y) € R? napakoordinaattiesitys on (|z|,argz) € R, X
(—m, 7] eli

x = |z|cos(argz) ja y = |z|sin(argz).
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Kompleksilukujen z; = (z1,y1) ja 2z = (22,y2) summa mééritelldin
komponenteittain:

2+ 20 = (21 +x2) +i(y1 + yo).

Kompleksilukujen tulo mééritelldén kertomalla parit 2y = (z1,y1) ja 20 =
(w2, 12) formaalisti komponenteittain seki kiiyttimilli kaavaa i = —1:

Z1%9 = (1’1 + Zy1)<l’2 + Zy2>
= T1T9 + iT1Ys + WY1 To + Y1 Ys
= (2122 — Y1ye) +i(21y2 + 2201).

Kompleksiluvun z potenssi z", n € N U {0}, mééritelladn luonnollisella
tavalla:

Talloin kaikille n,m € NU {0} pétee z"2™ = 2"*™.
Jos z # 0, on sen kdanteisluku

x oy
—1 )
x? + 92 x2 492

1
z

Talldin nimittdin pétee 22 = 1 (harjoitustehtévé 6.1). Jakolasku mééritel-
ld4n sitten asettamalla

21 1

— = 21,

22 22
kun 2z, # 0. Jos vield asetamme z~" := 1/2", niin kaava 2"z™ = 2"*™ pitee
kaikilla n,m € Z, kun z # 0.

Tunnetusti reaalinen eksponenttifunktio e*, x € R, voidaan esittda sar-
jana e® =} 2" /n!. Funktioteorian avulla voidaan osoittaa, etti vastaava
sarja suppenee (itseisesti eli modulin suhteen), kun reaaliluku = € R korva-
taan kompleksiluvulla z € C. Tamé johtaa kompleksisen eksponenttifunktion

maaritelmaan

(6.1.1) e = Z%
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Kayttamalla Cauchyn kertokaavaa ja Newtonin binomikaavaa saamme

n
eZ]_eZQ — 2 Z_1§ 22
n! m!
n>0 m>0
Lnmm,

- ZZ L lml

n>0 O<m<n

- > Z()mm

n>0 " 0<m<n

I

n>0

Téastd ndemme, etté
(6.1.2) et = efe?,

Kaavasta (6.1.2) seuraa vilittomisti, ettd e = e®t% = e%e™. Mutta

n>0
2n+1
= (-1
; 2n + 1)

Tunnistamalla tastéd kosinin ja sinin sarjakehltelmat

Z(_l)n(gn)!’

cosy =
n>0
2]
siny = (-1)"——
n%; (2n 4+ 1)!

ja kiyttamalla kaavaa (6.1.2) saamme Fulerin kaavan

e’ = e”“’(cosx—i—isiny).

Eulerin kaavasta puolestaan seuraa, ettd kompleksiluvulla z = x + 1y on na-
pakoordinaattiesitys z = re?, missi r = |z| ja 0 = argz. Lisiiksi niemme,
ettd |e*| = e*, e*"™ = ¢* kaikilla n € Z ja ettd kuvaus z — e* on jatku-
va (modulin suhteen). Lisiksi Eulerin kaavasta ndemme, ettd kompleksisen
eksponenttifunktion z — e* kuvajoukko on C \ {(0,0)}. Kompleksinen eks-
ponenttifunktio ei siis ole “positiivinen” toisin kuin sen reaalinen vastine. Esi-
merkiksi —1 on kompleksisen eksponenttifunktion kuvajoukossa. Nimittdin
“matematiikan kaunein kaava” sanoo, ettd e +1 = 0.

Seuraavat kaavat “imaginéiriselle” eksponenttifunktiolle x +— e, z € R,
ovat jatkossa hyodyllisia.
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6.1.3 Apulause. Olkoon x,y,u € R. Tdilloin

(1) [ = 1] < zf,

(ii) Le™* = ize™®.

Todistus. (i) Osoitamme, ettd e — 1|> < z2. Nyt

; 2
e — 1

= ‘(cosx—1)+isinx2
= (cosx —1)? +sin’x
= cos’z —2cosx + 1 +sinx

= 2—2coszx.

Pitéa siis osoittaa, etté

.I‘Q

1—cosz < 5
Mutta tdmén epéayhtialon nikee esimerkiksi derivoimalla puolittain ja kéyt-
tamaélla sitten epayhtaloda sinaz < x, jonka puolestaan nédkee niinikdén deri-
voimalla puolittain ja kayttamaélla sitten epayhtalod cosx < 1.

(ii) Tamé& on suora lasku:

aﬁ e — aa (cos(uz) +isin(ua:))
u u

= — cos(ua;) + z— sin(ux)
= —x sm(ux) +ix cos(ux)
= dxisin(ux) + iz cos(ux)
= iz(cos(uzx) + isin(uz))

= jxe™®,

]

Lopuksi maérittelemme kompleksisen logaritmifunktion kompleksisen
eksponenttifunktion kadnteisfunktiona. Tulee siis ratkaista yhtédlo e* = z,
z € C~ {(0,0)}, muuttujan w € C suhteen. Koska kompleksinen ekspo-
nenttifunktio on jaksollinen, on ratkaisuja ddreton mééri. Siten meidén on
valittava jokin ratkaisuhaara. Ratkaisun “p&dhaara”

z—w(z) = In|z|+iargz =: Inz, ze€ C~{(0,0)},

on kompleksinen logaritmifunktio.
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6.2 Kompleksiarvoiset satunnaisvektorit

Kompleksiarvoinen satunnaisvektori on muotoa Z = X 4+4Y, missd X ja Y
ovat reaalisia satunnaisvektoreita.
Kompleksiarvoiset satunnaisvektorit Z; = X, + 1Y}, j € J, ovat riippu-
mattomia, jos satunnaisvektorit X;,Y;, 7 € J, ovat riippumattomia.
Kompleksiarvoinen satunnaismuuttuja Z = X + ¢Y on integroituva, jos
sen reaali- ja imaginddriosat X ja Y ovat erikseen integroituvia satunnais-
muuttujia. Tall6in méérittelemme

E[Z] = E[X]+E[Y].

6.2.1 Apulause. Olkoot Z, ja Zs integroituvia kompleksiarvoisia satunnais-
muuttugia ja z € C. Tdlloin

(i) E[z21] = zE[Z1],
(i) E[Z1 + Z5) = E[Z1] + E[Z,],
(i) jos Zy ja Zy ovat riippumattomia, niin ZyZs on integroituva ja
E[Z,25] = E[Z1|E[Z,],
(v) [EZ]| < El|Z]).

Todistus. Lauseen 4.1.15 valossa kohdat (i) ja (ii) ovat triviaaleja. Todistam-
me ne kuitenkin valaistaaksemme kompleksiluvuilla operointia.

(i) Vaite seuraa hajottamalla Z; ja z reaali- ja imaginéériosiin ja kayt-
tamélla vastaavaa reaaliarvoisten satunnaismuuttujien tulosta 4.1.15(i). Ni-
mittain

E[zZ)] =

= zE[Xi] —yEM] + izE[Y1] + yE[X}]
= zE[Xi]+ EY ]+ wE[X;] — yE[Y]]
— (o +iy) (B[X,] + iE[¥i)

(ii) Tamé viite seuraa tésmélleen samalla tekniikalla kuin kohta (i). Ni-
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mittain

E[Z) + Zo] = E[(X;+iY1) + (Xa +1Y2)]
= E[(X1+X5) +iu(Y1 +13)]
= E[X) + Xo] +iE[Y; + Y]
(E[X1] + E[X)]) +i(E[Y1] + E[Y2])
= (EIX\] +iEVi]) + (E[X,] + iE[Y3])
= E[Z)] + E[Z,)]

(iii) tdmé&n kohdan jatdmme harjoitustehtévéksi 6.2.
(iv) Huomaamme aluksi, etté viite on itse asiassa muotoa

VEXiP+EY]? < E {\/)W] :

Mutta tdmaéa epayhtalo seuraa valittomésti Jensenin epayhtalosta 4.4.1, silla
kuvaus (z1,22) — f(z1,22) = /2?4 23 on konveksi (konveksisuuden
nékee joko suoralla visualisoinnilla tai laskemalla Hessin matriisin

Hins) = Hlflons) = |50 o)

k<2

ja toteamalla, ettd se on positiivisesti semidefiniitti eli

Zkakl(x17x2)yl > 0

k<2

kaikilla (z1,%2), (y1,v2) € R?). O

6.3 Karakteristinen funktio ja sen ominaisuudet

Karakteristinen funktio on (integrandin eksponentin etumerkkid ja vakio-
ta (27)~%2 vaille) se kuvaus, jota analyysin puolella kutsutaan tyypillisesti
Fourier—Stieltjes-muunnokseksi. Analyytikkojen karakteristinen funktio puo-
lestaan on stokastikkojen indikaattori, jolle analyytikot kéyttavit tyypillisesti
merkintdd ya stokastikkojen merkinnédn 1, sijaan.

Karakteristisen funktion hyodyllisyys (tdmén kurssin ndkokulmasta) pe-
rustuu lahinné kahteen (mythemmin perusteltavaan) seikkaan:

1. satunnaisvektorin karakteristinen funktio méérad tiysin (eli karakteri-
soi) sen jakauman,
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2. riippumattomien satunnaisvektorien summan karakteristinen funktio
on summattavien satunnaisvektorien karakteristisen funktioiden tulo.

6.3.1 Miéritelmé. Satunnaisvektorin X = (Xy,...,X,) karakteristinen
funktio ¢x : R — C on

= Elcos(u- X)] +iE[sin(u- X)],
missé u-X =), <d up X on euklidisen avaruuden R? tavanomainen siséitulo.

Karakteristinen funktio ¢ x riippuu siis satunnaisvektorista X ainoastaan
sen jakauman Py kautta: jos satunnaisvektoreilla X ja Y on sama jakauma,
eli Px = Py tai yhtd hyvin Fxy = Fy, niin ¢x = ¢y. Tama on selviai
suoraan madritelméan perusteella. Nimittédin yhteiskeryméfunktion Fy avulla
kirjoitettuna karakteristinen funktio ¢x on Riemann—Stieltjes-integraali

ox(u) = /ei“'xdFX(x)
R4
= /ei2k<dukxdex(xl’...,xd).
Rd

Erityisesti siis jatkuvasti jakautuneille satunnaisvektoreille X pétee

oxw) = [ ) ds
Rd
= / eiZde“”’“fX(xl, ooy xg)day - - dag,
]Rd

misséd fx on satunnaisvektorin X yhteistiheysfunktio. Fourier-analyysié
tuntevat tunnistanevat, ettd tdlloin karakteristinen funktio ¢x on (vakiota
(27)~%? vaille) yhteistiheysfuntion fy Fourier-muunnos.

Myo6hemmin ndemme (seuraus 6.3.9), ettd myos kiénteinen véite pétee:
jOS qbX = gby, niin PX = Py.

6.3.2 Esimerkki. (i) Olkoon X Bernoulli-jakautunut parametrilla p.
Toisin sanoen P[X = 1] =p ja P[X =0] = (1 — p). Télloin

ox(u) = "(1-p)+ep
= pe +1—p.
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(ii) Olkoon X Poisson-jakautunut parametrilla A. T&lloin

— X )\k
ox(u) = e )‘Ze kﬁ

k>0

ok

= (Ae™)

— e ZT
£>0

_ iu
e )\6)\6

eA(ei“fl).
(iii) Olkoon X mnormaalisti jakautunut parametrein g =0 ja o? =1 eli

1 12

Télloin, kayttamélla eksponenttifunktion sarjakehitelméé ja osittaisin-
tegroimalla saatua kaavaa

1 by 1
—— [ e 2" dz = (2n— 1)
=/ 2n - 1)
= 2n-1)2n-3)---3-1,

Saamine

. 1,2
ezuxe 2.’,U dZE

7l

1.2

ur)® 1
‘) e 2% dx

V2r

R,

:an\/%

n>0
: )Qn

= Z ((Z;T)'(Qn — N

n>0
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(iv) Olkoon X = (Xj,...,X,) tasaisesti jakautunut hyperkuutioon [0, 1]%
eli

PX[B] = / 1[071]d(x1,...,$d) dxl---dxd, B e Ed.
B
Talloin

Ox (U, ..., uq) = / eiZkgdukxkdxl...dxd
[0,1]¢

1 1 4
— // Hew’“x’“dxl---dxd
0 0

k<d
l .
_ H/ AT dzy
k<d 0
1
— H (/ cos(ugzy) dxy + i sin(ugxy) dxk)
k<d 0
_ H (smu;€ —|—i1 cosuk) .
k<d Uk Uk

6.3.3 Apulause. Olkoon X = (Xi,...,X,) satunnaisvektori, A € R™? jq
b e R Tillgin

Gaxsp(u) = € Pox(ATu),
missi AT on matriisin A transpoosi: Azj =Aj;.

Todistus. Osoitamme vaitteen suoralla laskulla:
Gaxp(u) = E [e"“'(AXH’)}
— E [eiu-AXeiu-b]
— eiu-bE |:ei(ATu)-X:|
= "oy (ATu).

O

6.3.4 Esimerkki. Olkoon X normaalisti jakautunut parametrein p ja o?.

Talloin Z := (X — w)/o on normaalisti jakautunut parametrein 0 ja 1.
Esimerkin 6.3.2(iii) nojalla
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Siten, apulauseen 6.3.3 nojalla,

bx(u) = ¢§Z+u(u)
= e"oz(ou)

euzu— o2y

6.3.5 Apulause. Karakteristinen funktio ¢x : R? — C on

(i) rajoitettu,
(i) tasaisesti jatkuva
(iii) ja ¢x(0)=1.
Todistus. (1) Huomaamme aluksi, ettd |e < 1. Siten, epéyhtilon
6.2.1(iv) nojalla, |¢x(u)| < E[|e™X|] <1 eli ¢x on rajoitettu.

(ii) Osoitamme sitten, ettd ¢x on tasaisesti jatkuva. Tyokalumme ovat
arvio || < 1, epiyhtils 6.2.1(iv) ja arvio 6.1.3(i). Olkoot u,v € RY.
Talléin

iu~X‘

[ox(w) = ox(v)| = [Ble"] —E[e"]]
[B[e™ — ]|

< Hemx . mXH
= B[ (¢ )
< Bl ]
< B[00 1),

Nyt, koska
‘ei(u—v)~X . 1‘ < 27

niin voimme kayttdd dominoidun konvergenssin lausetta. Toisaalta

hm‘e’hX—1| = 0,
h—0

joten
}llim sup |¢x(u+h) —ox(u)] = 0

=0 yecrd

eli ¢x on tasaisesti jatkuva. )
(iii) Lopuksi huomaamme, ettii % = 1. Siten ¢x(0) = 1. O

6.3.6 Lause. Olkoon X = (Xi,...,X4) satunnaisvektori. Olkoon lisiksi
E[| X|"] < oo jollakin n € N. Talloin
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(i) karakteristisella funktiolla ¢x on jatkuvat n. kertaluvun osittaisderi-
vaatat ja

a’l’b

- - = "BIX. ... X. ¢wX
aujl . au]n ¢X(U) t [ J1 ]ne j| )

(i) ¢x:lld on n. asteen Taylorin kehitelmd nollassa:

1 , n
Ox(u) = 1+ 5 3 B Xplituy oy, + fule(w),

k<n " ik <d
missd lim,_e(u) = 0.

Todistus. (1) Haluamme vaihtaa derivoinnin ja odotusarvon jarjestysté
lausekkeessa
871

iu- X

Perustelemme jérjestyksen vaihdon ainoastaan tapauksessa d =1 ja n = 1.
Yleinen tapaus seuraa samankaltaisista arvioista, mutta sivuutamme ne.
Jarjestyksen vaihtaminen perustellaan dominoidun konvergenssin lauseel-
la 4.2.1(v). Jotta voimme kéyttaa lausetta 4.2.1(v) tarkastelemme (skalaaris-
ta) arviota 6.1.3(i):
‘e”—1| < x € R.

Tasta arviosta ndemme valittomasti, etta
)
ez’(u—l—h)X _ piuX

e
h

< |1X].

Antamalla h — 0 jotakin jonoa pitkin saamme dominoidun konvergenssin
lauseesta 4.2.1(v), ettéd

¢x(u+h) — dx(u)

/ . .
E i(u+h)X — E[etuX
B[] - B
h—0 h
' i(uth)X _ etuX
- }IE%E{ h }
i(u+h)X _ jiuX
- E{lime ‘ ]
h—0 h

= E[iuXei“X} .
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Derivoinnin ja odotusarvon vaihtaminen on siis sallittua. Saamme

" o ,
s _ —E u- X
duj, - - - Ouy,, #x(u) Auj, - - - Ouy, <]

o ,
- Bl (iX)u
Ouy O,

= i"B[Xj, - X,

Kohta (i) on néin todistettu.
(i) Taméa kohta seuraa vélittomésti edellisetd kohdasta (i) soveltamalla
tavallista d-ulotteista Taylorin kehitelmé&é funktioon ¢x origossa. O]

Seuraava niin sanottu Lévyn kaintokaava kertoo, miten kertyméfunktio
voidaan laskea karakteristisesta funktiosta.

6.3.7 Lause. Olkoot ¢x ja Fx satunnaisvektorin X = (Xq,...,X4) ka-
rakteristinen funktio ja yhteiskertymdfunktio. Olkoot a = (aq,...,aq),b =
(b, ..., by) € RY yhteiskertymdifunktion Fx jatkuvuuspisteiti joille aj < by
kaikilla k =1,...,d. Tdlloin pdtee Lévyn kaantokaava

FX(bla"'abd)_FX(a17"'7ad)

—itapuy __ C*ibk U

1 e
= lim/ , Ox(uy, ..., ug)duy - - - dug.
(2m)d T—o0 J|_ppya H U, x(w a) s ¢

Ennen kéntokaavan 6.3.7 tarkkaa todistusta esitdmme heuristisesti, misté
on kyse.

Tarkastelemme vain skalaaritapausta d = 1, vaikka yleinen tapaus onkin
tasmalleen samankaltainen. Olkoon /i todennékoisyysjakauman eli -mitan g
karakteristinen funktio:

) = [ e ulda)

Asetamme sitten bilineaarisen suhteen karaketeristisen funktioiden ja toden-
nékoisyysmittojen vélille seuraavasti:

ww::émmmy

Huomaamme nyt, etté relaatiolle (-,-) pitee kaava
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Nimittdin Fubinin kaavan 5.3.6 nojalla

>

S
S~—
=

o
=,

() =

(Aequd@>umﬂ

e pldx]v|du]

I
7N\
N

®
E.
8
=
(o
B,
N———
X
o
£,

u) v[du]

I
>

Il
—~
=2

S
S~

Olkoon sitten B € B ja 1p se todennikdisyysmitta, jonka karakteristinen
funktio on indikaattori 15 (oletamme tylysti téllaisen mitan olemassaolon).
T&lloin, jos p on satunnaismuuttujan X jakauma, niin

PWGB]:téb@mwd
(1, )
~ ()

= /Rﬂ(u)ig[du].

Lévyn kédantokaava 6.3.7 siis sanoo heuristisesti, ettéa

. 1 e—i(zu _ e—ibu
lgplduy = —— du.
eallde] = 52—
Siirrymme sitten kdédntokaavan 6.3.7 rigoroosiin todistukseen.
Lauseen 6.3.7 todistuksessa tarvitsemme seuraavaa aputulosta, jonka to-

distuksen jatdmme harjoitustehtéaviksi 6.6.
6.3.8 Apulause. Olkoon

—1, kunz <0,

sgn(z) = 0, kunz =0,
1, kunx > 0.
Talloin -
lim Mdu = sgn(x)m
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ja

T .
/ sin(ux) du' < o
T u

Lauseen 6.3.7 todistus. Todistamme vain tapauksen d = 1. Yleinen tapaus
voidaan todistaa samankaltaisilla argumenteilla.
Olkoon a < b. Merkitsemme
1 T e—iua _ e—iub

Iy = ———o¢x(u) du.

2m J_p w

Fubinin lauseesta 5.3.6 seuraa nyt, etta

1 T _—iua __ ,—iub )
Iy = — ;< / e“””dFX(x)> du

2 J_p 0 R
1 T ,—iua _ ,—iub

- < / #wm) dFy(z)
2 Jr \J_7 w

—. / Or(x) dFy (),
R

missa merkitsimme

1 T e—ua _ e—iub )
Or(x) = —e""du.

2 J_p 1

Fubinin kéytto oli muuten sallittua, koska

—tua __ ,—iub
‘ € e < |b—al.

X
Tarkastelemme sitten sisdintegraalia ©r(x). Pienen “kompleksitrigono-
metrisen” pyorityksen jilkeen ndemme, ettd

1 (7 sin(u(z — a)) — sin(u(z — b))
7 /T " du.

Nyt apulause 6.3.8 tulee kdyttéon. Nimittdin sen nojalla

@T(ZL’) ==

lim Iy = lim RGT(:c) dFx ()
_ /R lim O (x) dFx(x)
_ % /R (sen(z — a) — sgn(y — b)) dFx (z)
_ %(_p[x <a+P[X >a]+P[X <b] —P[X >l
— Pla< X <Y

= Fx<b> — Fx(a).
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]

6.3.9 Seuraus. (i) Karakteristinen funktio ¢x mdadrdd jakauman Px yk-
sikdsitteisesti.
(i) Satunnaisvektorit X ja 'Y ovat riippumattomia jos ja vain jos

¢X,Y(U,U) = ¢x(u) gy (v).
(iii) Jos
R4
niin X on jatkuva ja sen tiheysfunktio saadaan kddntokaavasta
frlo) = o [ e x(u)d
VT @2 e e

(iv) Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, niin
PIX —a) = 5 [ ™ ox(ud
=2, = — e " hx(u) du.
2m ) X

Todistus. (1) Tamé tulos seuraa Lévyn kddntolauseesta 6.3.7 ja yhteiskerty-
méfunktion oikealta jatkuvuudesta. Jitdmme perustelun yksityiskohdat har-
joitustehtaviksi 6.7.

(ii) Harjoitustehtéava 6.8.

(iii) Harjoitustehtavé 6.9.

(iv) Harjoitustehtava 6.10. O

Seuraava lause 6.3.10 kertoo, miten riippumattomien satunnaismuuttu-
jien summan karakteristinen funktio esitetdin summattavien satunnaismuut-
tujien karakterististen funktioiden avulla. Tamaé esitys on keskeinen myohem-
min esitettdvan keskeisen raja-arvolauseen 8.3.1 todistuksessa.

6.3.10 Lause. Jos X ja Y riuppumattomia satunnaismuuttujia, niin

Ox+v(u) = ox(u)dy(u).
Todistus. Harjoitustehtéava 6.11. [

Lause 6.3.10 sanoo itse asiassa, ettd karakteristinen funktio muuttaa kon-
voluutiot tuloiksi: kertyméfunktiota Fxx Fy vastaava karakteristinen funktio

on ¢x - Py.
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6.3.11 Esimerkki. Multinormaalijakauma méaaritelldan tyypillisesti sen ka-
rakteristisen funktion avulla: satunnaisvektori X = (X1,...,X,;) on multi-
normaalisti jakautunut parametrein p € R? ja ¥ € R%¥?  jos sen karakteris-
tinen funktio on muotoa

¢X (U) — 6iu~u—%u~2u‘

Matriisista Y oletetaan, ettd se on symmetrinen ja positiivisesti semidefiniit-
ti:
Ykt = Xk ja Z cp2pic = 0
k,l

kaikilla cg,c; € R ja k1 < d.
Talloin p on satunnaisvektorin X odotusarvovektori

o= (s pa) = (BX])g<y

ja X on satunnaisvektorin kovarianssimatriisi

X = (Ek,l)k,lgd
= (Cov[X, Xi]); <4

= (E[(Xk — ) (Xp — :ul)])k,zgd'

(harjoitustehtava 6.12).

Lisdksi jokaista vektoria p ja positiivisesti semidefiniittia matriisia 3
vastaa jokin multinormaalisti jakautunut satunnaisvektori X . Itse asiassa
X voidaan rakentaa riippumattomien normaalistijakautuneiden satunnais-
muuttujien avulla. Nimittdin olkoot £ = (&1,...,&,) riippumattomia samoin

normaalisti jakautuneita satunnaismuuttujia odotusarvolla 0 ja varianssilla
1 ja A € R4, Tillsin

(6.3.12) X = p+ A€

on multinormaalisti jakautunut parametrein p ja ATA (harjoitustehtivi
6.13). Lisédksi, jos X on multinormaalisti jakautunut parametrein p ja X,
niin on olemassa sellainen A € R4 ettd ¥ = ATA ja X voidaan esittiii
muodossa (6.3.12), missa vektorin £ = (£, ...,&;) komponentit ovat riippu-
mattomia samoin normaalisti jakautuneita satunnaismuuttujia odotusarvolla
0 ja varianssilla 1 (harjoitustehtavi 6.14).

Lopuksi huomautamme, ettd jos kaavassa (6.3.12) olevan matriisi A on
tiyttd astetta eli sen sarakevektorit virittivit koko avaruuden R?, niin X
on jatkuvasti jakautunut ja sen tiheysfunktio on

1 1 B
fx(z) = WGXP{—§($—M'E (x—ﬂ)}:
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missé ||| on matriisin ¥ determinantti ja ¥~ on sen kiifinteismatriisi (har-

joitustehtdava 6.15).

Harjoitustehtavia

6.1. Olkoon z = (z,y) € C~{(0,0)}. Asetamme

L T .y
z

1 .
x2+y2 :L-2_|_y2

Osoita, etté talloin

1
z-— = 1
z
6.2. Todista apulauseen 6.2.1 kohta (iii).
6.3. Olkoot X degeneroitunut pisteeseen z, € R%. Toisin sanoen
P[X € B] = 6,,[B], B € B,

Laske ¢y .

6.4. Olkoot X yksinkertainen satunnaismuuttuja, joka saa arvot xq,...

todennékoisyyksin py,...,pn, > pn = 1. Laske ¢x.

» Ln

6.5. Olkoon X eksponentiaalisesti jakautunut parametrilla g > 0. Toisin

sanoen sen tiheysfunktio on

fx(x) = pe " 100 ().
Laske ¢x .
6.6. Todista apulause 6.3.8.
6.7. Todista seuraus 6.3.9(i).
6.8. Todista seuraus 6.3.9(ii).
6.9. Todista seuraus 6.3.9(iii).
6.10. Todista seuraus 6.3.9(iv).

6.11. Todista lause 6.3.10.
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6.12. Olkoot satunnaisvektorin X karakteristinen funktio muotoa
¢X(U) — eiu-u—%ul)u‘
Osoita, etta talloin

e = E[Xg],
Zk,l = COV[X]C,XI}.

6.13. Olkoon & = (&,...,&;) vektori, jonka komponentit ovat riippumat-
tomia normaalistijakautuneita satunnaismuuttujia parametrein g = 0 ja
02 =1. Olkoon p € R? ja A € R™?. Asetamme

X = p+ A
Merkitadn ¥ := ATA. Osoita, etté nyt

we = E[X4],
ZkJ = COV[X]C,XI}.

6.14. Olkoon X multinormaalisti jakautunut parametrein p ja . Osoita,
ettd on olemassa sellainen matriisi K ja vektori ¢ riippumattomia normaalisti
jakautuneita satunnaismuuttujia, etta

X = p+ AL

6.15. Olkoon X multinormaalisti jakautunut parametrein p ja 3. Osoita,
ettd jos X on taytta astetta, niin X on jatkuva ja sen tiheysfunktio on

1 1 _1
Fe(0) = G ee] 5w 5w},

missd [|2]| on matriisin ¥ determinantti ja 37! on sen ki#inteismatriisi.



Luku 7

Suppenemiset

Kaikista todennédkdisyysteoriassa kéasiteltdvistd suppenemisen muodoista
melkein varma suppeneminen on luonnollisin, tai ainakin helpoin ymmaértaa.
Muita suppenemismuotoja tarvitsemme ldhinnd kahdesta syysta:

1. Melkein varma suppeneminen on varsin vahva suppenemisen muoto:
monissa mielenkiintoisissa tilanteissa joudumme tyytyméan heikompiin
suppenemismuotoihin. Keskeinen raja-arvolause on esimerkki téllaises-
ta tilanteesta.

2. Integroituvan satunnaismuuttujajonon (X, ) melkein varmasta suppe-
nemisesta kohti integroituvaa satunnaismuuttujaa X emme voi péa-
telld, ettd vastaavat odotusarvot E[X,,| suppenevat kohti odotusarvoa
E[X]. Toisin sanoen odotusarvo-operaattori E ei ole jatkuva melkein
varman suppenemisen suhteen.

Syy 1. johtaa stokastisen ja heikon suppenemisen késitteisiin ja syy 2. johtaa
LP? -suppenemisen késitteeseen.

Esitdmme suppenemiset enemmén tai vahemman vahvuusjérjestyksessé
vahvimmasta alkaen.

7.1 Melkein varma suppeneminen

Kaikkein yksinkertaisin satunnaismuuttujia tai -vektoreita koskeva suppene-
misen muoto olisi tietysti pisteittdinen suppeneminen: X,(w) — X(w) kai-
killa w € . Téllaista suppenemista on kuitenkin kéaytdnnossa turha odot-
taa. Jos esimerkiksi Y,, on klaavojen suhteellinen frekvenssi n reilun kolikon
heitossa, niin vahva suurten lukujen laki pisteittéiselle suppenemiselle olisi:
Y, (w) — 1/2 kaikilla w € Q. Téllainen tulos ei kuitenkaan péde. Nimittdin
heittosarja w = (klaava, klaava, ...) on tdysin mahdollinen ja télléin Y, = 1
kaikilla » € N. Samoin heittosarja w = (kruuna, kruuna,...) on myoskin
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mahdollinen ja télloin Y,, = 0 kaikilla n € N. Huomattavaa on kuitenkin,
ettd edelldmainittujen yksittdistapausten todennikoisyys on nolla (kuten on
tietysti mink4 tahansa muunkin yksittdisen heittosarjan todennikoisyys). Si-
ten, “heittamaélla pois” nollajoukot, paddymme melkein varman suppenemi-
sen késitteeseen.

7.1.1 Miéritelma. Jono satunnaisvektoreita (X,,) suppenee melkein var-
masti kohti satunnaisvektoria X, jos

PlweQ;limX,(w) =Xw)] = L
Talloin merkitsemme X, = X .

Tarkastelkaamme nyt vield hieman késitettd “melkein varmasti”. Yleises-
ti sanomme, ettd jokin satunnaisvektoreita koskeva ominaisuus pétee “mel-
kein varmasti”, kun se pétee todennékoisyydelld yksi. Esimerkiksi merkinté
X "2 Y tarkoittaa, etti P[X = Y] = 1. On helppo nihdi ettd "= on
ekvivalenssirelaatio:

° Xm:'v'X,
e jos X ™Y niin Y "= X,
e jos X"™'Y jaY ™ Z niin X "= Z.

Lisiiksi esimerkiksi E[X] = E[Y], jos X "= Y. Itse asiassa E[|X — Y] =0
jos ja vain jos X =" Y.

On siis luonnollista, ettd melkein varmasti samat satunnaisvektorit tyy-
pillisesti samaistetaan.

Melkein varma suppeneminen vastaa kdytdnnodssd monella tavoin téysin
varmaa pisteittidista suppenemista X, (w) — X (w) kaikilla w € Q. Itse asias-
sa on helppo ndhdé, ettéd aikaisemmissa luvuissa todistamamme lauseet, jois-
sa oletamme pisteittidisen suppenemisen, patevit myos melkein varman sup-
penemisen vallitessa. Naytdmme esimerkin vuoksi, ettd monotonisen kon-
vergenssin lause 4.2.1(i) pétee melkein varmalle suppenemiselle. Jatdmme
harjoitustehtédvéksi 7.1 tarkistaa, ettd myos dominoidun konvergenssin lause
4.2.1(v) pétee melkein varman suppenemisen vallitessa.

7.1.2 Lause. Olkoon (X,) melkein varmasti kasvava jono satunnaismuut-
tujia, jolle X,, = X . Jos E[X;] > —oo, niin E[X,,] T E[X].

Todistus. Olkoon €2, C Q, n € N, se joukko jolle X,, < X, péitee. Ol-
koon samoin €y C €2 se joukko, jolle X,, — X pétee. Voimme olettaa, etté
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Qo, 2, € F. Nimittdin nédiden joukkojen todennikdéisyys on yksi, ja voim-
me aina tarvittaessa tiydellistdd o-algebran F sisdltdmédn melkein varmat
joukot. Mutta nyt joukossa

Q= QN[ )

pétee: (X,,) on kasvava ja X,, — X. Siten (X,,15) on kasvava ja E[X,15] —
E[X1g]. Mutta toisaalta

P[] = P[(N(@un QO)>C]
P [U(Qn N QO)C}
> Pl uy)

< > (P[] +Pg))
= 0.

IN

Siten P[Q] = 1. Mutta huomaamalla, etti E[X] = E[Y], kun X =" Y,
tistd seuraa, ettd E[X, 1] = E[X,] ja E[X1g] = E[X]. 0

Edellisen todistuksen nojalla on selvéd, ettd voimme kédytédnnossi samais-
taa satunnaisvektorijonot X = (X, )nen ja X = (X,)nen, jos

p [Xn — Xn] — 1 kaikillan e N.
Nimittéin talloin
P [X £ X] — P [Xn £ X, jollakin n € N]
< YP [Xn ] Xn]
~ 0.

Mainittakoon kuitenkin, etté tdtd samaistusta ei voi tehda ilman merkittavia
liséoletuksia satunnaisvektoriperheille X = (X;);es, ja X = (Xj)jej, jos
indeksijoukko J on ylinumeroituva. Nimittdin ylinumeroituvassa tapauksessa
ehto

PIX,=X| =1 kikillajeJ

ei takaa, etté

P[Xyéf(] - P[Xj%f(jjollakinjeJ )
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Itse asiassa joukko {X # X} ={X, # Xj jollakin j € J} voi olla jopa ei-
mitallinen. Tadma samaistuksen mahdottomuus aiheuttaa ongelmia esimer-
kiksi jatkuva-aikaisten stokastisten prosessien teoriassa.

Borelin ja Cantellin lemman 5.2.1 avulla voidaan todistaa seuraava ehto
satunnaisvektorijonon (X, ) melkein varmalle suppenemiselle. Ehto on hyo-
dyllinen silloin, kun rajavektori X voidaan “arvata”’ ja todennékoéisyyksié
P[|X,, — X| > €] osataan arvioida.

7.1.3 Apulause. Olkoon X satunnaisvektori ja (X,) jono satunnaisvekto-
reita. Jos kaikille € > 0 pdtee

Y PIX, - X[>¢] < oo,
niin X,, = X .
Todistus. Harjoitustehtava 7.5. O]

Osion lopuksi annamme ehdon satunnaisvektorisarjan »  X,, melkein var-
malle suppenemiselle. (Tarkkaavainen luentojen seuraaja on jo saattanut huo-
mata yhden tdhén aihepiiriin liittyvén tuloksen: seuraus 4.2.4.)

7.1.4 Apulause. Riittdvd ehto sarjan Y X, melkein varmalle suppenemi-
selle on sellaisen positiivitermisen sarjan »_ &, olemassaolo, ettd

(i) den < oo,
(i) S P[Xo|>en] < oo

Todistus. Olkoon
A = {|X,| >e,du}.

Oletuksesta (ii) seuraa Borelin ja Cantellin lemman 5.2.1(1) nojalla, ettd
P[A] = 0. Olkoon sitten w € A° = {|X,| < ¢, j.1.}. Télléin on olemassa
sellainen ng(w), ettd | X, (w)| < &,, kun n > ng(w). Téstd seuraa majorant-
tiperiaatteen nojalla, etta

YK < D X+ Y e

n>1 n<ng(w) n>ng(w)
< QL K@it e
n<ng(w) n>1
< 0o0.

Siispé sarja Y X, (w) suppenee itseisesti kaikilla w € A°. Koska P[A°] =1,
niin sarja Y X, suppenee (itseisesti) melkein varmasti. ]
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7.2 [L[P-suppeneminen

Ilman esimerkiksi monotonista tai dominoitua lisdoletusta suppenemisesta
X, ™ X ei seuraa, etti E[X,] — E[X]. Esitimme nyt suppenemismuo-
don, joka takaa odotusarvojen suppenemisen E[X,] — E[X] ilman mitdén
lisdoletuksia.

7.2.1 Masritelmi. Olkoon p > 1. Jono satunnaisvektoreita (X,,) suppenee
L? :ssd kohti satunnaisvektoria X, jos

E[|X, - X["] — 0.

Talloin merkitsemme X, 2 X,

Avaruus LP := LP(2,F,P) on niiden satunnaisvektorien avaruus, joille
| X|P € L'. Jos samaistamme melkein varmasti samat satunnaisvektorit, niin

1
IX|l, = E[X]]"?

on normi avaruudella LP. Nimittdin normiin liittyvé ehto [[cX||, = |¢||| X ||,
on ilmiselvé ja kolmioepdyhtéloehto || X +Y|, < ||X||,+|Y ]|, on Minkowskin
epayhtilo 4.4.2(ii). Ehto [| X[, = 0, kun X = 0 on selvd. Ehtoon X = 0,
kun || X[, = 0 tarvitsemme melkein varmasti samojen satunnaisvektorien
samaistusta.

Madritelmé 7.2.1 olettaa implisiittisesti, ettd X € LP ja (X,,) C L*.

Myohemmin, osiossa 9.2, osoitamme, ettd normiavaruus (L7, ||-||,) on tdy-
dellinen, toisin sanoen sen Cauchy-jonot suppenevat. Siten LP on Banachin
avaruus eli tdydellinen normiavaruus.

LP-suppenemiset suhtautuvat toisiinsa kauniisti eri p:n arvoilla. Taméa
seuraa todennékoisyysmitan rajoittuneisuudesta: P[Q)] = 1. Yleisille rajoit-
tamattomille mitoille seuraava tulos ei nimittédin péade.

7.2.2 Apulause. Olkoon p>q > 1.
(i) Jos X € LP, niin X € L9.
(i) Jos X, 2 X, niin X, 5 X.

Todistus. Jatdmme todistuksen harjoitustehtévaksi 7.7. Vihjeend todetta-
koon, ettd kannattaa tarkastella joukkoja {| X, — X| < 1} ja {|X,—X| > 1}
sekd kayttaa TsebysSevin epéayhtéloa 4.4.3. [

Seuraava tulos ndyttad, ettd LP-suppeneminen soveltuu loistavasti odo-
tusarvojen suppenemisen tarkasteluun.
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7.2.3 Lause. Jos X, 5 X jollakin p > 1, niin B[X,] — E[X].

Todistus. Apulauseen 7.2.2 nojalla X, =R X . Mutta nyt

|E[X,] -E[X]| = [E[X,-X]
S E[an_XH
— 0.

]

Seuraava esimerkki nayttad, ettd LP-suppeneminen ei seuraa melkein var-
masta suppenemisesta (kohta (1)), eikd myoskédén toisin péin (kohta (ii)).
7.2.4 Esimerkki. Olkoon (2,F,P) := ([0, 1], B, ). Tarkastelemme siis ta-
saista todenndkoisyysmittaa tai -jakaumaa valilla [0, 1].

(i) Olkoon
Xp(w) = nl(oé)(w).

Selvisti tallsin X, ™3 0 (itse asiassa suppeneminen on jopa tiysin
varmaa). Mutta toisaalta

E[|X, - 0] = E[X,/]

= [ Ixera

-

p

nl(o,l)(w) dw

n

silla p > 1.

(ii) Olkoon m € N ja A, k < 2™ vilin [0,1] ositus tasapituisiin osa-
véleihin. Télloin siis |A,, x| = 27™. Médrittelemme sitten jonon (X,,)
asettamalla

Xl = 1A1,17 X2 = 1A1,2’ . ,Xgm = 1A1,2m,

X2m+1 = 1A211, ey Xk2m+1 = 1Ak,17"'
Té&llsin jono (X,) ei voi supeta melkein varmasti, silld limsup X, = 1

ja liminf X,, = 0. Mutta toisaalta X, z 0, silla
IimE[|X,[?] = limP[A,;] = 0.
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7.3 Stokastinen suppeneminen

Stokastinen suppeneminen on sekid melkein varmaa suppenemista ettd LP-
suppenemista heikompi suppenemisen muoto. Stokastisen suppenemisen
kayttokelpoisuus on esimerkiksi siinéd, ettd suurten lukujen laki saadaan
patemédn heikompien riippuvuusoletusten vallitessa kuin jos vaadittaisiin
melkein varmaa suppenemista.

7.3.1 Miéritelm&. Jono satunnaisvektoreita (X,,) suppenee stokastisesti
eli mitan suhteen kohti satunnaisvektoria X, jos kaikilla ¢ > 0 patee

P[|X, - X|[>¢] — 0.

Talloin merkitsemme X, P x.

Seuraava tulos sanoo, ettd sekd melkein varma ettd LP-suppeneminen
ovat molemmat stokastista suppenemista vahvempia suppenemisen muotoja.
LP-suppenemisen kohdalla joudumme tietysti olettamaan a priori, ettd jono
(X,) C LP. Yleisesti tietenkin satunnaisvektorijono (X,) voi supeta kohti
satunnaisvektoria X stokastisesti, vaikka X, ¢ LP milldén p > 1.

7.3.2 Lause. Olkoon (X,,) jono satunnaisvektoreita.
(i) Jos X, ™% X, niin X, 2 X.
(i) Jos X, X jollakin p > 1, niin X, > X .

Todistus. (i) Tdmé&n kohdan jéatdmme harjoitustehtaviksi 7.11.
(ii) Apulauseen 7.2.2 nojalla riittédd tarkastella L'-suppenemista. Mutta
nyt viite seuraa TSebySevin epéayhtalosta 4.4.3. Nimittédin

—_

PlIX, — X[>¢] < -E[X; - X]|]

—

S m

kaikilla € > 0. O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd stokastinen suppeneminen on aidosti
sekd melkein varmaa ettd LP-suppenemista heikompi suppenemisen muoto.

7.3.3 Esimerkki. Olkoon (2, F,P) ja A, kuten esimerkissé 7.2.4. Olkoon
samoin X, = 1a,,, n = m2¥ 41, kuten esimerkissi 7.2.4.
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(i) Nyt jono (X,,) ei suppene melkein varmasti (edelleenkdén), mutta kai-
killa € > 0 pétee

limP[|X,| >¢] = lmP[A,,] = 0.

Siten X, = 0.
(ii) Olkoon sitten Y, := a,X,,, missd
n
P[AL]

an, =

kun n = m2% + 1. Tallsin (Y;,) ei suppene LP:ssi, silld
E[|Y,]F] = n? — oc.

Mutta
ImP[|Y,| >¢] = lmP[A,;] = 0.

Siten X, Eo.

Kun seuraavan tuloksen yhdistda lauseeseen 7.3.2(ii) ja esimerkkiin
7.3.3(ii)) on kuvamme melkein varman ja stokastisen suppenemisen véli-
sestéd yhteydesta taydellinen.

7.3.4 Lause. Jos X, 5 X, niin on olemassa sellainen osajono (ny), ettd
X, X,

Todistus. Rakennamme osajonon (ng). Olkoon n; = 1. Etsimme sitten in-
deksin ny induktiivisesti: ng on pienin indeksi, joka on aidosti suurempi kuin
indeksi ny_1 ja jolle pétee

P[|X,, — X|>27" < 27"

Koska X, LD's , niin téllainen indeksi nj 1oytyy kaikille k£. Olemme siis
saaneet osajonon (nyg).

Nyt
d PlX, - X[>27"] < Y 27F <
Siten, Borelin ja Cantellin lemman 5.2.1(i) nojalla,
P[|X,, — X|>2"4u] = 0.
Mutta tamaé tarkoittaa, ettd X, "% X . Nimittéin nyt kaikille € > 0 pétee

0 = P[|X,, —X|[>2"4au]
> P[X,, — X|>¢cdu].

Koska ¢ > 0 on mielivaltainen, niin P[X,, 4 X|=0. O
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7.4 Jakaumasuppeneminen

Edes stokastinen suppeneminen ei ole riittdvan heikko keskeistd raja-
arvolausetta varten (se on riittdvin heikko heikkoa suurten lukujen lakia
varten). Joudumme esittdméédn vield stokastista suppenemistakin heikom-
man suppenemiskésitteen: jakauma- eli heikon suppenemisen.

7.4.1 Masritelmi. Jono satunaisvektoreita (X,,) suppenee heikosti eli ja-
kaumaltaan kohti satunnaisvektoria X, jos

FXn —>FX

kaikissa F'x :n jatkuvuuspisteissd. Talloin merkitsemme X, 24X,

Yksinkertaisempi méaritelmé jakaumasuppenemiselle olisi tietysti vaatia
Fx,(r) — Fx(z) kaikilla * € R?. Seuraava esimerkki kuitenkin osoittaa,
ettd tdmaé on aivan liikaa vaadittu.

7.4.2 Esimerkki. Olkoon (Q,F,P) := ([0,1], B, ¢). Tarkastelemme siis jil-
leen kerran tasaista jakaumaa vélilld [0, 1]. Asetamme

Xp(w) = w"

T&lloin on varsin helppo nédhda, ettd X,, — 0 melkein varmasti, LP:ssd ja

stokastisesti. Osoitamme mydhemmin lauseessa 7.4.4, etta télloin X, 20.
Nyt “satunnaismuuttujan” X = 0 kertyméfunktio on Fx(z) = L) ().
Mutta

Fx, (x) = P[X, <z
= (lwel0,1]; w" <2x]
= l|we0,1]; w < 3!/
= 2"y (x) + L0 ()
— 1(0700)($).

Siten 0 = F, (0) /4 Fx(0) = 1. Siispd kertyméfunktiot F,, n € N, eivit
suppene kohti kertyméfunktiota F'x sen epéjatkuvuuspisteessia = = 0.

Huomattavaa jakaumasuppenemisessa on, ettd se on jakaumia eli to-
dennékoisyysmittoja koskeva késite: se tarkastelee satunnaisvektoreita X, ,
n € N, ja X ainoastaan niiden jakaumien Fx_ , n € N, ja Fx tasolla. Erityi-
sesti siis voimme puhua satunnaisvektorijonon (X)) suppenemisesta, vaikka
satunnaisvektorit olisi mééaritelty eri todennékoisyysavaruuksilta. Tamé ei
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ole, ainakaan helposti, mahdollista muiden edell& esitettyjen suppenemiské-
sitteiden tapauksessa. Liséksi jakaumasuppenemisessa on huomattavaa, etté
jos ()2'”) on jokin sellainen jono satunnaisvektoreita, etti X, ja X, ovat
samoin jakautuneita kaikilla n € N, niin jonon (X,,) ja (X,,) jakaumasuppe-
nemista koskevat ominaisuudet ovat samoja. Tama seuraa siité, ettd funktiot
Fx, , n €N, eivit “nde” satunnaisvektorien X,,, n € N, riippuvuussuhteita.
Téasta seuraa esimerkiksi se, ettéd jakaumasuppenemista késiteltdessd voimme
halutessamme olettaa jonon (X,,) koostuvan riippumattomista satunnaisvek-
toreista.

On vield syytd mainita, ettd yleisesséd mittateoriassa ja funktionaaliana-
lyysissd on myo6s heikon suppenemisen késitteet, jotka erovat hieman meidéan
stokastikkojen késitteestd. Yleisessa mittateoriassa mittajono (iu,) suppenee
heikosti kohti mittaa i, jos [ gdu, — [ gdu kaikilla jatkuvilla funktioilla g,
joilla g(z) = 0, kun |z| on riittdvén iso. Funktionaalianalyysissé puolestaan
Banachin avaruuden B jono (b,) suppenee heikosti kohti Banachin avaruu-
den alkiota b, jos f(b,) — f(b) kaikilla rajoitetuilla lineaarisilla funktioilla,
eli funktionaaleilla, f: B — R.

Heikko suppeneminen on epéilemétta hieman hémyinen késite. Siksi on-
kin syytd tarkastella ldhemmin, mitd se tarkoittaa. Seuraavaksi esitettévé
ns. Portmanteau-lause kokoaa yhteen joukon yhtédpéatevid ehtoja heikol-
le suppenemiselle. Itse asiassa usein heikko suppeneminen mééaritelladnkin
Portmanteau-lauseen 7.4.3 kohdan (vi) avulla. Témé mééritelmé jakauma-
eli heikolle suppenemiselle on jo varsin ldhelld mittateoreetikkojen vastaavaa
maéadritelméa.

7.4.3 Lause. Seuraavat oval yhtdpitdvia:

i) X, X,
(ii) lim Fx, = Fx kaikissa Fx :n jatkuvuuspisteissd,
(iii) limP[X,, € B] = P[X € B| kaikilla B € By, joille P[X € 0B] = 0.
Merkinti OB tarkoittaa joukon B reunaa.
(iv) limsupP[X,, € F] < P[X € F| kaikilla suljetuilla F C R?,
(v) liminfP[X, € G] > P[X € G] kaikilla avoimilla G C R?,
(vi) IimE[g(X,)] = E[g(X)] kaikilla rajoitetuilla ja jatkuvilla funktioilla
g:RI =R,
(Vll) lim ¢X'n = qbX .

Todistus. (i) < (ii): Tamé& on médritelma.

(i) < (ili): Huomaamme aluksi, ettd ominaisuus “P[X € 0B] > 0 jos ja
vain jos OB sisiltdd kertyméafunktion Fx epéjatkuvuuspisteen” séilyy jouk-
kojen monotonisissa rajoissa. Siten, monotonisen luokan lauseen eli Dynkinin
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laajennuslauseen 2.3.8 nojalla, riittdd tarkastella suorakaiteita

B, = X (—oo,:ck], r=(r1,...,24) € RL
k<d

Mutta niille joukoille viite on selvd. Nimittdin € R? on kertyméfunktion
Fx epéjatkuvuuspiste jos ja vain jos P[X € 0B,] > 0, silld

P[X € 0B,] = Fx(z1,...,24) — lim Fx(y1,...,9a)-

(ili) < (iv) & (v): Olkoon A € B, mielivaltainen joukko. Télloin joukko
F := AU O0A on aina suljettu. Samoin joukko G := A ~\. A on aina avoin.
Nyt huomaamme, ettd P[X € 0A] =0 jos ja vain jos

PX €G] = P[X € A\ 04]
= P[X € 4]
= P[X € AU 04|
= P[X e F].
Mutta télloin (ja vain télloin) kohtien (iv) ja (v) ala- ja yldraja-arvot ovat
samoja, joten kyseessd on aito raja.
(iv) & (v): Jos G on avoin, niin G° on suljettu, ja painvastoin. Olkoon
sitten F' on suljettu ja G = F°. Talloin
limsupP[X,, € F] = limsup (1l —P[X, € G])
= 1+ limsup (—P[X, € G])
= 1-liminf P[X, € G].

Siten
limsupP[X,, € F] < P[X € F]
& 1-liminf P[X, €G] < 1-P[X €]
& liminf P[X, € G] > P[X €G]
(ii) < (vi): Valitsemme
g1, %q) = L oogi]xex(—oowa] (T15- -5 Ta).

Talloin

E[g(Xn)] = E|:1{Xn,1§y1a~--aXn,dSyd}:|
P[Xn,l S Yiy .- 7Xn,d S yd]

= Fx,(y1, .-, ¥ya)
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Viite seuraisi téstd, jos indikaattorifunktiomme ¢ olisi jatkuva (mitéd se ei
ole). Voimme kuitenkin silottaa sen epéjatkuvuuspisteen (yi,...,yq) ympé-
rilld jatkuvaksi siten, ettd g(z1,...,z4) =1, kun xp <y ja g(zq,...,24) =
0, kun xp+¢ > y;. Antamalla ¢ — 0 ja kiyttamélla dominoidun konvergens-
sin lausetta 4.2.1(v) ndemme, etté viite pitee kaikissa yhteiskertyméfunktion
Fx jatkuvuuspisteissi (yq,...,%q)-

(ii) = (vi): Harjoitustehtava 7.15.

(i) & (vii): Tadmé seuraa mychemmin esitettévisti lauseesta 7.4.7, jonka
todistuksen vaikean puolen (i) < (vii) kuitenkin sivuutamme. O

Seuraava lause sanoo, ettd jakaumasuppeneminen on heikoin esitetyista
suppenemisen muodoista eli ettéd se seuraa stokastisesta suppenemisesta.

7.4.4 Lause. Jos X, = X, niin X,, % X.
Todistus. Harjoitustehtava 7.16. O]

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd jakaumasuppeneminen on aidosti hei-
kompi suppenemisen muoto kuin skokastinen suppeneminen.

7.4.5 Esimerkki. Olkoon X ja X riippumattomia normaalisti jakautuneita
satunnaismuuttujia parametrein p = 0 ja 0?2 = 1. Olkoon X,, = X, kun n
on pariton ja X, = X, kun n on parillinen. Nyt

Fx, (x e2¥ dy

==L

kaikilla n € N, joten mitd ilmeisimmin (X,,) suppenee heikosti. Toisaalta
X — X on “aidosti satunnainen”. Itse asiassa voidaan osoittaa, etti X — X on
normaalisti jakautunut parametrein g = 0 ja o? = 2. Siten todennikdisyys
P[|X, — X,.1| > €] on e:sta riippuva, mutta n:sti riippumaton aidosti
positiivinen vakio. Niinpd (X,,) ei voi supeta stokastisesti.

Esimerkista 7.4.5 huolimatta seuraava kéddanteinen tulos pétee.
7.4.6 Lause. Jos X, 4 x ja X on deterministinen, niin X, X,

Todistus. Olkoon ¢ := X € R? (vakio) ja ¢ > 0 mielivaltainen. Todistus
perustuu sithen havaintoon, ettii joukko {z € R% |z — c| < ¢} on avoin.
Nimittédin nyt Portmateau-lauseen 7.4.3 kohdan (v) nojalla

liminf P[| X, —¢|<¢] > P[|X —¢/<e = L

Siten im P[|X,, —c¢| <e]=1¢eli X, L. O
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Seuraava tulos, tai pikemminkin sen vaikea kohta (ii), on Lévyn jatku-
vuuslause. Se karakterisoi jakaumasuppenemisen karakterististen funktioiden
avulla.

7.4.7 Lause. Olkoon (X,,) jono satunnaisvektoreita.

(i) Jos X, L X, niin bx, — bx -
(ii) Jos ¢x, — ¢ ja ¢ on jatkuva origossa, niin on olemassa sellainen

satunnaisvektort X, ettd ¢ on sen karakteristinen funktio ja X, 4 X,

Todistus. (i) Téamé& véite seuraa Portmanteau-lauseen 7.4.3 kohdasta (vi).
Nimittéin kuvaus u — €% on jatkuva ja rajoitettu. Se, ettd kuvaus u s e
on kompleksiarvoinen ei tuota ongelmia: meidén pitdé vain katsoa reaali- ja
imaginéériosia erikseen.

(ii) Tama osa on se vaikea osa. Jitdmme todistuksen harjoitustehtéviksi
(graduksi). O

7.5 Suppenemisten viliset suhteet

Seuraava tulos on kokoomalause. Siiné ei itse asiassa todisteta paljoakaan
mitdén uutta, vaan ldhinnéd ainoastaan kootaan téssi luvussa aikaisemmin
esitettyjd tuloksia yhdeksi “isoksi kuvaksi” (Piirrd toki se kuval). Jatdmme
harjoitustehtéviksi 7.18 koota lauseen perustelu. Itse asiassa ldhinné vain
kéddnteinen véite vaatii tarkempaa perustelua: muu on ldhestulkoon pelkkas
kerailya.

7.5.1 Lause. Seuraavat implikaatiot pdtevit ja mikddn seuraavista impli-
kaatioista ei pdade kddntden.

) JoanTﬂ'X,niz’angX.
) Jos X, 2x jollakin p > 1, niin X, X,

(iii) Olkoon p > q > 1. Jos XnL—p>X, nin XngX.
) Jos X, L X, niin on olemassa osajono (ng), jolle X, ™ X.
) Jos X, 2 X, miin X, % X .

Harjoitustehtavia

7.1. Osoita dominoidun konvergenssin lause 4.2.1(v), kun oletamme vain,
ettd X, =% X ja |X,| <Y melkein varmasti kaikilla n € N.
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7.2. Olkoon (X,,) jono satunnaismuuttujia. Osoita, ettd X, — X tdsmiélleen
joukossa
1
NUN{x-x=tl
m
m>1n>1k>n

7.3. Olkoon X, ™ X ja f : RY — R? jatkuva. Osoita, ettd tilloin
f(Xa) = f(X).

7.4. Olkoon X, ™ X, Y, ™'Y ja a,b € R%. Osoita, ettd tilloin
aX, +bY, ™ aX +bY.
7.5. Todista apulause 7.1.3.

7.6. Osoita, ettd apulauseen 7.1.3 ehto > P[|X,, — X| > ¢] < oo el ole
valttaméaton heikolle suppenemiselle.

7.7. Todista apulause 7.2.2.
7.8. Olkoon X, 25 X, Y, 5V ja a,b € R?. Osoita, etti tillsin

aX, +bY, L aX +bY.
7.9. Olkoon X, 25 X ja f: R? — R? jatkuva. Pitecks tallsin f(X,) 2
f(X)?

7.10. Osoita, ettd apulause 7.2.2 ei pédde, jos todennikdisyysmitan sijasta
tarkastelemme rajoittamatonta mittaa.

7.11. Todista lause 7.3.2(i).

7.12. Osoita, ettd X, P X jos ja vain jos

‘Xn—X|
El———— 0.
{1+]Xn—Xy -

7.13. Olkoon X, 5 X ja f: R? — RY jatkuva. Piteeko tillsin f(X,,) LR

f(X)?
7.14. Olkoon X, LA X.,Y, Py ja a,b € R?. Piteeko tilloin, etti

aX, +bY, 5 aX +bY?

7.15. Osoita ekvivalenssi (ii) = (vi) Portmanteau-lauseessa 7.4.3.
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7.16. Todista lause 7.4.4.

7.17. Olkoon X,, % X ja f:R? — R? jatkuva kertymifunktion Fy jatku-
vuuspisteissa. Osoita, ettéd talloin f(X,,) <, f(X).

7.18. Keriaa todistus lauseelle 7.5.1.

7.19. Ovatko melkein varma, stokastinen, LP- ja jakaumasuppeneminen kon-
sistentteja? Toisin sanoen jos X,, — X jossakin mielessa ja X,, — Y jossakin
toisessa mielessé, niin onko vélttamatta X =Y 7



Luku 8

Raja-arvolauseita

Todennékdoisyys liittyy ennustamattomiin ilmiéihin. Esimerkiksi kolikonheit-
to on ennustamaton siind mielessé, ettemme voi taydella varmuudella sanoa
tuleeko kruuna vai klaava. Kolikonheitto ei ole kuitenkaan kaoottinen. Toisin
sanoen siind esiintyy jotakin sddnnénmukaisuutta. Vaikka yksittdisen heiton
tulos onkin tdysin ennustamaton eli kaoottinen, niin tiedimme esimerkik-
si, ettd kuitenkin pitkédssd heittosarjassa klaavojen suhteellisella osuudella
on tapana supeta kohti jotakin tiettyd lukua, jota sitten meilld (jos olemme
frekventistejéd) on tapana kutsua klaavan todenndkéisyydeksi. Tdmé erottaa
kolikonheiton puhtaasti kaoottisesta ilmidsta, jota ei voi ennustaa mitenkaan.
Yleisemmin ja tarkemmin sanottuna raja-arvolauseet tuovat todennédkoisyys-
laskentaan jérjestystéa kaaoksen tilalle.

Téssé luvussa kasittelemme ainoastaan satunnaismuuttujia, vaikka vas-
taavat tulokset pédtevit myos satunnaisvektoreille.

8.1 Suurten lukujen lait

Kertaamme aluksi korrelaation késitteen.
Nelivintegroituvat satunnaismuuttujat X,,, n € N, ovat korreloimatto-
mia, jos kaikille n # m pétee

E[X,X,.] = E[X,|E[X,].
Nimitys “korreloimattomuus” johtuu siitd ettéd talloin
Cov|X,, X,,]
- \/ Var[X,|Var[X,,]
Korreloimattomuudesta seuraa valittomésti, etta

Var[ZXk] = ZVar[Xk]

k<n k<n

Cor[X,,, X,,]
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(harjoitustehtava 8.1).

Huomattavaa on, ettd korrelaatio késitteen&, samoin kuin kovarianssi,
vaatii satunnaismuuttujilta integroituvuutta. Siis odotusarvojen E[XY],
E[X] ja E[Y] on oltava olemassa. Riittdvd ehto ndiden odotusarvojen ole-
massaololle on X,Y € L?. Nimittiin tilléin, Schwarzin ep#yhtilon nojalla,

E[|XY|] < EXYVE[Y?YV? < oo,

mistéd seuraa myos, valitsemalla vuoron perddan X =1 ja Y = 1, ettd myos
E[|X]|] ja E[|Y]] ovat dérellisia.

Seuraava tulos on heikko suurten lukujan laki korreloimattomille satun-
naismuuttujille.

8.1.1 Lause. Olkooon (X,,) C L? jono korreloimattomia satunnaismuuttugia

joille
1
— > Var[X,] — 0
k<n
Tdalloin .
Ly B,
n
k<n
Todistus. Olkoon
k<n

T&lloin, odotusarvon lineaarisuuden ja jonon korreloimattomuuden, nojalla

>

k<n

= ) E[Xy

k<n

- Y

k<n
= nM

E[S,] = E

ja

Var[S,] = Var [Z Xk,]

k<n

= ) Var[X].

k<n



8.1 Suurten lukujen lait 95

Siten, Markovin epayhtalon 4.4.4(i) nojalla,

%ZXk—N

P

> 5] = P[|Sn —n,u‘ > né}

— P[|sn ~E[S,]| > ng}

< Var|[S,|

= n2e2

- Dok <, Var [X]
- n2e?

— 0.

]

8.1.2 Seuraus. Olkoon (X,) C L? jono korreloimattomia ja samoin jakau-
tuneita satunnaismuuttujia. Tdalloin

1
=3xS EIX).
n

8.1.3 Esimerkki. Heikon suurten lukujen lain sovelluksena osoitamme
Weierstrafsin aproksimaatiolauseen:

Olkoon f :[0,1] — R jatkuva funktio. Télloin jokaiselle € > 0
on olemassa sellainen polynomi P, etti

sup |f(z) — P(x)] < e.

z€[0,1]

Kaytdmme aproksimaatiossa Bernsteinin polynomeja
By(z) = Z f (E) <n)xk<1_:€>nk
" ' n/) \k '
0<k<n
Olkoon S, binomijakautunut parametrein n ja x. Talloin siis

Sn = Zsz?

missd X :t ovat riippumattomia binomijakautuneita satunnaismuuttujia pa-
rameterin 1 ja x. Nyt
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joten

)] - A Genor - a0

Olkoon sitten € > 0. Koska f on suljetun vilin jatkuva funktio, niin se
on tasaisesti jatkuva. Toisin sanoen jokaiselle € > 0 on olemassa sellainen
d=19(e), ettd

1
sup |£(2) ~ fw)] < e

lz—y|<o

Nyt jokaiselle z € [0, 1] pétee

Merkitsemme sitten

1
Ly, = ‘—Sn —x|.
n
Nyt Y, < %8, kun Z,, < . Siten
B,(z) - f(z)| < E[Y,]
= E[Yilgz,.<n] + E[Yalgz,ss]
1
< —eP[Z, <] +2max |f(y)|P[Z, > I
2 y€[0,1]
< Lot 2 max [f(y)
—€ max )
- 2 ye[0,1] Y 4nd?
Valitsemalla nyt n niin isoksi, ettd
1 1
2 < =
max Ml > 5¢

saamme |B,(z) — f(z)| < €. Koska §:n valinta ei riippunut pisteesta =z,
olemme néayttineet viitteen.

Siirrymme sitten tarkastelemaan vahvaa suurten lukujen lakia. Aloitam-
me aputuloksella, jota kutsutaan Skorohodin lemmaksi.
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8.1.4 Apulause. Olkoot X1,...,X, riippumattomia satunnaismuuttujia ja
S, = Zkgn Xi. Olkoon

Cpn = maXPHSn—Sk{ >s] < 1.
k<n
Tdlloin
P[max’Sk’ > 23] < L ps,|>s.
k<n 1—c¢,
Todistus. Harjoitustehtéva 8.5. [

Seuraava mielenkiintoinen tulos osoittaa, etta riippumattomassa tapauk-
sessa stokastinen suppeneminen onkin itse asiassa melkein varmaa suppene-
mista. Tulos seuraa olennaisesti siitd, ettd riippumattomien satunnaismuut-
tujien summa joko suppenee tai hajaantuu melkein varmasti. Toisin sanoen
ei ole mahdollista, ettd se suppenisi positiivisella ykkostd pienemmaélla to-
dennékoisyydella.

8.1.5 Lause. Olkoon (X,) jono riippumattomia satunnaismuuttujia. Tdal-
loin sarja > X, suppenee stokastisesti jos ja vain jos se suppenee melkein
varmasti.

Todistus. On selvaé, etti riittda ainoastaan osoittaa, etté stokastisesta sup-
penemisesta seuraa melkein varma suppeneminen.
Teemme ristiriitatodistuksen.
Jos reaalilukujono (s,) ei suppene, niin on olemassa sellainen £ > 0 etté
kaikille m € N pétee
sup |s, —sm| > e
n;n>m
Nyt sarja > X, joko suppenee tai hajaantuu melkein varmasti, koska sen
summattavat ovat riippumattomia (seuraus 5.2.6).
Oletamme siis ettd > X, hajaantuu positiivisella todennékoisyydella.
Télloin siis on olemassa sellainen € > 0 ja 6 > 0, ettid jokaiselle m € N

> X

m<k<n

(8.1.6) P |sup

n>m

>5] > 0.

Olkoon sitten N € N. Skorohodin lemmasta 8.1.4 seuraa nyt, ettéa

3 X Zxk>%],

m<k<n m<k<N

P

max
m<n<N

1
> < ——P
E:] - 1- Cm,N
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missé
€
C = P X —1.
m,N mrgna%(N Z k| = 2]
n<k<N
Oletamme sitten, ettd > X,, suppenee stokastisesti. T&lloin
> % o
m<k<N
kun m, N — oo. Toisin sanoen, kun m, N — oo,
Pl| Y x> — o0
2
m<k<N
ja liséksi
Cm,N — 0.
Mutta antamalla nyt ensin N — co ndemme, etté
lim P |sup Z Xk >6] = 0.
meee n>m m<k<n
Mutta tdmé on ristiriidassa positiivisen hajaantumisen (8.1.6) kanssa. O

Kayttamalla L?-suppenemista saamme seuraavan ehdon sarjan melkein
varmalle suppenemiselle. Jatdmme tarkan perustelun harjoitustehtéavéksi 8.6.

8.1.7 Seuraus. Olkoon (X,,) C L* jono risppumattomia satunnaismuuttu-
jJia, joille B[X,] = 0. Jos sarja > E[X?] suppenee, niin sarja > X, suppe-

nee melkein varmasti.

Todistamme seuraavaksi vahvan suurten lukujen lain keskitetyille nelidin-
tegroituville satunnaismuuttujille. Sitd ennen tarvitsemme vield yhden apu-

tuloksen: niin sanotun Kroneckerin lemman.

8.1.8 Apulause. Olkoon ) x, suppeneva sarja. Olkoon b, T co. Tdilldin

n k<n

Todistus. Harjoitustehtava 8.7.
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8.1.9 Lause. Olkoon (X,) C L? jono riippumattomia satunnaismuuttugia,
joille E[X,,] = 0. Olkoon b, T oo sellainen jono reaalilukuja, ettd

E[X?
> EE <

Tdlloin

Todistus. Kroneckerin lemma 8.1.8 nojalla véite seuraa sarjan »_ X, /b, mel-
kein varmasta suppenemisesta. Mutta tdmé taas seuraa vélittomasti seurauk-
sesta 8.1.7, silld oletimme, ettd sarja

X\’

bn

E[X?
> e - XE

suppenee. ]

Lauseissa 8.1.1 ja 8.1.9 jouduimme olettamaan, ettd summattavat satun-
naismuuttuja olivat nelidintegroituvia. Riippumattomien satunnaismuuttu-
jien tapauksessa voimme luopua téstéd oletuksesta. Integroivuusletus (X,,) C
L' on tietysti pakko tehdi. Nimittidin odotettu raja on u = E[X,,].

Seuraava tulos on Kolmogorovin vahva suurten lukujen laki.

8.1.10 Lause. Olkoon (X,) jono riippumattomia samoin jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia. Olkoon p = E[X;]| olemassa. Tdlloin

1 m.v.
n
k<n
Jos E[|X1|] = oo, niin ylld oleva sarja hajaantuu melkein varmasti.

Todistus. Osoitamme vain tilannetta E[|X;|] < oo koskevan viitteen. Tilan-
teen E[|X;|] = oo tarkastelun jatdmme harjoitustehtavéksi 8.8.

Todistus perustuu aikaisemmin todistettuun vahvaan suurten lukujen la-
kiin 8.1.9 ja niin sanottuun katkaisutekniikkaan.

Asetamme katkaisun

X, = X”1{|Xn\§n}'
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Nyt

ZP[XR%XTL] = Y P[IX.| > 7]

> P[Xy| > n]
E[|X1]]

Q.

ARRVAN

Kayttdmalla Borelin ja Cantellin lemmaa 5.2.1(i) ndemme téstéd, etté
P[Xn e au} _

Siten riittdéd osoittaa, ettd

k<n

Nimittéiin jos no(w) € N on sellainen, ettd X, (w) = X, (w), kun n > ng(w),
niin

lim%ZXn(w) = lim% Z Xn(w)—i-lim% Z X, (w)

k<n k<ng(w) no(w)<k<n

Nyt E[X,] — E[X}] = p. Siten viite seuraa, jos
1 <7 <7 m.v.
-y (Xk - E[Xk]> ).
n k<n

Perustelemme tédmén kayttamailld vahvaa suurten lukujen lakia 8.1.9 neliin-
tegroituville satunnaismuuttujille. Katkaisumme takia satunnaismuuttujam-
me X’n, n € N, ovat nelidintegroituvia.

Koska

B| (%, - Bi%) | < B

niin riittda osoittaa sarjachto
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Mutta
E[X? 1
S 512] = ZEE[Xfl{\XI\Snﬂ
1
— ZZﬁE[Xﬁ{k—K\XHSk}}
n>1 k<n
1
— ZZEE[Xfl{mK\XHSk}}
k>1 n>k
1
— ZE[X%l{kfl<‘X1‘§k}:| 2_2
1 n>kn
2
< ZE[X%l{k—ldXﬂSk}}E
k>1
X2
= 2ZE{711{1<;—1<X1|<1<:}]
k>1
X2
< ZZE{ﬁl{kKM@}]
k>1 !
= 2E[|X]]
< 0o0.

]

8.1.11 Esimerkki. Vahvan suurten lukujen lain sovelluksena késittelemme
Monte Carlo -integrointia.
Olkoon g : R — R Borel-mitallinen funktio. Haluamme laskea numeeri-

sesti maardtyn integraalin
b
I = / g(x) dx.

Olkoot Uy, Us, ... riippumattomia tasaisesti vilille [a,b] jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia. Olkoon

X, = g(Uy)
ja
S, = ZX""
k<n
Télloin
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Mutta vahva suurten lukujen laki sanoo, etté

b—a)-S, = (b—ayu = I

S|

8.1.12 Esimerkki. Toisena vahvan suurten lukujen lain sovelluksena késit-
telemme tuntemattoman jakauman estimointia. Tilanne on seuraava: saam-
me riippumattomia havaintoja Xi, Xs,... tuntemattomasta jakaumasta
F(z) = P[X < z]. Tehtdvédna on selvittdd kertyméfunktio F'. Maarittelem-
me empuirisen kertymdfunktion

. kE<n; X< 1

n
k<n

Nyt indikaattorimuuttujat 1;x, <.}, & € N, ovat riippumattomia ja samoin
jakautuneita, joten vahva suurten lukujen laki sanoo, etté

Fo(z) ™ E[l{x,<s}] = P[Xy<2] = Fl(z).

Lopetamme tdmén osion Kolmogorovin kolmen sarjan lauseeseen. Se ka-
rakterisoi riippumattomista summattavista koostuvan sarjan melkein varman
suppenemisen.

8.1.13 Lause. Olkoon (X,) jono riippumattomia satunnaismuuttujia. Ol-
koon ¢ > 0. Merkitsemme

X, = Xulyx,|<e)-

Tdlloin > X, suppenee melkein varmasti jos ja vain jos sarjat

Y E[X7], ) Var[X:], jo ) P[X,>¢]

suppenevat jollakin (ja siten kaikilla) € > 0.

Todistus. Jétetddn harjoitustehtéiviksi (graduksi). O

8.2 Suurten poikkeamien periaate

Suurten poikkeamien periaate tutkii suurten lukujen lain suppenemisvauh-
tia. Olkoon (X,,) jono satunnaismuuttujia jotka toteuttavat heikon suurten
lukujen lain

_Sn g 22
n
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missi Sy, := ) o, Xg. Nyt siis
1

PH—Sn —u’ > 5} — 0.
n

Suurten poikkeamien periaate tarkastelee, kuinka nopeaa tdmé suppenemi-
nen on. Se sanoo, silloin kun se pétee, ettd suppeneminen on eksponentiaali-
sen nopeaa. Karkeasti sanottuna se sanoo, etti

PHlSn—u’25] ~ M)
n

missd [ on suppenemiseen liittyva vauhtifunktio.

Suurten poikkeamien teoria sisdltda useita eri tuloksia. Télla kurssilla
esitimme ainoastaan klassisen Cramérin lauseen. Siind vauhtifunktio I on
summattavien satunnaismuuttujien yhteisen kumulantit generoivan funktion
A Fenchel-Legendre-muunnos A*.

8.2.1 Lause. Olkoot (X,,) jono riippumattomia samoin jakautuneita satun-
naismuuttujia, jotka toteuttavat Cramérin ehdon:

A(9) = ImE[e"*] < oo

kaikilla 0 € R. Olkoon i := E[X,] ja Sy := ) o, Xy Tdlloin kaikille x > p
patee

1 1
lim—InP|-S5, > x} = —A'(z).
n n
ja kaikille v < p pdtee
o1 1
lim—InP {—Sn < a:} = —A"(x),
n n

A*(z) = sup{fx—A(0)}

0cR4

on kumulantit generoivan funktion A Fenchel-Legendre-muunnos.

Todistus. Aloitamme muutamilla huomioilla.

Ensinndkin voimme olettaa, ettd satunaismuuttujat X,,, n € N, eivit ole
degeneroituneita, sillda muuten véite on triviaali. Toiseksikin voimme olettaa,
ettd x =0 ja p < 0. Asetamme sitten
A(0)

= infe
P 6eR
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Télloin A*(0) = —log p ja siten tehtédvandmme on itse asiassa osoittaa, etta
1

(8.2.2) lim—InP[S, >0] = logp.
n

Kolmanneksikin huomaamme, etti funktio e® on aidosti konveksi ja

%e[‘(o) = E[X,] < 0.

Nyt voimme tarkastella kolmea tapausta:

Tapaus 1: P[X, < 0] =1.

Tapaus 2: P[X, <0/ =1 ja P[X, =0] > 0.

Tapaus 3: P[X, < 0|P[X, > 0] > 0.

Tapausten 1 ja 2 kisittelemisen jatdmme harjoitustehtaviksi 8.9.
Tarkastelemme sitten tapausta 3.

Huomaamme aluksi, etta

lim ¥ = .
6—=+o00
Koska e® on aidosti konveksi, niin on olemassa yksikésitteinen minimi 7 €
R, jolle A(T) = logp ja A'(7) = 0. Siten, TSebysevin epayhtdlon 4.4.3 ja
satunnaismuuttujien X, , n € N, riippumattomuuden nojalla,
1 TS,
P|-5,>0] = Pl >1]
n
[BTS"]

X1

o0 8 T

€
nA(7)

|
)

7

=

Siten

1 1
limsup —InP [—Sn > O] < logp.
n n

Olemme siis osoittaneet viitteen (8.2.2) yldarajan.
Tarkastelemme sitten véitteen (8.2.2) alarajaa. Toisin sanoen haluamme
osoittaa, ettd

1 1
(8.2.3) liminf —InP {—Sn > O} > logp.
n n

Kun véite (8.2.3) on todistettu, olemme todistaneet koko lauseen 8.2.1.
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Viitteen (8.2.3) todistus perustuu seuraavaan mitanvaihtoon: olkoon 7
kuten edelld ja olkoon F' satunnaismuuttujien X, , n € N, yhteinen kerty-
miéfunktio. Asetamme uuden kertyméfunktion F). kaavalla

x
F.(z) = l/ e™ dF (y).
p —00
On suoraviivaista tarkistaa, ettd £ on todellakin kertyméfunktio. Itse asias-
sa kertyméafunktiota F, kutsutaan kertyméfunktion F' FEsscherin muunnok-
seksi pisteesséa 7.
Olkoot sitten E, ja P, odotusarvo ja todennikéisyys, jotka vastaavat
kertyméafunktiota F, . T&ll6in on helppo ndhda, ettd satunnaismuuttujat X, ,
n € N, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita mitan P, suhteen ja

0 = E.[X,],
o = E/[X})] < oo
Liséksi
1
(8.2.4) P{—snzo} = p"E;[Ls,>00e”"""]
o >

(harjoitustehtava 8.10). Osoitamme sitten, etta

1
(8.2.5) liminfﬁlnET [1{5,120}6_7'571} > 0.

Jos viite (8.2.5) pétee, niin yhdistdmalld se viitteeseen (8.2.4) saamme ala-
rajan (8.2.3) ja lause 8.2.1 on todistettu.

En#é siis pitdé osoittaa (8.2.5). Perustelemme sen kiyttdmalld keskeista
raja-arvolausetta 8.3.1 (joka todistetaan vasta seuraavassa osiossa).

Olkoon

va) = = [ i
xr) = e

V2T J 0o Y
standardinormaalijakauman kertyméfunktio. Olkoon ¢ sellainen vakio, etté
O(c) — @(0) > 1/4 (selvasti téllainen vakio on olemassa). Nyt, kiyttdmalla
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keskeisté raja-arvolausetta 8.3.1 saamme

E, [15,500¢ "]

—TVnor——2— 3" o Xk
= E; {1{ Ly X >o}e Vnor &ks }
Vnor k<n k=

_ _1 X
> E, |1 ¢ TV iy Ten X
= T |: {OS T Tken ngc}

1
> e TVRorep 1) < X, <c
ey

1
—T1/norc

-
4© ’

kun n on riittdvin iso. Viite (8.2.5) seuraa tasta. O

Cramér toimi ruotsalaisen vakuutusyhtion konsulttina. On siis vain oikein
ja kohtuullista, etté seuraavaksi sovellamme hénen lausettaan vakuutusyh-
tioitd koskevaan ongelmaan.

8.2.6 Esimerkki. Oletetaan, ettd vakuutusyhtio saa péivéssi kiintedn en-
nalta tunnetun méérin p vakuutusmaksuja (preemioita). Joka paiva ¢ va-
kuutusyhtit saa satunnaisen madrdn X; korvausvaateita. Oletamme, etté
vaateet X;, t € N, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita, ja ettd

A() = mE["*"] < o

kaikilla 6 € R.

Vakuutusyhtion ongelma on nyt méaéréatd vakuutusmaksu niin, etté vara-
rikon todennékoisyys (ennen péivad 7') on mahdollisimman pieni. Cramérin
lause sanoo nyt, ettd vararikon todennékoéisyys on

ZXt >pT

t<T

P —TA*(p)

>~ e

Tehtéavaksi jaa siis ratkaista p yhtélosta

Ine
N = o

T )
missd € on kiinnitetty riskitaso. Yhtdlon ratkaiseminen vaatii tietysti funk-
tion A* tuntemista. Onneksi tdmé funktio voidaan kuitenkin estimoida saa-
puneista korvaustvaateista.
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8.3 Keskeinen raja-arvolause

Seuraava tulos on keskeinen raja-arvolause sen klassisessa, kohtalaisen yk-
sinkertaisessa muodossa.

8.3.1 Lause. Olkoon (X,) C L* jono riippumattomia samoin jakautuneita
satunnaismuuttugia. Olkoon u:= E[X,] ja 0® := Var[X,]. Tdlloin

missd G on normaalisti jakautunut odotusarvolla 0 ja varianssilla 1.

Seuraavaksi esitettava todistus perustuu karakteristisiin funktioihin ja nii-
den kvadraattiseen aproksimointiin. Keskeiset huomiot ovat:

e Nelidintegroituvan satunnaismuuttujan X € L? karakteristiselle funk-
tiolle ¢ x pétee

d 1 d?
~ 0) + —ox(0)u + = —dx (0)u?
ox(u) 0x(0) + - ox(0)u+ 55 x(O)u
1
= 1+iE[X]u— 5E[XQ]u?.
e Jos Xi,...,X, ovat riippumattomia samoin jakautuneita satunnais-

muuttujia, niin

Oxyrax, () = Ox,(uw) - ox,(u)
(le(u)n'

Lauseen 8.3.1 todistus. Olkoon ¢ satunnaismuuttujien X,, — p yhteinen ka-
rakteristinen funktio. Koska E[X,,—pu] = 0 ja E[(X,,—u)? = 02, niin lauseen

6.3.6(ii) nojalla
2

ou) = 1— %uQ + u?e(u),

missé e(u) — 0, kun v — 0. Osasumman
Z (X — )
k<n

karakteristinen funktio on riippumattomuuden nojalla ¢™. Liséksi normeera-
tun osasumman
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karakteristinen funktio ¢, on

u n
Pn(u) = ¢(%
_ enln¢ ﬁ)

2 L2 L
. enln 1-4- ;025<—U1n)>.

Nyt, kun u € R on kiinted, niin jitdmme harjoitustehtéviksi 8.11 osoittaa,

etta ) )
U U U 1
li In(l—-—+—e|——= = ——u’
s (n n( on | nott (Jﬁ))) 2"

Siten, koska eksponenttifunktio on jatkuva

1,2

lim ¢,(u) = e 2

Mutta tdmé on standardinormaalisti jakautuneen satunnaismuuttujan karak-
teristinen funktio. Viite seuraa siten Lévyn jatkuvuuslauseesta 7.4.7(ii). [

Klassinen esimerkki keskeisen raja-arvolauseen soveltamisesta on tietysti
niin sanottu normaaliaproksimaatio. Seuraava esimerkki késittelee tata.

8.3.2 Esimerkki. Oletamme, ettéd elektronisen komponentin elinikéd on sa-
tunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on on a ja keskihajonta, eli varianssin
nelidjuuri, on samoin a. Tehtdvénd on ratkaista kuinka monta (riippuma-
tonta) komponenttia tarvitaan, jotta niiden yhteenlaskettu elinikd S olisi
alle 8a korkeintaan todennikoisyydelld 5%. Varma epayhtilo saataisiin tie-
tysti kayttamélle Markovin epédyhtaloa. Jos kuitenkin tyydymme “hieman
epavarmaan” epayhtdloon, niin voimme kayttda normaaliaproksimaatiota ja
saada Markovin epayhtélod tarkemman tuloksen. Nimittdin keskeisen raja-
arvolauseen nojalla normeerattu yhteenlaskettu elinika

S —na
ay/n

on likimain normaalijakautunut parametrein g = 0 ja 0? = 1. Siten

P[S < 8d] = P[Sa_\/_zagg\;ﬁn} ~ <I>(8_Wn),

missé,

1 v 1,2
O(z) = —/ e ¥ dy
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on standardinormaalijakautuneen satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Saam-
me siis aproksimatiivisen epéayhtalon

8—n
0] < 0,05
A7) <
8—mn

vn

mistéd, katsomalla esimerkiksi taulukosta standardinormaalijakauman fraktii-
lifunktion ®~' arvoja, samme ehdon n > 15.

eli

< ©71(0,05),

Osion lopuksi esitamme Lindebergin ja Fellerin keskeisen raja-arvolauseen.
Se on tietyssd mielesséd tdydellinen vastaus keskeiseen raja-arvo-ongelmaan.
Toisin sanoen se antaa riittavat ja valttaméattomat ehdot sille, koska satun-
naismuuttujajono (X,) suppenee heikosti kohti normaalijakaumaa.

8.3.3 Lause. Olkoot &,;, n € N, | < k, satunnaismuuttujia. Oletamme,

ettd &,y .o &k, 0vAt TiIppumattomia jokaisella n € N, limk, = oo, ja
E[gn,l] = 07
Z Varl¢, | = L
1<ky,

Jos &1, n € N, [ <k, toteuttavat Lindebergin ehdon
(8.3.4) hmZE[ggﬂ{,wZE}] =0
1<kn,

kaikilla € > 0, niin

(8.3.5) S 4G,

1<kn

missd G on standardinormaalisti jakautunut.
Lisdksi, jos

) S _
lim 112%7);; P, > €] 0

kaikilla € > 0, niin ehto (8.3.4) on vdlttimation keskeiselle raja-arvolauseelle
(8.3.5).

Todistus. Sivuutetaan. O]
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Harjoitustehtivia

8.1. Olkoot X7, ..., X, satunnaismuuttujia, joille X? € L' kaikille k < n.
Osoita, etté

(a)
Var [ZXk] = > Var[X;]+2 ) Cov[X;, X|].

k<n k<n k<l<n
(b) jos satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat korreloimattomia, niin
Var [Z Xk] = Z Var[X;].
k<n k<n

8.2. Olkoot X,Y € L?. Osoita, etti
(a) [Cor[X,Y]| <1,

(b) jos Cor[X,Y] = 1, niin on olemassa sellaiset luvut a,b € R, ettd
Y "= aX +b.

8.3. Muotoile ja todista heikko suurten lukujen laki 8.1.1 satunnaisvektoreil-
le.

8.4. Olkoon (X,,) C L? jono korreloimattomia ja samoin jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia. Osoita, etté talloin

1 m.v.
X ™ E[X).
n

8.5. Todista Skorohodin lemma &.1.4.
8.6. Todista seuraus 8.1.7.
8.7. Todista Kroneckerin lemma 8.1.8.

8.8. Osoita, ettd lauseen 8.1.10 sarja hajaantuu melkein varmasti, jos

8.9. Kisittele Cramérin lauseen 8.2.1 todistuksen kohdat 1 ja 2.
8.10. Kasittele Cramérin lauseen 8.2.1 todistuksen viite (8.2.4).

8.11. Osoita keskeisen raja-arvolauseen 8.3.1 todistuksessa kéytetty vaite

u? u? U 1
li In{l——+ —e| —= = ——u’
e (n n( 2n+na25 (a n))) 2"



Luku 9

Ehdollinen odotusarvo

Yksi eldiman keskeisimmista ongelmista on péédtoksenteko epavarmuuden val-
litessa eli optimaalinen arvaaminen tai ennustaminen. Ehdollinen odotusar-
vo antaa yhden vastauksen tdhédn ongelmaan. Se kertoo, mitid “keskiméérin”
tapahtuu, kun otamme huomioon, mité tiedimme. Késite “mitd tieddmme’
on matematisoitu kaiken mahdollisen informaation F ali-o-algebraksi G ja
“keskimdérin” tarkoittaa luonnollisesti odotusarvomielessa.

)

Tarkastelemme téssé luvussa ainoastaan satunnaismuuttujia, vaikka vas-
taavat tulokset pédtevit myos satunnaisvektoreille.

9.1 Johdattelua

Ehdollisen odotusarvon idea perustuu tietysti ehdolliseen todenndkdisyyteen.

9.1.1 Maéiritelmi. Olkoon E € F sellainen, ettd P[E] > 0. Tapahtuman
A € T ehdollinen todenndkdisyys ehdolla E on
P[ANE]

PUAE) = —prm

Ehdollisen todennédkoisyyden idea perustuu tietysti tulosdantéon

P[ANE|] = P[E|P[A|E].

Naiivi tapa médritelld ehdollinen odotusarvo on tulkita se integraalina,
eli odotusarvona, ehdollisen todennékoisyyden suhteen. Téata tulkintaa varten
meidédn on tulkittava ehdollinen todennékoisyys todendkdisyytend. Seuraava
apulause sanoo, ettd tdmé on mahdollista.
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9.1.2 Apulause. Olkoon (2, F,P) todenndkdisyysavaruus ja E € F sellai-
nen, etti P[E] > 0. Tdlloin kuvaus

A — PIA[E], A€F,
on todenndkikdisyysmitta avarvudella (2, F).
Todistus. Harjoitustehtava 9.1. Il

Tarkastelemme sitten satunnaismuuttujia X ja Y. Oletamme, ettd Y on
diskreetti. Toisin sanoen oletamme, ettd on olemassa sellainen numeroituva

joukko {y1,v2,...} C R, ettd Y P[Y =y, =1 ja P[Y = y,] > 0 kaikilla
n € N. Huomaamme, ettd apulauseen 9.1.2 nojalla kuvaus

B +— P[X € BlY =y]

on jokaisella y € {y1,¥s, ...} todennikdisyysmitta avaruudella (R, B). Siten
voimme maéritelld ehdollisen odotusarvon jokaiselle y € {y;,ys, ...} asetta-
malla muuttujanvaihtokaavan 4.3.1 ehdottamalla tavalla

EX|Y =y] = /}RxP[XEdJJ\Y—y].

Téssé siis ehdollinen todennékoisyys

P[X € B,Y =1

PX e BlY =y| = Py =y

B € B,

on melkein varmasti hyvinméaaritelty, sillda P[Y = y] > 0, kun y € {y1, 92, ...}
ja P[Y = y, jollakin n € N] = 1. Jos Y ei ole diskreetti, niin ylld oleva
maéadrittely ei toimi.

Kéayttaméatta muuttujanvaihtokaavaa 4.3.1 voimme méiéritelld ehdollisen
odotusarvon myo6s satunnaismuuttujana:

(9.1.3) E[X|Y](w /X Pldw'|Y](w),

missd P[-|Y] on satunnaismitta:

PAY](w) = Y PIAY =y,J1 &y}

Satunnaismitta P[-|Y] on siis todennékoisyysmitta-arvoinen satunnaismuut-
tuja, joka on todenndkdisyysmitta, kun satunnaismuuttujan Y arvo on an-
nettu. Ehdollinen odotusarvo E[X|Y] on siis satunnaismuuttuja, jonka arvo
on melkein varmasti tunnettu, kun tiedimme satunnaismuuttujan Y arvon.
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Kaava (9.1.3) on epéilemétta hieman vaikea lukea. Syy téhén ei ole niin-
kddn notaatio-ongelma, vaan pikemminkin on kyse siitd, ettd ldhestymme
vaikeita aiheita. Seuraava esimerkki toivottavasti kuitenkin helpottaa ham-
mentynytta lukijaa.

9.1.4 Esimerkki. Tarkastelemme n-kertaista perdttiistd riippumatonta
toistokoetta, jossa yksittdisen onnistumisen todennikéisyys on p € (0,1).
Olkoon X onnistumisten lukuméérd ja Y tapahtuman n. toisto onnistui
indikaattori. Talloin siis X on binomijakautunut parametrein n ja p ja Y
on binomijakautunut parametrein 1 ja p.

Maaraamme ehdollisen odotusarvon E[X|Y].

On selvid, ettd jos Y = 0, niin X on binomijakautunut parametrein n—1
ja p. Samoin on selvad, ettd jos Y = 1, niin X — 1 on binomijakautunut
parametrein n — 1 ja p. Siten

P[X = k|Y]
B (n:)p i (S (Z:Dpk_l(l‘p)"_kl{yzl}

ja
EX|Y] = (n—&)pl{Y:O}-+ «n—q)p+1)1{Y:l}

Haluamme sitten mééritella ehdollisen odotusarvon E[X|Y], kun Y on
yleinen, ei valttamatta diskreetti, satunnaismuuttuja. Luonnollinen ldhesty-
mistapa olisi médritella E[X|Y = y] integraalina ehdollisen todennéakoisyy-
den P[-|Y = y] suhteen, missd ehdollinen todennéksisyys P[-|Y = y] on
maédritelty raja-arvona

P[A|Y —y| <
(9.1.5) PA[Y =y] = lim (A Y —y| < h]
h—0+ P[’Y—y| S hj|

Téssé lahestymistavassa on seuraava ongelma: jos P[Y = y] = 0, niin mik&én
el takaa, ettd raja-arvo (9.1.5) on olemassa.

9.1.6 Esimerkki. Lihetymistapa (9.1.5) ei ole kuitenkaan aivan toivoton.
Jos esimerkiksi oletamme, ettd pari (X,Y’) on jatkuvasti jakautunut yhteis-
tiheyfunktiolla fx y, niin voidaan osoittaa etté

1
fy(y)

PX e BlY =y| = /fovy(w,y)dm
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Nimittédin vaihtamalla integroinnin ja raja-arvon jirjestystd saamme, kiyt-
tamalla I’Hospitalin kaavaa, etta

lim
h10 P[|Y —y| < A
foy+ fxy(z, y)d’y'dl’

P[X € B|Y =y

= 1}310 fy+th<
. fXY(% )
“m ) ) dy o
y+h
_ /1 y+]:LXY($a ) dl’
Mo [ fr(y) dy
fxy(z,y)
5 fy(w) -

Esimerkin 9.1.6 nojalla naiivi lahestymistapa (9.1.5) toimii siis silla lisé-
oletuksella, ettd (X,Y) on jatkuvasti jakautunut. Voisimme sitten yrittaa
naiivilla ldhestymistavalla heikentdmélla lisdoletuksia. Tamé ei olisi kuiten-
kaan kovin eleganttia. Ongelmalle on kuitenkin olemassa elegantti ratkaisu.
Ongelma kierretdsin Radonin ja Nikodymin derivaattojen avulla. Idea perus-
tuu siihen, ettd voimme tulkita raja-arvoon (9.1.5) liittyvan ehdollisen odo-
tusarvon tiettyjen (merkkisten) mittojen Radonin ja Nikodymin derivaatak-
si. Derivoinnin kaytto on itse asiassa varsin luonnollista. Nimittéin esimerkin
9.1.6 tulos on formaalissa muodossa

1

PIY edily =y) = £

fxy(z,y)dz.

Kayttamaélla formaaleja kaavoja

fX,Y(x?y) dLCdy = P[X € dlC,Y S dy],
fr(y)dy = P[Y €dy],

ndemme, ettéd esimerkin 9.1.6 tulos on itse asiassa mittoja koskeva derivoin-
titulos:

[xy(z,y)dz
fY(y)
[xy(z,y)dzdy

fy(y)dy
P[X € dx,Y € dy]

P[Y € dy]

PX €dz]Y =y =
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Ylla oleva pyorittely oli tietysti tdysin formaalia ja matemaattisesti epapé-
tevdd. Matemaattisesti tdsméllisesti se saadaan tehtyé kdyttamallda Radonin
ja Nikodymin derivaattoja.

Rakennamme ehdollisen odotusarvon Radonin ja Nikodymin derivaat-
tojen avulla seuraavassa osiossa. Itse asiassa seuraavassa osiossa méaritel-
ld4n ehdollinen odotusarvo ali-o-algebran suhteen: méarittelemme otuksen
E[X|G]. Yhteys ehdolliseen odotusarvoon E[X|Y] on télloin E[X|Y]| =
E[X|o(Y)]. Yhteys ehdolliseen todennikoisyyteen P[A]Y] on periaatteessa

(9.1.7) PAlY] = E[Lio(Y)].

Selvenndmme nyt hieman, mitd tarkoitamme kun sanomme, ettd kaava
(9.1.7) pétee “periaatteessa”. Elegantista Radonin ja Nikodymin ldhestymis-
tavasta joudumme maksamaan hinnan: ehdollinen odotusarvo E[14|c(Y)]
on aina olemassa, mutta jos P[-|Y] méaéritelladn kaavalla (9.1.7), niin se ei ole
valttdméatta satunnaismitta. Toisin sanoen, kun w € ) on kiinnitetty, niin
kuvaus P[-|Y](w) ei ole valttdmattd mitta. Se on sitd vain melkein varmasti
eli melkein kaikilla w € Q2. Valitettavasti nyt melkein varmuus ei riité, silla
w on satunnaismitassa P[-|Y](-) kahdessa roolissa: seké satunnaismuuttujan
argumenttina ettd mitan joukon alkiona. Tédmé& ongelma voidaan kuiten-
kin monissa mielenkiintoisissa tilanteissa ratkaista kdyttdmalla sdannollisid
ehdollisia jakaumia. N&istd puhumme hieman viimeisessé osiossa.

9.2 Maéiritelmd Radonin ja Nikodymin derivaattana

Ennen kuin padsemme derivoimaan todennékoisyysmittoja tarvitsemme yh-
den méaaritelméakokoelman.

9.2.1 Masritelmé. Olkoot p ja v mittoja mitallisella avaruudella (€2, F).

(a) Mitta v on absoluuttisesti jatkuva mitan p suhteen, jos kaikille A € F
pétee: v[A] = 0 aina, kun p[A] = 0. Talloin merkitsemme v < p.

(b) Mitta v on ekvivalentti mitan p suhteen, jos v < p ja p < v. Télloin
merkitsemme v ~ p.

(c) Mitat v ja p ovat singulaarisia, jos on olemassa sellainen joukko A € &,
ettd v[A°] = 0 ja p[A] = 0 kaikilla A" C A. Tallin merkitsemme
v1pu.

Itse asiassa emme tarvitse jatkossa mééritelmén 9.2.1 kohtia (b) tai (c).
Esitimme ne tésséa vain taydellisyyden vuoksi.
Seuraava tulos on Radonin ja Nikodymin lause.
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9.2.2 Lause. Olkoon v ja p mittoja mitallisella avaruudella (2,F). Talloin
v < [ Jos ja vain jos

(9.2.3) V4] = /A Z(w) plde]

jollekin mitalliselle kuvaukselle Z : Q — R U {oo}.
Todistus. Sivuutetaan ajanpuutteen vuoksi. O]

Radonin ja Nikodymin lauseen 9.2.2 satunnaismuuttujaa Z kutsutaan
mitan v Radonin ja Nikodymin derivaatakst mitan p suhteen. Kéytdmme
my6s merkintad

dv

dp
Tamén merkinnén syy on seuraava formalismi: Radonin ja Nikodymin deri-
vaatan médraavin kaavan (9.2.3) voi kirjoittaa formaalisti muodossa

vjdw| = Z(w)p[dw]

tai lyhyemmin

dv = Zdpu.
Mutta talloin formaali sievennys sanoo, ettéa
d
z = L
dp

Seuraava esimerkki tulkitsee pistetodennékoisyysfunktion ja tiheysfunk-
tion Radonin ja Nikodymin derivaatoiksi.

9.2.4 Esimerkki. (i) Tarkastelemme mitallista avaruutta (R,B) varus-
tettuna Lebesguen mitalla ¢. Olkoon f: R — R, muotoa

ﬂw—ﬂ%>:tf}wwmw

-/ F(y) dy

kaikilla xo € R, missi f’: R — R*. Téalloin kuvaus

wilA] = Aﬁ@wmw, AcB,
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on mitta ja sen Radonin ja Nikodymin derivaatta Lebesguen mitan
suhteen on funktion f tavanomainen derivaatta:

i af ,
Wiy = = L = 1w
Mikili N

/ Fy)0dy) = 1,

niin vy on todenn#koisyysmitta ja f’ on siihen liittyva tiheysfunktio.
Todennékoisyysittaa vy vastaava kertyméfunktio on

F(z) = vy[(—o0,x]].

(ii) Tarkastelemme mitallista avaruutta (N, pot (N)). Olkoon n laskurimit-
ta:
n(A) = |4, ACN.

Olkoon p = (p1,pe,...) jono positiivisia reaalilukuja. Olkoon s =
(81, S2,...) jonon p osasummien jono:

Sp = Z Dk
k<n
Talloin s on mitta avaruudella (N, pot (N)), kun tulkitsemme
s[A] = > p,  ACN
keA

Liséksi s:n Radonin ja Nikodymin derivaatta laskurimitan n suhteen

on p:
ds\
dﬂ . - pn

Mikéli Y p, = 1, niin s on todennéksisyysmitta ja p on siihen liittyva
pistetodennékoisyysfunktio. Todennédkoisyysmittaa s vastaava kerty-

mafunktio on
F(.T) = Z Snl(n,lm](w).

Kayttaméalla Radonin ja Nikodymin lausetta voimme méiritelléd ehdolli-
sen odotusarvon, kun ehtona on jokin ali-c-algebra § C &F. Nimittdin olkoon
X integroituva satunnaismuuttuja ja § C F ali-o-algebra. Télloin voimme
médritelld ddrelliset mitat Q7 ja Qy mitalliselle avaruudelle (€2, G) asetta-
malla

Qx[4] = E[X*14], Aeg.
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Tillsin on helppo nihdi, etti Qf < P|G, missd P|G on mitan P rajoittuma
ali-o-algebralle G:

(P|9)[A] = P[A] Aeg§.

Radonin ja Nikodymin lauseen 9.2.2 nojalla on siten olemassa sellaiset P-
melkein varmasti yksikéasitteiset G-mitalliset positiiviset satunnaismuuttujat
(Radonin ja Nikodymin derivaatat) Z* ja Z~, ettd

E[X14 = E[X*1,]-E[X 1,]
= Qx[4] - Qx[4]
= E[ZJrlA} —E [Zi].A]
E[(Z+ —Z_)IA}
=. E[Z].A]

kaikilla A € §. Nyt on luonnollista valita merkkinen Radonin ja Nikodymin
derivaatta Z ehdolliseksi odotusarvoksi E[X|§]. Ehdollinen odotusarvo voi-
daan siis karakterisoida seuraavalla operationaalisella masritelmallé, joka on
periisin Kolmogorovilta.

9.2.5 Mairitelma. Olkoon § C J ali-o-algebra. Satunnaismuuttujan X €
L' ehdollinen odotusarvo on se melkein varmasti yksikéisitteinen satunnais-
muuttuja E[X|G], jolle

E[E[X|9]1A} - E[X1A}
kaikilla A € G.

Huomattavaa on, ettd ehdollinen odotusarvo on vain melkein varmas-
ti madritelty. Siten sitd koskevat kaavat tulee ymmértdd melkein varmassa
muodossa. Emme kuitenkaan jatkossa mainitse téta eksplisiittisesti, vaan ole-
tamme lukijan ymmaértavin, ettd esimerkiksi kaava E[X|G] =Y tarkoittaa
E[X|G] =" Y.

Ehdollinen odotusarvo E[X|Y], missd Y on satunnaismuuttuja mééritel-
laéan nyt luonnolliseen tapaan:

E[X|Y] = E[X|o(Y)].

Ehdollinen odotusarvo E[X|Y] on siis ¢(Y)-mitallinen satunnaismuuttuja.
Yhteys funktioon y — E[X|Y = y] on tietysti

EX[Y]w) = D EX[Y =yly_y(w).

yER
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Kayttamsélla Kolmogorovin operationaalista méaéritelméaéa on helppo to-
distaa ehdollisen odotusarvon ominaisuuksia (muutenhan emme kutsuisi
mééritelmad “operationaaliseksi”).

Osoitamme aluksi, ettd ehdollinen odotusarvo on positiivinen lineaarinen
projektio-operaattori.

9.2.6 Lause. Olkoot a,b € R, X, Y € L' ja H,§ C F ali-o-algebroja.
Tdlloin

(i) E[X]|G] >0, kun X >0,

(i) ElaX +bY|S] = «E[X|G] + VE[Y|9],

(i) E[E[X|H]|S] =E[X|HNG].

Todistus. (i) Kolmogorovin méaaritelmén nojalla pitda osoittaa, etté
E[X14 = 0

kaikilla A € G. Mutta tamé on selvia, silla X1, > 0, kun X > 0.
(ii) On selvia, ettd aE[X|G]+0E[Y|G] on G-mitallinen. Siten pitdé osoit-
taa vain, etta

E[ (aE[X|G] + bE[Y[S])14] = E[(aX +bY)14]

kaikilla A € G. Mutta taméi seuraa ehdottoman odotusarvon lineaarisuu-
desta ja ehdollisen odotusarvon operationaalisesta mééritelmasta. Nimittéain
kaikille A € G pitee

E[(aX +bY)14] = E[aX14+bY1y]
= aE[X1,4] +VE[Y1,]
= aE[E[X[S]14] + bE[E[Y|F]14]
= E[(¢E[X|S] 4+ bE[Y|S])14] .

(iii) Véiitteen mitallisuuskysymykset ovat selvid, silld yhtidlon vasen puoli
on sekd - ettd G-mitallinen, ja koska JH{ NG on o-algebra, niin JH- ja
G-mitallisuus tarkoittaa H N G-mitallisuuttaa. Pitda siis endé osoittaa, etté

(9.2.7) E[E[X|H]14] = E[X1y4]

kaikilla A € HNG. Mutta jos A € HNG, niin A € H ja siten (9.2.7) patee
ehdollisen odotusarvon E[X|H]| médritelmén nojalla. O
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Lauseen 9.2.6 projektio-ominaisuutta (iii) kuvataan usein sanonnalla “kar-
keampi aina voittaa” (eiké vain useasti niin kuin Leino sanoi). Nimittéin jos
H on G:té karkeampi eli H C G, niin ominaisuudesta 9.2.6(iii) seuraa, etté

E[EX|H]|S] = E[E[X|S]|H] = E[X]|H].

Erityisesti siis ehdoton odotusarvo on ehdollisen odotusarvon erikoistapaus.
Ehdottomassa odotusarvossa on ehtona triviaali ali-o-algebra:

EX] = E[X|[{2,Q}]

Ehdollinen odotusarvo toteuttaa olennaisesti kaikki ehdottoman odo-
tusarvon ominaisuudet. Esitdmme nyt, esimerkin vuoksi, ehdollisen monoto-
nisen konvergenssin lauseen.

9.2.8 Lause. Olkoon (X,,) kasvava jono positiivisia satunnaismuuttugia, joil-

le X, 1 X ja X € L'. Olkoon G ali-o-algebra. Tdlloin E[X,|S] T E[X]]].

Todistus. Olkoon A € G. Talloin X, 14 T X1,4. Siten tavallisen, ehdottoman,
monotonisen konvergenssin lauseen 4.2.1(i) nojalla

E[X,14] 1T E[X14].

Mutta, suoraan ehdollisen odotusarvon méaritelméan nojalla, tama tarkoittaa,
etta

(9.2.9) E[E[X,|S]14] T E[E[X|S]14].

Viite seuraa téastd. Nimittdin lineaarisuuden ja tavallisen monotonisen kon-
vergenssin lauseen nojalla (9.2.9) sanoo, etta

E[(lim E[X,[5] - E[X[G]) 14] = 0

kaikilla A € G. Koska lim E[X,|§] — E[X|SG] on G-mitallinen, niin on oltava
lim E[X,,|G] = E[X|G] melkein varmasti. O

Ehdollisessa odotusarvossa “tunnetun voi ottaa ulos” ehdollistamisesta ja
riippumattomassa tapauksessa ehdollistaminen on turhaa:

9.2.10 Lause. Olkoon X,Y, XY € L',

(i) Jos X on G-mitallinen, niin E[XY|G] = XE[Y|9].
(ii) Jos Y on riippumaton o-algebrasta G, niin E[Y|G] = E[Y].
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Todistus. (i) Mitallisuuskysymykset ovat selvid: kaavan molemmat puolet
ovat G-mitallisia. TAmén jélkeen kaavan E[XY|G] = XE[Y|G] voi todistaa
helposti “rakenteellisella induktiolla” satunnaismuuttujan X suhteen: ensiksi
todetaan ettd kaava pétee, kun X = 1,4 jollakin A € G, sitten kdytetddn
lineaarisuuttaa ja lopuksi kdytetddn (ehdollista) dominoidun konvergenssin
lausetta. Sivuutamme yksityiskohdat.

(il) Mitallisuuskysymykset ovat jélleen kerran téysin selvid. Nimittdin de-
terministinen otus E[Y] on varmasti mitallinen minké tahansa ali-o-algebran
suhteen. Pitaa siis osoittaa vain, etté

E[E[Y]1] = E[Y1,]

kaikilla A € §. Mutta koska Y on riippumaton ali-c-algebrasta G, niin
satunnaismuuttujat Y ja 14 ovat riippumattomia kaikilla A € G. Siten siis

E[Y1, = E[Y]E[L4].

Vaite seuraa téasta. O

9.3 Ehdollinen odotusarvo parhaana L?-ennusteena

Téssé osiossa madrittelemme ehdollisen odotusarvon kayttaméattd Radonin
ja Nikodymin lausetta. Méa&rittelemme nimittéin sen Hilbertin avaruuden or-
toprojektiona. Tamén méaéritelman hyvé puoli on ettd se antaa valittomasti
meille seuraavan tulkinnan: ehdollinen odotusarvo X = E[X|G] on se melkein
varmasti yksikésitteinen G-mitallinen satunnaismuuttuja X, jolle “ennustus-
virhe” Var[X — Y| minimoituu kaikkien G-mitallisten satunnaismuuttujien
Y joukossa:
E[X|] = argmin Var[Y — X].
vy on g-mitallinen
Huono puoli tésséd ldhestymistavassa on, ettd a priori sitd voidaan kayttaa
vain nelidintegroituville satunnaismuuttujille X € L?. Radonin ja Nikodymin
lahestymistapa toimii kaikille integroituville satunnaismuuttujille X € L.
Aloitamme mééarittelemélla Hilbertin avaruuden ja sisdtulon.

9.3.1 Maéritelma. Olkoon H vektoriavaruus.
(a) Kuvaus (-,-) : H> — R on sisdtulo, jos
(i) (z,y) = (y,z) kaikilla x,y € H,
(i) (ax +by,z) =a{x,z) +b(y,z) kaikilla a,b € R, z,y,2z € H,
(ili) (z,z) > 0 kaikilla 2 € H,
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(iv) (x,z) =0, jos ja vain jos = = 0.

(b) Avaruus H := (H,(-,-)) on Hilbertin avaruus, jos se on taydellinen
normiavaruus normin x — ||z|| ;== y/(z, x) suhteen.

Hilbertin avaruuksille pétee seuraava projektio-ominaisuus.

9.3.2 Apulause. Olkoon H Hilbertin avaruus ja H sen suljettu aliavaruus.
Olkoon x € H. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen ortoprojektio © € H,
jolle etdisyys ||x—z|| minimoituu. Lisiksi ortoprojektio & mddrdytyy ehdosta

kaikilla y € H.
Todistus. Esitetddn funktionaalianalyysin peruskurssilla. ]

Seuraava apulause sanoo, ettd LP-avaruudet ovat tdydellisid ja siten Ba-
nachin avaruuksia.

9.3.3 Apulause. Avaruus LP on taydellinen. Toisin sanoen sen Cauchy-
jonot suppenevat. Toisin sanoen, jos kaikille € > 0 on olemassa sellainen
ne, etta

1 X = Xilly < &

. L?
kun n,m > n., niun X, — X.

Todistus. Jatdmme tdméan vaitteen todistuksen harjoitustehtéviksi 9.5. Vih-
jeend todettakoon, etté klassinen todistus perustuu lauseeseen 7.3.4. Siis sii-
hen, ettd stokastisesti suppenevalla jonolla on melkein varmasti suppeneva
0sajono. O

9.3.4 Apulause. Avaruus L? on Hilbertin avaruus, kun melkein varmas-
ti samat satunnaismuuttujat samaistetaan ja sisituloksi otetaan (X,Y) =

E[XY].

Todistus. On taysin suoraviivaista ndhdé, ettd XY +— E[XY] on sisidtulo
ja ettd (X, X) = ||X]|3. Siten pitdd vain osoittaa, etti L? on tdydellinen.
Mutta apulause 9.3.3 sanoo, etti se on. [

Seuraava aputulos seuraa yksinkertaisesti siitd, ettd mitallisten funktioi-
den rajat ovat mitallisia.

9.3.5 Apulause. Olkoon G C F ali-o -algebra. Tilloin L*(2,5,P) on ava-
ruuden L*(Q,F,P) suljettu aliavaruus.
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Edell4 esitetyn nojalla voimme méaéritellé ehdollisen odotusarvon E[X|9]
olemaan satunnaismuuttujan X € L?(Q2,F, P) ortoprojektio aliavaruudelle
X € L?*(9,5,P). Eli se on se melkein varmasti yksikisitteinen G-mitallinen
satunnaismuuttuja X , jolle etéisyys E[(X —X)?] minimoituu. Seuraava lause
sanoo, ettd tdméa méadritelmé on konsistentti Kolmogorovin operationaalisen
méadritelmén 9.2.5 kanssa.

9.3.6 Lause. Olkoon X € L*(Q,9,P) ja § C F ali-o-algebra. Olkoon X
satunnaismuuttuja X ortoprojektio aliavaruudelle L*(Q, G, P). Tdillogin X =
E[X]S].

Todistus. G-mitallisuus on jélleen kerran selvii. Pitéda siis vain osoittaa, ettéa
E[)hA} — E[X14]

kaikilla 4 € G. Koska X on ortoprojektio, niin
E [(X . X)Y} =0

kaikilla G-mitallisilla nelidintegroituvilla satunnaismuuttujilla Y. Viite seu-
raa nyt valitsemalla Y :=14. O

9.4 Siianndllinen ehdollinen jakauma

Téssé osiossa tarkastelemme satunnaismuuttujan ehdollista odotusarvoa toi-
sen satunnaismuuttujan suhteen. T&ll6in voimme valita sellaisen ehdollisen
todennékoisyyden, ettd se on mitta. Tatd mittaa kutsumme sdédnnolliseksi
ehdolliseksi jakaumaksi.

Aloitamme kuitenkin sdannollisen ehdollisen jakauman yleisestd, o-
algebroihin liittyvéstd, magdritelmasta.

9.4.1 Miéritelmé. Olkoon § ali-o-algebra. Kuvaus P[-|G] on sddnndllinen
ehdollinen jakauma, jos

(i) jokaiselle A € F, P[A|SG] = E[14]9] melkein varmasti,
(i) jokaisella w € Q, P[-|G](w) on todenndkdisyysmitta mitallisella ava-
ruudella (92, F).

9.4.2 Lause. Olkoon P[-|G] sdiinndllinen ehdollinen jakauma ja X € L'.
Télloin

E[X|g] — /QX(w)P[dw|9].
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Todistus. Téamé véite on helppo osoittaa standardimasiinalla eli rakenteelli-
sella induktiolla satunnaismuuttujan X suhteen: jos X = 1,4 jollekin A € F,
niin véite on selva. Siten viite seuraa yksinkertaisille satunnaismuuttujille li-
neaarisuuden nojalla ja lopulta véite seuraa integroituville satunnaismuuttu-
jille (ehdollisen) dominoidun konvergenssin lauseen nojalla. O]

Lause 9.4.2 palauttaa ehdollisen odotusarvon séddnnolliseen ehdolliseen ja-
kaumaan eli ehdolliseen todennékoisyyteen. Kysymys onkin nyt, koska sédén-
nollinen ehdollinen jakauma on olemassa. Tieddmme, ettéd ehdollinen odo-
tusarvo on olemassa kaikille X € L!. Siten toivottavaa olisi, etté sdannolli-
nen ehdollinen jakauma olisi myos olemassa jokaiselle X € L!. Mutta t#lloin
sddannollisen ehdollisen jakauman tulisi olla olemassa aina, silli 1,4 € L' kai-
killa A € F. Tama ei kuitenkaan valitettavasti pidd paikkaansa. Ongelma on
se, ettd (epésiaiinnollinen) ehdollinen todennikoisyys P°[A] := E[14|G] on
maédritelty vain melkein varmasti. Toisin sanoen voi olla olemassa sellainen
nollajoukko NV, etta

(9.4.3) PO JA4u|9] (@) # D POAIG] (@),

kun w € N. Epayhtalossa (9.4.3) siis joukot A, € F, n € N, ovat erillisia ja
nollajoukko N liittyy niihin. Sddnnoéllisen ehdollisen jakauman P[-|G] ideana
on muuttaa ehdollista todenniikdisyyttd PY[-|G] nollajoukossa N siten, etti
epayhtilo (9.4.3) toteutuukin yhtélond. Ongelma on, ettd tdméa tdytyy teh-
dé samanaikaisesti kaikille poikkeusjoukoille N ja A,,, n € N, joille ongelma
(9.4.3) esiintyy. On kuitenkin periaatteessa mahdollista, ettd o-algebra F on
niin iso, ettd se siséltdd niin paljon nollajoukkoja, ettd ne kasaantuvat, eiké
16ydy sellaista yhtd nollajoukkoa, ettd P°[-|G] olisi mitta sen ulkopuolella.
Itse asiassa voidaan osoittaa, muttei kovin helposti, etté yleisesti o-algebrat
F voivat todellakin olla niin isoja. Mikéli F on kuitenkin jonkin satunnais-
muuttujan X virittdmé, niin se on riittdvan pieni. Toisin sanoen B on riit-
tavan pieni (itse asiassa By on myos riittdvan pieni, muttemme nyt viitsi
tarkastella vektoritapausta). Seuraava lause sanoo tamén.

9.4.4 Lause. Olkoon X satunnaismuuttuja ja G C F ali-o -algebra. Talloin
saannollinen ehdollinen jakauma Px|[-|G] on aina olemassa.

Todistus. Olkoon P%[-|G] jokin ehdollinen todenniikdisyys. Sana “jokin” viit-
taa siihen, ettd ehdollinen todennékoisyys on yleisesti vain melkein varmas-
ti madritelty. Nyt olemme siis valinneet jonkin version eli ekvivalenssiluo-
kan edustajan. Dynkinin laajennuslauseen 2.3.8 nojalla riittaé osoittaa, etté
voimme valita sellaisen version F'(-|G) ehdollisesta kertyméafunktiosta

FO(2]G) = Pg([(—oo,x]‘g}, r € R,
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ettéd se on kertyméfunktio jokaisella w € (2.
Rakennamme sddnnollisen version F'(+|G). Konstruktion toimivuus perus-
tuu siihen, ettd avaruus R on separoituva.

Olkoon {q1,q2,...} :=Q ja

My = {we Qs Fal9) < Fal9) }.
M = U MkJ.
k>q1

Nyt siis M on joukko, missd kertyméfunktioiden monotonisuusominaisuus ei
pade. Mutta M on numeroituva yhdiste joukkoja My, joille P[M,;| = 0
kaikilla k,! € N. Siten P[M] = 0. Olkoon sitten

Ne = {weq: lim Pal9) £ F(al9)]).
alax

N = UNk.
k

Joukko N on siis se joukko, jossa kertyméfunktioiden jatkuvuusominaisuus ei
pade. Jédlleen huomaamme, ettd P[] = 0 kaikilla £ € N ja siten P[N] = 0.
Lopuksi olkoon L € J se joukko, jossa

lim FO(qeG) #0 tai  lim FO(q[S) #1
qr——00 qr—00

eli kertyméfunktioiden rajaominaisuudet eivét piade. Edelleen P[L] = 0.
Nyt olemme valmiit méaritteleméan sdannollisen ehdollisen kertyméafunk-
tion F(-|G). Olkoon G miké tahansa kertyméfunktio. Asetamme

G(z), kinwe MUNUL,

Fls) = {limqkleO(qk\S), muulloin.

Nyt on helppo néhdi, ettd F(-|G) on kertyméfunktio jokaisella w € Q ja
ettd F(-|G) = F°(-|9) melkein varmasti. Siten olemme 15ytineet (eréifin)
saannollisen ehdollisen jakauman. Nimittdin Px|[-|G] saadaan laajentamalla
jokaisella w € € yhteys

Px[(—o0,2]|5] = F(]9), z € R,
mitaksi o-algebralle B. m

Tulkitsemalla saénnollistéd ehdollista jakaumaa hieman saamme seuraa-
van tuloksen, miké helpottaa usein ehdollisten odotusarvojen E[X|Y = y]
laskemista.
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9.4.5 Lause. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia ja g : R? — R sellainen
mitallinen kuvaus, ettd E[|g(X,Y)|] < co. Tdlldin

BlCx )] = [ ([Pl =) Py e a

Todistus. Harjoitustehtéva 9.6. O]

Lausetta 9.4.5 kutsutaan joskus mittojen hajotelmalauseeksi. Se nimittain
sanoo formaalisti, etté

PX edz,Y edy] = P[X edz|Y =y]|P]Y € dy].

Seuraava tulos kertoo, miten ehdollisia odotusarvoja voi laskea sdannol-
lisen ehdollisen jakauman avulla. Se seuraa varsin helposti lauseesta 9.4.5.
Jatdmme varsinaisen todistuksen harjoitustehtaviksi 9.7.

9.4.6 Seuraus. Olkoot X, Y ja g kuten lauseessa 9.4.5.

(i) Talloin
EMXYm“ﬁA—.éﬁxwﬂX€MW—m,

(ii) ja jos X ja 'Y owvat riippumattomia, niin

Eg(X, V)Y =y] = E[g(X,y)].

Harjoitustehtavia

9.1. Osoita, ettd ehdollinen todennékoisyys on todennédkoisyys. Toisin sa-
noen osoita, ettd kiinnitetylla £ € F, jolle P[E] > 0 kuvaus

A — P[A|E]
on todenn#kdisyysmitta avaruudella (2, F).

9.2. Olkoon Y diskreetti satunnaismuuttuja ja P[-|Y] osiossa 9.1 méaritelty
satunnaismitta. Osoita, ettd kaikille A € F pitee

P[A] = E[P[A]Y]].

9.3. Osoita, ettd maaritelmé 9.2.5 on kaavan (9.1.3) antaman méaritelméan
yleistys.
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9.4. Olkoon X,Y € L! ja ¢g: R — R mitallinen bijektio. Osoita, etté
EX[Y] = E[X|g(Y)],

mutta yleisesti
EX)Y =y] # E[X[g(Y)=y]|.

9.5. Todista apulause 9.3.3
9.6. Todista lause 9.4.5.

9.7. Todista seuraus 9.4.6.
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