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JOHDANTO

Tarkastelemme johdannaisten, eli kansankielella optioiden,
hinnoittelua. Kuuluisin hinnoittelumalli on niin sanottu Blackin ja
Scholesin malli. Tama malli olettaa, ettd johdannaisen
kohde-etuuden tuotot ovat riippumattomia ja normaalisti
jakautuneita. Tama oletus ei ole juurikaan koskaan totta

todellisessa maailmassa. Osoitamme, etta se ei kuitenkaan haittaa.
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JOHDANNAISET JA NIIDEN HINNOITTELU

(B, S)-MARKKINAT

Tarkastelemme markkinoita, joissa on vain kaksi mahdollista
sijoituskohdetta.

MAARITELMA (SIJOITUSKOHTEET)

(Bt)tejo, 7] on riskiton (eli deterministinen) sijoitus, esimerkiksi
PANKKITILI. Valitsemme sen NUMERAARIKSI, eli tarkastelemme
diskontattuja markkinoita:

B, = 1  kaikilla t € [0, T].

S = (St)tefo, 1] on riskillinen (eli satunnainen) sijoitus, esimerkiksi
OSAKE.

Oletamme, ettd polut t — S¢(w) ovat jatkuvia kaikilla w.



JOHDANNAISET JA NIIDEN HINNOITTELU

JOHDANNAISET

MAARITELMA (JOHDANNAINEN)

Kohde-etuuteen S liittyva JOHDANNAINEN G on kuvaus
S — G(S).

ESIMERKKI

m G = (St — K)™ on 0sTO-0OPTIO,
m G = (K —S7)" ion MYYNTIOPTIO,

m G=S5S7— Kon FUTUURI

T on johdannaisen juoksuaika K on lunastushinta.



JOHDANNAISET JA NIIDEN HINNOITTELU

OMAVARAISET SIJOITUSTRATEGIAT

MAARITELMA (OMAVARAINEN SIJOITUSSTRATEGIA)

SIJOTTUSSTRATEGIA ® = (®¢)¢c[o,7] ON (]—"f)te[o,T]—sopiva
stokastinen prosessi, joka kertoo kuinka monta yksikkoa
kohde-etuutta S sijoittajalla on portfoliossaan hetkella t € [0, T].

® on OMAVARAINEN, jos sen varallisuus V = V(®) toteuttaa
BUDJETTIRAJOITUKSEN

th = q)t dSt

Budjettirajoitus on etuperainen differerentiaaliyhtalo. Toisin
sanoen se tarkoittaa, ettd infinitesimaalisella d > 0 patee

Vt+d = ¢t5t+d + (Vt - q>tSt“) .



JOHDANNAISET JA NIIDEN HINNOITTELU

HINNOITTELUN ARBITRAASIPERIAATE

Yksi Johdannaisten hinnoitteluperiaate tulee arbitraasivapaudesta.

MAARITELMA (ARBITRAASI)

Omavarainen sijoitusstrategia ® on ARBITRAASI, jos Vg = 0,
Vr >0jaP[Vr >0]>0.

MAARITELMA (ARBITRAASIPERIAATE)

Johdannaisen G ARBITRAASIVAPAA HINTA hetkelld t, P¢, on mika
tahansa sellainen hinta, etta kolmen sijoituskohteen (B, S, P)
markkinoilla ei ole arbitraasia.

Luonnollisesti, jos (B, S)-markkinoilla on jo valmiiksi arbitraasia, ei
johdannaisilla voi olla arbitraasivapaita hintoja.



JOHDANNAISET JA NIIDEN HINNOITTELU

HINNOITTELUN SUOJAUSPERIAATE

Myos suojausperiaatteella voi hinnoitella johdannaisia.

MAARITELMA (SUOJAUSPERIAATE)

Jos on olemassa omavarainen sijoitusstrategia ®, joka SUOJAA
johdannaisen G, eli V1(®) = G, niin johdannaisen G suojaushinta
on V0(¢)

Omavaraisuuden nojalla suojausvaatimus G = V7 (®) voidaan
kirjoittaa muodossa

T
G == V0(¢)+/ d)tdst,
0

missa integraali on “etuperaistd” tyyppia.
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BLACK JA SCHOLES: MENESTYSTARINA?

GEOMETRINEN BROWNIN LIIKE

Blackin ja Scholesin hinnoittelumalli olettaa, ettd tuotolle patee

d
A5 ar+ oaw,
St

missa W on BROWNIN LIIKE.

Taman stokastisen differentiaaliyhtélon ratkaisu on (viettava)
GEOMETRINEN BROWNIN LIIKE

2
S

Blackin ja Scholesin mallissa on kaksi estimoitavaa parametria:
osakkeen keskimaarainen tuotto p (joka on johdannaisten
hinnoittelun kannalta irrelevantti) ja osakkeen VOLATILITEETTI o
(jonka estimointi ja oikea tulkinta on hinnoittelun kannalta
keskeista).

11 /21



BLACK JA SCHOLES: MENESTYSTARINA?

ARBITRAASIVAPAUS JA TAYDELLISYYS

Blackin ja Scholesin malli on teoreettiselta kannalta ihanteellinen:

Malli on ARBITRAASIVAPAA: Tama seuraa siita, etta voimme
mairitelld P:n kanssa ekvivalentin mitan P, jonka suhteen S on
martingaali. Talloin jokaisen johdannaisen arbitraasivapaa hinta on
itse asiassa E[G].

Malli on TAYDELLINEN: Jokainen johdannainen voidaan suojata,
ja lisaksi suojaushinta on yksikasitteinen ja se on sama kuin
arbitraasivapaa hinta. Erityisesti ekvivalentti martingaalimitta P on
yksikasitteinen. Kaikki tama seuraa ITO:N ESITYSLAUSEESTA:

.
VGIW: G = E[G]+/ v, dW,.
0



BLACK JA SCHOLES: MENESTYSTARINA?

LASKETTAVUUS

Blackin ja Scholesin mallissa monien johdannaisten hinnat ja
suojausstrategiat voidaan jopa laskea! Esimerkiksi
VANILJAOPTION G = g(S7) hinta ja suojaus saadaan joko
ratkaisemalla BLACKIN JA SCHOLESIN ODY

ov 0% ,0%

o 2 e =0
reunaehdolla v(T,x) = g(x). Tallin suojausstrategia on
ov
o, = —(t,S).
t 8X( 9 t)

Yhta hyvin voisimme myos kayttaa FEYNMAN-KACIN KAAVAA

02
v(t,x) = E [g <xe"WTf2(Tt)>} .
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TAYDELLINEN TEORIA — EPATAYDELLINEN TODELLISUUS

Blackin ja Scholesin geometriseen Brownin liikkeeseen perustuva
malli olettaa, etta

tuotot ovat riippumattomia ja

tuotot ovat normaalisti jakautuneita.

KUMPIKAAN OLETUS EI PIDA PAIKKAANSA KAYTANNOSSA!

Kuitenkin esimerkiksi vaniljaoptioiden G = g(S7) GAUSSINEN

hintakaava
o0 o Ty_2T) € 2
Soe 7 —d
/—oog( ° ) V2m Y

nayttaa patevan kaytannossa.
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NELIOHEILAHTELUMALLIT

FOLLMERIN HAVAINTO

Blackin ja Scholesin mallissa hinnoittelu- ja suojauskaavat
seuraavat valittdmasti [TON KAAVASTA

of of
df(t,Xt) - a(t,xt)dt—'— a(t,xt)dxt

10°f 5
+ 572 (6 Xe)(dXe).

Follmerin (1981) keskeinen havainto oli, etta 1t6n kaava voidaan
tulkita poluttain ilman martingaaliteoriaa. Tama sopii hyvin

johdannaisten hinnoitteluun, silla suojaaminenkin on poluttaista.
Lis3ksi Itén kaavalla voidaan MAARITELLA stokastinen integraali.

Myohemmin Schoenmakers ja Kloeden (1999) sovelsivat Follmerin
havaintoa vaniljajohdannaisten hinnoitteluun ja toistamiseen.



NELIOHEILAHTELUMALLIT

VARSIN YLEINEN HINNOITTELUMALLI

MAARITELMA (0?-HINNOITELUMALLI)

Hinnoittelumalli S (tai pikemminkin sen jakauma Ps) on
o2-HINNOITTELUMALLI, jos

S:11a on jatkuvat polut

S:lla on Blackin ja Scholesin nelicheilahtelu:
(dS:)? = 02S2dt.

S:l1a on taydet ehdolliset kantajat:

supp P[(Ss)sepe, 1) € - 1F7] = Cs4lt, T).

Ehtoja 1 ja 2 tarvitaan, jotta Iton kaava patisi Black & Scholes
muodossa. Ehtoa 3 tarvitaan, jotta voimme vaihtaa singulaarisista
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NELIOHEILAHTELUMALLIT

SALLITUT STRATEGIAT

Meilla ei ole kaytossa mitaan yleista integroimisteoriaa vaan
joudumme tyytymaan Itdn kaavaan. Siksi tarkastelemme vain
“sallittuja sijoitusstrategioita”.

MAARITELMA (SALLITTU STRATEGIA)

Sijoitusstrategia ¢ on SALLITTU, jos se on muotoa

o, = So(ta Stagl(ta S)a cee ,gn(t; S))a

missa  on siled ja g;:t toteuttavat “teknisia ehtoja”.

Tyypillisesti g;:t ovat esimerkiksi juoksevia maksimeja, minimeja tai
keskiarvoja osakekurssista S.



NELIOHEILAHTELUMALLIT

ROBUSTI SUOJAAMINEN JA ARBITRAASI

LAUSE (BLACKIN JA SCHOLES SUOJAAMISET TOIMIVAT ILMAN

GAUSSIA)

Jos johdannainen G on jatkuva osakepolun suhteen ja se voidaan
suojata Blackin ja Scholesin mallissa sallitulla strategialla, niin se
voidaan suojata myos missi tahansa o?-hinnoittelumallissa ja
suojausstrategia on, poluttain, sama.

Koska o?-mallit voivat olla semimartingaalimalleja tai sitten eivit,
niin ne saattavat sisaltaa arbitraasia. Arbitraasimahdollisuudet
ovat kuitenkin “erikoisia”, kuten seuraava lause osoittaa.

LAUSE (ARBITRAASIVAPAUS)

Sallituilla strategioilla ei voi tehda arbitraasia.



NELIOHEILAHTELUMALLIT

HUOMIO VOLATILITEETISTA

Blackin ja Scholesin malli siis toimii ilman jakaumaoletuksia: se
antaa oikeat suojaushinnat johdannaisille, eika tyypillisilla
suojausstrategioilla voi tehda arbitraasia. Siten suojaushinnat ovat,
ainakin jossakin mielessa, myos arbitraasivapaita hintoja.

Mutta, jotta hinnat olisi laskettu oikein, pitaa volatiliteetti
ymmartaa oikein. Volatiliteetti tulee siis kaavasta

(dSt)2 = Uzstdt.

Blackin ja Scholesin mallin tapauksessa tama on sama kuin
osakekurssin tuottojen pitkan aikavalin historiallinen varianssi,
mutta yleisessi o>-mallissa nain ei valttimatta ole.

Perinteinen HISTORIALLINEN VOLATILITEETTI on siis vaara
estimaattori hinnoittelumallien volatiliteetille. Sen sijaan tulee
kayttaa joko JOHDETTUA VOLATILITEETTIA tai LYHYEN
AIKAVALIN ESTIMOINTIA.
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